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)1(

آزمون فصل تابع )1( آ نومزآ

آتابعآاست؟- آ f m m m   m{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= −31 4 2 2 1 0 0 4 4 2 بهآانایآچندآوقدارآوختلفآmآرابطۀآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آتابعیآثابتآباشد،آوقدارآaآچندآاست؟آ- ۲ a xf x
x

( )
( )

+ +
=

−
2 3

2 3
اگرآتابعآ

 −4  )۴  −3  )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

آقرارآندارد؟آ- ۳ f x
x x

( )=
− −
1
1

کدامآعددآدرآداونۀآتابعآ

 −3 3
2

 )۴  +3 3
2

 )۳  −3 5
2

 )۲  +3 5
2

آ( 

آکدامآاست؟آ- ۴ b a− آاست.آوقدارآ a b[ , ] آبهآصمرتآ f x x( ) | |= − −216 9 داونۀآتابعآ

۱۸ )۴  ۸ )۳  ۶ )۲ آ( ۱۰ 

آراآیکآواحدآبهآسمتآراستآوآدوآواحدآبهآپایینآانتقالآدهیم،آسپسآنسبتآبهآوحمرآطملآهاآقرینهآکنیم،آ- 5 y x= 3 اگرآنممدارآتابعآ

نممدارآبهآدستآ ودهآنممدارآاولیهآراآدرآچندآنقطهآقطعآویآکند؟
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

f کدامآاست؟- 6 a( )− ،آوقدارآ g f a( )( )+ =2 6 g وآ {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 5 01 1 4 3 5 4 3 ،آ f x x x( )= −2 4 اگرآ

 4 3  )۴  2 3  )۳  3 2  )۲  4 2 آ( 

آکدامآاست؟- 7 a b+ ،آوقدارآ fof x x x( )( )= − +4 227 18 2 آوآ f x ax b( )= +2 اگرآ

 −2  )۴  −1  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آصعمدیآاست.آحدودآkآکدامآاست؟- 8 f x x kx( ) | |= +3 تابعآ

 k≤1  )۴  k− ≤ ≤3 3  )۳  k≥−3  )۲  k− ≤ ≤1 1 آ( 

آکدامآاست؟آ- 9 a b+ )آنممدارآتابعآوارونشآراآقطعآویآکند.آوقدارآ , )− 11
3

درآنقطۀآ f x ax x b( )= − +3 2
9

نممدارآتابعآ

 − 23
9

 )۴  −17
9

 )۳  −10
9

 )۲  − 1
9

آ( 

آکدامآگزینهآاست؟- 0آ y f x( )−= − −1 نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آنممدارآتابعآ1

 )۴    )۳   )۲ آ(  

فصل اول: تابع

گامسؤال

1 2

2 8

3 21
325

4 21
331

5 

29
30
31
32

6 21
25

7 26

8 53
335

9 62

10 34
62



فصل اول: تابع
)2(

آزمون فصل تابع )2( ۲ نومزآ

آکدامآاست؟- آآ f a( ) آضابطۀآتابعآfآباشد،آوقدارآ
x a x

f x
ax x

( )
 + + ≥=

+ ≤
3

2 2

16 2
اگرآ

 −16  )۴   −32  )۳  ۳۲ )۲ آ( ۱۶ 

آکدامآاست؟- ۲آ f m( ) آضابطۀآیکآتابعآخطیآباشد،آوقدارآ f x mx x x x m( ) ( )= − + + +22 4 اگرآ
۸ )۴  7 )۳  ۶ )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۳آ f x( )− ،آ زآگاهآ xf x
x x

( ) [ ] [ ]+= + −1 1 اگرآ

 f x( )−1 )۴   f x( )−1  )۳   f x( )−  )۲   f x( ) آ( 

آراآرسمآویآکنیم.آوساحتآناحیۀآوحصمرآبینآدوآنممدارآوآوحمرآطملآهاآ- ۴آ xy f( )=2
2

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آنممدارآتابعآ
کدامآاست؟

5 )۲   9
2

آ( 

7
2

 )۴   ۳ )۳

آکدامآاست؟آ- 5آ xf x x
x

( )
| |

= +3 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآ- 6آ g x f x f x( ) ( ) | ( )|=− −2 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآشدهآاس��ت.آنممدارآتابعآ
گزینهآاست؟

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آراآقطعآویآکند؟- 7آ g x  
x

( ) | |= 1 آدرآچندآنقطهآنممدارآتابعآ f x x x( ) | || |= −2 نممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 
آکدامآاست؟- 8آ f x x x x( ) | ( ) |= + +2 3 3 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آاست.آوقدارآabآکدامآاست؟- 9آ ax bf x( )− +=
31
3

آبهآصمرتآ f x x( )= −3 2 3 ضابطۀآتابعآواروزآتابعآ

 ۶ )۴  ۴ )۳  −2  )۲  −4 آ( 

آاکیداًآنزولیآاست.آحداقلآوقدارآaآکدامآاست؟- ۲0 a[ , ]0 آرویآبانۀآ f x x( ) sin( )π= −3 4
2

تابعآ

 −π  )۴  π−
2

 )۳  π−
3

 )۲  π−
4

آ( 

گامسؤال

11 6

12 9

13 5
337

14 33
35

15 
29
31
32

16 
32
33
329

17 

10
11
37
329

18 

29
30
31
37
285

19 63

20 

32
35
51
53
90



)3(

آزمون فصل تابع )3( ۳ نومزآ

آچگمنهآاست؟آ- آ۲ axg x bx c( )= + +2 آتابعآهمانیآباشد،آتابعآ f x ax bx b c( )= − + +2 اگرآتابعآ

۴( نمایی ۳( همانی  ۲( خطی  آ( ثابت 

آکدامآاست؟- ۲۲ x≠0 ،آضابطۀآتابعآfآبرایآهرآ xf
x x

( ) +=
+2

1 2
2 1

اگرآ

 x xf x
x

( ) +=
+

2

2
2
2

 )۴   x xf x
x

( ) +=
+

2

2 1
 )۳   xf x

x
( )=

+

2

2
2

1
 )۲   x xf x

x
( ) +=

+

2

2
2

2
آ( 

آکدامآاست؟آ- ۲۳ a b c+ + آاست.آوقدارآ a b c( , ] { }− آبهآصمرتآ x xf x
x x

( ) − −= −
− −

3 1 7
3 2

داونۀآتابعآ

۱۲ )۴  ۱۱ )۳  ۹ )۲ آ( ۸ 

آاست.آچندآوقدارآوختلفآبرایآnآوجمدآدارد؟آ- ۲۴ n{ }− آبهآصمرتآ xf x
m x x

( ) +=
+ +2 2
1
3 1

داونۀآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آباآهمآبرابرند.آوقدارآabcآکدامآاست؟- ۲5 ax bg x
x cx

( ) +=
+ +2 4

آوآ f x
x

( )=
+
5
2

دوآتابعآ

 −200  )۴  −100  )۳  ۲۰۰ )۲ آ( ۱۰۰ 

آکدامآاست؟- ۲6 f xg x
f x
( )

( )
( )

=
−
3
2

،آوجممعآاعضایآبردآتابعآ f {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 1 4 2 3 2 5 1 اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

،آچندآعددآصحیحآدرآداونۀآتابعآfog قرارآدارد؟- ۲7 g x x( ) | |= −1 ،آ gD [ , ]= −5 4 آوآ f x x x( )= +2 ،آ fD  [ , ]= 1 4 اگرآ

۸ )۴  7 )۳  ۶ )۲ آ( 5 

)آصعمدیآاست.آحدودآkآکدامآاست؟- ۲8 , ]−∞ 4 آباآداونۀآ f x k x x( ) ( )= + + +22 2 تابعآدرجۀآدومآ1

 k− < <−2 1  )۴  k− ≤ <−9 2
4

 )۳  k≥− 9
4

 )۲  k<−2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲9 f( )0 )آعبمرآکند،آوقدارآ , )4 8 آانآنقطۀآ f x x x a( )= + +331 2
16

اگرآنممدارآتابعآواروزآتابعآ

 −30  )۴  −20  )۳   −15  )۲  −12 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۳0 g( )6 ،آوقدارآ f ( )− =1 2 5 آوآ f x g x( ) ( )+ = −2 1 2 3 ،آواروزآپذیرآباشند،آ1 اگرآتابعآهایآfآوآgآباآداونۀآ

 ۲ )۴  3
2

 )۳   2
3

 )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

21 8
9

22 5
290

23 21
324

24 21
300

25 
21
23
300

26 25

27 28
331

28 52

29 61

30 61



فصل اول: تابع
)4(

آزمون فصل تابع )4( ۴ نومزآ

آکدامآاست؟- آ۳ f( )5 ،آوقدارآ xf x
x x

( )+ = + −
2 2

2
1 33 4 اگرآ

۶۰ )۴  ۶5 )۳  7۰ )۲ آ( 7۱ 

آضابطۀآتابعآخطیآfآباشد،آنممدارآاینآتابعآکدامآاست؟- ۳۲ x mxf x
x

( ) + +=
+

2 4
2

اگرآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آباشد،آوقدارآbآکدامآاست؟- ۳۳ [ , )+∞4 آبانۀآ f x a x ax b( ) ( )= + − +23 اگرآداونۀآتابعآ

 −12  )۴  ۱۲ )۳  ۶ )۲   −6 آ( 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- ۳۴ xf x
x

( )
sin

π −=
2 2

داونۀآتابعآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳5 f g+ آثابتآنیستآضابطۀآتابعآ f g− ،آدرآبانهآایآکهآتابعآ g x x( ) | |= آوآ f x x( ) | |= −1 اگرآ

 y x=− +2 1  )۴  y x= −2 1  )۳   y=−1  )۲  y=1 آ( 

آدرآ- ۳6 kf( )
2

،آ زآگاهآ fof k( )( )=4 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرسمآشدهآاست.آاگرآ

کدامآوجممعهآویآتماندآباشد؟آ
 ( , )0 1  )۲    ( , )0 2 آ( 

  ( , )1 2  )۴    ( , )−1 0  )۳

،آضابطۀآتابعآfآکدامآاست؟- ۳7 fog x x x( )( ) ( )= − +28 4 5 آوآ g x x( )= +2 1 اگرآ

f x x x( )= − +22 10 58  )۲   f x x x( )= + +22 10 58 آ( 

 f x x x( )= + +22 20 58  )۴   f x x x( )= − +22 20 58  )۳

آیکآبهآیکآاست.آaآکدامآعددآویآتماندآباشد؟- ۳8 f x ax x( ) [ ]= + تابعآ

 −2  )۴  −1  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آنممدارآواروزآخمدآراآدرآدوآنقطهآقطعآویآکند.آحاصلآضربآطملآاینآنقطهآهاآکدامآاست؟- ۳9 xf x
x

( ) +=
+
4
2

نممدارآتابعآ

 ۱ )۴  ۴ )۳   −4  )۲  −1 آ( 

آچندآ- ۴0 y f x( )−=− −1 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآشدهآاس��ت.آنممدارآتابعآ

آدارد؟ xg x( ) += 1
2

نقطۀآوشترکآباآنممدارآتابعآ

۲ )۲ آ( ۱  
۴ )۴   ۳ )۳

گامسؤال

31 5

32 9
21

33 
21
317
318

34 21
74

35 
7
25
336

36 26

37 27

38 42
342

39 63
312

40 
32
34
62



)5(

   5 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )1(

درآشکلآوقابلآطملآضلعآBCآچقدرآاست؟- آ۴
 ( )−4 3 1 آ( 

 ( )+4 3 1  )۲

 4 3  )۳
 8 3  )۴

چرخآوفلک��یآوطاب��قآش��کلآ۳۰آکابینآداردآکهآانآش��مارۀآ۱آتاآ۳۰آش��مارهآگذاریآ- ۴۲
ش��دهآاند.آاینآچرخآوفلکآدرآهرآدقیقهآ۲آدورآویآچرخد.آاگرآچرخآوفلکآ۱۸۴آثانیهآ

بچرخد،آکابینآشمارۀآیکآبهآوحلآکدامآکابینآونتقلآویآشمد؟
آ( کابین سوم

۲( کابین پنجم
۳( کابین هفتم
۴( کابین نهم

آکدامآاست؟- ۴۳ a b+ آاست،آوقدارآ a b[ , ] آدرآبانۀآ sinα ،آ زآگاهآ ≤α≤0 030 120 اگرآ

۱ )۴   3
2

 )۳   +1 3
2

 )۲   +2 3
2

آ( 

αآدرآکدامآناحیۀآوثلثاتیآقرارآدارد؟- ۴۴ ،آانتهایآکمازآنظیرآناویۀآ cos cotα α>0 آوآ cot cosα− α<0 اگرآ
۴( چهارم ۳( سوم  ۲( دوم  آ( اول 

آکدامآاست؟- ۴5 A sin sin sin cosπ π π π= + − +49 7 18 8
10 5 5 5

وقدارآعبارتآ

 cos π−2
10

 )۴   sin π−2
10

 )۳   cos π2
10

 )۲   sin π2
10

آ( 

آکدامآاست؟- ۴6 A sin cos

cos sin

α+ β=
α+ β

3 3

3 3
3

2
،آحاصلآعبارتآ πα−β=5

2
اگرآ

 tan α31
4

 )۴   tan α34  )۳   cot β34  )۲   cot β31
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۴7 x π=
16

آبهآانایآ A x x xsin cos ( sin )= − 21 2 وقدارآعبارتآ

2
16

 )۴  2
8

 )۳  2
6

 )۲  2
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴8 cos sinπ π−4 4
12 12

وقدارآ

 3
3

 )۴   1
2

 )۳   3
2

 )۲   1
4

آ( 

۴9 - k( )∈ آکدامآاست؟آ x xcos( ) sin( )π− = π+2 2
9

جمابآهایآکلیآوعادلۀآ

 kπ π+7
2 72

 )۴   kπ π−7
2 72

 )۳   kπ π−7
2 36

 )۲   kπ π+7
2 36

آ( 

آکدامآاست؟- 50 [ , ]π0 آدرآبانۀآ x xcos cos+ + =22 2 3 2 1 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5
2

 )۴   π2  )۳   π3
2

 )۲   π آ( 

فصل دوم: مثلثات

گامسؤال

41 69

42 86

43 78
100

44 74
76

45 90

46 90

47 93

48 93
282

49 106
109

50 

106
107
110
113
115



فصل دوم: مثلثات
)6(

   6 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )2(

آکدامآاست؟- آ5 A sin sin

cos cos

−=
−

0 3 0

0 3 0
25 25
25 25

حاصلآعبارتآ

 cot2 025  )۴   cot 025  )۳   tan 025  )۲   tan2 025 آ( 

آکدامآاست؟- 5۲ sin cosα− α ،آوقدارآ sin cosα+ α=1
3

αآدرآناحیۀآچهارمآباشدآوآ اگرآانتهایآکمازآنظیرآناویۀآ

 − 8
9

 )۴   8
9

 )۳   17
3

 )۲   − 17
3

آ( 

برابرآاندانۀآ زآبرحسبآرادیازآ5آواحدآکمترآاست.آاندانۀآاینآناویهآبرحسبآرادیازآکدامآاست؟- 5۳
π
200 اندانۀآیکآناویهآبرحسبآدرجهآان

 π3
8

 )۴   π
4

 )۳   π
8

 )۲   π3
4

آ( 

آاست.آوقدارآabآکدامآاست؟- 5۴ f x a b x( ) sin( )= π شکلآروبهآروآقسمتیآانآنممدارآتابعآ

 −6 آ( 
۴ )۲

 −4  )۳
۶ )۴

آکدامآاست؟- 55
cot cot

+
− +0 0

1 1
1 380 1 110

حاصلآ

cot 010  )۴  tan 020  )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 56 a a
a a

sin cos
sin cos

7 27
21 9

،آوقدارآ a π=
32

اگرآ

 −2  )۴   −1  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 57 xcos4 ،آوقدارآ x xsin cos+ =1
2

اگرآ

 − 1
16

 )۴   − 1
8

 )۳   − 1
4

 )۲   − 1
3

آ( 

آکدامآاست؟- 58 x xsin cos+4 4 ،آوقدارآ xcos =14
3

اگرآ

17
18

 )۴  8
9

 )۳  5
6

 )۲  7
9

آ( 

آکدامآاست؟- 59 [ , ]π0 آدرآبانۀآ x xcos cos( )π− + =2 0
4

وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5
2

 )۴   π5
4

 )۳   π5
3

 )۲   π5
6

آ( 

)آدارد؟- 60 , )π0 2 آچندآجمابآدرآبانۀآ x x xsin cos sin+ = +1 2 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

51 81

52 
74
81
281

53 87

54 100
103

55 81
90

56 90

57 93
281

58 99

59 106
107

60 

96
107
113
115



)7(

   7 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )3(

کدامآاست؟- آ6 sin tanα− α درآشکلآروبهآروآطملآضلعآوربعآهایآکمچکآبرابرآ۱آاست.آوقدار

 −13
6

 )۲    − 7
4

آ( 

 − 9
14

 )۴    − 8
15

 )۳

آکدامآاست؟- 6۲ sin α2 ،آوقدارآ mcotα= +2 آوآ
m

tanα= 1
2

اگرآ

 2
5

 )۴   1
17

 )۳   16
17

 )۲   1
5

آ( 

آکدامآاست؟- 6۳ x xtan cot+4 481 ،آحاصلآ x xtan cot− =3 2 اگرآ
7۰ )۴  ۹۲ )۳  ۸۲ )۲ آ( ۱۰۰ 

آکدامآاست؟- 6۴ a| | آباشد،آوقدارآ π
6

آبرابرآ f x ax( ) sin ( )= − +23 4 2 اگرآدورۀآتناوبآتابعآ

۸ )۴  ۶ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

درآشکلآوقابل،آقسمتیآانآنممدارآکدامآتابعآرسمآشدهآاست؟- 65

y xcos( )= −3 2 4 آ( 

y xsin( )= −3 2 1  )۲

y xsin( )=− −3 3 1 )۳

y xcos( )=− +2 3 1  )۴

آکدامآاست؟- 66 sin α2 ،آوقدارآ ππ<α<3
2

آوآ cos( )π+α =17
3

اگرآ

− 2 2
9

 )۴  4 2
9

 )۳  2 2
9

 )۲  − 4 2
9

آ(

آکدامآاست؟- 67 xcos2 ،آحاصلآ x xsin cos=2 اگرآ

− 2
5

 )۴  3
5

 )۳  2
5

 )۲  − 3
5

آ( 

آکدامآاست؟- 68 sin α2 2 ،آوقدارآ sin cosα− α=2
3

اگرآ

 49
81

 )۴   9
16

 )۳   25
81

 )۲   16
25

آ( 

)آدارد؟- 69 , )π30
2

آچندآجمابآدرآبانۀآ xsin − =2 2 1 0 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آچندآبارآبهآحداقلآوقدارآخمدآویآرسد؟- 70 , )π π− 3
2 2

آدرآبانۀآ f x x( ) cos=− +2 4 3 تابعآ

۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

گامسؤال

61 69

62 81

63 81
281

64 93
103

65 
100
101
103

66 
74
90
93

67 
81
93
98

68 93
281

69 
106
107
110

70 
101
107
113



فصل دوم: مثلثات
)8(

   8 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )4(

آکدامآاست؟- آ7 A
( cot )( tan )

( cot )( tan )

π π+ −
=

π π− +

1 1
5 5

1 1
5 5

وقدارآعبارتآ

 −1  )۴   − 1
2

 )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 7۲ xcos ،آوقدارآ x x
x x

tan cot
tan cot

− =
+

7
25

اگرآxآناویهآایآحادهآباشدآوآ

 3
4

 )۴   2
5

 )۳   2
3

 )۲   3
5

آ( 

آکدامآاست؟- 7۳ x xsin cos+ ،آحاصلآ x x x xsin cos sin cos= + اگرآ

 −2 1
2

 )۴   −1 2  )۳   +1 2
2

 )۲   −2 آ( 1

آکدامآاست؟- 7۴ A cos cos cos cos= + + + +

2 0 2 0 2 0 2 01 2 3 180 حاصلآعبارتآ

۹۰ )۴  ۸۹ )۳  ۴5/5 )۲ آ( ۴5 

،آحداقلآوقدارآmآکدامآاست؟- 75 x mtan = +2 3 آوآ xπ π− ≤ <
3 2

اگرآ

 − 4 3
3

 )۴   −2 3  )۳   −4 3  )۲   −3 3 آ( 

آکدامآ- 76 a b+ آبهآش��کلآوقابلآاس��ت.آوقدارآ f x a b x( ) sin ( )( )= π − بخش��یآانآنممدارآتابعآ

 b( )< <2 3 است؟آ

− 4
3

 )۲   7
3

آ( 

13
3

 )۴   − 7
3

 )۳

آکدامآاست؟- 77 x π=
16

آبهآانایآ xA
x

tan( )
tan

−=
+

2 2
2

1
1

وقدارآعبارتآ

 +2 2
2

 )۴   −2 1
4

 )۳   +2 2
4

 )۲   −2 2
4

آ( 

آکدامآاست؟- 78 sin α2 .آوقدارآ AD=8 آوآ BC=3 درآشکلآروبهآروآ

 24
25

 )۲    12
25

آ( 

 14
15

 )۴    7
15

 )۳

)آچندبارآبرآوحمرآطملآهاآوماسآویآشمد؟- 79 , )π0 4 آدرآبانۀآ f x x( ) sin( )= −1 2 نممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آبرابرآکدامآاست؟- 80 [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xsin( ) cos( )π π+ + − =−3 1
8 8

وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π21
16

 )۴   π23
16

 )۳   π21
8

 )۲   π11
4

آ( 

گامسؤال

71 81

72 74
81

73 
76
81
281

74 81
91

75 105

76 100
103

77 
81
93
95

78 69
93

79 
100
111
113

80 
106
107
109



)9(

   9 نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )1(

آکدامآاست؟- آ8
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

− − −2 2

1 1
1 1 نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآ ودهآاست.آحاصلآ

۲ )۲ آ( ۱  
۴( صفر   ۳ )۳

کدامآاست؟- 8۲
x

fof xlim ( )( )
−→2

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آوقدار

 −1 آ( 
۲( صفر

۲ )۳
۳ )۴

،آ- 8۳
x

f g xlim( )( )
→

+ =
1
2 3 18 وآ آ

x
f g xlim( )( )

→
− =

1
2 2 باش��د،آ داش��تهآ وج��مدآ آ x=1 نقط��ۀآ درآ gآ وآ fآ تابعآه��ایآ ح��دآ  اگ��رآ

آکدامآاست؟
x

f x
g

lim( )( )
→1

وقدارآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 8۴
x

x x
x x x
[ ]( )

lim
[ ] | |−→

+
− + −1

2 2
1

وقدارآ

 − 3
2

 )۴   − 5
2

 )۳   −3  )۲   −2 آ( 

آحدآداشتهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 85 x π=
8

آدرآنقطۀآ
x x

f x
a x x

sin
( )

cos

π ≤=
π + >

2 2
8

2 2
8

اگرآتابعآ

 − 2  )۴   2  )۳   2
2

 )۲   − 2
2

آ( 

آکدامآاست؟- 86
x  

x
x x

lim
→−

−
+ +

2

22
2 8

3 2
وقدارآ

۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آپیمستهآباشد،آوقدارآbآکدامآاست؟- 87 آرویآ

ax x

f x b x

ax x

( )

 + <
= − =


+ >

2 1 2

1 2

4 21 2

اگرآتابعآ

 −18  )۴   −16  )۳   −14  )۲   −12 آ( 

آکدامآاست؟- 88 a b− ،آوقدارآ
x

x x
x ax x b

lim
→

− =+∞
+ + +

2

3 21 3
اگرآ

 −4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آکدامآاست؟- 89
x

x x x

x x

( ) ( )
lim
→+∞

+ − + + −

− +



2 2 2

2
1 9

5 6 1
حاصلآ

 2  )۴   3
2

 )۳   1
2

 )۲ آ( صفر 

،آوقدارآmآکدامآاست؟- 90
x

x x mx
x

lim
( )→+∞

− + − =
−

2 2

2
6 5 1 1

23 2
اگرآ

 9
2

 )۴   7
2

 )۳   1
2

 )۲   3
2

آ( 

گامسؤال

81 119
121

82 117
119

83 121

84 120
121

85 
118
120
121

86 126

87 130
131

88 
126
139
318

89 145

90 145
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فصل سوم: حد و پیوستگی
)10(

   0آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )2(

آکدامآاست؟- آ9
x  

f x xlim ( )
→

−3 2
0

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

آ( ۱
 −1  )۲

۲ )۳
۴( وجود ندارد.

کدامآاست؟- 9۲
x

f f x
xf x
( ( ))

lim
( )→

− +
− +3

3 1
1 2

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آوقدار

 ۲ )۲ آ( ۳  

  1
3

 )۴    1
2

 )۳

آکدامآاست؟- 9۳
x

f x
g x
( )

lim
( )→ +

2

1

2
1

آبهآترتیبآبرابرآ۳آوآ۲۱آباشد،آوقدارآ x=2 آدرآنقطۀآ f g−2 2 آوآ f g+ اگرآحدآتابعآهایآ

 5
2

 )۴   2
5

 )۳   − 2
5

 )۲   − 5
2

آ( 

آحدآدارد؟- 9۴ x=3 آدرآنقطۀآ f x x x m x( ) [ ] [ ]= − + 2 برایآچهآوقدارآmآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آحدآندارد؟- 95 , )−2 3 آدرآچندآنقطهآانآبانۀآ f x x x( ) ( )[ ]= −2 1 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 96 a b+ ،آوقدارآ
x

x
ax bx

lim
→

+ − =
+ +22
2 2 3

42
اگرآ

 − 5
3

 )۴   − 7
3

 )۳   −3  )۲   −11
3

آ( 

97 - : x=12 آدرآنقطۀآ x xf x( ) [ ] [ ]= −
2 3

تابعآ

۲( فقط از چپ پیوسته است. آ( پیوسته است.  
۴( نه از چپ پیوسته است و نه از راست. ۳( فقط از راست پیوسته است.     

آکدامآاست؟- 98
x  

x
x

x x

[ ]
lim
→+∞

− −

+ +

2

2

1 1

4 1
حاصلآ

 −∞  )۴ ۳( صفر    − 1
4

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- 99 a b+ ،آوقدارآ
x  

x
x ax bx

lim
→−

+ =−∞
+ +3 22

3
4

اگرآ

۴۸ )۴  ۳۲ )۳  ۲۴ )۲ آ( ۱۲ 

،آوقدارآabآکدامآاست؟- 00آ
x

b x x

a x b a x x

( )
lim

( ) ( )→+∞

− + +
=−∞

− + − + +

2

3 2 2
2 2 1

3 3 2
اگرآ

 −9  )۴  ۹ )۳   −3  )۲ آ( ۳ 

گامسؤال

91 119
121

92 119
121

93 119
121

94 
118
120
121

95 123

96 128

97 120
130

98 120
145

99 139
318

100 145



)11(

   آآ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )3(

آکدامآاست؟- آ0آ
x

fof xlim [( )( )]
+→2

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

آ( ۱
۲ )۲

 −1  )۳
 −2  )۴

آکدامآاست؟- 0۲آ a
b

،آوقدارآ
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
→ →

+ =
0 1

1 3 آوآ f x ax bx c( )= + −2 اگرآ

 − 1
4

 )۴  ۲ )۳   1
4

 )۲   −2 آ( 

آکدامآاست؟- 0۳آ
x

xx
x x

[ ]
lim ( )

[ ]−→

−
−

2

3
حاصلآ

5/5 )۴  ۴/5 )۳  ۳/5 )۲ آ( ۲/5 

آحدآداشتهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 0۴آ x=1 آدرآنقطۀآ
x x x

xf x
a x

x

( )

 − + > −=
 < −

4 2

2
5 4 1

1

1
2

اگرآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 05آ a b+ ،آوقدارآ b≠0 آوآ
x

ax a b
x ax

lim
→

− =
+ +23

3
3

اگرآ

 −8  )۴   −6  )۳   −4  )۲   −2 آ( 

،آوقدارآbآکدامآاست؟- 06آ
x

x x a b
x

lim
→

+ + − =
−

2

22
2

4
اگرآ

 5
16

 )۴   5
8

 )۳   5
4

 )۲   5
2

آ( 

آدرآچندآنقطهآناپیمستهآاست؟- 07آ

x x
xf x
x x
x

( )

 − > −=
+ ≤

 +

4

3

2

1 1
1
3 1

2 1

تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 08آ
x  x  

f x f xlim [ ( )] [ lim ( )]
→−∞ →−∞

−2 نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آحاصلآ

 −4 آ( 
 −2  )۲
 −6  )۳
 −8  )۴

آکدامآاست؟- 09آ
x

x
x x x

lim
−→

−
− +

2

3 25

2 50
10 25

حاصلآ

 4
3

 )۴  ۲ )۳   +∞  )۲   −∞ آ( 

آکدامآاست؟- 0آآ
x

f x

f x x

( )
lim

( )→+∞

−

+ −2
2 1
3 1

،آحاصلآ f x x x( )= −23 اگرآ

۴( صفر  ۱ )۳  ۲ )۲ آ( ۴ 

گامسؤال

101 
117
119
120

102 119
121

103 120
121

104 

118
120
121
126

105 126

106 128

107 126
130

108 120
138

109 126
139

110 145



فصل سوم: حد و پیوستگی
)12(

   ۲آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )4(

آکدامآاست؟- آآآ
x

x
( )

lim [ sin ]
+π→ 5

4

2 حاصلآ

۴( صفر  ۱ )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آکدامآاست؟- ۲آآ
x

x x
x

lim
→

+ − − −
−25

4 4 2
25

حاصلآ

 − 1
30

 )۴   − 1
20

 )۳   1
30

 )۲   1
20

آ( 

آکدامآاست؟- ۳آآ
x

x x
x

lim
→

+ − −
−

3

8
1 1

8
حاصلآ

 3
4

 )۴   1
12

 )۳   1
3

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۴آآ a b+ آپیمستهآاست.آوقدارآ آرویآ

a x x

f x ab x

x b x

sin

( )

cos

π >
 π= − =

 π+ <

2

1
2

2
2

تابعآ

 −3 1− یا   )۴   −3 ۳( ۱ یا  1− یا ۳   )۲ آ( ۱ یا ۳ 

f درآ- 5آآ g− آوآ f g+2  داون��ۀآتابعآه��ایآfآوآgآوجممع��ۀآاعدادآحقیقیآوآب��ردآ زآهاآوجممعۀآاع��دادآحقیقیآوثبتآاس��ت.آتابعآهایآ
آپیمستهآاند.آکدامآتابعآومکنآاستآدرآاینآنقطهآپیمستهآنباشد؟ x a= نقطۀآ

 
f g−
1  )۴   

f g+
1  )۳   

g
1  )۲   

f
1 آ( 

آپیمستهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 6آآ x=0 آدرآنقطۀآ
x x

xf x
x

a

( )
( )

 + − ≠=
 =

31 27 3 0

1 0
اگرآتابعآ

۲7 )۴  ۱۶ )۳  ۹ )۲ آ( ۸ 

آکدامآاست؟- 7آآ
x fof x
lim

( )( )→ −2
1

1
نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

 −2  )۲ آ( ۱  
 +∞  )۴    −∞  )۳

آچگمنهآاست؟- 8آآ x=1 آدرآاطرافآخطآ xf x
x x

( )=
−

نممدارآتابعآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

،آ زآگاهآmآچندآوقدارآوختلفآویآتماندآداشتهآباشد؟- 9آآ
x

mx x
x

| |
lim
→+∞

− + −
=

+
3 1 2

3 1 3
اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲0آ f( )1 .آوقدارآ
x

f x

f x

( )
lim

( )−→+∞
=

1
9 آوآ f( )=3 10 fآتابعیآخطیآباآشیبآوثبتآاست،آ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

111 128

112 128

113 

120
121
130
131

114 135
136

115 128
130

116 
119
138
141

117 140

118 145

119 63
145

120 120
125



)13(

 ۳آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )1(

آکدامآاست؟- آ۲آ
x

f x
x
( )

lim
→−

−
+2

2 6
2

آوماسآاست.آوقدارآ A( , )−2 3 درآشکلآنیرآخطآdآبرآنممدارآتابعآfآدرآنقطۀآ

 −2  )۲    −3 آ( 

 − 1
2

 )۴    −1  )۳

آکدامآاست؟- ۲۲آ
x

f x f
x

( ) ( )
lim
→−

− −
+

3 3

2

2
2

،آوقدارآ f x x x( )= − +2 3 اگرآ

 45  )۴   45
2

 )۳   −45  )۲   − 45
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۲۳آ
h

f h f

h h

( ) ( )
lim
→

− −

−

2

2 40

2 2 ،آوقدارآ f ( )−′ =−2 6 آوآ f ( )+′ =2 3 اگرآ

۶ )۴   −6  )۳  ۳ )۲   −3 آ( 

آکدامآاست؟- ۲۴آ f f( ) ( )+ −′ ′−2 2 ،آوقدارآ
x x x

f x
x x x

( )
 + ≥=

+ <

2

3 2

4 2

2
اگرآ

 −24  )۴  ۲۴ )۳  ۸ )۲   −8 آ( 

آکدامآاست؟- ۲5آ f ( )′ 1000 ،آوقدارآ xf x
x x x x

( ) +=
− + − +

5

4 3 2
1

1
اگرآ

۱۰۰۰ )۴  ۹۹۹ )۳  ۹۹ )۲ آ( ۱ 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲6آ f ( )′ = 71
16

آوآ axf x
x

( ) +=
+

2 2
3 1

اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آباآکدامآیکآبرابرآاست؟- ۲7آ f x g x( ) ( )′ ′ ،آعبارتآ g x x( )= − 21 آوآ xf x
x

( )=
− 21

اگرآ

 f x

g x

( )

( )

−
3

 )۴   f x

g x

( )

( )3
 )۳   g x

f x
( )

( )

2
 )۲   g x

f x
( )

( )

− 2
آ( 

آکدامآاست؟- ۲8آ f ( )′ 2 ،آوقدارآ g ( )′ =−4 4 آوآ f x x g
x

( ) ( )+ =3 4 اگرآ

 −4  )۴  ۴ )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲9آ f ( )′′ =1 4 آوآ axf x
x

( ) −=
+2
1
1

اگرآ

 −11  )۴   −9  )۳   −5  )۲   −3 آ( 

]a برابرآ۴آاست.آ- ۳0آ , ]+0 1 آوآ هنگآتغییرآوتمسطآاینآتابعآدرآبانۀآ a[ , ]0 آدرآبانۀآ f x x x( )=− +2 2 وجممعآ هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

وقدارآaآکدامآاست؟

 − 1
5

 )۴   − 1
4

 )۳   − 1
2

 )۲   − 1
3

آ( 

گامسؤال

121 148
149

122 

148
151
167
287

123 153

124 

153
162
163
170

125 

162
163
164
288

126 
162
163
167

127 
162
163
167

128 
162
163
166

129 
162
163
182

130 180

فصل چهارم: مشتق



فصل چهارم: مشتق
)14(

 ۴آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )2(

آکدامآاست؟- آ۳آ f ( )′ 4 ،آوقدارآ
h  

f x h f x x x
h x x

( ) ( )
lim
→

+ − +=
−20
2
4

اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳۲آ
h

f h
h

( )
lim
→

+ −3

0

1 27 آوقدارآ xf x
x

( )′ =
+
6
1

آوآ f( )=1 3 اگرآ

۸۱ )۴  5۴ )۳  ۲7 )۲ آ( ۹ 

آکدامآاست؟- ۳۳آ f f( ) ( )+ −′ ′+0 0 ،آوقدارآ f x x x x( )= + −2 42 4 اگرآ

 −4  )۴  ۴ )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳۴آ f ( )′ 1 ،آوقدارآ f x x x x...( )= + + + +2 241 اگرآ

۳5 )۴  ۳۰ )۳  ۲7 )۲ آ( ۲5 

آکدامآاست؟- ۳5آ f ( )′ 4 ،آوقدارآ f x x x x x( ) | |= − −2 23 3 اگرآ

7۲ )۴  ۶۸ )۳   −72  )۲   −68 آ( 

آکدامآاست؟- ۳6آ f ( )′ 0 ،آوقدارآ f x x x x x( ) | | | |= − − +2 23 3 اگرآ

۴( وجود ندارد. ۳( صفر   ۲ )۲   −2 آ( 

آدرآچندآنقطهآوشتقآپذیرآنیست؟- ۳7آ f x x x x( ) | |= −2 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳8آ g x f g x( ) ( ( ))′ ′ ،آحاصلآ xg x
x

( )=
+ 2
2
1

آوآ xf x
x

( )=
− 24

اگرآ

 x1
2

 )۴   x  )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

وحیطآهرآوربعآتابعیآانآوساحتآ زآاست.آ هنگآتغییرآلحظهآایآوحیطآیکآوربعآدرآلحظهآایآبرابرآ۴آاست.آدرآاینآلحظهآوساحتآ- ۳9آ
وربعآچقدرآاست؟

۲ )۴  ۱ )۳   1
2

 )۲   1
4

آ( 

آبرآوحمرآطملآهاآوماسآاست.آحاصلآضربآوقادیرآومکنآبرابرآaآکدامآاست؟- ۴0آ x axf x
x

( ) − +=
+

2

2
9

9
نممدارآتابعآ

 −36  )۴   −16  )۳   −12  )۲   −9 آ( 

گامسؤال

131 161

132 
147
151
287

133 

153
162
163
167

134 

162
163
167
256

135 

162
163
164
167

136 

148
162
163
164

137 172
174

138 
26
162
166

139 162
181

140 
162
163
176



)15(

 5آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )3(

آکدامآاست؟- آ۴آ
h  

f h

h h

( )
lim
→

+ −

−20

1 1
4

،آوقدارآ xf x
x

( ) +=
+

2

4
1
1

اگرآ

 − 1
2

 )۴   1
2

 )۳   − 1
4

 )۲   1
4

آ( 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۴۲آ f ( )′ =112
9

آوآ x axf x
x

( ) +=
+

2

1
اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴۳آ f ( )−′ 3 ،آوقدارآ x xf x
x x

( ) − +=
− +

2

3
6 9

5
اگرآ

 −2  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

،آ زآگاه- ۴۴آ

x x

f x x x

x x

( )

 + >


= =


<

2 1 1

3 1

2 1

اگرآ

 f ( )′ =1 2  )۲    f ( )′ =1 0 آ( 

x=1 مشتق پذیر نیست. ۴( تابع f در     f ( )′ =1 3  )۳

آکدامآاست؟- ۴5آ f ( )′ 24 ،آوقدارآ f x x x x( )− = +3 4 1 اگرآ

 15
26

 )۴   13
2

 )۳   11
26

 )۲   9
26

آ( 

آکدامآاست؟- ۴6آ f ( )′′ 2 ،آوقدارآ xf x
x

( ) +=
+

5 1
1

اگرآ

۴۰ )۴  ۳۸ )۳  ۳۶ )۲ آ( ۳۲ 

h - ۴7آ ( )′ 2 ،آوقدارآ f x xh x
g x x
( )

( )
( )

+
=

−
آرویآنممدارآتابعآهایآfآوآgآبهآترتیبآبرابرآ۱آوآ۲آاست.آاگرآ  ( , )2 3 شیبآخطآوماسآدرآنقطۀآ

کدامآاست؟
 −3  )۴  ۳ )۳    −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۴8آ x a= آاست.آ هنگآتغییرآلحظهآایآتابعآfآدرآ − 1
4

آبرابرآ a[ , ]1 درآبانۀآ f x x( )= −1  هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

− 1
32

 )۴   − 1
16

 )۳   − 1
8

 )۲   − 1
4

آ( 

آخطآوماسآبرآنممدارآومانیآوحمرآطملآهاست؟- ۴9آ f x x x( )= − +2 24 3 درآچندآنقطهآانآنممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آوماسآاست.آوجممعآوقادیرآومکنآبرایآbآکدامآاست؟- 50آ g x x bx( )=− −2 آبرآنممدارآتابعآ y x=− +1 3
4 4

خطآ

 1
16

 )۴   1
8

 )۳   1
4

 )۲   1
2

آ( 

گامسؤال

141 
147
162
163

142 162
163

143 148

144 130
170

145 
163
166
167

146 

162
163
182
288

147 
149
162
163

148 
167
180
181

149 

162
163
167
176

150 

162
163
176
179



فصل چهارم: مشتق
)16(

 6آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )4(

آکدامآاست؟- آ5آ f ( )′ 1 ،آوقدارآ f x x x x x( ) ( )( ) ( )= − − −2 2 1 2 2 2 12 اگرآ

 !− ×4 10  )۴   !×4 10  )۳   !− ×2 10  )۲   !×2 10 آ( 

آکدامآاست؟- 5۲آ x=1 آدرآنقطۀآ x xf x
x x

( ) +=
+

3

32
وقدارآوشتقآتابعآ

 5
12

 )۴   7
12

 )۳   − 5
12

 )۲   − 7
12

آ( 

آکدامآاست؟- 5۳آ f ( )′ 1
2

،آوقدارآ x xf x
x x

| |
( )

[ ]

−
=

−

2

3 3
اگرآ

 − 6
49

 )۴   12
49

 )۳   −12
49

 )۲   6
49

آ( 

آکدامآاست؟- 5۴آ
x

f x

x x

( )
lim
→

−

−31

4 ،آوقدارآ
x x x

f x
x x

( )
 + ≥=

+ <

3

2

3 1

3 1 1
اگرآ

۴( وجود ندارد.  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

کدامآاست؟- 55آ x=2 درآنقطۀ xg x
f x

( )
( )

=
2

،آوقدارآوشتقآتابع
x

f x
x
( )

lim
→

+
=

−4

5 5
4

وشتقآپذیرآباشدآو x=4 اگرآتابعآfآدرآنقطۀ

۱ )۴   −1  )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 56آ x=0 ،آوقدارآوشتقآتابعآgofآدرآنقطۀآ g x x x( ) | |= −4 آوآ f x x x( ) | |= +4 اگرآ

۴( وجود ندارد.  ۱5 )۳  ۱۰ )۲ آ( 5 

آوشتقآپذیرآباشد،آmآچندآوقدارآطبیعیآنمیآتماندآداشتهآباشد؟- 57آ آرویآ f x x x m( ) | |= − +2 6 اگرآتابعآ

۹ )۴  ۸ )۳  ۶ )۲ آ( ۴ 

)k - 58آ )≠0 باآ هنگآتغییرآلحظهآایآاینآتابعآدرآکدامآنقطهآانآاینآبانهآبرابرآاست؟آ [ , ]3 6 درآبانۀ kf x
x

( )=  هنگآتغییرآوتمسطآتابع

 x= 18  )۴   x= 12  )۳   x=7
2

 )۲   x=4 آ( 

آوماسآاست.آوقدارآbآکدامآاست؟- 59آ f x x ax b( )= − +3 3 آدرآنقطهآایآبهآطملآ۱آبرآنممدارآتابعآ y x= +4 2 خطآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آوماسآاست.آوقدارآcآکدامآاست؟- 60آ f x ax c( )= +2 درآشکلآنیرآخطآdآدرآنقطۀآAآبهآطملآ۱آبرآنممدارآتابع

 5
2

 )۲ آ( ۲  

7
2

 )۴   ۳ )۳

گامسؤال

151 148
165

152 162
163

153 
162
163
164

154 148
170

155 

148
162
163
166

156 
26
163
164

157 172
300

158 
162
180
181

159 
162
163
176

160 
162
163
176



)17(

   7آ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )1(

آصعمدیآاست.آحدودآaآکدامآاست؟- آ6آ آرویآ f x ax x ax( )= − + +3 29 3 3 تابعآ

 a≤−3 a≥3 یا   )۴   a− ≤ ≤3 3  )۳   a≥3  )۲   a≤−3 آ( 

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آکدامآتابعآاکیداًآصعمدیآاست؟- 6۲آ
 y x f x( )= + آ( 

 y f x( )= 3  )۲

 y x f x( )= 2  )۳

 f xy
x
( )

=  )۴

آچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 6۳آ
x x

f x
x x

| |
( )

| |

− − ≥=
− + <

2 2 0

2 0
تابعآ

آ( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۲( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۳( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۴( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

،آتابعآfآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 6۴آ fD = آوآ f x x x x( )′ = + +3 25 4 اگرآ

آ( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

۲( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۳( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

۴( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

آباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 65آ −4 آبرابرآ f x x x x a( )= − + +3 26 9 اگرآوقدارآواکزیممآنسبیآتابعآ

 −1  )۴   −3  )۳   −6  )۲   −8 آ( 

آکدامآاست؟- 66آ xf x
x

( ) −=
+

2 17
5

عرضآنقطۀآبحرانیآتابعآ

۲۶ )۴   − 8  )۳   −8  )۲   − 1
3

آ( 

آکدامآاست؟- 67آ [ , ]−2 2 آباآداونۀآ f x x x( ) ( ) ( )= − +32 2 وقدارآوینیممآوطلقآتابعآ

 −27  )۴   −24  )۳   −12  )۲   −10 آ( 

آکدامآاست؟- 68آ x y+ 2 ،آکمترینآوقدارآومکنآ x y+ =2 4 اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آچقدرآاست؟- 69آ x x( , )+3 6 آوآ x( , )4 کمترینآفاصلۀآنقطهآهایآ

 2
5

 )۴   4
5

 )۳   2
3

 )۲   4
3

آ( 

درآشکلآوقابلآاگرآوساحتآوثلثآABCآبیشترینآوقدارآومکنآباشد،آطملآنقطۀآCآکدامآاست؟- 70آ
آ( ۱
۲ )۲
۳ )۳
۴ )۴

فصل پنجم: کاربردهای مشتق

گامسؤال

161 
184
185
319

162 
163
167
184

163 191

164 188
322

165 188
318

166 186

167 193

168 
186
194
195

169 186
195

170 
24
186
195



فصل پنجم: کاربردهای مشتق
)18(

   8آ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )2(

آصعمدیآاست؟- آ7آ [ , ]− 4 2
5

آرویآبانۀآ x kf x
x x

( ) +=
+ +2 1

بهآانایآکدامآوقدارآkآتابعآ

 − 3
5

 )۴   − 2
5

 )۳   3
5

 )۲   2
5

آ( 

آکدامآاست؟- 7۲آ b a− آنزولیآاست.آحداکثرآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ f x x x( )= + − −2 4 2 تابعآ

 2 5  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   2 3 آ( 

آچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 7۳آ
x x

f x
x x

( )
 − >=

− ≤

2

3

2 0

1 0
تابعآ

۲( فقط یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد. آ( فقط یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد. 
۴( نه نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد و نه نقطۀ مینیمم نسبی. ۳( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد. 

آدرآکدامآناحیۀآصفحۀآوختصاتآقرارآدارد؟- 7۴آ x xf x
x

( ) +=
+

2

2 1
نقطۀآواکزیممآنسبیآتابعآ

۴( چهارم ۳( سوم  ۲( دوم  آ( اول 

آاکسترومآنسبیآندارد.آحدودآaآکدامآاست؟- 75آ f x x ax x( )= + +3 22 تابعآ

 a| |≤ 3  )۴   a| |≤ 6  )۳   a| |> 6  )۲   a| |> 3 آ( 

،آفاصلۀآنقاطآبحرانیآتابعآfآانآیکدیگرآکدامآاست؟- 76آ f x x x( ) | |( )= −3 4 اگرآ

 10  )۴   3  )۳  ۲ )۲   2 آ( 

آکدامآاست؟- 77آ [ , ]0 2 آباآداونۀآ f x x x x( ) | |=− + −35 1 وقدارآوینیممآوطلقآتابعآ

 −41  )۴   −40  )۳   −39  )۲   −38 آ( 

آکدامآاست؟- 78آ f x x x( )= + − 24 نسبتآبیشترینآوقدارآبهآکمترینآوقدارآتابعآ

 − 2
2

 )۴   − 2  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

کدامآنقطهآاست؟- 79آ A( , )7 0
2

بهآنقطۀ y x= نزدیکآترینآنقطهآرویآنممدارآتابع1+

 ( , )3 2 آ( 

 ( , )1 2  )۲

 ( , )2 3  )۳

 ( , )1 2
3 3

 )۴

درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآOABCآکدامآاست؟- 80آ

آ( ۴

۶ )۲

۸ )۳

۹ )۴

فصل پنجم: کاربردهای مشتق

گامسؤال

171 
184
185
318

172 
184
185
322

173 191

174 188
318

175 188
319

176 170
186

177 170
193

178 21
193

179 186
195

180 
24
186
195



)19(

   9آ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )3(

:- آ8آ xf x
x

( )=
−2 1

تابعآ

آ( روی دامنه اش صعودی است.
۲( روی دامنه اش نزولی است.

)  صعودی است. , )+∞1 )  و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 ۳( روی بازه های 
) نزولی است. , )+∞1 )  و  , )−1 1  ،  ( , )−∞ −1 ۴( روی بازه های 

آبهآترتیبآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 8۲آ f x x( ) | || |= −2 تابعآ

۴( ۲ و صفر ۳( ۱ و ۱  ۲( ۱ و ۲  آ( ۲ و ۱ 

آبهآترتیبآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 8۳آ f x x x( )= − +5 45 1 تابعآ

۴( ۱ و صفر ۳( صفر و ۲  ۲( ۲ و صفر  آ( ۱ و ۱ 

آکدامآاست؟- 8۴آ a b− آباشد،آوقدارآ af x x bx x( )= + + −3 2 42 4
3 3

آنقطۀآاکسترومآنسبیآتابعآ  ( , )−1 2 اگرآ

۳۱ )۴  ۲۳ )۳  ۳۲ )۲ آ( ۱7 

آکدامآاست؟- 85آ f x x x( )= −3 33 عرضآنقطۀآواکزیممآنسبیآتابعآ

 3 2  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   3 3 آ( 

آچندآنقطۀآبحرانیآدارد؟- 86آ f x x x( ) ( )= − 32 21 تابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)a - 87آ )< <0 1 آکدامآاست؟آ a آباشد،آوقدارآ 9
4

آبرابرآ  [ , ]1 4 آدرآبانۀآ x af x
x

( ) += اگرآحداکثرآوقدارآتابعآ

 1
6

 )۴   1
4

 )۳   1
3

 )۲   1
2

آ( 

وطابقآش��کلآویآخماهیمآدرآچهارآگمش��ۀآورقیآوربعیآبهآطملآضلعآ۳۰آسانتیآوترآوربعآهایآکمچکیآبهآضلعآxآبرشآبزنیمآوآ زآهاآ- 88آ
راآکنارآبگذاریم.آس��پسآباآتاکردزآورقآدرآاوتدادآخطآچینآهاآیکآجعبۀآبدوزآدرآبس��انیم.آxآکدامآباشدآتاآحجمآقمطی،آحداکثرآ

وقدارآومکنآگردد؟
آ( ۲
۳ )۲
 ۴ )۳
5 )۴

درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآABCDآکدامآاست؟- 89آ

 2 2 آ( 

 3 2  )۲

 4 2  )۳

 6 2  )۴

y - 90آ x= −3 6 آوفروضآاس��ت.آطملآنزدیکآترینآنقط��هآانآنممدارآاینآتابعآبهآخطآ [ , )+∞0 آوآداونۀآ f x x( )= 3 تاب��عآfآباآضابطۀآ

چقدرآاست؟

۴( صفر  ۲ )۳   3
2

 )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

181 
184
185
318

182 191

183 188
322

184 190

185 188
318

186 186

187 193

188 
24
186
195

189 
24
186
195

190 194
195



فصل پنجم: کاربردهای مشتق
)20(

   ۲0 نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )4(

آکدامآاست؟- آ9آ b a− آصعمدیآاست.آحداکثرآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ xf x
x

( ) +=
+2
1
1

تابعآ

 2 5  )۴   5  )۳   2 2  )۲   2 آ( 

آکدامآاست؟- 9۲آ b a− آنزولیآاست.آبیشترینآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ f x x k x( )= + − تابعآ

۲ )۴  ۱ )۳   1
2

 )۲   1
4

آ( 

آچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 9۳آ f x x x( ) [ ]= + − 22 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آدوآنقطۀآاکسترومآنسبیآدارد.آوجممعۀآوقادیرآaآکدامآاست؟- 9۴آ x xf x
x a

( ) +=
+

2

2
2 آعددیآوثبتآاستآوآتابعآ a

 ( , )+∞2  )۴   ( , )+∞1  )۳   ( , )0 2  )۲   ( , )+∞0 آ( 

آبهآصمرتآوقابلآاست.آطملآنقطۀآوینیممآنسبیآتابعآfآکدامآاست؟- 95آ f x x ax bx( )= + + +4 2 نممدارآتابعآ1

 ± 2 آ( 

 ±1  )۲

 ±2  )۳

 ± 5  )۴

آچندآنقطۀآبحرانیآدارد؟- 96آ f x x x( ) | || |= −2 1 تابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آوینیممآنسبیآداردآولیآوینیممآوطلقآندارد.آحدودآkآکدامآاست؟- 97آ x=0 آدرآنقطۀآ
x x

f x
k x

| |
( )

 − ≠=
=

2 4 0

0
تابعآ

 k<2  )۴   k< <0 2  )۳   k<4  )۲   k< <0 4 آ( 

آکدامآاست؟- 98آ x y+3 3 ،آکمترینآوقدارآومکنآ x y+ =2 اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آدرآش��کلآوقابلآرسمآشدهآاست.آکمترینآ- 99آ f x m x m x( ) ( ) ( )= − + − +2 22 3 2 3 نممدارآتابعآ

آکدامآاست؟آ A Bx x+ وقدارآومکنآ

 1
2

 )۲ آ( ۱  

 1
4

 )۴   ۳ )۳

آکدامآاست؟- ۲00 ABCD درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآ
آ( ۱۶
۱۲ )۲

۸ )۳
۶ )۴

فصل پنجم: کاربردهای مشتق

گامسؤال

191 
184
185
318

192 184
185

193 
21
191
340

194 188
300

195 190

196 

29
30
37
186

197 
187
191
192

198 
186
194
195

199 
24
186
195

200 
24
186
195



)21(

   آ۲ نومزآ
آزمون فصل هندسۀ تحلیلی )1(

تشکیلآویآشمدآکدامآاست؟- آ۲0 x y− =2 8 وعادلۀآویانۀآواردآبرآوترآدرآوثلثآقائمآالزاویهآایآکهآباآوحمرهایآوختصاتآوآخط

 x y+ =2 0  )۴   x y− =0  )۳   x y− =2 0  )۲   x y+ =2 0 آ( 

آبرابرآ۲آاست.آوقدارآkآکدامآاست؟- ۲0۲ x ky= −1 آانآخطآ A k( , )3 1 فاصلۀآنقطۀآ

 4
3

 )۴   3
4

 )۳   2
3

 )۲   3
2

آ( 

آقطعآویآکندآکدامآاست؟- ۲0۳ −1 آعممدآاستآوآوحمرآyآراآدرآنقطهآایآبهآعرضآ y x=−2 3 وعادلۀآخطیآکهآبرآخطآ

 x y− − =3 2 2 0  )۲    y x− + =3 2 3 0 آ( 

 x y+ + =3 2 2 0  )۴    y x+ + =3 2 3 0  )۳

ذوننقۀآABCDآدرآشکلآوقابلآراآحملآضلعآCDآ زآدورازآویآدهیم.آحجمآجسمآحاصلآچقدرآاست؟- ۲0۴
 π64 آ( 
 π62  )۲
 π56  )۳
 π48  )۴

،آوحیطآ- ۲05 OF=6 و BB′=16 قطرآکمچکآبیضیآاس��ت.آاگر BB′ کانمزآهایآبیضیآهس��تندآو F′ درآش��کلآوقابلآنقطهآه��ایآFآو
چقدرآاست؟ MFNF′چهارضلعی

آ( ۲۰
۳۰ )۲
۴۰ )۳
5۰ )۴

آاس��ت.آطملآقطرآکمچکآاینآبیضیآ- ۲06 2
3

آکانمزآه��ایآیکآبیضیآاندآوآخروجآانآورکزآبیضیآبرابرآ F ( , )′ 4 0 آوآ F( , )−4 0 نقطهآه��ایآ

چقدرآاست؟

 12 5  )۴   8 5  )۳   6 5  )۲   4 5 آ( 

آکدامآاست؟- ۲07 x y( ) ( )− + − =2 23 1 3 2 4 شعاعآدایرۀآ

 4
3

 )۴   2
3

 )۳   2  )۲ آ( ۲ 

)آویآگذرد،آچقدرآاست؟- ۲08 , )8 7 آکهآانآنقطۀآ x y x y+ − + − =2 2 6 10 2 0 شعاعآدایرهآایآهمآورکزآباآدایرۀآ

۱5 )۴  ۱۴ )۳  ۱۳ )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۲09 x y x y+ + − − =2 2 2 6 15 0 آوآ x y x y+ − − + =2 2 2 6 5 0 وضعیتآدوآدایرۀآ

۲( متداخل آ( متخارج  
۴( مماس بیرونی ۳( مماس درونی  

جداآویآکند،آبرابرآ۴آاست.آوقدارآkآکدامآاست؟- 0آ۲ x y x y+ + + − =2 2 2 4 3 انآدایرۀ0 y x k= +2 2 طملآوتریآکهآخط

 ± 12  )۴   ± 10  )۳   ± 5  )۲   ± 2 آ( 

فصل ششم: هندسة  تحلیلی

گامسؤال

201 197
199

202 202
325

203 199
201

204 204

205 
207
208
209

206 
207
209
210

207 211

208 196
212

209 
196
212
218

210 202
212



فصل ششم: هندسة  تحلیلی
)22(

   ۲۲ نومزآ
آزمون فصل هندسۀ تحلیلی )2(

آرأسآهاییآانآوتمانیآالاضلاعآABCDآباش��ند،آوساحتآاینآوتمانیآالاضلاعآ- آآ۲ C( , )−3 1 آوآ B( , )− −1 2 ،آ A( , )1 2 اگرآنقطهآهایآ

چقدرآاست؟
۲۱ )۴  ۱۶ )۳  ۱5 )۲ آ( ۱۴ 

درآشکلآوقابلآاگرآوثلثآABCآوتساویآالاضلاعآباشد،آعرضآنقطۀآCآکدامآاست؟- ۲آ۲
آ( ۲

 −2  )۲
 −1  )۳

۳ )۴

آهستند.آوساحتآاینآوربعآکدامآاست؟- ۳آ۲ y x= +4 6 3 آوآ x y= +3 2 5 دوآضلعآیکآوربعآرویآدوآخطآ

 13
3

 )۴   13
4

 )۳   9
4

 )۲   10
3

آ( 

نیمآدای��رۀآبهآورکزآOآدرآش��کلآوقابلآراآحملآخطآdآدورازآویآدهیم.آوس��احتآکلآ- ۴آ۲
جسمآحاصلآچقدرآاست؟

 π12  )۲    π8 آ( 

 π16  )۴    π14  )۳

آقطرآکمچکآ- 5آ۲ BB′ آکانمزآهایآبیضیآهس��تندآوآ F′ درآش��کلآوقابلآنقطهآه��ایآFآوآ
آچقدرآاست؟ BB′ بیضیآاست.آطملآ

6 2  )۲    8 2 آ( 

 12 2  )۴    10 2  )۳

آاست.آطملآقطرآبزرگآاینآبیضیآچقدرآاست؟- 6آ۲ 3
5

اختلافآطملآقطرآبزرگآوآطملآقطرآکمچکآیکآبیضیآبرابرآ۴آوآخروجآانآورکزآ زآبرابرآ

۲۰ )۴  ۱۸ )۳  ۱۶ )۲ آ( ۱۴ 

)آاست.آسرآدیگرشآکدامآنقطهآاست؟- 7آ۲ , )−2 1 آنقطۀآ x y x y+ − + − =2 2 2 6 15 0 یکآسرآقطریآانآدایرۀآ

 ( , )−4 7  )۴   ( , )1 2  )۳   ( , )−3 0  )۲   ( , )−5 6 آ( 

)آویآگذردآوآبرآوحمرآxآوماسآاستآکدامآاست؟- 8آ۲ , )0 9 )آوآ , )0 1 وعادلۀآدایرهآایآکهآانآنقطهآهایآ

 x y( ) ( )− + − =2 21 5 17  )۲    x y( ) ( )− + − =2 22 5 20 آ( 

 x y( ) ( )− + − =2 24 5 32  )۴    x y( ) ( )− + − =2 23 5 25  )۳

آبرآدایرهآایآوماسآاند.آشعاعآاینآدایرهآچقدرآاست؟- 9آ۲ x y− − =9 12 1 0 آوآ x y− + =3 4 3 0 خطآهایآ

 1
3

 )۴   1
2

 )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲۲0 k آبرآهمآوماسآبیرونیآباشند،آوقدارآ x y x y+ − + =2 2 4 4 8 آوآ x y x y k+ + − =2 2 4 2 اگرآدوآدایرۀآ

 −4  )۴  ۴ )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

گامسؤال

211 
196
199
202

212 197
200

213 203

214 204

215 207
209

216 
207
209
210

217 197
212

218 
211
212
217

219 203

220 
196
212
218



)23(

   ۲۳ نومزآ
آزمون فصل آمار و احتمال )1(

درآچندآعددآسهآرقمی،آرقمآ5آیاآ۶آوجمدآدارد؟- آ۲۲
۴7۶ )۴  ۴۶۰ )۳  ۴5۲ )۲ آ( ۴۴۸ 

،آوقدارآnآکدامآاست؟- ۲۲۲ P n
n

 ( , )+
=

+
1 3 56
1

اگرآ

۱۰ )۴  ۹ )۳  ۸ )۲ آ( 7 

تعدادآنیروجممعهآهایآچهارآعضمیآیکآوجممعهآ۸آبرابرآتعدادآنیروجممعهآهایآسهآعضمیآ زآاست.آاینآوجممعهآچندآنیروجممعۀآ- ۲۲۳
دوآعضمیآدارد؟

۶۳5 )۴  5۹5 )۳  5۲۰ )۲ آ( ۴۸۰ 

تاسیآراآدوآبارآپرتابآویآکنیم.آچقدرآاحتمالآداردآکهآعددآظاهرآشدهآدرآپرتابآاولآدوآبرابرآعددآظاهرآشدهآدرآپرتابآدومآنباشد؟- ۲۲۴

 2
3

 )۴   5
6

 )۳   8
9

 )۲   11
12

آ( 

درآظرفیآس��هآوهرۀآس��فید،آدوآوهرۀآ بیآوآپنجآوهرۀآنردآوجمدآدارد.آس��هآوهرهآبهآتصادفآانآظرفآبیروزآویآ وریم.آچقدرآاحتمالآ- ۲۲5
داردآکهآهیچآدوآوهرهآایآهمرنگآنباشند؟

 3
4

 )۴  1
4

 )۳   3
5

 )۲   2
5

آ( 

آکدامآاست؟- ۲۲6 P A P A B( ) ( )−  ،آوقدارآ P B( )′ =7
8

آوآ P A B( )=3
4

 اگرآ

 1
8

 )۴   1
4

 )۳   3
8

 )۲   5
8

آ( 

آکدامآاست؟- ۲۲7 P B( ) ،آوقدارآ P B A( | )=2
3

آوآ P A B( | )=1
2

،آ P A( )=1
3

اگرآ

 4
9

 )۴   2
3

 )۳   1
3

 )۲   1
6

آ( 

دوآجعبهآداریم.آدرآاولیآدوآوهرۀآسفیدآوآسهآوهرۀآسیاهآوآدرآدوویآچهارآوهرۀآسفیدآوآدوآوهرۀآسیاهآوجمدآدارد.آبهآتصادفآیکآوهرهآ- ۲۲8
انآاولیآبرویآداریمآوآدرآدوویآویآاندانیم.آسپسآیکآوهرهآانآجعبۀآدومآبرویآداریم.آاحتمالآاینکهآاینآوهرهآسفیدآباشد،آچقدرآاست؟

 21
25

 )۴   27
35

 )۳   22
35

 )۲   22
25

آ( 

درآاولینآظرفآانآس��هآظرفآهمانند،آس��هآوهرۀآسفیدآوآدوآوهرۀآسیاه،آدرآدووینآظرف،آپنجآوهرۀآسفیدآوآسهآوهرۀآسیاهآوآدرآظرفآ- ۲۲9
سممآفقطآوهرۀآسیاهآداریم.آباآچشمآبستهآانآیکیآانآظرفآهاآیکآوهرهآبیروزآویآ وریم.آاحتمالآاینکهآاینآوهرهآسیاهآباشدآچقدرآاست؟

 43
120

 )۴   53
120

 )۳   61
120

 )۲   71
120

آ( 

آبرابرآ۶آاست؟- ۲۳0 a, , , ,8 11 12 9 بهآانایآکدامآوقدارآaآواریانسآدادهآهایآ

۱5 )۴  ۱۴ )۳  ۱۳ )۲ آ( ۱۲ 
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فصل هفتم: آمار و احتمال
)24(

   ۲۴ نومزآ
آزمون فصل آمار و احتمال )2(

چندآعددآچهارآرقمیآبزرگآترآانآ۳۳۰۰آویآتمازآنمشتآکهآارقامآ زآکمچکآترآانآ۶آوآوتمایزآباشند؟- آ۲۳
۱۶۰ )۴  ۱۴۴ )۳  ۱۲۴ )۲ آ( ۱۱۰ 

باآرقمآهایآ۳،آ۴،آ5آوآ۶آهمۀآعددهایآچهاررقمیآومکنآراآکهآرقمآتکراریآندارند،آویآنمیسیم.آوجممعآرقمآهایآیکازآاینآعددهاآ- ۲۳۲
چقدرآاست؟

۱۱۶ )۴  ۱۱۲ )۳  ۱۰۸ )۲ آ( ۱۰۴ 

درآچندآجایگشتآپنجآحرفیآانآحروفآکلمۀآlogarithmآحرفآtآدرآابتداآوآحرفآgآدرآانتهاآقرارآویآگیرد؟- ۲۳۳
۸۴۰ )۴  ۶۶۰ )۳  ۴۲۰ )۲ آ( ۲۱۰ 

سکهآایآراآششآبارآپشتآسرآهمآپرتابآویآکنیم.آاحتمالآاینکهآحداکثرآسهآبارآروآبیایدآچقدرآاست؟- ۲۳۴

 23
32

 )۴   21
32

 )۳   25
64

 )۲   27
64

آ( 

،آ- ۲۳5 P A B C x( )= −1  آوآ P C x( )=4 ،آ P B x( )=3 ،آ P A x( )=2 ،آBآوآCآپیش��اودهاییآدوآبهآدوآناسانگارآباشندآوآ A اگرآ

آکدامآاست؟ P A B P A C( ) ( )+  وقدارآ

۱/۲ )۴  ۱/۱ )۳  ۰/۹ )۲ آ( ۰/۸ 

اگرآدرآشکلآروبهآروآیکآوستطیلآانتخابآکنیم،آاحتمالآاینکهآوربعآباشدآچقدرآاست؟- ۲۳6

 11
45

 )۲    1
5

آ( 

 1
3

 )۴    13
45

 )۳

آکدامآاست؟- ۲۳7 P A B P A B( ) ( )−  ،آوقدارآ P A B( )′ =1
6

 آوآ P A B( )′ =1
4

 اگرآAآوآBآوستقلآانآهمآباشند،آ

 7
24

 )۴   5
6

 )۳   7
12

 )۲   5
12

آ( 

جعبۀآAآشاولآهفتآوهرهآباآشمارهآهایآ۲آتاآ۸آوآجعبۀآBآشاولآپنجآوهرهآباآشمارهآهایآ۱آتاآ5آاست.آیکآجعبهآبهآتصادفآانتخابآ- ۲۳8
وآوهرهآایآانآ زآخارجآویآکنیم.آاگرآشمارۀآاینآوهرهآنوجآباشد،آوهرۀآدیگریآانآهمازآجعبهآوآاگرآفردآباشد،آوهرهآایآانآجعبۀآدیگرآ

بیروزآویآ وریم.آاحتمالآاینکهآرویآهرآدوآوهرهآعددآنوجآنمشتهآشدهآباشد،آچقدرآاست؟

 27
140

 )۴   8
125

 )۳   4
125

 )۲   23
140

آ( 

درآجعبهآایآدوآوهرۀآقروز،آسهآوهرۀآ بیآوآپنجآوهرۀآسبزآوجمدآدارد.آیکآوهرهآانآجعبهآبیروزآویآ وریم،آرنگآ زآراآویآبینیمآوآ زآ- ۲۳9
راآبهآجعبهآبرویآگردانیم.آسپسآیکآوهرۀآدیگرآانآجعبهآبیروزآویآ وریم.آاحتمالآاینکهآرنگآوهرهآهاآباآهمآفرقآکندآچقدرآاست؟

۰/۶۸ )۴  ۰/۶۶ )۳  ۰/۶۴ )۲ آ( ۰/۶۲ 

آاس��ت.آویانگینآدادهآهایآ- ۲۴0 nx +5 ،آ…آوآ1 x +15 1 آدوآبرابرآضریبآتغییراتآدادهآهایآ nx ،…آوآ x1 ضری��بآتغییراتآدادهآهایآ

آبرابرآکدامآاست؟آ nx ،…آوآ x1
۰/۸ )۴  ۰/5 )۳  ۰/۴ )۲ آ( ۰/۲ 
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)25(

   ۲5 نومزآ
آزمون فصل آمار و احتمال )3(

؟آ- آ۲۴ f x x( )≠ آوآبردآ زآنیروجممعۀآAآاستآوآبهآانایآهرآxآانآداونهآ A { , , , }= 1 2 3 4 چندآتابعآوانندآfآوجمدآداردآکهآداونۀآ زآ

۲۸۰ )۴  ۲5۶ )۳  ۸۱ )۲ آ( ۶۴ 

دانشآ ومنیآبایدآبهآدهآس��ؤالآانآس��یزدهآس��ؤالآیکآاوتحازآپاس��خآدهدآوآبایدآحداقلآچهارآتاآانآسؤالآهاآراآانآپنجآسؤالآنخستآ- ۲۴۲
انتخابآکند.آاوآچندآانتخابآدارد؟

۳۴۶ )۴  ۲۸۰ )۳  ۱۹۶ )۲ آ( ۱۴۰ 

چندآچهارضلعیآویآتمازآرسمآکردآکهآرأسآهایآ زآهاآانآنقاطآوشخصآشدهآدرآشکلآنیرآباشد؟- ۲۴۳
۶۰ )۲ آ( ۴۸  
۹۰ )۴   ۶۴ )۳

درآ نوای��شآپرتابآدوآتاس،آاگرآبدانیمآحاصلآجمعآعددهایآظاهرآش��دهآعددیآاولآاس��ت،آاحتم��الآاینکهآوجممعآ زآهاآبرابرآ7 - ۲۴۴
باشد،آچقدرآاست؟

 1
36

 )۴   1
18

 )۳   2
5

 )۲   1
5

آ( 

سکهآایآراآپنجآبارآپشتآسرآهمآپرتابآویآکنیم.آاحتمالآاینکهآحداکثرآدوآبارآروآبیایدآچقدرآاست؟- ۲۴5

 1
2

 )۴   3
8

 )۳   1
8

 )۲   1
16

آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲۴6 P A B A B( | )′ ′ ′ ′
  اگرآAآوآBآدوآپیشاودآناسانگارآنباشند،آوقدارآ

 P A B( )  )۴   P A B( | )′ ′  )۳   P A
P B
( )

( )
 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲۴7 P A B( ) آوآAآوآBآوستقلآانآهمآباشند،آوقدارآ P B P A( ) ( )′ ′=3 ،آ P A P B( ) ( )=2 اگرآ

 8
25

 )۴   4
25

 )۳   8
15

 )۲   4
15

آ( 

درآودرسهآایآ۴۰٪آدانشآ ومنازآدرآپایۀآدهم،آ۳۰٪آدانشآ ومنازآدرآپایۀآیاندهمآوآ۳۰٪آدانشآ ومنازآدرآپایۀآدواندهمآتحصیلآویآکنند.آ- ۲۴8
انآدانشآ ومنازآپایۀآدهمآ۲۰٪،آانآدانشآ ومنازآپایۀآیاندهمآ۴۰٪آوآانآدانشآ ومنازآپایۀآدواندهمآ۳5٪آبهآکارهایآهنریآعلاقهآوندند.آ

اگرآانآاینآودرسهآدانشآ ومنیآراآبهآتصادفآانتخابآکنیم،آاحتمالآاینکهآبهآکارهایآهنریآعلاقهآوندآباشدآچقدرآاست؟
۰/۳۰5 )۴  ۰/۳۰۳ )۳  ۰/۳۰۲ )۲ آ( ۰/۳۰۱ 

درآدوآجعبهآبهآترتیبآبیس��تآوآچهارآوآپانزدهآلاوپآیکس��ازآوجمدآدارد.آدرآجعبۀآاولآچهارآوآدرآجعبۀآدومآدوآلاوپآوعیمبآاند.آ- ۲۴9
 انآجعب��ۀآاولآهش��تآوآانآجعب��ۀآدومآش��شآلاوپآبهآتص��ادفآبرویآداریمآوآدرآجعبۀآجدی��دآقرارآویآدهیم.آباآک��دامآاحتمالآیکآ

لاوپآانتخابیآانآجعبۀآجدیدآوعیمبآاست؟

 8
35

 )۴   6
35

 )۳   16
105

 )۲   17
105

آ( 

بهآ۹آدادۀآ واریآباآویانگینآ۸آوآانحرافآوعیارآ۲آدادهآایآباآوقدارآ۸آاضافهآکردهآایم.آواریانسآکلآ۱۰آدادهآبرابرآکدامآاست؟- ۲50
۴/۴ )۴  ۴/۲ )۳  ۴ )۲ آ( ۳/۶ 
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فصل هفتم: آمار و احتمال
)26(

   ۲6 نومزآ
آزمون فصل آمار و احتمال )4(

آچندآوستطیلآافقیآیاآعممدیآباآابعادآ۲آوآ۴آوجمدآدارد؟- آ۲5 ×8 8 درآیکآصفحۀآشطرنجیآ
۸۱ )۴  7۰ )۳  ۶۴ )۲ آ( ۳5 

درآچندآجایگشتآانآحروفآکلمۀآlogarithmآحروفآصدادارآکنارآهمآوآحروفآبیآصداآکنارآهمآقرارآویآگیرند؟- ۲5۲
 !×12 6  )۴   !×9 6  )۳   !×6 6  )۲   !×2 6 آ( 

آکدامآاست؟- ۲5۳
n+ 

 
 
 

3

2
،آوقدارآ

n n n

− − −
     
     + =
     
     

1 1 15 6 4
اگرآ

۱5۳ )۴  ۱۰5 )۳  ۲۸ )۲ آ( ۱۰ 

اگرآAآوآBآدوآپیشاودآناتهیآانآفضایآنممنهآایآSآباشند،آکدامآدوآپیشاودآنیرآویآتمانندآناسانگارآنباشند؟- ۲5۴
 B A− A و  B−  )۲    B′ ′A و  آ( 

 A B A و  B′
  )۴    A B− B و   )۳

درآکیسهآایآپنجآوهرۀآقروزآوآچهارآوهرۀآ بیآوجمدآدارد.آسهآوهرهآبهآتصادفآانآکیسهآخارجآویآکنیم.آاحتمالآاینکهآحداکثرآدوآتاآ- ۲55
انآ زآهاآقروزآباشند،آچقدرآاست؟

 29
42

 )۴   31
42

 )۳   5
6

 )۲   37
42

آ( 

}آانتخابآکنیم،آاحتمالآاینکهآوجممعآعضمهایآ زآفردآباشدآچقدرآاست؟- ۲56 , , , , , }0 1 2 3 4 5 اگرآنیروجممعهآایآسهآعضمیآانآوجممعۀآ

 7
10

 )۴   3
10

 )۳   1
5

 )۲   1
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۲57 P A B( )′
 آوآAآوآBآوستقلآانآهمآباشند،آوقدارآ P B( )′ =1

6
،آ P A( )=1

3
اگرآ

 11
12

 )۴   8
9

 )۳   17
18

 )۲   14
15

آ( 

احتمالآاینکهآپگاهآدرآرشتۀآپزشکیآقبملآشمدآ75٪آوآاحتمالآاینکهآاوآدرآرشتۀآپزشکیآقبملآنشمدآاواآدرآرشتۀآدندانپزشکیآقبملآ- ۲58
شمدآبرابرآ۲۴٪آاست.آاحتمالآاینکهآپگاهآدرآرشتۀآدندانپزشکیآقبملآنشمدآچقدرآاست؟

۰/۰۴ )۴  ۰/۰۳ )۳  ۰/۴5 )۲ آ( ۰/۴ 

درآجعب��هآایآدوآوه��رۀآقروزآوآش��شآوهرۀآ بیآوجمدآدارد.آدرآجعبهآایآدیگر،آپنجآوهرۀآقروزآوآس��هآوهرۀآ ب��یآوجمدآدارد.آاگرآبهآ- ۲59
تصادفآیکیآانآجعبهآهاآراآانتخابآکنیمآوآوهرهآایآانآ زآبیروزآبیاوریم،آاحتمالآاینکهآ بیآباشدآچقدرآاست؟

 9
16

 )۴   7
16

 )۳   3
8

 )۲   1
8

آ( 

ویانگی��نآ۱۰آدادهآبراب��رآ۱7/5آاس��ت.آاگرآبهآاینآدادهآهاآ۴آدادۀآ۱۳،آ۱۹،آ۲۹آوآ۳۰آراآاضاف��هآکنیم،آویانگینآکلآ۱۴ دادهآبرابرآ- ۲60
کدامآویآشمد؟

۱۹ )۴  ۱۸/7 )۳  ۱۸/۳ )۲ آ( ۱۸ 
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   ۲7 نومزآ
آزمون فصل بازه و مجموعه

A چقدرآاست؟- آ۲6 B′ ′− ،آوجممعآعددهایآصحیحآدرآوجممعۀآ B  ( , )= −1 9 آوآ A ( , ]= 3 7 آباشد،آ [ , ]−3 9 اگرآوجممعۀآورجعآ

۲۱ )۴  ۱۳ )۳  ۱۴ )۲ آ( ۲۰ 

آتهیآنباشد،آوجممعۀآوقادیرآومکنآبرایآaآکدامآاست؟- ۲6۲ a a( , )2 آوآ [ , )−2 4 اگرآاشتراکآدوآبانۀآ

 ( , )−∞ −2  )۴   ( , )−4 0  )۳   ( , )−2 0  )۲   ( , )−1 0 آ( 

،آوجممعۀآAآکدامآاست؟- ۲6۳ A B [ , ]− = −2 1 آوآ A B  ( , ]= 1 3 اگرآ

 [ , ]−2 3  )۴   ( , ]−2 3  )۳   ( , )−2 2  )۲   [ , ]−2 2 آ( 

وجممعهآهایآAآوآBآنیروجممعهآهاییآانآوجممعۀآورجعآUآهس��تند.آاگرآAآوجممعهآایآوتناهیآوآBآوجممعهآایآناوتناهیآباش��د،آ- ۲6۴
کدامآوجممعهآحتماًآناوتناهیآاست؟

 B A′ ′−  )۴   B A−  )۳   A B′−  )۲   A B′− آ( 

۲65 - Bآوجممعۀآ، n A n A( ) ( )′=3 آوآ n B( )′ =7 ،آ n A( )=12 وجممعهآه��ایآAآوآBآنیروجممعۀآوجممعۀآورجعآUآهس��تند.آاگرآ
چندآعضمآدارد؟

۹ )۴  ۸ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۲66 n B A( )− ،آوقدارآ n A n A( ) ( )′= آوآ n A B( )=14 ،آ n U( )=26 اگرآوجممعۀآورجعآUآباشد،آ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲67 n A B( ) ،آوقدارآ n A B( )=5 آوآ n A B n B A( ) ( )− = −2 ،آ n A n B( ) ( )= +3 اگرآ

۱۶ )۴  ۱5 )۳  ۱۴ )۲ آ( ۱۳ 

آکدامآاست؟- ۲68 n A B( )′ ′
 ،آبیشترینآوقدارآومکنآ n B( )=7 آوآ n A( ،آ10=( n U( )=23 اگرآUآوجممعۀآورجعآباشد،آ

۱۴ )۴  ۱۳ )۳  ۱۲ )۲ آ( ۱۱ 

آانآدانشآ ومنازآیکآکلاسآبهآ- ۲69 %60 درآکلاس��ی،آهرآدانشآ ومنآدس��تآکمآبهآیکیآانآدرسآهایآفیزیکآیاآریاضیآعلاقهآوندآاست.آ
آ زآهاآبهآریاضیاتآعلاقهآوندند.آاگرآتعدادآکس��انیآکهآبهآهرآدوآدرسآعلاقهآوندندآ۶آنفرآباش��د،آاینآکلاسآچندآ %70 فیزیکآوآ

دانشآ ومنآدارد؟
۲۲ )۴  ۲۰ )۳  ۱۸ )۲ آ( ۱۶ 

انآ۱۲۰آدانشآ ومنآپایۀآدهمآ۱۰5آنفرآبهآریاضیاتآوآ۹5آنفرآبهآفیزیکآعلاقهآدارند.آحداقلآچندآنفرآبهآهرآدوآدرسآعلاقهآدارند؟- ۲70
۸5 )۴  ۸۰ )۳  75 )۲ آ( 7۰ 

فصل هشتم: بازه و مجموعه

گامسؤال

261 245
248

262 245

263 245

264 247
248

265 251

266 251
252

267 252
253

268 251

269 252

270 252



فصل نهم: اصگو و دن اصه
)28(

   ۲8 نومزآ
آزمون فصل الگو و دنباله )1(

تعدادآنقاطآرویآشکلآچندمآانآالگمیآوقابلآبرابرآ۶۱آاست؟- آ۲7

آ( چهاردهم

۲( پانزدهم

۳( شانزدهم

۴( هفدهم

آچندآجملۀآوثبتآوجمدآدارد؟- ۲7۲ na n n= − 295 درآدنبالۀآباآجملۀآعممویآ

۸۹ )۴  ۹۰ )۳  ۹۴ )۲ آ( ۹5 

آکدامآاست؟- ۲7۳ a1515 .آوقدارآ a a=5 102 درآدنبالهآایآحسابیآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آسهآجملۀآوتمالیآدنبالهآایآحسابیآباشند،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲7۴ alog2 آوآ alog ( )+2 3 4 ،آ alog ( )2 16 اگرآ

۸ )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آراآ۴آواح��دآکاهشآوآقدرنس��بتآراآ۶آواحدآافزای��شآویآدهیم.آجملۀآ- ۲75 na n= −2 3 جمل��ۀآاولآدنبال��ۀآحس��ابیآباآجمل��ۀآعممویآ

بیستآوآیکمآدنبالۀآحسابیآجدیدآکدامآاست؟
57 )۴  55 )۳  5۲ )۲ آ( 5۰ 

آاس��ت.آوجممعآ- ۲76 +6 2 آوآوجممعآس��هآجملۀآ خرآبرابرآ −6 2  درآیکآدنبالۀآحس��ابیآباآnآجمله،آوجممعآس��هآجملۀآاولآبرابرآ
جملۀآاولآوآجملۀآ خرآدنبالهآکدامآاست؟

۸ )۴  ۶ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۲77 , , ,1 1 2
2

 حاصلآضربآپانزدهآجملۀآاولآدنبالۀآهندسیآ

 902  )۴   752  )۳   602  )۲   302 آ( 

آکدامآاست؟- ۲78 x y+ آجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآحسابیآوآهندسیآباشند،آحاصلآ y−9 آوآ x+2 3 ،آ x−3 اگرآعددهایآ1

۲۴ )۴  ۲۲ )۳  ۲۸ )۲ آ( ۳۲ 

،آقدرنسبتآاینآدنبالۀآهندسیآچقدرآاست؟- ۲79 y t+ =60 آوآ x z+ =20 آجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآهندسیآباشند،آ x y z t, , , اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

.آجملۀآپنجمآاینآدنبالهآچقدرآاست؟- ۲80 a a− =8 6 12 آوآ a a− =5 3 96 درآدنبالهآایآهندسیآ

  −8  )۴   −32  )۳   −16  )۲   −64 آ( 

فصل نهم: اصگو و دن اصه

گامسؤال

271 255

272 257

273 259

274 264
348

275 259

276 263

277 268
270

278 274

279 268

280 268



)29(

   ۲9 نومزآ
آزمون فصل الگو و دنباله )2(

آساختهآشدهآاست.آوساحتآشکلآهشتمآکدامآاست؟- آ۲8 ×1 1 الگمیآوقابلآانآوربعآهایآ
آ( ۶۴
۶۰ )۲
۹۶ )۳

۱۰۰ )۴

آچقدرآاست؟- ۲8۲ na n n=− + +22 19 1 بزرگآترینآجملۀآدنبالۀآباآجملۀآعممویآ

۴۸ )۴  ۴7 )۳  ۴۶ )۲ آ( ۴5 

)آهستند؟- ۲8۳ , )9 11
10 10

آباشد،آچندآجملۀآاینآدنبالهآدرآبانۀآ n
na

n
−=
+

2 1
2

اگرآجملۀآعممویآدنبالهآایآبهآصمرتآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

.آقدرنسبتآدنبالهآکدامآاست؟- ۲8۴ a a+ =2 2
3 7 128 آوآ a a+ =3 7 0 درآدنبالهآایآحسابیآ

 ±6  )۴   ±4  )۳   ±2  )۲   ±3 آ( 

درآدنبالهآایآحس��ابیآوجممعآجملهآهایآس��مم،آهفتم،آچهاردهمآوآهجدهمآبرابرآباآ۱۰آشدهآاست.آوجممعآجملۀآاولآوآجملۀآبیستمآ- ۲85
دنبالهآچقدرآاست؟

5 )۴  ۱۰ )۳  ۱5 )۲ آ( ۲۰ 

۲86 -y( )>0 آکدامآاست؟آ x y+ آباشد،آوقدارآ cot α2 آوآ tan α2 آوآyآواسطۀآهندسیآ cos α2 آوآ sin α2 اگرآxآواسطۀآحسابیآ

 5
2

 )۴  ۲ )۳   3
2

 )۲   1
2

آ( 

اگرآعددهایآجدولآنیرآجملاتآوتمالیآدنبالهآایآهندسیآباشند،آوقدارآxyzآکدامآاست؟- ۲87

 x y z1 322  

۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

درآجدولآوقابلآعددهایآس��تمزآAآانآبالاآبهآپایینآجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآ- ۲88
هندسیآهستندآوآعددهایآسطرآBآانآچپآبهآراستآجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآ

آکدامآاست؟ a b+ حسابی.آوقدارآ

آ( 5۶
5۸ )۲
۶۰ )۳
۶۲ )۴

جملهآهایآاول،آدومآوآچهارمآیکآدنبالۀآهندس��یآغیرثابتآجملهآهایآوتمالیآیکآدنبالۀآحس��ابیآاند.آاگرآقدرنسبتآدنبالۀآهندسیآ- ۲89
عددیآوثبتآباشد،آوقدارآ زآکدامآاست؟

 +5 1
4

 )۴   −3 1
2

 )۳   −2 1
4

 )۲    −5 1
2

آ( 

آدنبالهآایآهندسیآباشد،آوقدارآac کدامآاست؟- ۲90 a b c, ,+ + +8 6 4 آبرابرآ۱5آاست.آاگرآ a b c, , وجممعآجملهآهایآدنبالۀآحسابیآ
۲۴ )۴  ۲۱ )۳  ۱۸ )۲ آ( ۱5 

گامسؤال

281 255

282 20
257

283 257
324

284 262

285 259
263

286 264
271

287 272

288 259
268

289 264
268

290 259
271



فصل دهم: توات  رتشه  اتحاد  تجوته و ت لیم
)30(

   ۳0 نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )1(

آبرابرآکدامآاست؟- آ۲9 x x x
x x

33

6
عبارتآ

 x  )۴   x3 2  )۳   x3  )۲   x6 آ( 

،آوقدارآxآکدامآاست؟- ۲9۲ x= 4 53 4 12 2
2

اگرآ

 5 4  )۴   2 2  )۳   2  )۲   5 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲9۳ a a

a

( )( )− −2 2

2
4 1 ،آوقدارآ a

a
+ =2 25 اگرآ

۶۱۶ )۴  ۶۱۲ )۳  ۶۰۶ )۲ آ( ۶۰۰ 

آکدامآاست؟- ۲9۴ a b
b a
+

2 2
،آوقدارآ b = −3 3 آوآ a = +3 3 اگرآ

۲۶ )۴  ۱۸ )۳  ۱۶ )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۲95 a2 ،آوقدارآ a a+ − − =3 39 9 3 اگرآ

۹۰ )۴  ۸۲ )۳  ۸۰ )۲ آ( 5۴ 

آکدامآاست؟- ۲96 f( )− 2
3

،آوقدارآ xf x
x x x x x

( )
( )( )

−=
+ − + −

8

3 6 4 2
1

1
اگرآ

  − 3
4

 )۴    − 1
2

 )۳    − 1
3

 )۲   − 3
2

آ( 

آوجمدآدارد؟- ۲97 x x y y− + − −2 22 4 3 کدامآعبارتآدرآتجزیۀآ

 x y+ +3  )۴   x y− +1  )۳   x y− −3  )۲   x y+ +1 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲98 +

+ +

3

3 3
2 1

4 2 1
وقدارآ

 −34 2  )۴    −3 2 1 )۳    −3 34 2  )۲    −3 4 1 آ( 

آبرابرآ۶آباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۲99 x−4 آبرآ P x( )−3 آوآباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ P x x mx mx( )+ = − + +3 23 2 اگرآ

 ۲ )۴   ۱ )۳   −2  )۲   −3 آ( 

۳00 - x+2 آبرآ P x( ) .آاگرآباقیآواندۀآتقس��یمآچندجملهآایآ P x x Q x( ) ( ) ( )− = − −1 3 2 1 آچندجملهآایآهس��تندآوآ Q x( ) آوآ P x( )

آچقدرآاست؟ x−2 آبرآ Q x( ) برابرآ۱۰آباشد،آباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ

۲۰ )۴  ۱۰ )۳  5 )۲ آ( ۲ 

گامسؤال

291 278
279

292 278
279

293 281
284

294 

281
282
287
291

295 285

296 282
288

297 
281
282
289

298 
282
287
291

299 293

300 293

فصل دهم: توات  رتشه  اتحاد  تجوته و ت لیم



)31(

   آ۳ نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )2(

آکدامآاست؟- آ۳0 + × −

+

3

6
5 2 5 2

5 2
وقدارآ

۲ )۴   −5 2  )۳   +5 2  )۲ آ( ۱ 

،آکدامآگزینهآدرستآاست؟- ۳0۲ c= 3 2 3 آوآ b= 3 4 ،آ a= 2 اگرآ
 c b a< <  )۴   a c b< <  )۳   c a b< <  )۲   a b c< < آ( 

آکدامآاست؟- ۳0۳ a ab bc ca+ + +2 ،آوقدارآ b c− آوآ11= a b+ =8 اگرآ
 −18  )۴   −20  )۳   −24  )۲   −26 آ( 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳0۴ a b c+ − = 3 آوآ a b c− + =6 اگرآ

 25
16

 )۴   25
4

 )۳    16
9

 )۲   9
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۳05 a
a

+5
5
1 ،آوقدارآ a

a
+ =1 3 اگرآ

۱۲۴ )۴  ۱۲۳ )۳  ۱۲۲ )۲ آ( ۱۲۱ 

آکدامآاست؟- ۳06 a
a

+
3

3
8

8
،آوقدارآ a

a
+ =

2

2
4 23

4
aآعددیآوثبتآاستآوآ

۱۳۰ )۴  ۱۲۰ )۳  ۱۱5 )۲ آ( ۱۱۰ 

x نیست؟آ- ۳07 x x x( )( )+ + + + −2 21 2 12 کدامآگزینهآعاولیآانآ

 x+2  )۴   x−1 )۳    x x+ +2 5  )۲    x x− +2 5 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۳08 ( )− +1 7 1 4 7
3

وقدارآ

 2 2  )۴   2  )۳   2
2

 )۲   2
4

آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۳09
− + −

2
1 3 2 6

وقدارآ

 + −2 3 6  )۲     −2 3 آ( 

 ( )( )+ −1 3 1 2  )۴     ( )( )− +1 3 1 2  )۳

آبرابرآ۱۲آباشد،آباقیآواندۀآتقسیمآ- 0آ۳ x−2 آبرآ P x( )−1 آوآباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ P x x ax x bx( )= + + + +4 3 26 10 اگرآ

آچقدرآاست؟ x+2 آبرآ P x( )+1 چندجملهآایآ

 −22  )۴   −12  )۳  ۱۲ )۲ آ( ۲۲ 

گامسؤال

301 276
282

302 
278
279
280

303 284

304 281
282

305 281
285

306 281
285

307 284
289

308 281
282

309 282
291

310 293



فصل دهم: توات  رتشه  اتحاد  تجوته و ت لیم
)32(

   ۳۲ نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )3(

آکدامآاست؟- آآ۳ x4 21 ،آوقدارآ x= 7 33 3 اگرآ

  3 9  )۴  ۹ )۳    3  )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟آ- ۲آ۳ ×
3 4 932 4 4 16 وقدارآ

۲ )۴   9 4  )۳   9 8  )۲   9 16 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۳آ۳ a b a b
b a

× ×
2 12 14 103

3 5
،آحاصلآ a b, >0 اگرآ

۱ )۴    a
−5
6  )۳    a b

−11
63  )۲   a b

−5 1
6 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۴آ۳ x x−+9 9 ،آوقدارآ x x− − −+ =1 13 3 2 اگرآ

۴۰ )۴  ۳۸ )۳  ۳۶ )۲ آ( ۳۴ 

آکدامآاست؟- 5آ۳ a b ab− +3 3 9 ،آوقدارآ a b+ = 17 آوآ a += 17 3
2

اگرآ

۶5 )۴  ۶۴ )۳  ۶۳ )۲ آ( ۶۲ 

آکدامآاست؟- 6آ۳ x48 ،آوقدارآ
x

( )( )( )+ + + =
−

4 8
3
11 2 1 2 1 2
1

اگرآ

 ۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 7آ۳ + × − × −632 1 2 1 2 1 وقدارآ

۲ )۴   3 2  )۳   2  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 8آ۳ −−
+ +
1 2 6

43 2 1
وقدارآ

 − 1
2

 )۴   −1  )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آوجمدآدارد؟- 9آ۳ x y x y xy− − − +2 2 2 2 4 1 کدامآعبارتآدرآتجزیۀآعبارتآ

 xy x y+ − −1 )۲    xy x y− + آ( 1−

 xy x y+ + +1  )۴    xy x y− − −1 )۳

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳۲0 P x ax x a( )− = − +21 2 آبخشآپذیرآاست.آاگرآ x−2 آبرآ P x( )+1 چندجملهآایآ

 − 1
4

 )۴   − 1
3

 )۳   − 1
2

 )۲   −1 آ( 

گامسؤال

311 278
279

312 278
279

313 278
279

314 281

315 287

316 282

317 276
282

318 
281
282
291

319 281
282

320 292
293



)33(

   ۳۳ نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )4(

آکدامآاست؟- آ۳۲ ×
5 63 10 42 2 وقدارآ

 10 2  )۴   6 2  )۳   3 2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳۲۲
3 4

4
2 2 2
2 2

وقدارآ

 12 2  )۴   6 2  )۳   3 2  )۲   4 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۲۳ a4 ،آوقدارآ a=
53 353 9 27 اگرآ

 3 3  )۴   
4 3
3

 )۳   3
3

 )۲   3 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۲۴ a b c| |+ + ،آوقدارآ ab bc ca+ + =11 آوآ a b c+ + =2 2 22 3 33 ،آ a b c+ + =2 2 22 3 23 اگرآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۳۲5
a b

−
3 3
1 1 ،آوقدارآ

a b
+ =

2 2
1 1 3 آوآ

a b
− =1 1 اگرآ1

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۳۲6 a b+12 12 ،آوقدارآ ab=1 آوآ a b+ =2 2 6 اگرآ

55 )۴  5۴ )۳  5۳ )۲ آ( 5۲ 

آاست؟- ۳۲7 x x+ +10 515 13 2 کدامآگزینهآعاولیآانآ

 x −55 2  )۴   x +55 1 )۳   x −53 1 )۲   x −53 2 آ( 

)آبرابرآکدامآاست؟- ۳۲8 )+ −11 7 9 77 وقدارآ

 4 2  )۴   3 2  )۳   2 2  )۲   2 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۳۲9 x
x x x x( )( )

−
+ + − +

18

6 3 6 3
1

1 1
عبارتآ

 x −8 1  )۴   x −6 1 )۳   x −4 1 )۲   x −2 1 آ( 

آاست.آباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ- ۳۳0 −3 آبهآترتیبآبرابرآ۳آوآ x+1آبرآ Q x x( )+ آوآ P x( )−2 باقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآهایآ1
آکدامآاست؟ x−2 آبرآ x P x Q x( ) ( ) ( )− − + −3 1 3 2

−4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

گامسؤال

321 278
279

322 278
279

323 278
279

324 283

325 281
287

326 281
285

327 289

328 281
282

329 
281
282
287

330 293



فصل تازدهم: میادصه  تیییل ععم  و نامیادصه
)34(

   ۳۴ نومزآ
آزمون فصل معادله، تعیین علامت و نامعادله )1(

آفقطآیکآجمابآدارد؟- آ۳۳ mx x m− + =2 2 4 0 بهآانایآچندآوقدارآmآوعادلۀآ
۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست.آنسبتآعددآبزرگآترآبهآعددآکمچکآترآکدامآاست؟- ۳۳۲ −2 وجممعآدوآعددآبرابرآ۴آوآحاصلآضربآ زآهاآبرابرآ

 − −5 6  )۴   − −5 2 6  )۳   − −2 2 6  )۲   −2 2 6 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۳۳
x x

+
+ +1 2

1 1
2 2

آباشند،آحاصلآ x x+ − =2 8 13 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

 2
25

 )۴   4
11

 )۳   4
25

 )۲   3
11

آ( 

آاگرآیکیآانآجمابآهاآانآدوآبرابرآجمابآدیگرآ۴آواحدآبیشترآباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۳۳۴ x x m− + =2 8 0 درآوعادلۀآ

 40
9

 )۴   80
3

 )۳   80
9

 )۲   20
3

آ( 

آکدامآاست؟- ۳۳5
x x

+ =
− −2 2
4 5 2
4 3

حاصلآضربآجمابآهایآوعادلۀآ

۲ )۴   7
2

 )۳  ۸ )۲ آ( ۲۸ 

آومجمدآاست.آاگرآیکآسممآانآ بآ زآراآتبخیرآکنیم،آچندآکیلمگرمآبایدآشکرآاضافهآ- ۳۳6 %25 صدآکیلمگرمآوحلملآ بآوآشکرآباآغلظتآ
آگردد؟ %50 کنیمآتاآغلظتآ زآ

۴( این کار ممکن نیست.    ۳۰ )۳  ۲5 )۲ آ( ۲۰ 

آچندآجمابآدارد؟- ۳۳7 x x− − − =2 1 2 2 وعادلۀآ
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳۳8 x x x− + = −2 1 3 1 جمابآوعادلۀآ

 −5 2 5
2

 )۴   +5 2 5
2

 )۳   +5 2 5  )۲   −5 2 5 آ( 

آبهآصمرتآنیرآاست.آوقدارآnآکدامآاست؟آ- ۳۳9 P x mx m x m n( ) ( )= + − − −2 2 12 2 جدولآتعیینآعلاوتآعبارتآ
x

P x( )

−∞ +∞

− + −

1 3

0 0

۴ )۴   −4  )۳   ۱۲ )۲   −12 آ( 

آوجممعۀآاعدادآحقیقیآباشد،آحداکثرآوقدارآmآکدامآاست؟- ۳۴0 x mx m
x x
− − ≤
− +

2

2
3

1
اگرآوجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۱5 )۴  ۱۲ )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

فصل تازدهم: میادصه  تیییل ععم  و نامیادصه

گامسؤال

331 300

332 
291
296
305

333 302

334 302
304

335 312
314

336 312
315

337 325
326

338 325
327

339 318

340 
318
319
324



)35(

   ۳5 نومزآ
آزمون فصل معادله، تعیین علامت و نامعادله )2(

آچندآجمابآدارد؟- آ۳۴ x kx− + =2 1 آیکآریشۀآوضاعفآداشتهآباشد،آوعادلۀآ0 kx k x k( )+ − + − =2 2 8 7 0 اگرآوعادلۀآ

۴( حداکثر ۱  ۲ )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- ۳۴۲ x x x x+1 1 2 2 آباشند،آوقدارآ x x− + =2 6 4 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

 8 5  )۴   6 5  )۳   4 10  )۲  2 10 آ( 

x هستند،آکدامآاست؟- ۳۴۳
x

−2
1

3 آوآ x
x

−1
2

3 آباشند،آوعادلهآایآکهآجمابآهایشآ x x− + =2 8 2 آجمابآهایآوعادلۀآ0 x2 آوآ x1اگرآ

 x x− + =2 8 1 0  )۲    x x− + =2 4 1 0 آ( 
 x x− + =22 8 1 0  )۴    x x+ + =22 8 1 0  )۳

آباشد،آجمابآدیگرآوعادلهآکدامآاست؟- ۳۴۴ x mx m+ + =2 2 0 آیکیآانآجمابآهایآوعادلۀآ x= −2 اگرآ1

 +1 2 2
7

 )۴   −1 2 2
7

 )۳   +1 2
7

 )۲   −1 2
7

آ( 

آچندآجمابآدارد؟- ۳۴5
xx x( )

− + =
++ +2 3

2 2 1 0
11 1

وعادلۀآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آجمابآندارد؟- ۳۴6
x x a x
+ =

+ −
1 3 4

1
بهآانایآچندآوقدارآaآوعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آچندآجمابآدارد؟- ۳۴7 x x x+ − = +4 2 5 1 وعادلۀآ
 ۳ )۴   ۲ )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- ۳۴8 x x x− + =33 24 3 0 حاصلآضربآجمابآهایآوعادلۀآ
۶۴ )۴  ۴۸ )۳  ۲7 )۲ آ( ۱۲ 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- ۳۴9 x x x− ≤ ≤ −2 2 23 18 2 4 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلاتآ
۸ )۴  ۶ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳50 a b+ آاست.آوقدارآ a b( , ] ( , ]−∞  4 آبهآصمرتآ x x
x
+ ≥
−
6
4

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

گامسؤال

341 300

342 302
303

343 302
305

344 302
304

345 308
312

346 312
313

347 325
326

348 325
328

349 318
324

350 322
324



فصل دوازدهم: طدرمقلق و زوو  حیف
)36(

   ۳6 نومزآ
آزمون فصل قدرمطلق و جزء صحیح )1(

آکدامآاست؟- آ۳5 x x x| | | |+ − = +22 5 3 2 6 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 −5  )۴   −4  )۳   −2  )۲ آ( صفر 

آچقدرآاست؟- ۳5۲ x x| | | |− = −21 3 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

۲ )۴   −1  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- ۳5۳ x x x| |− − +24 8 16 ،آسادهآشدۀآعبارتآ x| |− <2 5 3 اگرآ

 x− +5 4  )۴   x−5 4  )۳   x− +3 2  )۲   x−3 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳5۴ b a− آاست.آوقدارآ a b( , ) آبانۀآ x x x| |− <2 3 2 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳55 f x x( ) | || |= − −1 8 ،آوجممعآحداقلآوآحداکثرآوقدارآتابعآ x− ≤ ≤3 6 اگرآ

۱۴ )۴  ۱۲ )۳  ۱۱ )۲ آ( ۸ 

آکدامآاست؟- ۳56 f x x x x( ) | |= − +2 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳57 f( )120 ،آوقدارآ x xf x( ) [ ] [ ]−= −
11 17

اگرآ

 ۲۰ )۴   ۱۸ )۳   ۱7 )۲ آ( ۱5  

آکدامآاست؟- ۳58 f x x  x( ) [ ] | |= + −1 آوآضابطۀآ  [ , ]−1 1 نممدارآتابعآfآباآداونۀآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

آکدامآاست؟- ۳59 [ , ]−1 1 آرویآبانۀآ f x x x x( ) [[ ] ]= −2 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳60 f x( )−1 ،آحاصلآ f x x x x( ) [ ] [ ]= − −4 3 اگرآ

 f x( )− +1 )۴   f x( )−1 )۳   f x( )−  )۲   f x( ) آ( 

گامسؤال

351 329
330

352 302
330

353 329
331

354 329
331

355 
22
329
335

356 335

357 337
339

358 337
340

359 337
340

360 337
339

فصل دوازدهم: طدرمقلق و زوو  حیف



)37(

   ۳7 نومزآ
آزمون فصل قدرمطلق و جزء صحیح )2(

آچندآجمابآدارد؟- آ۳6 x x| || |+ − =1 2 4 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آجمابآندارد.آحدودآkآکدامآاست؟- ۳6۲ x k| || |− =4 وعادلۀآ

 k>−4  )۴   k>4  )۳   k<−4  )۲   k<4 آ( 

آصدقآویآکنند؟- ۳6۳ x| || |− − ≤3 2 4 چندآعددآصحیحآدرآناوعادلۀآ

۴( نامتناهی  ۱۸ )۳  ۱5 )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۳6۴ x
x

| |+ >
−
2 1

2 1
وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

 ( , )− 1 3
3

 )۴   ( , )1 3
2

 )۳   ( , ) ( , )− 1 1 1 3
2 2 2

  )۲   ( , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 آ( 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- ۳65 x x x| |+ < + +2 2 1 1 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آقرارآنگیرد،آحدودآوقدارهایآaآکدامآاست؟- ۳66 y a= آبالاترآانآخطآ y x x| | | |= − + −1 3 اگرآهمۀآنممدارآتابعآ

 a≥2  )۴   a< ≤0 2  )۳   a≥4  )۲   a< ≤0 4 آ( 

آکدامآاست؟- ۳67 xf x( ) [ ]= +1
2

آوآضابطۀآ [ , )−2 4 نممدارآتابعآfآباآداونۀآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

)آکدامآاست؟- ۳68 , )−2 2 آرویآبانۀآ xf x x [ ]( ) ( )= −2 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳69 b a− آاست.آوقدارآ a b( , ) آبانۀآ f x x( ) [| |]= − +1 3 داونۀآتابعآfآباآضابطۀآ

 ۴ )۴   ۳ )۳   ۲ )۲ آ( ۱  

آباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳70 [ , )− 2 0
3

آبانۀآ x a[ ]− =3 3
2

اگرآوجممعۀآجمابآهایآوعادلۀآ

 −10  )۴   −8  )۳   −6  )۲   −4 آ( 

گامسؤال

361 329
330

362 330

363 331

364 
324
329
331

365 
324
329
331

366 336

367 337
340

368 337
340

369 
21
331
337

370 337
338



فصل سیودهم: توابع نماتی و صگارتتمی
)38(

   ۳8 نومزآ
آزمون فصل توابع نمایی و لگاریتمی )1(

آکدامآاست؟- آ۳7 xf x( ) | |−= −13 1 نممدارآتابعآ

  )۲ آ(   

  )۴    )۳

آدرآکدامآبانهآاست؟- ۳7۲ x x+− × + =24 3 2 27 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ
 ( , )4 5  )۴   ( , )3 4  )۳   ( , )2 3  )۲   ( , )1 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳7۳ f ( )− −1 5
3

،آوقدارآ f( )=2 7 آوآ f( )=1 1 .آاگرآ xf x a b( )= + فرضآکنیدآ

۳ )۴   −1  )۳  ۲ )۲   −3 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۳7۴ x xf x
x
| |

( )= −2 بردآتابعآ

( , )+∞0  )۲   ( , )− +∞1 آ( 

 ( , ) { }+∞ −0 1  )۴   ( , ) ( , )− +∞1 0 2  )۳

)آبگذرد،آ- ۳75 , )15 2 آوحمرآطملآهاآراآدرآنقطهآایآبهآطملآ5آقطعآویآکند.آاگرآنممدارآتابعآانآنقطۀآ af x bx( ) log ( )= −3 نممدارآتابعآ

وقدارآabآکدامآاست؟

 14
5

 )۴   12
5

 )۳   8
5

 )۲   6
5

آ( 

آبرحسبآaآوآbآکدامآاست؟- ۳76 log 4 72 ،آوقدارآ blog =2 آوآ alog =3 اگرآ

 a b+3
4

 )۴   a b+3
4

 )۳   a b+3 2
4

 )۲   a b+2 3
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۳77
log log log

+ +
2 3 5

1 1 1
30 30 30

وقدارآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳78 x xlog( ) log log(log )− − =1 2 جمابآوعادلۀآ

 log+ 21 5  )۴   log5 2  )۳   log2 5  )۲   log+ 51 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳79 x x+ −=1 12 5 جمابآوعادلۀآ

 
log−
1

1 5
 )۴   

log−
1

1 2 5
 )۳   

log−
1

1 2
 )۲   

log−
1

1 2 2
آ( 

آکدامآاست؟- ۳80 xf x
x

log( )
( )

log( )

+
=

−
3

2
داونۀآتابعآ

 ( , ) { }− −2 3 2  )۴   ( , )− −3 2  )۳   ( , )−2 3  )۲   ( , ) { }− −3 2 1 آ( 

گامسؤال

371 

30
31
37
343

372 342
345

373 61
342

374 

22
30
335
343

375 347
350

376 348

377 348

378 
312
348
354

379 

342
347
348
349

380 
21
352
354

فصل سیودهم: توابع نماتی و صگارتتمی



)39(

   ۳9 نومزآ
آزمون فصل توابع نمایی و لگاریتمی )2(

آکدامآاست؟- آ۳8 xf x( ) | |−= −2 2 نممدارآتابعآ

 )۲ آ(   

 )۴   )۳

آکدامآگزینهآدرستآاست؟- ۳8۲ xy= −1 2 آوآ y x| |= −2 1 درآومردآنقاطآتلاقیآنممدارآتمابعآ

۲( دو نقطه با طول های مثبت. آ( یک نقطه با طول مثبت و یک نقطه با طول منفی. 
۴( دو نقطه با طول های منفی. ۳( دو نقطه با طول های منفی و یک نقطه با طول مثبت. 

آچندآجمابآدارد؟آ- ۳8۳ x x x x+ + + +− = − ×2 2 1 12 5 2 4 5 وعادلۀآ
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست.آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳8۴ a( , )−∞ آبهآصمرتآ x x( ) ( ) ++ >2 12 2 8
3 3 9

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

 9
8

 )۴   8
9

 )۳  ۱ )۲   2
3

آ( 

آوآوحمرآعرضآه��اآراآدرآنقطهآایآبهآعرضآ۱آقطعآ- ۳85 آوحمرآطملآه��اآراآدرآنقطهآایآبهآطملآ1− f x ax b( ) log ( )= +3 نم��مدارآتاب��عآ

آباشد،آحداقلآوقدارآcآکدامآاست؟ c( , )+∞ ویآکند.آاگرآداونۀآاینآتابعآبانۀآ

 − 9
2

 )۴  − 5
2

 )۳  − 3
2

 )۲  − 1
2

آ( 

آبرحسبآaآکدامآاست؟- ۳86 log4
5

2
5

،آوقدارآ alog =5 اگرآ

a
a

−
−

1 3
2 3

 )۴  a
a

−
−
1 2
1 3

 )۳  a
a

−
+
1 2
1 3

 )۲  a
a

−
−
1 2
2 3

آ( 

آکدامآاست؟- ۳87
x y
+1 1 ،آوقدارآ x y= =2 5 10 اگرآ

 1
5

 )۴   1
10

 )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳88 klog ( )+2 4 آباشد،آوقدارآ x xlog log+ × =2 2 55 4 125 اگرآkآجمابآوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آصدقآنمیآکنند؟- ۳89 xlog (log ( ))+ <−1 3
2

1 چندآعددآطبیعیآدرآناوعادلۀآ1

۶ )۴  7 )۳  ۸ )۲ آ( ۹ 

آکدامآاست؟- ۳90 a b+ آاست.آوقدارآ a b( , ] [ , )+∞9 آبهآصمرتآ xf x x( ) log log= + −3 2 3 3 داونۀآتابعآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

گامسؤال

381 
30
37
343

382 

30
32
37
343

383 342
345

384 
324
342
346

385 350
352

386 348

387 347
348

388 
347
348
354

389 347
355

390 

21
322
324
347
355
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)40(

   ۴0 نومزآ
آزمون فصل استدلال و هندسه )1(

،آوقدارآkآکدامآاست؟- آ۳9 y x kyx −
= =

4
3 5 7

اگرآ

۲ )۴   −2  )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

درآشکلآوقابلآACآنیمسانآناویۀآKADآاست.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۳9۲
۱۲ )۲ آ( ۱۰  
۱۶ )۴   ۱۴ )۳

آکدامآاست؟- ۳9۳ x y+ .آوقدارآ EF BC=3
4

EF وآ BC|| درآشکلآوقابل

۴ )۲ آ( ۳  
7 )۴   5 )۳

.آطملآضلعآACآچقدرآاست؟- ۳9۴ AF FC− =3
2

آوآ EF BC|| درآشکلآوقابلآ

۶ )۲ آ( ۸  
۳ )۴   ۴ )۳

آکدامآاست؟- ۳95 AE
ED

درآشکلآوقابلآAB،آEFآوآCDآومانیآاند.آوقدار

 3
2

 )۲    5
2

آ( 

 4
3

 )۴   ۲ )۳

درآشکلآوقابلآAB،آEFآوآCDآومانیآاند.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۳96
۱۶ )۲ آ( ۱۴  
۲۴ )۴   ۱۸ )۳

آچقدرآاست؟- ۳97 BC
DE

درآشکلآوقابلآنسبتآ

 5
6

 )۲    1
2

آ( 

 1
6

 )۴    3
4

 )۳

درآشکلآوقابلآوحیطآوثلثآBCDآبرابرآ۲۰آاست.آطملآBCآچقدرآاست؟- ۳98

۶ )۲ آ( ۹  

7 )۴   ۸ )۳

درآشکلآوقابلآABCDآوستطیلآاست.آطملآپارهآخطآEFآچقدرآاست؟- ۳99
آ( ۳/۸
۴/۲ )۲
۴/۴ )۳
۴/۶ )۴

.آطملآپارهآخطآBCآچقدرآاست؟- ۴00 DF AB|| درآشکلآوقابلآ
آ( ۱۴
۱۶ )۲
۱۸ )۳
۲۴ )۴
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گامسؤال

391 360

392 359
372

393 360
362

394 360
362

395 360
362

396 364

397 369

398 369

399 369
372

400 360
368



)41(

   آ۴ نومزآ
آزمون فصل استدلال و هندسه )2(

درآشکلآوقابلآEآوسطآضلعآABآوآFآوسطآضلعآBCآاست.آطملآپارهآخطآEFآچقدرآاست؟- آ۴0

۶ )۲ آ( 5  

۸ )۴   7 )۳

.آطملآپارهآخطآEFآچقدرآاست؟- ۴0۲ FD CA آوآ ED FA درآشکلآوقابلآ

۲ )۲ آ( ۱  
۴ )۴   ۳ )۳

.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۴0۳ DE AE=3 درآشکلآوقابلآAB،آEFآوآCDآومانیآاندآوآ

۴ )۲ آ( ۳  

۶ )۴   5 )۳

درآشکلآوقابلآABCDآوستطیلآاست.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۴0۴

  2 2  )۲    3 2 آ( 

 3 3  )۴    2 3  )۳

آکدامآاست؟- ۴05 CD EC× .آوقدارآ ABD EDB ACEˆˆ ˆ= = درآشکلآنیرآ

۲۱۶ )۲ آ( ۲۲5  
۲۱۰ )۴   ۲۱۴ )۳

۴06 - ABCآوحیطآوثلثآ، DE EF+ =9 .آاگرآ EF AB|| آوآ DE BC|| درآشکلآوقابلآ

چقدرآاست؟
۳۲ )۲ آ( ۳۶  
۲۶ )۴   ۲۸ )۳

آکدامآاست؟- ۴07 AB AC× درآشکلآوقابلآوقدارآ

 14 2  )۲    16 2 آ( 

 16 3  )۴    14 3  )۳

درآشکلآوقابلآABCDآوستطیلآاست.آطملآپارهآخطآBHآچقدرآاست؟- ۴08

۱5 )۲ آ( ۱۲  

۲۱ )۴   ۱۶ )۳

آکدامآاست؟- ۴09 BD
AC

.آوقدارآ BE AE=3 درآشکلآوقابلآABCDآلمنیآاستآوآ

 2 3  )۲    3 آ( 

 3
4

 )۴    3
2

 )۳

،آوقدارآxآکدامآاست؟آ- 0آ۴ BD DC= درآشکلآوقابلآ

 2 2  )۲   2 آ( 

 4 2  )۴   3 2  )۳

گامسؤال

401 359
372

402 366

403 360
361

404 360
362

405 360
369

406 360
369

407 369
370

408 372

409 372

410 372
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)42(

   ۴۲ نومزآ
آزمون فصل استدلال و هندسه )3(

درآشکلآوقابلآADآنیمسانآناویۀآBACآاست.آوقدارآxآکدامآاست؟- آآ۴
آ( 5

۱۲ )۲
7 )۳
۹ )۴

.آ- ۲آ۴ EF MN BC|| || درآشکلآوقابلآنقطهآهایآEآوآMآپارهآخطآABآراآبهآسهآقسمتآبرابرآتقسیمآکردهآاندآوآ

وقدارآxآکدامآاست؟
آ( ۴
۶ )۲
۹ )۳

۱۲ )۴

.آطملآپارهآخطآEFآچقدرآاست؟- ۳آ۴ BF FC=3 2 آوآ AB EF CD|| || درآشکلآوقابلآ

۱۲ )۲ آ( ۱۱  

۱۴ )۴   ۱۳ )۳

.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۴آ۴ ABC AFEˆ ˆ= درآشکلآوقابلآ
آ( ۴
5 )۲
۶ )۳
۸ )۴

درآشکلآوقابلآوقدارآxآکدامآاست؟- 5آ۴
آ( ۶
۸ )۲

۱۰ )۳
۱۲ )۴

آکدامآاست؟- 6آ۴ x y+ آومانیآاند.آوقدارآ d4 آوآ d3 ،آ d2 ،آ d1درآشکلآوقابلآخطآهایآ

 47
5

 )۲    46
5

آ( 

 49
5

 )۴    48
5

 )۳

درآش��کلآوقاب��لآنقطهآهایآEآوآFآبهآترتیبآوس��طآضلعآه��ایآABآوآACآانآوثلثآABC - 7آ۴
هستند.آوقدارآxآکدامآاست؟

۴ )۲ آ( ۳  

۸ )۴   ۶ )۳

.آنس��بتآوس��احتآوثل��ثآAEFآبهآوس��احتآوثلثآBEF - 8آ۴ EF BC||  درآش��کلآوقاب��لآ

چقدرآاست؟

 7
2

 )۲    9
2

آ( 

 3
2

 )۴    5
2

 )۳

گامسؤال

411 359
372

412 362
366

413 360
362

414 360
369

415 369

416 364

417 366
368

418 
360
361
368

419 372

420 372



)43(

درآشکلآوقابلآوقدارآxآکدامآاست؟- 9آ۴
 8 3 آ( 

 15 3
2

 )۲

 4 3  )۳
 5 3  )۴

درآشکلآوقابلآوقدارآxآکدامآاست؟- ۴۲0
 6 آ( 

 2 2  )۲
  10  )۳
 2 3  )۴
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)44(

   ۴۳ نومزآ
آزمون جامع )1( 

آباشد،آوجممعۀآوقادیرآومکنآبرایآaآکدامآاست؟- آ۴۲ a a [ , )− − − +2 3 2 اگرآaآعضمآبانۀآ

  [ , ]−1 1  )۴   [ , ]− 1 1
2 2

 )۳    [ , ]1 1
2

 )۲    [ , ]− 11
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۲۲ a
d

آبرقرارآاست.آوقدارآ
a a
a a
= +2 3

2

4 5
2 درآیکآدنبالۀآحسابیآباآجملۀآاولآaآوآقدرنسبتآdآتساویآ

 − 2
3

2− یا   )۴   − 2
3

۳( ۲ یا    2
3

2− یا   )۲   2
3

آ( ۲ یا 

آکدامآاست؟- ۴۲۳
4 3

4 6
5 5 5

5 5
وقدارآ

 5 5  )۴   5  )۳   12 5  )۲   3 5 آ( 

آکدامآاست؟- ۴۲۴ a b
a b
−
+
4
3

،آوقدارآ a b+ ≠3 0 آوآ a ab b+ − =2 26 0 اگرآ

 2
5

 )۴   1
5

 )۳   −1
5

 )۲   −2
5

آ( 

۴۲5 - f x( )=0 آبهآصمرتآوقابلآباشد،آوجممعآجمابآهایآوعادلۀآ f x x ax b( )= + −2 اگرآنممدارآتابعآ

چقدرآانآحاصلآضربآ زآهاآبیشترآاست؟

۲ )۲ آ( ۱  

 5
2

 )۴    3
2

 )۳

آچندآجمابآحقیقیآدارد؟- ۴۲6 x x x x( ) ( )+ − + − =2 2 25 6 0 وعادلۀآ

۲( فقط دو جواب منفی دارد. آ( فقط دو جواب مثبت دارد.  
۴( یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد. ۳( دو جواب مثبت و دو جواب منفی دارد. 

آکدامآاست؟- ۴۲7 x x+ − =3 2 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ
5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

24آاست.آوقدارآxآکدامآاست؟- ۴۲8 2 آبرابرآ 0135 وساحتآوتمانیآالاضلاعیآباآاضلاعآxآوآ۸آوآیکآناویۀآ
۱۲ )۴  ۱۰ )۳  ۸ )۲ آ( ۶ 

آکدامآاست؟- ۴۲9 tan( )π−α3
2

،آوقدارآ
sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

π+α − π+α
=

π−α − π−α

2 2
2 3
3 2 3
2

اگرآ

 − 1
5

 )۴   1
5

 )۳   −5  )۲ آ( 5 

آکدامآاست؟- ۴۳0 xsin2 ،آوقدارآ x x
x x

sin cos
cos sin

+ =
−
2 1

4
اگرآ

 35
12

 )۴   − 35
37

 )۳   31
9

 )۲   1
9

آ( 

)آچندآبارآوحمرآطملآهاآراآقطعآویآکند؟- آ۴۳ , )π π7
2 2

آدرآبانۀآ f x x( ) cos= 3 نممدارآتابعآ

۱۰ )۴  ۹ )۳  ۸ )۲ آ( 7 

آکدامآاست؟- ۴۳۲ a b+ آاست.آوقدارآ a b[ , ]− آبهآصمرتآ x x x| |− >2 2 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 
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آباشد،آوقدارآabآکدامآاست؟- ۴۳۳ a b[ , ] [ , ]0 4 آوآداونۀآتابعآfofآبهآصمرتآ f x x x( )= − +24 3 اگرآ

 2 3  )۴   4 3  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آیکآبهآیکآاست.آوجممعۀآوقدارآهایآmآکدامآاست؟- ۴۳۴
x m x

f x
mx x

( )
 + ≤=

+ >

3 3

3 3
تابعآ

 [ , ]12 24  )۴   [ , )+∞12  )۳   [ , ]0 12  )۲   ( , ]−∞ 12 آ( 

آکدامآاست؟- ۴۳5 a b+ آاست.آوقدارآ f x a b x x( )− = + −1 24 آبهآصمرتآ f x x x( ) ,= − − − ≤ ≤22 4 2 0 ضابطۀآواروزآتابعآ

 −1  )۴   −2  )۳   −4  )۲   −6 آ( 

آراآیکآواحدآبهآراستآوآدوآواحدآبهآبالاآونتقلآویآکنیم.آسپسآطملآوآعرضآنقاطآاینآنممدارآراآنصفآ- ۴۳6 g x f x( ) ( )=4 2 نممدارآتابعآ
ویآکنیم.آضابطۀآتابعیآکهآنممدارآ زآبهآدستآ ودهآکدامآاست؟

 y f x( )= − +1 1 1
2 2

 )۲    y f x( )= − +8 2 1 آ( 

 y f x( )= − +2 2 1  )۴    y f x( )= − +2 4 2 1  )۳

آکدامآاست؟- ۴۳7 b a− آاست.آوقدارآ fD a b( , ]= آبهآصمرتآ f x x/( ) log ( )= − −0 5 3 1 داونۀآتابعآ

 1
2

 )۴   3
2

 )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴۳8
x

x x x

x x
lim
→

− + −

− +

3 2

21
1

2 3 1
وقدارآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۴۳9
x

x

x x( )

[cos ]
lim

sin sin+π→ − 2
2

وقدارآ

 −∞  )۴   +∞  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آپیمستهآاست؟- ۴۴0 x=2 آدرآنقطۀآ

x x x

f x a x

x x

[ ]

( )

 − <
= =


+ >

3 2

2

2 2

بهآانایآکدامآوقدارآaآتابعآ

a ۴( هیچ مقدار  5 )۳  ۴/5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- آ۴۴ f ( )′ 3 ،آوقدارآ xf x
x

( ) + +=
+ +
1 2
6 1

اگرآ

 1
64

 )۴   1
48

 )۳   1
32

 )۲   1
16

آ( 

آوشتقآپذیرآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۴۴۲ آرویآ
a x x

f x
bx x x

( )
 − >=

+ ≤
2

1 1

1
اگرآتابعآ

 2
3

 )۴   − 3
2

 )۳   − 2
3

 )۲   3
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۴۳ x=2 آدرآنقطۀآ g x x f x( ) ( )= ،آوشتقآتابعآ
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

آوشتقآپذیرآاست.آاگرآ x=2 آدرآنقطۀآ f تابعآ

۴ )۴  ۳/5 )۳  ۳ )۲ آ( ۲/5 

آصعمدیآاست.آحداکثرآوقدارآaآکدامآاست؟- ۴۴۴ a[ , ]0 آرویآبانۀآ xf x
x

( )=
+

2

3 4
تابعآ

 3 4  )۴   3 2  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 
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چندآوثلثآویآتمازآرس��مآکردآکهآرأسآهایشازآانآدهآنقطۀآوشخصآشدهآدرآشکلآ- ۴۴5

وقابلآباشند؟

7۶ )۲ آ( ۶۸  

۹۰ )۴   ۸۴ )۳

آکدامآاست؟- ۴۴6 P A B( )′
 ،آوقدارآ P A B( )=

1
2

آوآ P B( )=3
7

،آ P A( )=1
7

اگرآAآوآBآدوآپیشاودآباشندآکهآ

 13
14

 )۴   11
14

 )۳   9
14

 )۲   5
14

آ( 

آکانمزآهایآیکآبیضیآاندآوآطملآقطرآبزرگآاینآبیضیآبرابرآ۲۰آاست.آطملآقطرآکمچکآاینآبیضیآ- ۴۴7 F ( , )′ 8 0 آوآ F( , )−8 0 نقطهآهایآ

چقدرآاست؟
۱۸ )۴  ۱۶ )۳  ۱۴ )۲ آ( ۱۲ 

درآشکلآوقابلآABCDآلمنیآاستآوآAEآبرآCDآعممدآاست.آطملآپارهآخطآEFآچقدرآاست؟- ۴۴8

آ( ۲
۳ )۲
۶ )۳
۸ )۴

.آطملآپارهآخطآNCآکدامآاست؟- ۴۴9 BM XY= آوآ EF BC درآشکلآوقابلآ

آ( ۳
۴ )۲
۶ )۳
۸ )۴

آبرابرآ۴آباشد،آویانۀآاینآدادهآهاآبرابرآکدامآاست؟- ۴50 a a a a, , , , , , , ,3 0 4 6 3 اگرآویانگینآدادهآهایآ

۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 



)47(

   ۴۴ نومزآ
آزمون جامع )2( 

،آ- آ۴5 A B( ) { , }′= 6 7 آوآ B A { , }− = 2 5 ،آ A B( ) { , , , , , }′= 1 2 4 5 6 7 اگ��رآوجممع��ۀآورجعآاعدادآطبیعیآکمترآانآ۹آباش��د،آ

وجممعآاعضایآAآچقدرآاست؟
 ۱۸ )۴  ۱۶ )۳  ۱5 )۲ آ( ۱۲ 

،آنسبتآجملۀآچهارمآاینآدنبالهآبهآجملۀآنخستآ زآچقدرآاست؟- ۴5۲ a( )≠0 آدنبالهآایآهندسیآباشدآ a b a b a b, , ,− + − 2 اگرآ

 64
27

 )۴   27
64

 )۳   8
27

 )۲   27
8

آ( 

آکدامآاست؟- ۴5۳ × ×36 4 412 54 2 6 حاصلآعبارتآ

۶ )۴   32 9  )۳   63 32  )۲   66 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۴5۴ ab ac bc b
a c

− + −
−

2
،آوقدارآ a b b c− = − =4 اگرآ

۸ )۴  ۴ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

.آوقدارآmآکدامآاست؟- ۴55 x x− =1 23 1 آهستندآوآ x x m− + + =2 3 2 1 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1

 − 1
2

 )۴   1
2

 )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آچقدرآاست؟- ۴56 x x x x( )( )( )( )− − − − =1 2 4 5 40 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ
 −6  )۴  ۶ )۳   −12  )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۴57 ab آاست.آوقدارآ a b( , ) ( , )− +∞3 آبهآصمرتآ x
x

−<
+
1 5
3 9

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۱۰ )۴   −10  )۳   ۲۴ )۲   −24 آ( 

آچندآجمابآدارد؟- ۴58 [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xcos sin− وعادلۀآ1=

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

عضمهایآوجممعۀآشکلآوقابلآدرآکدامآنابرابریآهاآصدقآویآکنند؟- ۴59
  x  | |≤ + ≤1 1 4  )۲     x| |≤ ≤1 4 آ( 
   x  | |≤ − ≤1 1 4  )۴    x  | |≤4  )۳

آاست.آاینآس��همیآوحمرآعرضآهاآراآدرآنقطهآایآباآکدامآعرضآقطعآ- ۴60 y ax bx ab= + +2 آرأسآس��همیآبهآوعادلۀآ  ( , )−1 2 نقطۀآ
 b( )>0 ویآکند؟آ

+− 3 15
4

 )۴  +− 3 15
2

 )۳  +− 9 17
2

 )۲  +− 9 17
4

آ( 

،آوجممعآوقادیریآکهآدرآداونۀآتابعآfogآقرارآندارند،آکدامآاست؟- آ۴6 xg x
x

( ) −=
+

2 3
2

آوآ xf x
x

( )=
−1

اگرآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۴6۲ a b+3 )آبرخمردآکنند،آحاصلآ , )1 2 آدرآنقطۀآ f آوآنممدارآتابعآهایآfآوآ1− f x ax b( )= +3 اگرآ

 −5  )۴   −6  )۳   −7  )۲   −8 آ( 

 نم��مدارآتاب��عآfآبهآص��مرتآش��کلآ)۱(آاس��ت.آنم��مدارآک��دامآتاب��عآبهآصمرتآ- ۴6۳
شکلآ)۲(آاست؟

 y f x( )= + −1 2  )۲   y f x( )= − −1 2 آ( 

 y f x( )= +1 2  )۴   y f x( )= −1 2  )۳
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آکدامآاست؟- ۴6۴ f ( )− −1 2 آدرآشکلآروبهآروآرسمآشدهآاست.آوقدارآ f x ax b( ) log ( )= +1
2

نممدارآتابعآ

 −2 آ( 
 −3  )۲
 −4  )۳
 −5  )۴

آکدامآاست؟- ۴65 log125 ،آوقدارآ alog =8 اگرآ
 a−2 2  )۴   a−3 2  )۳   a−2 3  )۲   a−3 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۴66 a b+ ،آحاصلآ
x

x ax b a
x x

lim
→

− + = −
− +

2

21
4

2 3 1
اگرآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۴67 a b+ ،آوقدارآ
x

a x x x

b x 

( )
lim

( )→ −∞

+ − +
=

+ −

3 2

2
1 2 2

1 4
اگرآ

 −4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آباش��د،آتعدادآنقاطآناپیمستگیآ- ۴68 [ , ]−4 4 .آاگرآداونۀآتابعآgآبانۀآ
f x x

g x
f x x

( )
( )

( )

∉=
− ∈



1
آوآ f x x x( ) [ ] [ ]= + − فرضآکنیدآ

 زآچندتاست؟
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آبرابرآباآ۲آباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۴69 x=1آدرآنقطۀآ f x x mx x( )= + + +4 2 3 اگرآشیبآخطآوماسآبرآنممدارآتابعآ

 −1  )۴   − 3
2

 )۳   −2  )۲   − 5
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴70
h

f h f h
h

( ) ( )
lim

+→

+ − −

0

3 3 ،آوقدارآ
x x

f x
x x

( )
 + >=

− ≤

1 3

1 3
اگرآ

۴( وجود ندارد. ۳( صفر    5
4

 )۲   − 3
4

آ( 

آکدامآاست؟- آ۴7 x=4 آدرآنقطۀآ f x x x( )= 3 وشتقآدومآتابعآ

۱۴۰ )۴   70
3

 )۳  7۰ )۲ آ( ۳5 

آاکیداًآصعمدیآباشد،آحدودآوقادیرآkآکدامآاست؟- ۴7۲ y x x kx= + + −3 21 6
3

اگرآتابعآ

 k≤1  )۴   k≥−1  )۳   k≤−1  )۲   k≥1 آ( 

نممدارآتابعآوش��تقآتابعآآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآش��دهآاس��ت.آنممدارآتابعآfآبهآکدامآشکلآ- ۴7۳
ویآتماندآباشد؟

   )۲ آ(  

 )۴   )۳



)49(

آبرآهمآوماسآدرونیآباشند،آوجممعآوقادیرآkآکدامآاست؟- ۴7۴ x y( ) ( )+ + + =2 21 3 4 آوآ x k y( ) ( )− + − =2 22 اگرآدایرهآهایآ81

 4  )۴   −2  )۳   −11  )۲   −13 آ( 

)آدوآس��رآقطرآکمچکآاینآبیضیآهس��تند.آوعادلۀآ- ۴75 , )−0 3 )آوآ , )0 3 )آکانمزآهایآیکآبیضیآوآنقطهآهایآ , )4 0 )آوآ , )−4 0 نقطهآهایآ

دایرهآایآکهآورکزشآورکزآاینآبیضیآاستآوآانآدوآسرآقطرآبزرگآبیضیآویآگذردآکدامآاست؟

 x y+ =2 2 4  )۴   x y+ =2 2 9  )۳   x y+ =2 2 16  )۲   x y+ =2 2 25 آ( 

درآیکآکیسهآتعدادیآوهرۀآقروزآوآ بیآوجمدآدارد.آتعدادآوهرهآهایآقروزآدوآبرابرآتعدادآوهرهآهایآ بیآاست.آدوآوهرهآهمزوازآانآ- ۴76

آاست.آتعدادآوهرهآهایآ بیآچندتاست؟ 7
15

اینآکیسهآخارجآویآکنیم.آویآدانیمآاحتمالآاینکهآوهرهآهاآهمرنگآنباشندآبرابرآ

7 )۴  ۸ )۳  ۹ )۲ آ( ۱۲ 

اگرآکسیآراآبهآتصادفآانتخابآکنیم،آاحتمالآاینکهآسرطازآداشتهآباشدآ۰/۰۲آاست.آاحتمالآاینکهآجمابآ نوایشآتشخیصآسرطازآ- ۴77
رویآکسیآکهآسرطازآداردآوثبتآباشدآ۰/۹5آاستآوآرویآکسیآکهآسرطازآنداردآ۰/۰۳آاست.آاگرآکسیآراآبهآتصادفآانتخابآ

کنیم،آاحتمالآاینکهآجمابآ نوایشآاوآوثبتآباشدآچقدرآاست؟
۰/۰۴۸۴ )۴  ۰/۰۱۹۶ )۳  ۰/۹۹۹۶ )۲ آ( ۰/۰۲۴ 

آچقدرآاست؟- ۴78 DE
EF

.آنسبتآ DF AC درآشکلآوقابلآ

 5
9

 )۲    4
9

آ( 

 8
9

 )۴    7
9

 )۳

آوآوس��احتآوثلثآAEFآباآوساحتآچهارضلعیآBEFCآبرابرآ- ۴79 EF BC درآش��کلآوقابلآ
است.آطملآپارهآخطآABآچقدرآاست؟

2  )۲    +1 2 آ( 

2 2  )۴    −2 2 1 )۳

ویانگینآوآانحرافآوعیارآ۱۸آدادۀآ واریآبهآترتیبآ۲5آوآ۳آاس��ت.آاگرآدادهآهایآ۲۰،آ۲7آوآ۲۸آبهآ نازآافزودهآش��مد،آواریانسآ۲۱ - ۴80
دادۀآجدیدآبهآطمرآتقریبیآکدامآاست؟

۹/۶۳ )۴  ۹/5۲ )۳  ۹/۳۶ )۲ آ( ۹/۲5 
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   ۴5 نومزآ
آزمون جامع )3( 

آکدامآاست؟- آ۴8 n A B( )′ ′
 ،آوقدارآ n A B( )′ ′ = 44 آوآ n A n B( ) ( )+ =62 اگرآوجممعۀآورجعآ5۶آعضمیآباشد،آ

 ۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

۴8۲ - bآوقدارآ،
a b c
+ + =1 1 1 1

12
آجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآهندسیآباشندآوآ c b a, , آجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآحسابیآوآ a b c, , اگرآ

کدامآاست؟

۳۶ )۴  ۲۴ )۳  ۱۲ )۲ آ( ۶ 

آکدامآاست؟- ۴8۳ A= +
+ + − +3 3 3 3
1 3

4 2 1 4 2 1
حاصلآعبارتآ

۴ )۴  ۲ )۳   32 2  )۲   3 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۴8۴ a ab b+ +2 2 .آوقدارآ a a b b− = − =3 3 7 aآوآbآعددهاییآوتمایزندآوآ

 −3  )۴  ۲ )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

x بیش��ترآاست.آ- ۴85 nx m− + + =2 1 0 آیکآواحدآانآجمابآهایآوعادلۀآ x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0 هرآیکآانآجمابآهایآوعادلۀآ

آکدامآاست؟ m n+ وقدارآ

۱۲ )۴  ۱۰ )۳  ۶ )۲ آ( 5 

آجمابآنداشتهآباشد،آحدودآmآکدامآاست؟- ۴86 x mx m+ + − =4 2 22 1 0 اگرآوعادلۀآ

 m− < <1 0  )۴   m<−1  )۳   m< <0 1  )۲   m>1 )آ

آکدامآاست؟- ۴87 a b+ آاست.آوقدارآ a bx += 17
8

آبهآصمرتآ x x+ = +3 2 2 1 جمابآوعادلۀآ

۴( صفر    −2  )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴88 x xtan cot+2 2 ،آحاصلآعبارتآ x xcos cos− =2 4 1
8

اگرآ

۸ )۴  ۶ )۳  7 )۲ آ( 5 

آراآقطعآویآکند؟- ۴89 f x x( ) cos= +3 4 1 آچندآبارآنممدارآتابعآ  ( , )π0
2

آدرآبانۀآ y=1 خطآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

a کدامآاست؟- ۴90 b+ آسادهآشدنیآنیست(.آوقدارآ a
b

آاستآ) a
b

( , ]−∞ آبهآصمرتآ x
x
−− ≤ ≤
−
21 1
3

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آراآقطعآویآکند.آکمترینآطملآوربمطآبهآاینآنقاطآکدامآاست؟- آ۴9 g x x( ) | |= −1 آدرآسهآنقطهآنممدارآتابعآ f x x x( ) | |= −2 نممدارآتابعآ

 −1 5
2

 )۴   +1 5
2

 )۳   −3 5
2

 )۲   +3 5
2

آ( 

آچندآعضمآدارد؟- ۴9۲ f x x( ) [ ]= − +2 3 آوآضابطۀآ [ , ]0 2 بردآتابعآfآباآداونۀآ

 ۶ )۴   5 )۳   ۴ )۲ آ( ۳  

آکدامآاست؟- ۴9۳ y x| |= − +1 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  



)51(

a کدام است؟9 494 b+ ax است. مقدار  xf x
b

| |
( )− +

=1 2 x به صورت  xf x | |
( )

−
=
2

2
ضابطۀ تابع وارون تابع 

9 )4  ۷ )۳  ۵ )۲  ۳ )۱

g در دو نقطه مشترک هستند. فاصلۀ این دو نقطه از یکدیگر کدام است؟9 495 x x( ) | |= −1 f و نمودار تابع  x x( ) log ( )= +2 2 نمودار تابع 

 2  )4   5  )۳  ۲ )۲  1 )۱

x کدام است؟9 496 ylog ، مقدار  xxy
y

log ( ) log+ =4 8 0 اگر 

 −5  )4   −4  )۳   −3  )۲   −2  )۱

 کدام است؟9 497
x

f x

f x f x

( )
lim

( ) ( )→−∞

−

− +

2

2
1

2 3 1
نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. حاصل 

 1
2

 )۲   1 )۱

 −2  )4   ۲ )۳

 کدام است؟9 498
x

x
x x x

lim
−→

−
− + −

2

3 21

1
4 5 2

حاصل 

 −∞  )4   +∞  )۳ ۲( صفر   1 )۱

 روی مجموعۀ عددهای حقیقی بزرگ تر از 1 پیوسته است؟9 499
x

xf x
xa x

sin
( )

cos

π ≤ ≤=
π + >


2

1 6

6
36

، تابع  a به ازای کدام مقدار 

 1
2

 )4   1
4

 )۳   − 1
4

 )۲   − 1
2

 )۱

500 9 ، g x f x( ) ( )= 2 ) مماس اس��ت. اگر  , )2 3 در ش��کل مقابل خ��ط d بر نمودار تابع f در نقطۀ 

g کدام است؟ ( )′ 2 مقدار 

 −6  )۲    −12  )۱

 −24  )4    −18  )۳

 کدام است؟9 50۱
h

f h f
h 

( ) ( )
lim
→

+ −
0

2 3 2
5

، مقدار  f x x x( )= −3 2 اگر 

6 )4   ۵ )۳   ۳ )۲   ۲ )۱

) کدام است؟9 50۲ , )3 5 f در بازۀ  x x x( )= − + −3 5 مجموع طول و عرض نقطۀ بحرانی تابع 

6 )4  ۵ )۳  ۴ )۲  ۳ )۱

؟9 50۳
n

n

− 
 <
 − 

2
45

4
چند عدد طبیعی مانند n وجود دارد که 

8 )4  ۷ )۳  6 )۲  ۵ )۱

504 9 B و A 3 است. احتمال اینکه این تیم فقط بر یکی از تیم های
8

1 و 
4

احتمال پیروزی یک تیم در مسابقه با تیم های A و B به ترتیب 

پیروز شود، کدام است؟

 11
16

 )4   9
16

 )۳   7
16

 )۲   5
16

 )۱

505 9 α )C رأس های مثلثی متساوی الساقین باشند، مجموع قدرمطلق های مقادیر ممکن  , )5 0 )B و  , )−5 0  ، A( , )α 6 اگر نقطه های 

کدام است؟
۳8 )4  ۳6 )۳  ۳۴ )۲  ۳۲ )۱
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آکدامآاست؟- 506 a| | آبرآوحمرآyآوماسآباشد،آوقدارآ x y x ay+ + + + =2 2 4 2 4 0 اگرآدایرۀآ

۱ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

.آطملآپارهآخطآDCآچقدرآاست؟- 507 AB EF DC  درآشکلآوقابلآ
آ( ۱5
۱۴ )۲
۱۲ )۳
 ۱۰ )۴

درآوثلثآقائمآالزاویهآبهآاضلاعآقائمآ۳آوآ7آواحد،آطملآنیمس��انآداخلیآناویۀآقائمهآ- 508
کدامآاست؟

۲/۱ )۲    /1 4 2 آ( 

 /2 1 2  )۴   ۲/۸ )۳

 درآش��کلآوقاب��لآABCDآوس��تطیلآاس��تآوآAFآب��رآBEآعم��مدآاس��ت.آ- 509
طملآپارهآخطآDEآچقدرآاست؟

آ( ۱
۲ )۲
۳ )۳
۴ )۴

درآیکآسریآدادۀآ واریآضریبآتغییراتآ۰/۲آاست.آاگرآ5آبرابرآویانگینآراآبهآهرآدادهآبیفزاییمآضریبآتغییراتآجدیدآکدامآآاست؟- 0آ5

 1
15

 )۴   1
25

 )۳   1
30

 )۲ آ( ۰/۲ 



)53(

   ۴6 نومزآ
آزمون جامع )4( 

درآالگمیآروبهآرو،آتعدادآدایرهآهایآرنگآشدهآدرآشکلآسیزدهمآچندتاست؟- آآ5
آ( ۹۸
۹۹ )۲

۱۱۲ )۳
۱۱۳ )۴

عددهایآطبیعیآفردآراآبهآطریقیآدستهآبندیآویآکنیمآکهآتعدادآجملهآهایآهرآدستهآبرابرآشمارۀآ زآدستهآباشد:آ- ۲آ5
 ( ),( , ),( , , ),1 3 5 7 9 11

وجممعآدوآجملۀآاولآوآ خرآدستۀآسیآاُمآکدامآاست؟
۱۸5۰ )۴  ۱۸۰۰ )۳  ۱75۰ )۲ آ( ۱7۰۰ 

،آوقدارآxآکدامآاست؟- ۳آ5 x= 445 3 5 اگرآ
۹۰ )۴  75 )۳  ۶۰ )۲ آ( ۴5 

آکدامآاست؟- ۴آ5 a b c+ +2 2 2 ،آوقدارآ
c a b abc
− − =1 1 1 3 آوآ a b c+ − =4 اگرآ

۱۶ )۴  ۱۰ )۳  ۸ )۲ آ( ۶ 

آکدامآاست؟- 5آ5
x x

x x
x x

( )( )+ +1 2
2 1

2 1
آباشند،آوقدارآ x x+ − =2 6 3 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

۸۸ )۴  ۸۰ )۳  7۲ )۲ آ( ۶۰ 

آبخشآپذیرآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 6آ5 x−1آبرآ P x ax x x( )= + + +3 24 14 10 اگرآچندجملهآایآ

۱۴ )۴  ۲۸ )۳   −28  )۲   −14 آ( 

آبرقرارآباشد،آوقدارآ- 7آ5 sin cos sin cosα− α+ α α=2 24 2 αآدرآناحیۀآدومآباشدآوآتساویآ اگرآانتهایآکمازآروبهآروآبهآناویۀآ

آکدامآاست؟ tan( )π+α3
2

 − 2
3

 )۴   2
3

 )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 8آ5 sin cos cosπ π π
24 24 12

وقدارآ

 3
8

 )۴   3
4

 )۳   1
8

 )۲   1
4

آ( 

آچقدرآاست؟- 9آ5 [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xcos sin+ − =22 1 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5  )۴   π4  )۳   π3  )۲   π2 آ( 

آکدامآاست؟- 5۲0 A x x| | | |= − −2 1 ،آکمترینآوقدارآعبارتآ x x| |≤2 اگرآ

 − 1
2

 )۴   1
2

 )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- آ5۲ a b+2 آاست.آوقدارآ a b[ , ] آبانۀآ f x x x( )= − −24 3 داونۀآتابعآ

۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟- 5۲۲ f g+ ،آضابطۀآتابعآ g x
x

( )= 3
2

آوآ xfog x
x

( )( ) −=
−

3 2
2 1

اگرآ

 x x
x x
+ −
−

2

2
4 6 9
2 6

 )۴   x
x x

−
−2

6 9
2 6

 )۳   x x
x x
− −
−

2

2
4 6 9
2 6

 )۲   x
x x

−
−

2

2
4 9
6

آ( 
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آراآدوآواحدآبهآچپآونتقلآویآکنیم،آس��پسآاینآنممدارآراآنس��بتآبهآوح��مرآعرضآهاآقرینهآویآکنیمآوآ- 5۲۳ f x x( )= − نم��مدارآتابعآ

وجدداًآدوآواحدآبهآچپآونتقلآویآکنیم.آضابطۀآتابعیآکهآنممدارآ زآبهآدستآ ودهآکدامآاست؟

 y x= −4  )۴   y x= − +4  )۳   y x=  )۲   y x= +4 آ( 

5۲۴ - a b( , )≠0 آبرآنممدارآتابعآfآونطبقآاست.آوقدارآbآکدامآاست؟آ y x= آنسبتآبهآخطآ f x a bx( )= +3 3 قرینۀآنممدارآتابعآ

 −2  )۴  ۲ )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 5۲5
b  

a
+ 1

3 ،آوقدارآ b =3 8 آوآ a =2 3 اگرآ
۲۴ )۴  ۱۶ )۳  ۱۲ )۲ آ( ۸ 

آکدامآاست؟- 5۲6 x xlog log+ =2 5 2 جمابآوعادلۀآ

 log24  )۴   log52  )۳   log25  )۲   log54 آ( 

آپیمستهآاست؟- 5۲7 x=1 آدرآنقطۀآ
x x x

f x x
a x

( )

 − ≠= −
 =

3
1

1
1

بهآانایآکدامآوقدارآaآتابعآ

a ۴( هیچ مقدار   1
3

 )۳   1
6

 )۲   − 1
3

آ( 

آکدامآاست؟- 5۲8
x  

f xlim ( )
→−1

،آ زآگاهآ
x

f xlim ( )
→+∞

=3 آوآ ax xf x
a x x

( )
( )

+ +=
+ − −

2

2
4

2 3 2
اگرآ

 −8  )۴   −7  )۳   −5  )۲   −4 آ( 

آباآ هنگآتغییرآلحظهآایآتابعآدرآکدامآنقطهآانآاینآبانهآبرابرآاست؟- 5۲9 [ , ]−1 2 آدرآبانۀآ f x x x( )= −3  هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

۴( صفر   3
2

 )۳  ۱ )۲   1
2

آ( 

آکدامآاست؟- 5۳0 x=0 آدرآنقطۀآ xf x
x

( ) +=
+

3

3 2
1
1

وقدارآوشتقآتابعآ

۴( صفر    2
3

 )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- آ5۳ f x x x x( )= − −4 3 21 2
4

کمترینآوقدارآتابعآ

 −18  )۴   −24  )۳   −32  )۲   −36 آ( 

48آوترآدرآحاشیۀآیکآرودخانهآویآتمازآوحصمرآکرد،آچندآوتروربعآاست؟- 5۳۲ بیشترینآوساحتآوستطیلیآکهآبهآوسیلۀآیکآطنابآبهآطملآ
۳۱۶ )۴  ۲۹۶ )۳  ۲۸۸ )۲ آ( ۲۴۴ 

،آوقدارآnآکدامآاست؟- 5۳۳ P n
P n nP n

( , )

( , ) ( , )

+
=

+ − −
2 4 24

1 3 1 2
اگرآ

۹ )۴  ۸ )۳  7 )۲ آ( ۶ 

آاستآوآاحتمالآاینکهآسمیراآ- 5۳۴ 1
5

س��مانهآوآس��میراآویآخماهندآدرآیکآ نوایشگاهآاستخدامآشمند.آاحتمالآاینکهآسمانهآاستخدامآشمدآ

آاست.آاحتمالآاینکهآدقیقاًآیکیآانآ زآهاآاستخدامآشمدآچقدرآاست؟ 1
6

استخدامآشمدآ

 1
10

 )۴   3
10

 )۳   7
10

 )۲   9
10

آ( 

)آبگذرد،آشعاعآ زآچقدرآاست؟- 5۳5 , )0 1 آقرارآدارند.آاگرآاینآدایرهآانآنقطۀآ y x= +2 آوآ y x= −2 دوآقطرآانآدایرهآایآرویآخطمطآ1

 5 )۴  ۴ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 



)55(

آهستند.آشعاعآاینآدایرهآچقدرآاست؟- 5۳6 O( , )−1 2 آدوآانتهایآقطرآدایرهآایآبهآورکزآ B a b( , )−3 1 آوآ A b a( , )2 3 نقطهآهایآ

 8 5  )۴   6 5  )۳   5 5  )۲   4 5 آ( 

)آرویآاینآبیضیآاس��ت.آخروجآانآورکزآاینآبیضیآ- 5۳7 , )163
5

آکانمزآهایآیکآبیضیآهس��تندآوآنقطۀآ F ( , )′ 3 0 آوآ F( , )−3 0 نقطهآهایآ

چقدرآاست؟

 4
5

 )۴   3
5

 )۳   2
5

 )۲   1
5

آ( 

دروزآوثلثیآبهآاضلاعآ۹،آ7آوآ5آواحد،آوثلثآدیگریآطمریآرسمآویآکنیمآکهآاضلاعآ زآومانیآاضلاعآوثلثآاصلیآباشد.آاگرآبزرگآترینآ- 5۳8
ضلعآاینآوثلثآ۶آواحدآباشد،آوساحتآوحدودآبهآاینآدوآوثلث،آچندآبرابرآوساحتآوثلثآکمچکآترآاست؟

۱/5 )۴  ۱/۲5 )۳  ۱ )۲ آ( ۰/75 

آوآBDآنیمسانآناویۀآABCآاست.آطملآپارهآخطآ- 5۳9 A Dˆ ˆ= = 090 درآش��کلآوقابلآ
BDآچقدرآاست؟

 2 6 آ( 
 3 3  )۲
 4 2  )۳
 4 3  )۴

درآ۲5آدادۀآ واریآویانگینآوآانحرافآوعیارآبهآترتیبآ۳۰آوآ۸آاس��ت.آاگرآدادهآهایآ۱۰،آ۱5،آ۴5آوآ5۰آانآبینآ زآهاآحذفآش��مند،آ- 5۴0
واریانسآدادهآهایآباقیآواندهآکدامآاست؟

۱۶/۶۶ )۴  ۱5/۳۳ )۳  ۱۴/۸۱ )۲ آ( ۱۴/7۲ 
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آاست.آنسبتآعددآبزرگآترآبهآعددآکمچکآترآکدامآاست؟- آ5۴ 3
8

نسبتآواسطۀآحسابیآدوآعددآوثبتآبهآواسطۀآهندسیآ زآهاآبرابرآ

 3  )۴   2  )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 5۴۲ + + −3 32 5 2 5 حاصلآ

 −4 5
2

 )۴   2 5  )۳  ۴ )۲ آ( ۱ 

k کدامآاست؟- 5۴۳ m− آبرآهمآعممدندآوآیکدیگرآراآرویآوحمرآxآقطعآویآکنند.آوقدارآ mx y− =−2 آوآ k y x( )− + =5 2 3 خطآهایآ

۱۰ )۴  ۹ )۳  ۸ )۲ آ( 7 

5۴۴ - P x( )=0 آبخشآپذیرآاس��ت.آکمچکآترینآجمابآوعادلۀآ x+2 آبرآ P x x ax x( )= + −4 3 8 بهآانایآوقداریآانآaآچندجملهآایآ
کدامآاست؟

 − −1 5  )۴   − −1 3  )۳   −1 5  )۲   −1 3 آ( 

 باشد،آکدامآاست؟- 5۴5
x −2

1
2 1

آوآ
x −1

1
2 1

آباشند،آوعادلۀآدرجۀآدوویآکهآجمابآهایشآ x x− + =2 5 1 آجمابآهایآوعادلۀآ0 x2 آوآ x1اگرآ

 x x+ − =2 5 1 0  )۴   x x− − =2 5 1 0  )۳   x x− + =25 8 1 0  )۲   x x+ − =25 8 1 0 آ( 

آسهآجمابآوتمایزآدارد.آحدودآmآکدامآاست؟- 5۴6 x mx m+ − − =3 1 0 وعادلۀآ

 m ( , )∈ − +∞3
4

 )۲    m ( , )∈ −∞ − 3
4

آ( 

 m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

 )۴    m ( , ) { }∈ − +∞ −3 3
4

 )۳

آکدامآاست؟- 5۴7 a b+ آبیشترآانآ۳آهستند.آوقدارآ a b( , ) ( , )+∞1 آبهآانایآهرآxآانآوجممعۀآ x
x
+2 وقادیرآعبارتآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 5۴8 sin cos

sin cos

+ −
+ −

2 0 2 0

2 0 2 0
7 5 10 10
3 10 2 10 1

سادهآشدۀآعبارتآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآab کدامآاست؟- 5۴9 f x a b x( ) sin= −4 2 قسمتیآانآنممدارآتابعآ

 −1 آ( 
۱ )۲
۲ )۳

 −2  )۴

آکدامآاست؟- 550 xcos4 ،آوقدارآ x xsin cos+ =6 6 4
5

اگرآ

 − 7
15

 )۴   7
15

 )۳   8
15

 )۲   − 8
15

آ( 

آکدامآاست؟- آ55 A x x x| |= −4 ،آوجممعآبیشترینآوآکمترینآوقدارآعبارتآ x| |+ ≤1 7 اگرآ

 −24  )۴   −20  )۳   −16  )۲   −10 آ( 

آکدامآاست؟- 55۲ f a( )3 آیکآتابعآهمانیآباشد،آوقدارآ { }− − 2 آوآداونۀآ x ax af x
x

( ) + + −=
+

2 3 6 4
2

اگرآتابعآfآباآضابطۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 
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آکدامآاست؟- 55۳ x ،آوجممعۀآوقادیرآ g f x( ( ))=−2 آوفروضآاند.آاگرآ g x x x( )= + −2 2 آوآ f x x x( ) [ ] [ ]= + − دوآتابعآ

∅  )۴    )۳    )۲  −  آ( 

)آیکآبهآیکآاست.آحداقلآوقدارآkآکدامآاست؟- 55۴ , ]−∞ 3 آباآداونۀآ f x x kx( )=− +22 تابعآ

۱۶ )۴  ۱۲ )۳  ۸ )۲ آ( ۶ 

آدرآچندآنقطهآوتقاطعآاند؟- 555 g x x( ) | |= 3 آوآ f x x( )= +2 3 نممدارآتمابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 556 f ،آضابطۀآتابعآ1−
x

f x( )
−

= −
2
23 1 اگرآ

 xf x( ) log ( )− +=1
3

1
3

 )۲    f x
x

( ) log ( )− =
+

1
3

3
1

آ( 

 xf x( ) log ( )− +=1 2
3

1
3

 )۴    f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

 )۳

آکدامآاست؟- 557 log+ 81 94 حاصلآ
 36 3  )۴   324 3  )۳   312 3  )۲   32 3 آ( 

آکدامآاست؟- 558 b a− ،آحاصلآ
x

x x a
bx

lim
→

+ − + + =
−22

2 1 1
4

اگرآ

۴۸ )۴  ۴۱ )۳  ۱۴ )۲ آ( ۱۲ 

آپیمستهآاست؟- 559 x=1 آبهآانایآکدامآوقدارآaآدرآنقطۀآ
ax a x

f x x x
x x

( )
− + ≤

= − >
 −

2 1

1 1
تابعآ

a ۴( هیچ مقدار  a ۳( هر مقدار  ۲ )۲ آ( ۱ 

،آ- 560 f f f( ) ( ) ( )′ ′− =3 1 5 1 نممدارآتابعآدرجۀآدومآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآش��دهآاست.آاگرآ

آکدامآاست؟ f( )2 وقدارآ
آ( ۳ 
 ۹ )۲

 ۱۲ )۳
 ۱۸ )۴

آکدامآاست؟- آ56 g ( )′ 2 ،آوقدارآ f ( )′ =8 2 آوآ g x x f x( ) ( )= + 3 اگرآ
۳۱ )۴  ۲5 )۳  ۱۳ )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟- 56۲ f ′ ،آداونۀآتابعآ f x x x( )= 3 اگرآ

 [ , )+∞0  )۴   ( , )+∞0  )۳   { }− 0  )۲    آ( 

آکانمزآهایآاینآبیضیآباش��ندآوآKآنقطهآایآانآاینآ- 56۳ F′ طملآقطرآکمچکآوآقطرآبزرگآیکآبیضیآبهآترتیبآ۸آوآ۱۰آاس��ت.آاگرآFآوآ
آچقدرآاست؟ KFF′ بیضیآباشد،آوحیطآوثلثآ

۱۶ )۴  ۱۴ )۳  ۱۲ )۲ آ( ۱۰ 

آکدامآاست؟- 56۴ b| | آوعادلۀآیکآدایرهآبهآشعاعآ۲آباشد،آوقدارآ x ay x by+ + − + =2 23 6 3 0 اگرآ
۱۲ )۴  ۱۰ )۳  ۸ )۲ آ( ۶ 

انآنقطهآهایآوشخصآشدهآرویآوثلثآشکلآوقابلآچهارآنقطهآانتخابآویآکنیم.آاحتمالآاینکهآدستآکمآدوآتاآانآ زآهاآانآرأسآهایآ- 565
وثلثآباشندآچقدرآاست؟

 13
42

 )۲    11
42

آ( 

 17
42

 )۴    15
42

 )۳
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ظرفآAآدارایآ۴آوهرۀآس��فیدآوآ5آوهرۀآس��یاهآاس��تآوآهرآیکآانآدوآظرفآیکس��ازآBآوآCآدارایآ۶آوهرۀآس��فیدآوآ۳آوهرۀآس��یاهآ- 566
هستند.آبهآتصادفآیکیآانآسهآظرفآراآانتخابآکردهآوآ۴آوهرهآانآ زآخارجآویآکنیم.آباآکدامآاحتمالآدوآوهرهآانآوهرهآهایآخارجآ
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11 m  1نیزگ 1 m( , )−31 4 ) و  , )1 0 با توج�ه به زوج مرتب ه�ای   1

m برقرار باشد. پس m− =34 0 باید تساوی 

 m m m m( ) ,− = ⇒ = =±2 14 1 0 0
2

m=0 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. به ازای 
 f {( , ),( , ),( , )}= 1 0 0 2 0 4

m=1 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. 
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع است.  1
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه تابع است. 1
2

پس فقط به ازای 

21 راه حل اول اگر f تابع ثابت c باشد، آن گاه 1نیزگ 1  4

 a xf x c
x

( )
( )

+ +
= =

−
2 3

2 3
. به  c=−3 3 a و  c+ =2 2 . در نتیج�ه  a x cx c( )+ + = −2 3 2 3 بنابرای�ن 

. a c= − =−2 2 4 c=−1 و  این ترتیب 
. بنابراین f f( ) ( )=1 2 راه حل دوم f تابعی ثابت است، پس 

 aa a a a( )+ ++ + += ⇒ = + ⇒ =−
− − −

2 2 32 3 5 2 7 4
2 3 4 3 1

راه حل سوم مشتق تابع ثابت برابر صفر است. پس

 
f x   

a x a x af x
x x

a a( )

( )( ) (( ) ) ( )
( )

( ) ( )

( )′ =

+ − − + + − + −′ = =
− −

→− + − = ⇒ =−

2 2

0

2 2 3 2 2 3 3 2 6
2 3 2 3

3 2 6 0 4
31 x≥0 برای دامن�ۀ تابع وجود  1نیزگ 1 اولًا توج�ه کنید که ش�رط   1

دارد. عددهای داده ش�ده در گزینه ها بزرگ تر از صفر هس�تند. پس ریش�ه های 
مخرج را به دست می آوریم:

x  x x x x x x x

x x x x   ¡.¡.—

( )

, (. )

− ≥− − = ⇒ − = → − + =

+ −− + = ⇒ = =

1 0 2

2

1 0 1 2 1

3 5 3 53 1 0
2 2

] است.   , ) { }++∞ − 3 50
2

بنابراین دامنۀ تابع 

41 ، یعنی 1نیزگ 1 fD x   x  { | | | }= − − ≥216 9 0 توج�ه کنید ک�ه   1

. در نتیجه fD x x{ | | }|= − ≤2 9 16

x x x x− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 216 9 16 7 25 0 25 5 5
 . b a− =10 b=5 و   ، a=−5 fD و در نتیجه  [ , ]= −5 5 پس 

پاسخآزمونها

فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها

51 y را یک واحد به راس�ت و دو  1نیزگ 1 x= 3 اگ�ر نمودار تاب�ع   1

y به دس�ت می آید. اگر  x= − −3 1 2 واح�د به پایین انتقال دهیم، نمودار تابع 

 y x=− − +3 1 2 این نمودار را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید. دو نمودار مطابق شکل زیر در یک نقطه متقاطع اند.

61 یعن�ی  1نیزگ 1  ، fD x x x{ | }= − ≥2 4 0 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
. بنابراین gD { , , , , }= −1 0 1 3 4 fD و  ( , ] [ , )= −∞ +∞0 4

g f g fD D D { , , }+ = = −2 1 0 4

1− یا صفر یا ۴ باشد:  بنابراین a باید 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ − = − + − = + =

+ = + = + =

+ = + = + =

2 1 2 1 1 2 5 5 3 5

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 0 6

. f( )− = =4 32 4 2 a=4 و در نتیجه  بنابراین 

71 fof را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 x( )( ) ابتدا   2

fof x f f x a ax b b

a a x abx b b

a x a bx ab b

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = + +

= + + +

= + + +

2 2

2 4 2 2

3 4 2 2 2

2

2
بنابراین تساوی زیر به ازای هر مقدار x برقرار است:

 a x a bx ab b x x+ + + = − +3 4 2 2 2 4 22 27 18 2
پس باید تساوی های زیر درست باشند:

 a a b ab b, ,= =− + =3 2 227 2 18 2

 b=−18 18  ، a b=−22 18 ، در نتیجه از  a=3 a نتیجه می شود  =3 27 از 
a=3 و b=−1 در تس�اوی  . مقادی�ر  b=−1 به دس�ت می آی�د ک�ه یعن�ی

 . a b+ =2 ab هم صدق می کنند. پس  b+ =2 2

81 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
k x x

f x x k x
k x x

( | |)
( ) | || |

( | |)

+ ≥= + =
− <

3 0
3

3 0

و   y k x( | |)= +3 خط�وط  بای�د  باش�د،  صع�ودی   f تاب�ع  اینک�ه  ب�رای 
 y k x( | |)= +3 y ش�یب نامنفی داش�ته باش�ند. ش�یب خط  k x( | |)= −3

y همواره نامنفی باشد.  k x( | |)= −3 همواره مثبت است، پس باید شیب خط 
یعنی

 k k k| | | |− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤3 0 3 3 3



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)60(

91 f  1نیزگ 1 m نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع های f و 1− n( , ) اگ�ر   3

. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می شود 

 af a b      f b( ) , ( )− = ⇒− + + = =− ⇒ − + =−1 2 1 1 21 1 1
3 9 3 3 27 27

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
− + = ⇒ =− =−
 + =−

1
89 1
927 25

. a b+ =−17
9

پس 

101 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط   4

f را  f به دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می کنیم تا نمودار تابع 1−

y به دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 

111 اگر ضابطۀ داده ش�ده متعلق به یک تابع باش�د، باید در  1نیزگ 1  2
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه فرد باش�د، یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن گاه   ، f x x a( )= + +2 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  در ضابط�ۀ  آن  مق�دار 

 . f a( )= +2 8 16 ، آن گاه  f x ax( )= +3 16 . اگر  f a( )= +2 2
بنابراین

 a a a+ = + ⇒ =−2 8 16 2

. پس
x x

f x
x x

( )
 + − ≥=
− + ≤

3

2 2 2

2 16 2
و در نتیجه 

 f a f( ) ( ) ( )= − =− − + =32 2 2 16 32

121 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3
 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + + + = − + + +2 2 22 4 1 2 4

y است، یعنی یک چندجمله ای درجۀ اول  ax b= + ضابطۀ توابع خطی به شکل 
است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله ای درجۀ اول شود، یعنی

 m f x x( )= ⇒ = +1 6 1

 . f m f( ) ( )= =1 7 بنابراین 

131 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 xf x
x x x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+= + − = + + − = + + −1 1 1 1 1 11 1  

. f x f x
x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )−− = + − + = + − + =
−

1 1 1 11 1 بنابراین 

141 xy باید در نمودار تابع f  1نیزگ 1 f( )=2
2

برای رسم نمودار تابع   1

xy به دست آید. همچنین  f( )=
2

طول نقاط را در ۲ ضرب کنیم تا نمودار تابع 

در نم�ودار به دس�ت آم�ده باید عرض نق�اط را در ۲ ضرب کنیم ت�ا نمودار تابع 

xy به دس�ت آی�د. بنابرای�ن مس�احت قس�مت رنگ�ی در ش�کل زیر  f( )=2
2

. × × − × × =1 1 96 2 3 1
2 2 2

مورد سؤال است که برابر است با 

151   1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل   3

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 
به صورت زیر است:

بنابرای�ن نمودار تابع f به ش�کل روبه رو 
است:

161 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− − ≥=− − =
− − − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

3 0

0

 f بنابرای�ن کاف�ی اس�ت در جاهایی ک�ه مقدار
نامنفی است، 

، ع�رض نقاط روی نمودار f را   [ , ]−1 1 در بازۀ
۳ براب�ر کنی�م و نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور 
 g طول ه�ا قرین�ه کنی�م، در بقیۀ جاه�ا نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول ها است.



)61(

171 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2

y را رسم می کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در چهار نقطه متقاطع اند.

181 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 f x  x x x   x( ) | | |( ) |= + + = + −3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت چپ و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به س�مت پایین منتقل کنیم، س�پس قرینۀ قس�متی از نمودار را که پایین محور 
طول ها قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم و قسمتی را که زیر محور x است 

حذف کنیم.

191 y  1نیزگ 1 برحس�ب  را   x مق�دار   y x= −3 2 3 تس�اوی  از   2
به دست می آوریم:

 yy x x −
= − ⇒ =

3
3 22 3

3

 . ab=−2 b=2 و   ، a=−1 xf و در نتیجه  x( )− − +=
31 2
3

بنابراین 

201 . اگر نم�ودار تابع  1نیزگ 1 f x x( ) cos=− 4 توج�ه کنی�د ک�ه   1
y را رس�م کنیم و نس�بت به مح�ور طول ها قرینه کنی�م، نمودار تابع  xcos=

y به دس�ت می آید. اگر طول هر نقط�ه از این نمودار را یک چهارم  xcos=−

y به دست می آید با توجه به شکل، تابع f روی  xcos=− 4 کنیم، نمودار تابع 

−π است.
4

] اکیداً نزولی است، پس حداقل مقدار a برابر  , ]π− 0
4

بازۀ 

211 f است. بنابراین 1نیزگ 1 x x( )= ضابطۀ تابع همانی به صورت   2
 a b b c c      , ,= =− + = ⇒ =0 1 0 1

g و در نتیجه g یک تابع خطی است. x x x( )= − + =− +02 1 2 بنابراین 

221 : 1نیزگ 1
x
1 کافی است در تساوی داده شده به جای x قرار دهیم   1

 
x

x x x xx xf f x
x x x

x x x

( )
( ) ( )

++ + += = = ⇒ =
+ + ++

2

2 2 2
2 2

1 1 22 1 21 2
1 2 2 2 21

 

231 . از  1نیزگ 1 f
xD x x

x
{ | , }−= − ≠ ≥

−
73 0 0

2
توج�ه کنید ک�ه   4

. بنابراین x=3 ، آن گاه  x− =3 0 . اگر  x x
x

( , ]− ≥ ⇒ ∈
−
7 0 2 7

2
طرف دیگر، 

fD ( , ) ( , ] ( , ] { }= = −2 3 3 7 2 7 3

 . a b c+ + =12 c=3 و در نتیجه   ، b=7  ، a=2 پس 

241 چون فقط یک عدد حقیقی در دامنۀ تابع قرار ندارد، پس  1نیزگ 1  2
m باید فقط یک جواب داشته باشد. در دو حالت این  x x+ + =2 2 3 1 0 معادلۀ 

اتفاق می افتد.
حالت اول این معادله ریشۀ مضاعف داشته باشد:

 m m∆= − = ⇒ =±2 39 4 0
2

 . n=− 2
3

−=x ریشۀ مخرج است، در نتیجه  2
3

در این حالت 

x2 برابر صفر  حالت دوم این معادله یک معادلۀ درجۀ اول باشد، یعنی ضریب 

−=x ریش�ۀ مخ�رج اس�ت. در نتیج�ه  1
3

. در ای�ن حال�ت  m=0 باش�د: 

. پس دو مقدار مختلف برای n وجود دارد. n=− 1
3

251 fD اس�ت، پس باید  1نیزگ 1 { }= − −2 دامنۀ تابع f به صورت   2
g باشد: x( دامنۀ g هم به همین صورت باشد، یعنیx=−2 ریشۀ مضاعف مخرج (

 x cx x x cx x x c( )+ + = + ⇒ + + = + + ⇒ =2 2 2 24 2 4 4 4 4
g یک عامل  x( ) از طرف دیگر ضابطۀ f و g باید برابر باشند، پس باید صورت 

x+2 داشته باشد: ۵ و یک عامل 

 ax bg x f x ax b x a b
xx

( ) ( ) ( ) ,
( )

+= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = =
++ 2
5 5 2 5 10
22

. abc ( )( )= =5 10 4 بنابراین200

261 دامنۀ تابع g به صورت زیر است: 1نیزگ 1  2
 g fD D x f x{ | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − =2 1 4 3 5 4 3 1 5

از طرف دیگر،

 f fg g
f f

      

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( )
−= = =− = = =

− − − − −
3 1 3 53 31 1 5 3
2 1 2 1 2 5 2 1
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)62(

. پ�س مجموع اعضای  gR  { , }= −1 3 g و     {( , ),( , )}= −1 1 5 3 بنابرای�ن 

برد تابع g برابر ۲ است.

271 توجه کنید 1نیزگ 1  3
 fog g fD x x D g x D x x x{ | , ( ) } { | , | | }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ ≤ − ≤5 4 1 1 4

بنابراین

 
x x

x

x x

IÄ| |

 ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤
≤ − ≤ ⇒

− ≤ − ≤− ⇒− ≤ ≤

1 1 4 2 5

1 1 4

4 1 1 3 0

 . fogD [ , ] ([ , ] [ , ]) [ , ] [ , ]= − − = −5 4 3 0 2 5 3 0 2 4   بنابراین

، 0، ۲ ، ۳ و ۴ در دامنۀ تابع fog قرار دارند  −1  ، −2  ، −3 پس اعداد صحیح 
که تعداد آن ها هفت تاست.

281 a<0 روی ب�ازۀ  1نیزگ 1 y ب�ا ش�رط  ax bx c= + +2 تاب�ع   3

b نزولی اس�ت. بنابراین باید 
a

[ , )− +∞
2

b صعودی و روی بازۀ 
a

( , ]−∞ −
2

شرایط زیر برقرار باشند تا تابع f صعودی باشد:
k k

k k
k k k( ) ( )

+ < ⇒ <−

− +≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ <−
+ + +

2 0 2

2 2 4 9 94 4 0 0 2
2 2 2 2 2 4

، آن گاه تابع  k− ≤ <−9 2
4

بنابرای�ن اگر 

) صعودی است. , ]−∞ 4 f روی بازۀ 

291 ) عب�ور می کند، پس  1نیزگ 1 , )4 8 f از نقطۀ  نم�ودار تاب�ع 1−  4

) عبور می کند. بنابراین , )8 4 نمودار تابع f از نقطۀ 

 f a a a( )= ⇒ × + + = ⇒ =− ⇒ =−3318 4 8 8 2 4 2 30 15
16

در نتیجه

 f x x x f( ) ( )= + − ⇒ =−331 30 0 30
16

301 می دهی�م  1نیزگ 1 ق�رار   f x g x( ) ( )+ = −2 1 2 3 1 تس�اوی  در   3
 : x=2

 ff g g ( )
( ) ( ) ( )

+
= − ⇒ =

5 15 2 6 1 6
2

از طرف دیگر،
 f f( ) ( )− = ⇒ =1 2 5 5 2

 . g( ) += =2 1 36
2 2

در نتیجه 

311 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
xf x f x x

x xx x

x x
x x

( ) ( ) ( )

(( ) ) ( )

+ = + − ⇒ + = + −

= + − − = + −

2 2 2
2 2

2 2

1 3 1 13 4 3 4

1 13 2 4 3 10

x )چنین عددی وج�ود دارد، زیرا 
x

+ =1 5 بنابرای�ن، اگر x عددی باش�د ک�ه 

، ک�ه دلت�ای آن مثبت  x x− + =2 5 1 0 x مع�ادل اس�ت با 
x

+ =1 5 معادل�ۀ 

. f( )= × − =25 3 5 10 65 است(، آن گاه

321 چون تابع خطی است، باید ضابطۀ آن یک چندجمله ای درجۀ  1نیزگ 1  4
اول باش�د. پس باید صورت و مخرج کس�ر در ضابطۀ داده ش�ده س�اده شوند، یعنی 

x+2 است، یعنی  صورت باید به شکل ضرب دو عبارت باشد که یکی از آن ها 
 x mx x x a x mx x a x a( )( ) ( )+ + = + + ⇒ + + = + + +2 2 24 2 4 2 2

برای اینکه تساوی فوق برقرار باشد باید داشته باشیم
 a m a m,= = + ⇒ =2 2 4

پس ضابطۀ تابع به صورت زیر است:

 x xf x x x
x

( )( )
( ) ,

+ +
= = + ≠−

+
2 2 2 2

2
پس نمودار تابع به شکل روبه رو است:

331 a  1نیزگ 1 x ax b( )+ − + ≥23 0 شرط محاسبۀ دامنه به صورت   4
] باشد،  , )+∞4 اس�ت. مجموعۀ جواب های نامعادلۀ فوق نمی تواند به صورت 

a چندجمله ای از درجۀ اول باش�د، یعنی  x ax b( )+ − +23 مگر اینکه عبارت 
x درمی آید:  b+ ≥3 0 . پس نامعادله به صورت  a=−3 +a و در نتیجه  =3 0

 f
b bx b x D [ , )+ ≥ ⇒ ≥− ⇒ = − +∞3 0
3 3

 . b=−12 −b و در نتیجه  =4
3

بنابراین 

341 f  1نیزگ 1 x x xD { |sin , }= > π − ≥2 20 0 دامنۀ تابع f برابر   2

 x−π≤ ≤π xπ به صورت  − ≥2 2 0 اس�ت. مجموعۀ جواب ه�ای نامعادل�ۀ 
] باش�یم که در نابرابری  , ]−π π اس�ت. بنابراین باید ب�ه دنبال xهایی در بازۀ 
) است و تنها  , )π0 xsin صدق می کنند. بنابراین دامنۀ تابع f به صورت  >0

عددهای صحیح ۳، ۲ و ۱ در آن قرار دارند.

351 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
x

f g x f x g x x x x x

x

( )( ) ( ) ( ) | | | |

 ≤
− = − = − − = − + ≤ ≤

− ≥

1 0

1 2 1 0 1

1 1
f ثابت نیست. در این بازه، g− ] تابع  , ]0 1 در بازۀ 

 f g x f x g x x x x x( )( ) ( ) ( ) | | | |+ = + = − + =− + + =1 1 1

361 . بنابراین 1نیزگ 1 f( )=4 2 توجه کنید که   3
 fof k f f k f k( )( ) ( ( )) ( )= ⇒ = ⇒ =4 4 2

) است، پس  , )0 2 )f عددی در بازۀ  )2 همچنین، از روی شکل معلوم است که 

) صعودی  , )0 1 ، بنابراین چون تابع f روی بازۀ  k< <0 1
2

>k و در نتیجه  <0 2

 . kf( )− < <1 0
2

)f است، یعنی  )1 )f و  )0 )kf عددی بین  )
2

است، پس 
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371 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  3

fog x f g x x x f x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )*= = − + ⇒ + = − +2 28 4 5 2 1 8 2 8

 x به جای ( )* . اکنون در تساوی  tx −= 1
2

، آن گاه  t x= +2 اگر فرض کنیم 1

t−1 را قرار می دهیم:
2

مقدار 

tf t t t t

t t

( ) ( ) ( ) ( )−= − + = − + = − + +

= − +

2 2 2

2

18 2 8 2 5 8 2 10 25 8
2

2 20 58

 . f x x x( )= − +22 20 58 بنابراین 

نتیج�ه  در   ، fog x x x( )( ) ( )= − +28 4 5 ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم  راه ح��ل 

. فقط در گزینۀ )۳(  fog f g f( )( ) ( ( )) ( )= =0 0 1 . از طرف دیگر  fog( )( )=0 40

)f برقرار است. )=1 40 شرط 

381 f و می دانی�م f یک به یک  1نیزگ 1 x x( ) [ ]= ، آن گاه  a=0 اگ�ر   2
. واضح اس�ت که f یک به یک  f x x x( ) [ ]=− + ، آن گاه  a=−1 نیس�ت. اگر

 f و f x x x( ) [ ]=− +2 ، آن گاه  a=−2 . اگ�ر  f f( ) ( )= =0 1 0 نیس�ت، مثلًا 

 f x x x( ) [ ]= + ، آن گاه  a=1 اگر . f f( ) ( )= − =10 0
2

یک به یک نیست، مثلًا 

که یک تابع اکیداً صعودی و یک به یک است.

391 راه ح��ل اول ابتدا ضابط�ۀ تابع وارون تابع f را به دس�ت  1نیزگ 1  2
می آوریم:

 yxy xy y x x y y x
x y

( )
− ++= ⇒ + = + ⇒ − =− + ⇒ =

+ −
2 44 2 4 1 2 4

2 1

 f x f x( ) ( )−= 1 . اکن�ون ب�ا ح�ل معادل�ۀ  xf x
x

( )− − +=
−

1 2 4
1

بنابرای�ن 

نقطه های برخورد نمودار دو تابع را می یابیم:

x x x x x x x
x x
+ − += ⇒ + − =− + ⇒ + − =
+ −

2 2 24 2 4 3 4 2 8 4 0
2 1

جواب ه�ای معادلۀ بالا طول نقاط برخورد هس�تند ک�ه حاصل ضرب آن ها برابر 
4− است.

a اگر نم�ودار تابع های f و  d≠− ax ک�ه  bf x
cx d

( ) +=
+

راه ح��ل دوم در تابع 

 f x x( )= f نقطه های مش�ترکی داشته باش�ند، طول این نقطه ها از معادلۀ  −1

به دست می آید. پس

 x x x x x x x
x
+ = ⇒ + = + ⇒ + − =
+

2 24 2 4 4 0
2

4− است.  بنابراین حاصل ضرب جواب ها برابر 

401 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابت�دا قرین�ۀ نم�ودار تابع f را نس�بت به خط   2

 x به دست بیاید. سپس قرینۀ این نمودار را نسبت به محور f می کنیم تا نمودار تابع 1−

f را  −− f به دس�ت بیاید. در آخ�ر، قرینۀ تابع 1 −− رس�م می کنی�م تا نمودار تابع 1

y به دست بیاید. f x( )−=− −1 نسبت به محور y رسم می کنیم تا نمودار تابع 

تواب�ع  نم�ودار  بنابرای�ن 
y و g مطاب�ق ش�کل  f x( )−=− −1

مقابل دو نقطۀ مشترک دارند.

411 ارتفاع AH را رسم می کنیم. در مثلث قائم الزاویۀ ABH ،  1نیزگ 1  2

 AH AH
AB

sin = ⇒ =0 130
2 8
. در همین مثلث، AH=4 پس 

 BH BH
AB

cos = ⇒ =0 330
2 8

. اکنون توجه کنید که چون مثلث AHC قائم الزاویه است و  BH=4 3 پس 
045 اس�ت. در نتیجه، مثلث  045 دارد، پ�س زاویۀ حادۀ دیگ�ر آن نیز  زاوی�ۀ 

. به این ترتیب، HC AH= =4 AHC متساوی الساقین است، پس 
 BC BH HC ( )= + = + = +4 3 4 4 3 1

421 وقت�ی چرخ وفلک ۱۸0 ثانی�ه )۳ دقیقه( می چرخد، ۶ دور  1نیزگ 1  2
چرخی�ده و کابین ها در محل اولیۀ خود ق�رار گرفته اند. باید ببینیم در ۴ ثانیه هر 
کابی�ن چقدر جابه جا می ش�ود. چون در هر ۶0 ثانی�ه ۲ دور می چرخد، پس در ۴ 

×ππ رادیان می چرخد. چون  =2 82
15 30

2 دور معادل 
15

4× دور، یعنی  2
60

ثانیه 

π2 رادیان اس�ت، پس ه�ر کابین به ۴ کابین جلوتر 
30

زاوی�ۀ بین دو کابین متوالی 

منتقل می شود. یعنی کابین شمارۀ یک به محل کابین شمارۀ پنج منتقل می شود.

431 α≤0≥  1نیزگ 1 030 120 با توجه به شکل های زیر واضح است که وقتی  3

. a b+ =3
2

b=1 و در نتیجه   ، a=1
2

] قرار دارد، پس , ]1 1
2

در بازۀ sinα مقدار
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441 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
cot cos cot ( sin )α− α< ⇒ α − α <0 1 0

. از ط�رف دیگ�ر cotα<0 −sin نمی توان�د منف�ی باش�د، پ�س  α1 چ�ون 
. بنابرای�ن انتهای  cosα<0 ، پ�س  cotα<0 cos و چ�ون  cotα α>0

α در ناحیۀ دوم قرار دارد. کمان نظیر زاویۀ 
451 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

  sin sin( ) sin , sin sin( ) cos

sin sin( ) sin sin( ) cos

cos cos( ) sin

π π π π π π π= π− = = − =−

π π π π π π= π+ =− =− + =−

π π π π= + =

49 7 35
10 10 10 5 2 10 10
18 3 33
5 5 5 2 10 10
8 3
5 2 10 10

. A sin ( cos ) ( cos ) sin sinπ π π π π= + − − − + =2
10 10 10 10 10

بنابراین 

461 =πα و در نتیجه 1نیزگ 1 +β5
2

توجه کنید که   2

       sin sin( ) cos , cos cos( ) sinπ πα= +β = β α= +β =− β5 5
2 2

 . A cos cos cos
cot

sin sin sin

β+ β β= = = β
− β+ β β

3 3 3
3

3 3 3
3 4 4

2
بنابراین 

471 و  1نیزگ 1  sin sin cosα= α α2 2 اتحاده�ای  کم�ک  ب�ه   3
cos عبارت داده شده را ساده می کنیم: sinα= − α22 1 2

A x x x x x xsin cos ( sin ) sin cos sin= − = × =2 1 11 2 2 2 4
2 4

. A sin( ) sinπ π= = =1 4 1 2
4 16 4 4 8

x به دست می آید  π=
16

بنابراین به ازای 

481 cos  1نیزگ 1 cos sinα= α− α2 22 از اتحاد مزدوج و اتحاد   2
استفاده می کنیم: 

cos sin (cos sin )(cos sin )

cos( ) cos

π π π π π π− = + −

π π= × × = =

4 4 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12

31 2
12 6 2

491 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π− =− ⇒ − = +2 2 2 2
9 9 2

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 
x k x k

kx k x x k

¡.¡.—(. )

,

π π π− = π+ + ⇒ π=−

π π π π− = π− − ⇒ = − ∈

112 2 2 2
9 2 18

72 2 2
9 2 2 72



501 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
x x x xcos cos ( cos )(cos )+ + = ⇒ + + =22 2 3 2 1 0 2 2 1 2 1 0

بنابراین

 
x x k x k k

x x k x k k

cos ,

cos ,

π=− ⇒ = π+π⇒ = π+ ∈

π π=− ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

2 1 2 2
2

1 22 2 2
2 3 3





π2 که مجموع آن ها 
3

π و 
3

 ، π
2

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π3 است.
2

برابر 

511 از  1نیزگ 1 و در مخ�رج کس�ر   sin 025 از  در ص�ورت کس�ر   3
cos فاکتور می گیریم: 025

 A sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

25 1 25 25 25 25 25
25 1 25 25 25 25

521 sin را به ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα+ α=1
3

دو ط�رف تس�اوی  1
می رسانیم:

 
sin cos sin cos

sin cos sin cos

α+ α+ α α=

+ α α= ⇒ α α=−

2 2 12
9

1 81 2 2
9 9

، آن گاه A sin cos= α− α اگر فرض کنیم 

 
A

A

(sin cos ) sin cos sin cos

( )

= α− α = α+ α− α α

= − − = ⇒ =±

2 2 2 2 2
8 17 171
9 9 3

sinα<0 و  α در ناحیۀ چهارم ق�رار دارد،  چ�ون انته�ای کمان نظی�ر زاوی�ۀ 

 . A=− 17
3

sin منفی است و در نتیجه  cosα− α . پس مقدار  cosα>0

531 فرض می کنیم اندازۀ این زاویه برحس�ب درجه برابر D و  1نیزگ 1  3

تس�اوی  از   . D R= −
π
200 5 بنابرای�ن  باش�د.   R براب�ر  رادی�ان  برحس�ب 

D به دست می آید R=
π0180

R
R R R R R

−
ππ = ⇒ = − π⇒ = π⇒ =

π0

200 5
180 200 5 20 5

4180
541 از نمودار داده شده مشخص است که سه برابر دورۀ تناوب  1نیزگ 1  3

f برابر ۲ است: x a b x( ) sin( )= π برابر ۶ است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 12 1 1

. a=±4 . در نتیجه  a  | از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر ۴ است. پس4=|
با توجه به نمودار که در شروع به صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

 
a a

f x x     f x x
b b

( ) sin( ), ( ) sin( )
= =−  ⇒ = −π ⇒ =− π 
=− =  

4 4
4 4

1 1

4− است.  در هر دو حالت مقدار ab برابر 

551 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
cot cot( ) tan= + =−0 0 0 0380 270 110 110

بنابراین

cot cot tan cot

cot tan

( tan )( cot )

tan cot

cot tan tan cot

tan cot

tan cot

+ = +
− + + +
+ + +=
+ +

+ +=
+ + +
+ += =
+ +

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

1 1 1 1
1 380 1 110 1 110 1 110

1 110 1 110
1 110 1 110

2 110 110
1 110 110 110 110
2 110 110 1
2 110 110
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561 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
a a a a a acos sinπ π π π+ = + = ⇒ = − ⇒ =7 97 9 9 7 9 7

32 32 2 2
به همین ترتیب

a a a a

a acos sin

π π π π π+ = + = = ⇒ = −

=−

21 27 48 3 321 27 27 21
32 32 32 2 2

27 21

. a a a a
a a a a

sin cos sin sin
sin cos sin sin

=− =−7 27 7 21 1
21 9 21 7

بنابراین 

571 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم و از اتحادهای  1نیزگ 1  3
cos استفاده می کنیم: sinα= − α22 1 2 sin و  sin cosα= α α2 2

 
x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

. x xcos sin ( )= − = − − =−2 23 14 1 2 2 1 2
4 8

بنابراین 

581 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 A x x xsin cos cos= + = +4 4 3 1 4
4 4

. A= + × =3 1 1 5
4 4 3 6

بنابراین 

591 x می نویسیم.  1نیزگ 1 xcos cos( )π= +2
4

معادله را به صورت   1

 k( )∈ بنابراین جواب ها به صورت زیر هستند: 

kx k x x k x k x x  ,π π π π π= π+ + ⇒ = π+ = π− − ⇒ = −22 2 2 2 2
4 4 4 3 12

π7 که مجموع آن ها برابر 
12

π و 
4

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π5 است.
6

601 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 x x xsin (cos sin )+ = + 21 2

بنابراین معادله به صورت زیر ساده می شود:

 x x x x

x x x x

(cos sin ) cos sin

(cos sin )(cos sin )

+ = +

+ + − =

2

1 0

، آن گاه x xcos sin+ . اگر 1= x k π= π−
4

، آن گاه  x xcos sin+ =0 اگر 

x xcos sin− =1

sin به ازای  sin cosα= α α2 2 cos و  sin− α= α21 2 2 از اتحاده�ای 

=xα استفاده می کنیم:
2

 

x x x

x x k x k

x x x k x k

sin sin cos

sin

sin cos

=

 = ⇒ = π⇒ = π


π π = ⇒ = π+ ⇒ = π+

22 2
2 2 2

0 2
2 2

2
2 2 2 4 2

 . π7
4

π3 و 
4

 ، π
2

) عبارت اند از  , )π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 

611 از نمادگذاری شکل  1نیزگ 1  3

مقابل اس�تفاده می کنیم. توجه کنید که بنابر 

 ، BACˆα= قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

 . BCBAC
AB

ˆsin sinα= = نتیجه در 

. بنابرای�ن  AB= + =2 23 4 5 از ط�رف دیگ�ر، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. بنابراین BC
AC

tanα= =4
3

. همچنین  BC
AB

sinα= =4
5

 sin tanα− α= − =−4 4 8
5 3 15

621 tan مق�دار m را  1نیزگ 1 cotα α=1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد   3
حساب می کنیم:

m m m m
m

( )+ = ⇒ + = ⇒ =1 2 1 2 2 2
2

مق�دار   cot
sin

+ α=
α

2
2
11 اتح�اد  کم�ک  ب�ه  و   cotα=4 بنابرای�ن 

. sin α=2 1
17

، پس 
sin

+ =
α

2
2
11 4 sin را به دست می آوریم α2

631 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 x x x xtan cot (tan cot )+ = − +2 2 29 3 6

. بنابراین x xtan cot ( )+ = + =2 2 29 2 6 10 در نتیجه 

 

x x

x x x x

x x x x

(tan cot )

tan cot tan cot

tan cot tan cot

+ =

+ + =

+ + = ⇒ + =

2 2 2

4 4 2 2

4 4 4 4

9 100

81 18 100

81 18 100 81 82
راه حل دوم توجه کنید که

 

x x x
x

x x x x

x x   

tan cot tan
tan

tan tan (tan )(tan )

tan , tan

− = ⇒ − =

− − = ⇒ + − =

=− =

2

33 2 2

2 3 0 1 3 0

1 3

 

xcot و  =−1 ، آن گاه  xtan اگر 1−=

 x xtan cot+ = + =4 481 1 81 82

xcot و  =1
3

، آن گاه  xtan =3 اگر 

 x xtan cot+ = + =4 4 8181 81 82
81

پس در هر دو حالت مقدار عبارت مورد نظر برابر ۸۲ است.

641 ، پس 1نیزگ 1 xx cossin −=2 1 2
2

چون   3

 axf x axcos ( )
( ) cos( )

− +
= − × = + +

1 2 23 4 1 2 4 2
2
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، در نتیجه
a a| | | |
π π=2
2

بنابراین دورۀ تناوب تابع f برابر است با 

 a
a

| |
| |
π π= ⇒ =6

6

651 4− و حداکثر مقدار آن  1نیزگ 1 حداقل مقدار تابع مورد نظر باید   2
7− و حداقل مقدار تابع  y برابر  xcos( )= −3 2 4 ۲ باشد. حداقل مقدار تابع 

1− است. پس این توابع جواب نیستند. y برابر  xcos( )=− +2 3 1
1− است و  تابع در  x=0 برابر  y مقدار تابع در  xsin( )=− −3 3 در تابع 1
y جواب نیست. xsin( )=− −3 3 x=0 نزولی اس�ت. پس 1 س�مت راست 

x=0 صعودی است.  y در سمت راست  xsin( )= −3 2 1 ولی تابع 

661 . در نتیجه  1نیزگ 1 cos( ) cosπ+α =− α7 توجه کنید ک�ه   3

پ�س   ، ( , )πα∈ π 3
2

چ�ون   . sin ( )α= − − =2 21 81
3 9

و   cosα=− 1
3

، بنابراین sinα=− 2 2
3

sinα<0 و در نتیجه 

 sin sin cos ( )( )α= α α= − − =2 2 1 4 22 2 2
3 3 9

671 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 x x x xsin cos sin cos= ⇒ =2 22 4  

اتح�اد از  آن گاه  کنی�م،  اضاف�ه  را   xcos2 ب�الا  تس�اوی  ب�ه طرفی�ن  اگ�ر 

x نتیجه می شود xsin cos+ =2 2 1

 x x xcos cos cos+ = ⇒ =2 2 2 14 1
5

 

. x xcos cos ( )= − = − =−2 1 32 2 1 2 1
5 5

پس 

. اکنون می توانیم از  xtan =2 راه حل دوم از فرض مس�ئله نتیجه می گیریم 

tancos استفاده کنیم. بنابراین
tan

− αα=
+ α

2

2
12
1

اتحاد 

xxx x
x

tantancos cos
tan

=− −= → = =−
++

2 2
2

1 1 4 32 2
1 4 51

681 sin را به ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα− α=2
3

دو ط�رف تس�اوی   2
می رسانیم: 

 
(sin cos ) ( ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α α= ⇒ α α=

2 2 2 22 42
3 9

4 51 2 2
9 9

 . sin α=2 252
81

sin و در نتیجه  α=52
9

بنابراین 

691 xsin می نویس�یم. پ�س  1نیزگ 1 =12
2

را به ص�ورت  معادل�ه   4
جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x k k

,

,

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π π= π+π− ⇒ = π+ ∈

2 2
6 12

52 2
6 12





 

) را مشخص می کنیم: , )π30
2

اکنون جواب های واقع در بازۀ 

 

k

x k

.¡.¡.—( )

π π π π= π+ π+ π+

0 1 2

2
12 12 12 12

 

 

k

x k

.¡.¡.—( )

π π π π= π+ π+ π+

0 1 2

5 5 5 52
12 12 12 12

701 ، تابع f به حداقل مقدار خود  1نیزگ 1 xcos =4 در نقاطی ک�ه 1  1
می رسد. پس

 
k

kx k x k
x

,π= π⇒ = ∈ π π

0 1 2
4 2

2 0
2



بنابراین نمودار تابع در بازۀ مورد نظر سه بار به حداقل مقدار خود می رسد.

711 . بنابراین 1نیزگ 1 tan cotα α=1 می دانیم   4

 

A
tan cot tan cot

tan cot tan cot

tan cot (tan cot )

tan cot tan cot

π π π π− + −
=

π π π π+ − −

π π π π− + − − −
= = =−

π π π π+ − − −

1
5 5 5 5

1
5 5 5 5

1 1
5 5 5 5 1

1 1
5 5 5 5

721 . بنابراین از فرض  1نیزگ 1 x
x

cot
tan

= 1 ابتدا توجه کنید که   1
مسئله نتیجه می شود

 

x
xx
xx

x

x x x

tan
tantan
tantan

tan

tan tan tan

−
−= ⇒ =
++

− = + ⇒ =

2

2

2 2 2

1
7 1 7

1 25 251

1625 25 7 7
9

 

x استفاده می کنیم. بنابراین
x

tan
cos

= + 2
2
1 1 از اتحاد 

 x
x

cos
tan

= = =
+ +

2
2

1 1 9
16 251 1
9

 

. xcos =3
5

، در نتیجه  xcos >0 چون x زاویه ای حاده است، پس 

731 . در نتیجه 1نیزگ 1 x x ysin cos+ = فرض می کنیم   3

 yy x x x x x x(sin cos ) sin cos sin cos
−

= + = + ⇒ =
2

2 2 11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

 y y y y−
= ⇒ − − =

2
21 2 1 0

2
x نمی تواند با  xsin cos+ ، پ�س  + >1 2 2 . ولی چون  y= ±1 2 پ�س 

 . x xsin cos+ = −1 2 این عدد برابر باشد و در نتیجه 
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741 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

= − =

= − =

= − =

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

179 180 1 1

178 180 2 2

91 180 89 89



بنابراین

 A (cos cos cos ) cos cos= + + + + +2 0 2 0 2 0 2 0 2 02 1 2 89 90 180

cos و همچنین  =2 090 0 از طرف دیگر 

  ,   cos sin , cos sin , cos sin= = =2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 089 1 88 2 46 44

بنابراین

 
A

A
IU

     

cos

cos

(sin cos sin cos

sin cos cos ) cos

( )
=

=

= + + + +

+ + + +

→ = + + + + + =
2 0

2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

145
2

180 1 44

2 1 1 2 2
44 44 45 180

121 1 1 1 90
2







751 آن گاه  1نیزگ 1  ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

 [ , )π π−
3 2

ب�ازۀ  روی   y xtan= تاب�ع  زی�را   ، xtan tan( )π≥ −
3

. بنابراین xtan ≥− 3 اکیداً صعودی است و در نتیجه 

 m m+ ≥− ⇒ ≥−2 3 3 3 3
3− است. 3 پس حداقل مقدار m برابر 

761 2−  1نیزگ 1 بیش�ترین و کمترین مقدار تاب�ع به ترتیب برابر ۲ و   4

) عبور می کند، بنابراین , )4 0
3

. نمودار تابع از نقطۀ  a| |=2 هستند. پس 

f a b b

b k b k

( ) sin( ( )) sin( ( ))

( )

= ⇒ π − = ⇒ π − =

π − = π⇒ = +

4 4 40 0 0
3 3 3

4 4
3 3

به ص�ورت  تاب�ع  ضابط�ۀ  بنابرای�ن   . b=7
3

پ�س   ، b< <2 3 چ�ون 

چ�ون  اس�ت.   f x x( ) sin( )π=− −π72
3

ی�ا   f x x( ) sin( )π= −π72
3

f اس�ت. در  x x( ) sin( )π= −π72
3

، پ�س ضابطۀ تابع به صورت  f( )>0 0

. a b+ =13
3

b=7 و 
3

 ، a=2 نتیجه 

771 و  1نیزگ 1  cos cos sinα= α− α2 22 اتحاده�ای  از   2

coscos استفاده می کنیم. ابتدا توجه کنید که + αα=2 1 2
2

 

x x x
x x x
x x x x

x x
x x x

sin cos sin
tan cos cos
tan sin cos sin

cos cos

cos sin cos

−−
− = =
+ ++

= − =

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

1
1
1 1

2

 

ازای  ب�ه  اکن�ون   . x xA x
x

tan cos( ) cos
tan

− += = =
+

2 2 2
2

1 1 42
21

بنابرای�ن 

x مقدار عبارت A را به دست می آوریم: π=
16

 
cos ( ) cosπ π+ + +

+= = =

21 4 1 1
2 216 4 2

2 2 2 4
 

781 .  1نیزگ 1 AB=4 ، پس  ABD̂sin sin= = =0 130
8 2

چ�ون   2

sinα=3 و 
5

. در نتیجه  AC=5 بنابرای�ن با اس�تفاده از قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. sin sin cos ( )( )α= α α= =3 4 242 2 2
5 5 25

. بنابراین  cosα=4
5

791 از روی نمودار تابع f در شکل زیر معلوم می شود که وقتی  1نیزگ 1  4
، پس f x( )=0 نمودار تابع f بر محور طول ها مماس می شود، 

x x

x k x k k

x k k k

sin( ) sin( )

,

− = ⇒ =

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π< < π⇒ < π+ < π⇒ < + < ⇒− < <

1 2 0 2 1

2 2
2 4

1 1 150 4 0 4 0 4
4 4 4 4



k=3 چه�ار مق�دار برای x به دس�ت  k=2 و   ، k=1  ، k=0 پ�س ب�ه ازای 
می آید که طول نقاط تماس نمودار تابع با محور طول هاست.

801 . در ادامه معادله را  1نیزگ 1 π π π+ =3
8 8 2

ابت�دا دقت کنید ک�ه   1

به صورت زیر ساده می کنیم:

x x

x x

x x

x k x k

x k x k

sin( ) cos( )

sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π+ + − =−

π π π+ + − + =−

π π+ =− ⇒ + =−

π π π+ = π− = π−  ⇒ 
π π π + = π+π+ = π+ 

3 1
8 8

1
8 2 8

12 1
8 8 2

72 2
8 6 24

252 2
8 6 24

π25 ک�ه 
24

π41 و 
24

] عبارت ان�د از  , ]π0 2 پ�س جواب ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π11 است.
4

مجموع آن ها برابر 
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811 )x  1نیزگ 1 ) −− →21 0 ، آن گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر   3

. بنابراین  x( ) +− →21 0 ، آن گاه  x −→1 و اگر 

x t x t
f x f t       f x f t

  

lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )
+ − − +→ → → →

− = = − = =−2 2

1 0 1 0
1 1 1 2

 .
x x

f x f xlim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

− − − = − − =2 2

1 1
1 1 1 2 3 در نتیجه 

821 f از  1نیزگ 1 x( ) وقتی که x از سمت چپ به ۲ نزدیک می شود،   1
سمت راست به ۲ نزدیک می شود. بنابراین 

 
x x t

fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
− − +→ → →

= = =−
2 2 2

1

831 . در  1نیزگ 1
x

g x blim ( )
→

=
1

 و 
x

f x alim ( )
→

=
1

ف�رض می کنیم   3

این صورت

x x x

x x x

f g x f x g x a b

f g x f x g x a b

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

lim( )( ) lim ( ) lim ( )
→ → →

→ → →

− = − = − =

+ = + = + =
1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

2 3 2 3 2 3 18

، پس b=2 a=6 و  از حل دستگاه معادلات بالا نتیجه می شود 

 x
x

x

f x
f ax
g g x b

lim ( )
lim( )( )

lim ( )
→

→
→

= = = =1
1

1

6 3
2

841 ابت�دا توج�ه ک�ه در ی�ک همس�ایگی چ�پ نقطۀ  x=1  1نیزگ 1  2
x برقرار هستند. بنابراین x| |− = −1 1 ]x و  ]− =−1  ، x[ ]=2 تساوی های 1

 
x x x

x x x x
x x x x x x
[ ]( )

lim lim lim
[ ] | |− − −→ → →

+ + += = =−
− + − − + − − +1 1 1

2 2 2 2 3
1 1 2 1

 

851 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x  x  

x  x  

f x x

af x a x a  

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( sin ) sin

lim ( ) lim ( cos ) cos

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π= = =

π= + = + = +

8 8

8 8

2 2 2 1
4

22 2 2 2
4 2

x حد داشته باشد، دو حد بالا باید برابر باشند: π=
8

اگر تابع f در نقطۀ 

 a a= + ⇒ =−21 2 2
2

861 راه حل اول توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 x x x xx x
x x xx x x x

( ) ( )( ) ( )
,

( )( )

− − + −− = = = ≠−
+ + ++ + + +

22

2 2
2 4 2 2 2 2 22 8 2

2 1 13 2 3 2
بنابراین

 
x x  

xx
xx x

( )
lim lim
→− →−

−− −= = =
+ −+ +

2

22 2

2 22 8 8 8
1 13 2

 

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید.(

 
x  x  

x x
xx x

lim lim
→− →−

− −= = =
+ −+ +

2

22 2
2 8 4 8 8

2 3 13 2
 

871 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f x ax a

f x ax a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

= + = +

2

2 2

2 2

1 4 1

4 21 8 21

 پیوسته باشد،  باید حدهای چپ و راست تابع در نقطۀ  برای اینکه تابع f روی 
۲ با مقدار تابع در نقطۀ ۲ برابر باشند، بنابراین 

 a b a b,+ = − + = −4 1 1 8 21 1

 . b=−18 a=−5 و  از حل دستگاه معادلات بالا به دست می آید 

881 ∞+ ش�ود، باید  1نیزگ 1 راه حل اول برای اینکه حد کس�ر برابر   2
حد مخرج صفر باشد. پس

 
x

x ax x b a b b alim( )
→

+ + + = + + + = ⇒ =− −3 2
1

3 1 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

x xx x
x ax x b x ax x a

x x x
x x a x a x a x a

( )
lim lim

( )
lim lim

( )( ( ) ) ( )

→ →

→ →

−− =
+ + + + + − −

−
= =

− + + + + + + + +

2

3 2 3 21 1

2 21 1

1
3 3 4

1
1 1 4 1 4

∞+ ش�ود، باید ح�د مخرج صفر باش�د و علامت  ب�رای اینکه حد کس�ر فوق 
مخرج در دو طرف x=1 مثبت باش�د، یعنی x=1 ریش�ۀ مضاعف آن باشد. 

پس
 a a a+ + + + = ⇒ =−1 1 4 0 3

 . a b− =−2 بنابراین b=−1 و 
راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 

مراجعه کنید.(

 
x x

x x x
x ax x b x ax

lim lim
→ →

− −=
+ + + + +

2

3 2 21 1
2 1

3 3 2 3
∞+ ش�ده اس�ت، بنابراین حد مخ�رج در نقطۀ  ب�ا توجه ب�ه اینکه حاصل حد 

x=1 باید صفر باشد. پس

 
x

x ax a alim( )
→

+ + = ⇒ + + = ⇒ =−2
1
3 2 3 0 3 2 3 0 3  

توج�ه کنی�د که در ابتدا در نقطۀ x=1 هم، حد ص�ورت و هم حد مخرج برابر 
صفر بود، پس

 aa b b=−+ + + = → =−31 3 0 1  

 . a b− =−2 بنابراین 

891 توجه کنید که بزرگ ترین جمله در صورت کسر مورد نظر  1نیزگ 1  4

 .
x

x
x 

lim
→ +∞

=
2

2
10 2
5

، در نتیجه حد مورد نظر برابر است با  x210 برابر است با 

901 ، در غیر این صورت حد مورد نظر  1نیزگ 1 m≠6 توجه کنید که   1
برابر صفر می شود. اکنون توجه کنید که 

 
x  x  

m x xx x mx m
x x x

( )
lim lim

( )→+∞ →+∞

− − +− + − −= =
− − +

22 2

2 2
6 5 16 5 1 6

93 2 9 12 4
 

. m=3
2

، پس  m− =6 1
9 2

بنابراین 

911 ، آن گاه  1نیزگ 1 x −→0 x یا  +→0 ابت�دا توجه کنید که اگ�ر   2

، بنابراین  x x x x( ) −− = − →3 2 2 1 0

x t
f x x f t

 
 

lim ( ) lim ( )
−→ →

− = =−3 2
0 0

1



)69(

921 توجه کنید که  1نیزگ 1  3
 
x t s

f f x f f t f s
   

lim ( ( )) lim ( ( )) lim ( )
→ → →−

− = = =
3 0 1

3 0

و

x x x t
xf x x f x f tlim( ( )) lim lim ( ) lim ( )

→ → → →
− = × − = =

3 3 3 2
1 1 3 0  

.
x

f f x
xf x
( ( ))

lim
( )→

− + += =
− + +3

3 1 0 1 1
1 2 0 2 2

بنابراین 

931  معلوم  1نیزگ 1
x

g x Llim ( )
→

= 22
 و 

x
f x Llim ( )

→
= 12

با ف�رض   1
می شود که 

 

x x x

x x x

f x g x f x g x L L

f x g x f x g x

L L L L L L

L L L L

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

( )( )

( )

→ → →

→ → →

+ = ⇒ + = ⇒ + =

− = ⇒ − =

− = ⇒ − + =

− = ⇒ − =

1 22 2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

3 3 3

21 21

21 21

3 21 7

L و  =1 5  ب�ه دس�ت می آی�د 
L L

L L

− =


+ =

1 2

1 2

7

3
از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای 

. x t
x

x k

f x f tf x
g x g x g k

lim ( ) lim ( )( )
lim

( ) lim ( ) lim ( )
→ →

→
→ →

= = =
+ + −

2
2

1 2
1

1 2

22 5
1 1 2

. بنابراین  L =−2 2

941 x=3  1نیزگ 1 ابت�دا ح�د چ�پ و ح�د راس�ت تاب�ع را در نقطۀ   3
حساب می کنیم. توجه کنید که 

 x x

x x

x x

x x

      

      

lim [ ] , lim [ ]

lim [ ] , lim [ ]

− −

+ +

→ →

→ →

− =− =

− =− =

2

3 3
2

3 3

3 8

4 9
 

پس

 x x

x x

f x x m m

f x x m m

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − + = −

= − + =− +
3 3

3 3

3 8 8 9

4 9 12 9

x=3 حد داشته باشد، باید حد چپ و حد راست تابع  برای اینکه تابع در نقطۀ 
در آن با هم برابر باشند. پس

 m m m− = − ⇒ =8 9 9 12 3

951 y فق�ط در نقاط صحیح حد  1نیزگ 1 x[ ]= ب�ا توجه به اینکه تابع   2
ندارد، پس تابع f هم فقط در این نقاط ممکن اس�ت حد نداش�ته باش�د. به دلیل 
]x ضرب ش�ده اس�ت، تابع f در اعداد  ] x که در  −2 حضور عامل صفر کنندۀ 1
) یعنی  , )−2 3 صحی�ح x=1 و x=−1 حد دارد و در بقی�ۀ نقاط صحیح بازۀ 

x=2 حد ندارد. توجه کنید که اگر k عددی صحیح باشد، آن گاه x=0 و  نقاط 

 x k x k

x k x k

f x k x k k

f x k x k k

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( )( ) ( )( )

+ +

− −

→ →

→ →

= − = −

= − − = − −

2 2

2 2

1 1

1 1 1 1

 f یعنی تابع ، k=±1 k نتیجه می شود  k k k( ) ( )( )− = − −2 21 1 1 از تس�اوی 
)x حد دارد و در بقیۀ نقاط  x و 1−= )=1 فق�ط در دو ت�ا نقطه از نقاط صحیح 

صحیح حد ندارد.

961 x=2 صفر  1نیزگ 1 راه حل اول چون حد صورت کسر در نقطۀ   4
اس�ت، پس باید حد مخرج کس�ر هم در آن صفر باشد، زیرا در غیر این صورت 

حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

ax bx a b b alim( )
→

+ + = + + = ⇒ =− −2
2

2 4 2 2 0 1 2

بنابراین

x x

x

x

x x
ax bx ax a x

x
x ax x

aax x

lim lim
( )

lim
( )( )( )

lim
( )( )( )

→ →

→

→

+ − + −=
+ + + − − +

+ −=
− − + +

= =
−− + +

2 22 2

2

2

2 2 2 2
2 1 2 2

2 4
2 1 2 2

1 1
4 2 11 2 2

بنابراین 

 a a
a( )

= ⇒ − = ⇒ =
−

1 3 1 22 1
4 2 1 4 3 3

 . a b −+ = 5
3

−=b و  7
3

در نتیجه 

x=2 برابر صفر است و چون  راه حل دوم  توجه کنید که حد صورت در نقطۀ 
مقدار حد عبارت صفر نش�ده، پس حد مخرج در این نقطه هم باید صفر باشد: 
. اکنون از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر فصل  a b+ + =4 2 2 0

چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x x a b
ax b a bax bx

lim lim
→ →

+ − += = = ⇒ + =
+ ++ +22 2

1 1
2 2 3 12 2 4 4

2 4 4 32
 

. پس b=− 7
3

a=2 و 
3

 به دست می آید 
a b

a b

+ =−



+ =

4 2 2

14
3

از حل دستگاه معادلات 

 a b+ =− 5
3

 

971 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

x x
f f x f x      ( ) [ ] [ ] , lim ( ) , lim ( )

− +→ →
= − = = − = = − =

12 12
12 6 4 2 5 3 2 6 4 2

x=12 پیوسته است. بنابراین تابع f در 

981  و  1نیزگ 1
x

−− →1 0 ، آن گاه  x→+∞ ابت�دا توجه کنید که اگر   2

 .
x x

x x
x x x  

lim lim
→ +∞ → +∞

− − −= =−
+ +

2 2

2 2
1 1

44 1 4
، بنابراین

x
[ ]− =−1 در نتیجه 1

991 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x

x x
x ax bx x x ax b  

lim lim
( )→ − → −

+ += =−∞
+ + + +3 2 22 2

3 3
4 4

 و در 
x x ax b 

lim
→ −

=+∞
+ +22
1

4
، پ�س بای�د 

x
x

x 

lim
→ −

+ =
−2

3 1
2

چ�ون 

x=−2 باید ریش�ۀ مضاعف مخرج باشد و در اطراف آن مخرج مثبت  نتیجه 
باشد. بنابراین 

 x ax b x x ax b x x( )+ + = + ⇒ + + = + +2 2 2 24 4 2 4 4 16 16
 . a b+ =32 b=16 و   ، a=16 پس 
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1001 ∞− ش�ده اس�ت، پ�س بای�د درجۀ  1نیزگ 1 چ�ون حاص�ل حد   4
صورت کسر بیشتر از درجۀ مخرج آن شود. بنابراین

 aa a       b a b b, =− = ⇒ = − = → = ⇒ =±32 23 0 3 3 0 9 3

از طرف دیگر حد مورد نظر به صورت زیر است:

 
x x

b x b x
x  

( )
lim lim (( ) )
→+∞ →+∞

−
= − =−∞

22 2

 . ab=−9 b=−3 و  b−2 باید منفی باشد و در نتیجه  پس 

1011 نتیج�ه  1نیزگ 1 در  و   f x( ) ( )−→ −1 آن گاه   ، x +→2 اگ�ر   1
. بنابراین f f x( ( )) −→2

 
x x t

fof x f f x tlim [( )( )] lim [ ( ( ))] lim [ ]
+ + −→ → →

= = =
2 2 2

1

1021 توجه کنید که  1نیزگ 1  4
 f x a x b x c f x ax bx c      ( ) ( ) ( ) , ( )+ = + + + − = + −2 21 1 1 3 9 3

بنابراین

 
x

x

f x a b c a b c

f x a b c a b c

lim ( ) ( ) ( )

lim ( )

→

→

+ = + + + − = + −

= × + × − = + −

2
0

2
1

1 0 1 0 1

3 9 1 3 1 9 3

. یعن�ی  a b c a b c+ − = + −9 3 بنابرای�ن از ش�رط مس�ئله نتیج�ه می ش�ود 

. a
b
=− 1

4
، پس  a b=−8 2

1031 آن گاه  1نیزگ 1  ، x −→3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
. پس x[ ]− =−3 ]x و  ]=2 x و در نتیجه  ( )+− → −3

 
x x

xx x    
x x x

[ ]
lim ( ) lim ( ) /

[ ]− −→ →

− −− = − = + = =
2 2

3 3

3 9 3 11 5 5
2 2 3 2

1041 x=1 را حساب می کنیم: 1نیزگ 1 حد چپ و حد راست تابع در   3

x x  x  

x  

x  x  

x xx xf x
x x

x

af x a
x

( )( )
lim ( ) lim lim

lim ( )

lim ( ) lim

+ + +

+

− −

→ → →

→

→ →

− −− += =
− −

= − =−

= =−
−

2 24 2

2 21 1 1

2

1

1 1

1 45 4
1 1

4 3

2
چون حد تابع در x=1 وجود دارد، پس حد چپ و حد راست آن در این نقطه برابرند:

 a a− =− ⇒ =3 3

1051 x→3 صفر اس�ت، باید حد  1نیزگ 1 چون حد صورت کس�ر وقتی   3
مخرج آن هم صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

ax a xb
x ax x x

x
x x x

lim lim

( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− − += =
+ + − +
− − −= = =−
− − −

2 23 3

3 3

3 4 12
3 4 3

4 3 4 2
3 1 1

 . a b+ =−6 بنابراین 
1061 راه حل اول چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود  1نیزگ 1  4

0   در بیاید.
0 دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

بنابراین
 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

، حد مورد نظر می شود a=−2 اگر 

 

x x

x x

x x x

x x x xx x
x x x x x

x x
x x x x

x xx x x
x x

( )( )
lim lim

( )( )( )

lim lim
( ) ( ) )

( )( )
lim lim lim( )

( ) ( )

→ →

→ →

→ → →

+ − − + − ++ − − =
− + − + − +

+ − −= ×
− + + − +

− ++ −= × = × = + =
− −

2 22

2 22 2

2

22 2

2

2 2 2

2 2 2 22 2
4 2 2 2 2
2 4 1
2 2 2 2

2 36 1 1 1 53
2 16 2 16 16 16

 . b= 5
16

در نتیجه 

راه ح��ل دوم چون حد مخرج صفر اس�ت و حد مورد نظ�ر وجود دارد، پس حد 
 0  در بیاید. بنابراین

0 صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

اکنون برای به دست آوردن مقدار حد می توانیم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم 
)به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x
x x x x

xx
lim lim
→ →

+

+ − − + −= = =
−

2 2

22 2

2 1 5
2 2 52 2 4

2 4 164
 

1071 ، بنابراین تابع f فقط در  نقطۀ  1نیزگ 1 fD = توج�ه کنید که   4
x=1 ممکن اس�ت ناپیوس�ته باش�د. در این نقطه حد چپ، حد راست و مقدار 

تابع را به دست می آوریم:

 

x x

x x x

x

xf f x
x

x x x xxf x
x x x x

x x x
x x

( ) lim ( ) lim

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

+= = =
+

− + + +−= =
− − + +

+ + += =
+ +

21 1
3 24

3 21 1 1
3 2

21

3 41
32 1

1 11
1 1 1

1 4
31

 

x=1 پیوسته است و نقطۀ ناپیوستگی ندارد. بنابراین تابع f در 

1081 . بنابرای�ن  1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   1

 ، f x( )<3 ، آن گاه  x→−∞ . از ط�رف دیگر اگر 
x

f x
 

[ lim ( )] [ ]
→ −∞

= =3 3

. پس 
x x

f x
  

lim [ ( )] lim
→ −∞ → −∞

= =2 2 f و در نتیجه  x[ ( )]=2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] [ lim ( )]
→ −∞ → −∞

− = − × =−2 2 2 3 4

1091 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )

− = − = − +

− + = − + = −

2 2

3 2 2 2

2 50 2 25 2 5 5

10 25 10 25 5
بنابراین

x x x

x x xx
x xx x x x x

( )( ) ( )
lim lim lim

( )( )− − −→ → →

− + +− = = =−∞
−− + −

2

3 2 25 5 5

2 5 5 2 52 50
510 25 5

1101 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

  
f x x x x x

f x x x x x x x

( ) ( )

( )

− = − − = − −

+ − = − + − = − −

2 2

2 2 2 2

2 1 3 2 2 1 12 2 1

3 1 3 3 1 6 1
 

. 
x x

x x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− − = =
− −

2 2

2 2
12 2 1 12 2
6 1 6

بنابراین حد مورد نظر برابر است با  
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1111 .بنابراین  1نیزگ 1 xsin ( )−→ − 2
2

، آن گاه  x ( )+π→ 5
4

اگر   2

.
tx

x t
( )( )

lim [ sin ] lim [ ]
−+π → −→

= =−
5 1
4

2 2 ، پس  xsin ( )−→ −2 1

1121 راه حل اول ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 x x

x x

x x x x  
x x x

x x 
x x

lim lim( )

lim lim

→ →

→ →

+ − − − + − − −= −
− − −

+ − − −= −
− −

2 2 25 5

2 25 5

4 4 2 4 3 4 1
25 25 25

4 3 4 1
25 25

اکنون از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم:

x x

x x

x x

x x x x
x xx x

x x
x x x xx x

  
x x x x

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )
( )( ) ( )( )

lim lim
( )( ) ( )( )

→ →

→ →

→ →

+ − + + − − − +× − ×
+ + − +− −

+ − − −= × − ×
− + − ++ + − +

= − = − =−
+ + + − + +

2 25 5

5 5

5 5

4 3 4 3 4 1 4 1
4 3 4 125 25

4 9 1 4 1 1
5 5 5 54 3 4 1

1 1 1 1 1
60 20 304 3 5 4 1 5

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنی�م )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

  
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − − − + −= = =−

−25 5

1 1 1 1
4 4 2 16 22 4 2 4

2 10 3025

1131 . در این صورت  1نیزگ 1 x t=3 راه حل اول ف�رض می کنی�م   3
. بنابراین t=2  ، x→8 وقتی 

 

x t

t

t

t

x x t t
x t

t t t t

t t t

t t t
t t t

t t t

t t t t t

lim lim

( ) ( )
lim( )

( )

lim( )

( )( ) ( )
lim( )

( )( )

→ →

→

→

→

+ − − + − −=
− −

+ − + + + +
= ×

− + + +

+ − − −= ×
− + + +

− + × +
= × = × =

+ + + +− + + + + +

3 3

38 2

3 3

3 32

3 2

3 32

2 32

1 1 1 1
8 8

1 1 1 1
8 1 1

1 2 1 1
8 1 1

2 1 2 2 11 1 1
4 4 4 3 2 1 122 2 4 1 1

راه حل دوم

 

x x

x x

x x

x x

x x x x  
x x x

x x x x x
x xx x x

x x
x xx x x

 
x x x

  

lim lim( )

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )

lim lim

→ →

→ →

→ →

→ →

+ − − + − −= −
− − −

+ − + + − + += × − ×
− −+ + + +

+ − −= × − ×
− −+ + + +

= −
+ + + +

= −
+ +

3 3

8 8

33 32

3 38 8 2

3 38 8 2

3 38 8 2

1 1 1 3 2
8 8 8

1 3 1 3 2 2 4
8 81 3 2 4

1 9 1 8 1
8 81 3 2 4
1 1
1 3 2 4

1 1
3 3 4 4

  = − =
+

1 1 1
4 6 12 12

راه حل سوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x  x  

  
xx x x   

x
lim lim
→ →

−
++ − − = = − =

− × ×

33 2

8 8

1 1
2 11 1 1 1 13

8 1 2 3 3 4 12

1141 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 
x  x  

x  x  

f ab f x a x a

f x x b b

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( sin )

lim ( ) lim (cos )

+ +

− −

π π→ →

π π→ →

π = − = =

= + =− +
2 2

2 2

1
2

2 1
 

. بنابراین
ab a
a b
− =

 = −

1
1 x پیوسته باشد باید  π=

2
برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
b  aab a a a a

a a a a a

( )= +− = → + − =

+ − = ⇒ = ⇒ =±

1

2 2
1 1 1

1 1 1
 

 . a b+ =3 b=2 و  ، آن گاه  a=1 اگر
. a b+ =−1 b=0 و  ، آن گاه  a=−1 اگر 

1151 ، پ�س تابع g  1نیزگ 1 f g f g g( ) ( )+ − − =2 3 توج�ه کنید که   4
 f پس تابع ، f g g f( )− + = x پیوسته است. به این ترتیب چون  a= در نقطۀ 
x پیوس�ته اس�ت. چون ب�رد تابع ه�ای f  و g مجموعۀ اعداد  a= هم در نقطۀ 

 هی�چ گاه صفر 
f g+
1  و 

g
1  ،

f
1 حقیق�ی مثب�ت اس�ت، پس مخ�رج کس�رهای 

 x a= نمی شود و دامنۀ این توابع مجموعۀ اعداد حقیقی است و چون f و g در 

 ممکن 
f g−
1 x پیوس�ته اند. ولی دامنۀ تابع  a= پیوس�ته اند، این توابع هم در 

x تعریف نشود. )کافی است  a=  نباش�د و این تابع ممکن است در  اس�ت 

x پیوسته نباشد. a=  ممکن است در 
f g−
1 (، پس تابع  f a g a( ) ( )=

1161 x=0 را پیدا می کنیم. توجه کنید که 1نیزگ 1 ابتدا حد تابع در   4

 
x x x

xf x x
x x

lim ( ) lim ( ) lim
→ → →

+ −= + − =
33

0 0 0
1 27 327 3

 x t= −3 27 . در نتیجه  x t+ = 327 . پس  x t+ =3 27 فرض می کنیم 
. بنابراین حد مورد نظر می شود t→3 x→0 ، آن گاه  همچنین اگر 

 
t t t

t t
t t t t t t

lim lim lim
( )( )→ → →

− −= = =
− − + + + +3 2 23 3 3
3 3 1 1

2727 3 3 9 3 9
. a=27 در نتیجه 

1171 . بنابراین 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=+∞
2

ابتدا توجه کنید که   3

 
x x t

fof x f f x f tlim( )( ) lim ( ( )) lim ( )
→ → →+∞

= = =
2 2

1

f در مثب�ت بی نهای�ت بزرگ ت�ر از ی�ک هس�تند. پس x( ) همچنی�ن مقادی�ر 

.
x fof x
lim

( )( )→
=−∞

−2
1

1
، در نتیجه  fof x( )( ) +→1

1181 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3

x xf x
x x x x x

( )
( )

= = =
− − −

1
1 1

 .
x

f xlim ( )
− −→

= =−∞
1

1
0

 و 
x

f xlim ( )
+ +→

= =+∞
1

1
0

بنابراین 

x=1 به صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 
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1191 ، مقادیر  1نیزگ 1 x→+∞ اگر m عددی مثبت باشد، وقتی که   2
mx−3 منفی اند و حد مورد نظر برابر است با

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +
3 1 1 4 1

3 1 3 1 3

. اگ�ر m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی که  m=1 پ�س ، m+ =1 2
3 3

بنابرای�ن 

mx−3 مثبت اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − + −= =
+ +

3 1 1 2 1
3 1 3 1 3

 1
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگ�ر  m=−1 پ�س ، m− =1 2
3 3

بنابرای�ن 

1− هستند. پس  می شود و قابل قبول نیست. بنابراین مقادیر m عددهای ۱ و 
m دو مقدار مختلف می تواند داشته باشد.

1201 آن گاه 1نیزگ 1  ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   4

. بنابراین  bf x x  
a a

( )− = −1 1

 
x  x  

f x ax b a a
bf x x

a a a

( )
lim lim

( )−→+∞ →+∞

+= = =
−

2
1 1 1

 

، و چون ش�یب خط مثبت اس�ت، بنابراین a مثبت اس�ت، پس  a =2 9 بنابراین 
f و  x x b( )= +3 . به این ترتیب  a=3

 f b b( )= ⇒ + = ⇒ =3 10 9 10 1  
. f( )=1 4 ، پس  f x x( )= +3 بنابراین 1

1211 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  2

x  x  x  

f x f x f x f f
x x x
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

lim lim lim ( )
( )→− →− →−

− − − − ′= = = −
+ + − −2 2 2

2 6 2 3 22 2 2
2 2 2

f برابر ش�یب خط مم�اس بر نمودار تابع f در نقطۀ  ( )′ −2 از طرف دیگر، مقدار 
d اس�ت. اکن�ون توجه کنید که چ�ون خط d از  ، یعنی ش�یب خط  A( , )−2 3

 . − =−
− −
3 0 1
2 1

) می گذرد، شیب آن برابر است با  , )1 0 )A و  , )−2 3 نقطه های 

. f ( )′ − =−2 1 2 f و حد مورد نظر برابر است با  ( )′ − =−2 1 بنابراین 

1221 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x

f x f f x f
x x

f f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )

→− →−

− − − −
=

+ − −

′ ′= − = − −

3 3 3 3

2 2

3 2

2 2
2 2

2 3 2 2

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

 f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

. ( )− × =−25 453 3
6 2

به این ترتیب، مقدار حد مورد نظر برابر است با 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

x  x  

f x f f x f x
x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→− →−

′− −
=

+

3 3 2

2 2

2 3
2 1

 

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

 .
x

f x f x f flim ( ( ) ( )) ( ) ( )
→−

′ ′= − − =−2 2
2

453 3 2 2
2

پس 

1231 H ن1زگ -11 −→0 ، آن گاه  H h=− 2 راه حل اول اگر فرض کنیم   4
و در نتیجه

 
h H

H H

f h f f H f

h h H H

f H f f
H H

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim lim ( )

−

− −

→ →

−
→ →

− − + −
=

− − −

+ − − ′= × =− =
+

2

2 4 20 0

0 0

2 2 2 2

2 2 1 2 6
1

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h  h  h  

H  

f h f hf h f h

h h h h h
f H f

H

( ) ( ) ( ) ( ( ))
lim lim lim

( ( ))
lim ( )

+

→ → →

−
→

′ ′− − − − − −
= =

− − −
′− − ′= =− =
−

2 2 2

2 4 3 20 0 0

0

2 2 2 2 2
2 4 1 2

2 2 6
1 2

. H h= 2 توجه کنید که 

1241 . بنابراینن1زگ -11
x x

f x
x x x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2
توجه کنید که   1

 
x x

x x

f f x x

f f x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = + = + =

2 2

2

2 2

2 2 4 4 4 8

2 3 2 12 4 16

. f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 8 16 8 و در نتیجه 

1251 توجه کنید که بنابر اتحاد چاق و لاغر،ن1زگ -11  1

 x x x x xxf x x
x x x x x x x x

( )( )
( )

+ − + − ++= = = +
− + − + − + − +

4 3 25

4 3 2 4 3 2
1 11 1

1 1
 

. f ( )′ =1000 1 f و  x( )′ =1 بنابراین 

1261 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
ax x ax

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1 2
2 3 1
3 1

بنابراین

a a
f

a a a a

( )( ) ( )
( )

( )

− +
×′ = ⇒ =

− + = ⇒ = ⇒ =

32 2 2
7 72 21
16 4 16

16 3 2 7 13 13 1

1271 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 

xx x
x xxf x

x x x

g xx x

( )
( ) ( )

( )( )

−− −
− +−′ = =

− − −

= =
− −

2
2 22

2 2 2 2

32 2

21
12 1

1 1 1
1 1

1 1



)73(

 . x xg x f x
x x

( ) ( )− −′ = = =−
− −2 2
2

2 1 1
از طرف دیگر 

بنابراین
f xf x g x f x

g x g x

( )
( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( )
′ ′ = − =−

3 3
1

1281 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 f x x g x f x x g
x xx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = ⇒ + + =−3 2 3
2

4 4 43 1

، نتیجه می شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

 f g f g( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′=− ⇒ =− =4 2 4 4 2 4 4

1291 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 

a x x ax ax x af x
x x

ax x x x ax x af x
x

ax x x ax x a

x

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )

+ − − − + +′ = =
+ +

− + + − + − + +′′ =
+

− + + − − + +
=

+

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2

2 3

1 2 1 2
1 1

2 2 1 4 1 2
1

2 2 1 4 2
1

. در نتیجه  a a a af ( )( ) ( )
( )

− + − − + + − −′′ = = =
3

2 2 2 4 2 11 4
22

بنابراین 

a=−9

1301 ]a برابر است بان1زگ -11 , ]0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

 f f a a a a
a a

( ) ( )− −= =− +
− −

20 2 2
0

]a برابر است با , ]+0 1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 f a f a a a a
a a a

( ) ( ) ( ) ( )+ − − + + + − += = =− +
+ − + +

2 21 0 1 2 1 1 1
1 0 1 1

بنابراین

 a a a a( ) ( )− + + − + = ⇒− = ⇒ =− 12 1 4 2 1
2

1311 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
h  

f h ff
h

( ) ( )
( ) lim

→

+ − + ×′ = = =
− ×0

4 4 4 2 24 1
16 4 2

1321 f و از ن1زگ -11 ( )3 1 راه ح��ل اول ب�ه ج�ای ۲۷ ق�رار می دهی�م   4
x=1 استفاده می کنیم: تعریف مشتق در نقطۀ 

 

h h

h

h h

f h f h f
h h

f h f f h f f h f
h

f h f f h f h
h

f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))
lim

( ) ( )
lim lim( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) ) ( )

→ →

→

→ →

+ − + −
=

+ − + + + +
=

+ −
= × + + + +

′= × + + = + + =

3 3 3

0 0

2 2

0

2
0 0

2

1 27 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 1 9

1 1 3 1 9 3 9 9 9 81

 . f ( ) ×′ = =
+
6 11 3
1 1

زیرا 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h h

f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

′+ − + +
=

′= = × × =

3 2

0 0

2 2

1 27 3 1 1
1

3 1 1 3 3 3 81

1331 )f و در نتیجهن1زگ -11 )=0 0 توجه کنید که   1

x x

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x x x
x x

x

( ) ( )
( ) lim lim

( ) | |
lim lim

lim ( )

− −

− −

−

−
→ →

→ →

→

− + −′ = =
−

+ − + −
= =

= − − = − =−

2 4

0 0

2 2 2

0 0

2

0

0 2 40
0

2 4 2 4

1 2 4 1 4 3

به همین ترتیب،

 
x  x  

x x xf x
x

| |
( ) lim lim ( )

+ ++
→ →

+ −′ = = + − = + =
2

2

0 0

2 40 1 2 4 1 4 5

. f f( ) ( )+ −′ ′+ =0 0 2 پس

1341 ابتدا تابع مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  3

 x x xf x
x x x

...
( )

...

+ + + +′ =
+ + + +

2 23

2 24
1 2 3 24
2 1

. f ( )

×
+ + + +′ = = =

+ + +




24 25
1 2 3 24 21 30
2 1 1 1 2 25

بنابراین 

1351 x=4 تس�اوی ن1زگ -11 توج�ه کنید که در یک همس�ایگی نقطۀ   3
x برقرار است، پس x| |− = −3 3

 f x x x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= − − = − − = −
3

2 2 2 2 2 23 3 3 3 3

. در نتیجه  f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − + − −
3 1

2 22 233 2 3 3
2

بنابراین 

f ( )′ = + × × × =34 8 4 5 2 68
2

1361 راه حل اول توجه کنید که ضابطۀ تابع به صورت زیر است:ن1زگ -11  3
 f x x x x x x x x( ) | || | | || | | |(| | | |)= − − + = − − +3 3 3 3

بنابراین

 

x x

x

x

x x xf x x
x

x x xf
x

x x

| |(| | | |)
( ) lim lim (| | | |)

| |(| | | |)
( ) lim

lim ( (| | | |)) ( )

+ +

−

−

+
→ →

−
→

→

− − +′ = = − − + = − =

− − +′ =

= − − − + =− − =

0 0

0

0

3 30 3 3 3 3 0

3 30

3 3 3 3 0

. f ( )′ =0 0 پس 
x منفی و مقدار  x−2 3 x=0 مق�دار  راه حل دوم در یک همس�ایگی راس�ت 

x مثبت است. پس در این همسایگی x+2 3
 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )+′ ′=− + − − =− ⇒ =− ⇒ =2 2 23 3 2 4 0 0

x منفی  x+2 3 x مثبت و مقدار  x−2 3 x=0 مقدار  در یک همسایگی چپ 
است. پس در این همسایگی

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )−′ ′= − + + = ⇒ = ⇒ =2 2 23 3 2 4 0 0
. f ( )′ =0 0 پس 



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)74(

1371 x=0 ریش�ه های ن1زگ -11 راه ح��ل اول توجه کنید که x=1 و   1
عبارت داخل قدرمطلق هس�تند. مش�تق پذیری را در این نقاط بررسی می کنیم. 

x=1 مشتق چپ و راست نابرابر دارد: تابع در نقطۀ 

 

x f x x x x x x

f x x x f

x f x x x x x x

f x x x f     

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

≥ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =

≤ ≤ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =−

2 3 2

2

2 2 3

2

1

3 2 1 3 2 1

0 1

2 3 1 2 3 1
x=0 مشتق پذیر است: ولی تابع در نقطۀ 

 
x  x  x  

f x f x x xf x x
x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim lim| |

→ → →

− −′ = = = − =
−

2
2

0 0 0

00 0
0

g مشتق ندارد. پس  x( )=0 y در ریش�ه های سادۀ  g x| ( )|= راه حل دوم تابع 

y به  x x x| |= −2 x=0 و x=1 مش�تق ندارد ول�ی تابع  y در  x x| |= −2

 x=0 دلی�ل وجود عام�ل صفر کنندۀ x که در قدرمطلق ضرب ش�ده اس�ت در 
مشتق پذیر است.

1381 g را بیابیم، مشتق ن1زگ -11 x f g x( ) ( ( ))′ ′ به جای اینکه حاصل   2
تابع fog را به دست می آوریم. پس ابتدا ضابطۀ تابع fog را به دست می آوریم:

 

x x
x x xfog x f g x f x
x x

xx

( )( ) ( ( )) ( ) + += = = = =
+ −

++

2 2

2 2
22

2 2
2 1 1

21 44
11

. fog x( ) ( )′ =1 بنابراین 

1391 اگر S و P به ترتیب مساحت و محیط مربعی با طول ضلع ن1زگ -11  1
x باشند، آن گاه

 S x x S P x P S S      , ( )= ⇒ = = ⇒ =2 4 4
بنابراین

P S S S
S S

( )′ = = = ⇒ = ⇒ =4 2 1 14
2 42

1401 در نقطه ای که نمودار تابع بر محور طول ها مماس اس�ت، ن1زگ -11  4
مقدار تابع و مقدار مش�تق تابع برابر صفر اس�ت، پس ابتدا نقطه ای را که مشتق 

تابع در آن صفر است، پیدا می کنیم:

 
a  

x a x x x axf x
x

x x ax a x ax x

a x x x

( )( ) ( )
( )

( )

( ) ,≠

− + − − +′ = =
+

+ − − − + − =

− = → =− =

2 2

2 2

3 2 3 2

02

2 9 2 9 0
9

2 18 9 2 2 18 0

9 0 3 3
، آن گاه x=−3 اگر 

 f a a( )− = ⇒ + + = ⇒ =−3 0 9 3 9 0 6
، آن گاه x=3 اگر 

 f a a( )= ⇒ − + = ⇒ =3 0 9 3 9 0 6
36− است. پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر 

 f x( )=0 راه حل دوم چون تابع f بر محور طول ها مماس اس�ت، پس معادلۀ 
ریشۀ مضاعف دارد. بنابراین

 x ax x ax a a
x
− + = ⇒ − + = ⇒∆= − = ⇒ =±
+

2 2 2
2

9 0 9 0 36 0 6
9

 

36− است. پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر 

1411 ، پسن1زگ -11 f( )=1 1 راه حل اول توجه کنید که   1

 h  h  

h  h  

f h f h f
h hh h

f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( )
lim lim ( )

→ →

→ →

+ − + −
=

−−
+ − ′= × = ×

− −

20 0

0 0

1 1 1 1
44

1 1 1 11
4 4

از طرف دیگر

 

x x x xxf x f x
x x

f

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

+ − ++ ′= ⇒ =
+ +

× − ×′ = =−

4 3 22

4 4 2
2 1 4 11

1 1
2 2 4 21 1

4
1 است.

4
بنابراین مقدار حد مورد نظر برابر 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

h h

f h f h f
hh h  

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′ ′+ − +
= = =

− −−20 0

1 1 1 1 1
2 4 4 44

 

توجه کنید که 

 

x x x xxf x f x
x x

f

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

+ − ++ ′= ⇒ =
+ +

× − ×′ = =−

4 3 22

4 4 2
2 1 4 11

1 1
2 2 4 21 1

4

 

1421 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x a x x axf x
x

( )( ) ( )( )
( )

( )

+ + − +′ =
+

2

2
2 1 1

1
 

بنابراین
a af a( )( ) ( )

( )
+ − +′ = ⇒ = ⇒ =

4 3 4 211 112 3
9 9 9

 

1431 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x xx xf x
x x x x x x

( ) | |
( )

− −− += = =
− + − + − +

22

3 3 3
3 36 9

5 5 5
بنابراین

x x

x x

x
f x f x xf

x x
x

x x x x x

| |

( ) ( )
( ) lim lim

( )
lim lim

( )( )

− −

− −

−
→ →

→ →

−
− − +′ = =
− −
− − −= = =− =−

−− − + − +

3

3 3

3 33 3

3
3 53

3 3
3 1 1 1

3 23 5 5

1441 توجه کنید کهن1زگ -11  4

x x x x
f f x x f x x    () , lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )

+ + − −→ → → →
= = + = = =2

1 1 1 1
1 3 1 2 2 2

x=1 پیوسته نیست و در نتیجه مشتق پذیر نیست. پس تابع در 
1451 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به دست ن1زگ -11  2

می آید:

x f x x x x
x

( ) ( ) ( )′− − = + + ×
+

2 3 13 1 4 1 4
2 1

، به دست می آید: x=3 اگر در این تساوی قرار دهیم 

f f( ) ( )′ ′= × + × × ⇒ =
×
1 1126 24 4 2 4 3 24

2 2 26



)75(

1461 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x x x xxf x

x x
x x x x x

( )( )
( )

( )

+ − + − ++= =
+ +

= − + − + ≠

4 3 25

4 3 2

1 11
1 1

1 1

. در  f x x x( )′′ = − +212 6 2 f بنابرای�ن  x x x x( )′ = − + −3 24 3 2 1 پ�س 

. f ( )′′ =2 38 نتیجه 

1471 )  عب�ور می کنند، ن1زگ -11 , )2 3 نم�ودار تابع ه�ای f و g از نقطۀ   4

)  بر نمودار تابع های  , )2 3 . شیب خط مماس در نقطۀ  f g( ) ( )= =2 2 3 پس 

. g ( )′ =2 2 f و  ( )′ =2 1 f و g به ترتیب برابر ۱ و ۲ است، پس 

 اکنون توجه کنید که

 

f x xh x
g x x

f x g x x g x f x xh x
g x x

( )
( )

( )

( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) )
( )

( ( ) )

+
=

−
′ ′+ − − − +′ =

− 2
1 1

 

بنابراین  

f g g fh
g

( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) )
( )

( ( ) ) ( )

′ ′+ − − − + × − ×′ = = =−
− −2 2

2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 52 3
2 2 3 2

 

1481 براب�ر ن1زگ -11  a[ , ]1 ب�ازۀ  f در  تاب�ع  تغیی�ر متوس�ط  آهن�گ   2

f است: f a
a

( ) ( )−
−

1
1

f f a a
a a a

( ) ( )− − − −= =
− − −

1 0 1 1
1 1 1

بنابراین

 a a
a

− =− ⇒ − = ⇒ =−
−
1 1 1 16 15

41
f است: a( )′ x را می خواهیم که برابر  a= آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در 

f x f a f
x

( ) ( ) ( )− −′ ′ ′= ⇒ = − = =−
− +
1 1 115

82 1 2 1 15
1491 در نقاط�ی ک�ه خ�ط مم�اس ب�ر نم�ودار م�وازی مح�ور ن1زگ -11  3

طول هاست، مقدار مشتق تابع برابر صفر است. بنابراین

 

f x x x

xf x x  x  
x x

x

x x x

( )

( ) ( )

= − +

′ = − = ⇒ − =
+ +

=


+ = ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2

2 2

4 3

4 22 0 2 1 0
3 3

0

3 2 1 1

پس در سه نقطه خط مماس بر نمودار تابع f موازی محور طول هاست.

1501 راه حل اول در نقطه ای که خط بر تابع g مماس اس�ت، ن1زگ -11  1
مشتق تابع g برابر شیب خط است:

 g x x b b x( )′ =− − =− ⇒ =− +1 12 2
4 4

همچنین در این نقطه،

 

g x x x bx x

x x x x x

x b

x b

( )

( )

=− + ⇒− − =− +

− + − =− + ⇒ =


= ⇒ =− +


 =− ⇒ = +

2

2 2

1 3 1 3
4 4 4 4

1 1 3 32
4 4 4 4

3 13
2 4

3 13
2 4

 . 1
2

پس مجموع مقادیر ممکن برای b برابر است با 

راه ح��ل دوم چ�ون تاب�ع g ب�ر خ�ط داده ش�ده مم�اس اس�ت، پ�س معادلۀ  

. ریشۀ مضاعف دارد. بنابراین x bx x− − =− +2 1 3
4 4

x b x b b b( ) ( )+ − + = ⇒∆= − − = ⇒ − − =2 2 24 4 1 3 0 4 1 48 0 16 8 47 0

. −− =8 1
16 2

معادلۀ بالا دو جواب دارد که مجموع آن ها برابر است با 

1511 ، پسن1زگ -11 f( )=1 0 راه حل اول توجه کنید که   3

 
x x

x

f x f x x x xf
x x

x x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim( ( )( )( ) ( ))

( )( )( )( ) ( ) !

→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − −

= × − − − − = ×







1 1

1

1 2 2 1 2 2 2 12 01
1 1

4 2 1 2 3 2 4 2 12

4 11 1 2 3 10 4 10

x−2 به ازای x=1 برابر صفر اس�ت،  2 راه ح��ل دوم با توجه به اینک�ه مقدار 
عب�ارت  مق�دار  در  را   ۲ یعن�ی  عب�ارت  ای�ن  مش�تق  اس�ت  کاف�ی 

x=1 ضرب کنیم. x به ازای  x x x x( )( )( ) ( )− − − −2 2 1 2 3 2 4 2 12

f ( ) ( )( ) ( ) !′ = × × × − − − = ×1 2 2 1 1 2 10 4 10

1521 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  3

 

x xf x
x x

x x x x x x x xf x
x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

3

32

3 33 2 2 3

32 2

32 2 3
3 2

32 2

1 13 2
2 3

، نتیجه می شود: x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =

+ 2

1 13 1 1 2 1 1
72 31
121 1

1531 x منفی ن1زگ -11 x−2 ، علام�ت عب�ارت  1
2

در نزدیک�ی نقط�ۀ   2

 x x x x| |− = −2 2 1 تساوی های 
2

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 3 2 است و 

]x برقرارند و  ]=3 و 1

 x xx x xf x x
x x x x x x

( )
( ) ( )

( )( )

− −− −= = = ≠
− − + + + +

2

3 2 2
1 1

1 1 1 1
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در نتیجه
x x x x xf x

x x x x

f

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

+ + − + −′ =− =
+ + + +

−
′ = =−

+ +

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 1
1 1

1 1
1 124
2 1 1 491

4 2
1541 x=1 پیوس�ته و ن1زگ -11 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ   3

مشتق پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
f x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = + = + > ′ = ⇒ 
′< = =  

1 1
22

1

1

1 4

1 3 3 63 3 1

6 1 1 6 6

، از طرف دیگر f ( )′ =1 6 بنابراین 

x x x

f x f x f f
x x xx x

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )

( )→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−31 1 1

4 1 1 1 11 6 3
1 1 2 2

1551 به کمک تعریف مشتق می دانیم:ن1زگ -11  3

 
x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

پس
 
x

f x f f
x
( )

lim ( ) , ( )
→

+ ′= ⇒ =− =
−4

5 5 4 5 4 5
4

از طرف دیگر،

 f x xf xxg x g x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′−′= ⇒ =
2

2 2 2
2 2

. f fg
f

( ) ( )
( )

( ) ( )

′− − − ×′ = = =−
−2 2

4 4 4 5 4 52 1
4 5

بنابراین 

1561 ، آن گاهن1زگ -11 x≥0 ضابطۀ تابع gof را به دست می آوریم. اگر   3

 
f x x x x

gof x g x x x x x x

( )

( )( ) ( ) ( ) | |

= + =

= = − = − =

4 5

5 4 5 5 20 5 15
f و x x x x( )= − =4 3 ، آن گاه  x<0 اگر 

 gof x g x x x  x x x( )( ) ( ) ( ) | |= = − = + =3 4 3 3 12 3 15
. gof( ) ( )′ =0 15 gof و  x( ) ( )′ =15 gof و در نتیجه  x x( )( )=15 بنابراین 

1571  مش�تق پذیر باش�د، باید تابع ن1زگ -11 ب�رای اینکه تابع f روی   3
y ریش�ه نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد، زیرا اگر  x x m= − +2 6
این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باشد، آن گاه تابع f در این دو ریشه مشتق پذیر 

m نیست. بنابراین m∆= − ≤ ⇒ ≥36 4 0 9
پس m مقادیر طبیعی ۱ تا ۸ را نمی تواند داشته باشد.

1581 هم�انن1زگ -11  a نقط�ۀ  در   f تاب�ع  لحظ�ه ای  تغیی�ر  آهن�گ   4
f است: a( )′

 k kf x f a
x a

( ) ( )′ ′=− ⇒ =−
2 2

] برابر است با , ]3 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 
k k

f f k( ) ( )
−− −= =

−
6 3 6 3
6 3 3 18

، در  a [ , ]∈ 3 6 a و ب�ا توج�ه به اینک�ه  =2 18 k پ�س  k
a

− =−
2 18

بنابرای�ن 

. a= 18 نتیجه 

1591 )A بر ن1زگ -11 , )1 6 y در نقطۀ  x= +4 2 ابتدا توجه کنی�د که   4

، بنابراین  f x x a( )′ = −23 3 نم�ودار تاب�ع f مم�اس اس�ت. از ط�رف دیگ�ر 
. پس f ( )′ =1 4 )f و  )=1 6

 
a b a

a b

− + = =− ⇒ 
− =  = 

11 3 6
3

3 3 4 4

1601 ) گذش�ته اس�ت، پس ن1زگ -11 , )2 0 ) و  , )0 4 خط d از نقطه های   3
y اس�ت. چون خط d در نقطه ای به طول ۱ بر  x=− +2 4 معادلۀ آن به صورت 
f به ازای x=1 برابر با شیب خط d است: x( )′ سهمی مماس است، پس مقدار 

 f x ax c f x ax f a a( ) ( ) ( )′ ′= + ⇒ = ⇒ = =− ⇒ =−2 2 1 2 2 1
y اس�ت، پس ع�رض آن برابر اس�ت با  x=− +2 4 چ�ون نقط�ۀ A روی خط 
f اس�ت، پ�س x x c( )=− +2 )A روی س�همی  , )1 2 . چ�ون نقط�ۀ  y=2

. c=3 ، یعنی  c=− +2 1 ، بنابراین  f( )=1 2

1611  مش�تق پذیر و صعودی اس�ت، پس ن1زگ -11 چ�ون تاب�ع f روی   2
. در  f x ax x a( )′ = − + ≥23 18 3 0 مش�تق آن همه جا نامنف�ی اس�ت. بنابراین 

نتیجه
 ax x a a a a   a     IÄ,− + ≥ ⇒ > ∆= − ≤ ⇒ ≥ ≤−2 2 26 0 0 6 4 0 3 3

. a≥3 پس 

1621 از روی نمودار تابع f معلوم اس�ت ک�ه این تابع روی بازۀ ن1زگ -11  4
. اکنون توجه  f x( )′ <0 ) مش�تق پذیر و اکیداً نزولی است. بنابراین  , )− −3 1

کنید که چون مقادیر تابع f منفی اند، پس

 f x xf x f xy y x
x x

( ) ( ) ( )
, ( , )

′ −′= ⇒ = > ∈ − −
2

0 3 1

بنابراین تابع گزینۀ )۴( اکیداً صعودی است.
f است. x x( )=− −3 100 مثال نقض برای گزینه های دیگر تابع 

1631 نمودار تابع f به ش�کل زیر اس�ت. این تابع در نقطه های ن1زگ -11  3
x=2 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی دارد و در نقطۀ  x=−2 و 

1641 توجه کنید کهن1زگ -11  1
 f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = + + = + +2 5 4 1 4

 
x

f x

f x

( )

( ) min max min

−∞ − − +∞

′ − + − +

4 1 0

0 0 0

   

x=−4 مینیم�م نس�بی دارد و در نقط�ۀ  x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه ه�ای 
x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.



)77(

1651 چ�ون تاب�ع f همه ج�ا مش�تق پذیر اس�ت، پ�س نق�اط ن1زگ -11  1
f هستند. از طرف دیگر، x( )′ =0 اکسترمم نسبی آن جواب های معادلۀ 

 f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
f در نقطۀ x=1 از مثبت به منفی تغییر علامت می دهد،  ′ f و  ( )′ =1 0 چ�ون 
، پس f( )=−1 4 x=1 ماکزیمم نسبی دارد. طبق فرض  پس تابع f در نقطۀ 

 a a− + + =− ⇒ =−1 6 9 4 8

 
x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

  

1661 fD ون1زگ -11 ( , )= − +∞5 توجه کنید که   2

 
xx x  

x xxf x
x x x

( )
( )

−+ −
+ ++′ = =

+ + +

2
2

172 5
3 20 172 5

5 2 5 5
تابع f در تمام نقاط دامنه اش مش�تق پذیر اس�ت. پس نقاط اکسترمم نسبی آن 

f است. پس x( )′ =0 جواب های معادلۀ 

 f x x x x       x ¡.¡.ù)( ) , (.′ = ⇒ + + = ⇒ =− =−2 170 3 20 17 0 1
3

x=−1 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع f اس�ت و عرض این نقطه برابر است  پس 
. f( )− =−1 8 با 

1671 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 f x x x x x x

f x x       x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − + + − = − +

′ = ⇒ = =−

2 3 23 2 2 2 2 4 4

0 2 1
)f را مقایسه می کنیم: )−2 )f و  )2  ، f( )−1 اکنون مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− =− = − =1 27 2 0 2 0

] است. , ]−2 2 27− مقدار مینیمم مطلق تابع f در بازۀ  بنابراین 

1681 x و باید کمترین مقدار ممکن ن1زگ -11 y= −4 2 توجه کنید ک�ه   3
f را پیدا کنیم. از طرف دیگر، y y y( )= − + 24 2 تابع 

 f y y      f y y( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ =2 2 0 1
چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
y  y  

f y f ylim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

. f( )=1 3 پس کمترین مقدار تابع f به ازای y=1 به دست می آید و برابر است با 

1691 فاصلۀ نقطه های مورد نظر برابر است بان1زگ -11  3

 x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 4 5 4 4

f را پی�دا کنیم. x x x( )= + +25 4 4  بنابرای�ن بای�د کمتری�ن مق�دار تاب�ع 
fD و  = توجه کنید که 

 xf x f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

10 4 20
52 5 4 4

 x=− 2
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای 
به دست می آید که برابر است با

 f( ) ( ) ( )− = − + − + =22 2 2 45 4 4
5 5 5 5

1701 فرض کنید طول نقطۀ C برابر x باش�د. در این صورت، ن1زگ -11  2
 y x= −5 طول نقطۀ A هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ A روی نمودار تابع 
 . AC x= −5 x−5 است. بنابراین  اس�ت، پس عرض نقطۀ A برابر با 

. به این ترتیب  BC x= +4 از طرف دیگر 

 ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 4 5
2

f به  ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 4 5
2

بنابرای�ن باید x ای را پیدا کنیم که تابع 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

 
f x x x

x
xf x x x x x

x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+′ = ⇒ − = × ⇒ − = + ⇒ =
−

1 1 15 4
2 2 2 5

1 1 40 5 10 2 4 2
2 4 5

1711 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 x x x x k x kx kf x
x x x x

( )( )
( )

( ) ( )

+ + − + + − − + −′ = =
+ + + +

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1

1 1
مخرج کس�ر فوق همواره مثبت است. پس باید صورت این کسر فقط روی بازۀ 

f نامنفی و تابع f صعودی ش�ود. بدین منظور  x( )′ ] نامنفی باش�د تا  , ]− 4 2
5

f باشند: x( )′ =0 − جواب های معادلۀ  4
5

باید ۲ و 

 xx kx k k k k=− − + − = →− − + − = ⇒ =−22 32 1 0 4 4 1 0
5

جواب ه�ای معادلۀ  x=− 4
5

x=2 و  ، آن گاه  k=− 3
5

توج�ه کنید ک�ه اگ�ر 

f هستند. x( )′ =0

1721 fD و ن1زگ -11 [ , )= +∞2 توجه کنید که   3

 
x xf x  

x x x x
f x x x x x x

( )

( )

− − +′ = − =
+ − + −

′ = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

1 1 2 2 4
4 2 2 2 4 2

0 2 2 4 4 8 4 4
f به صورت زیر اس�ت: )ب�رای تعیین  ′ بنابرای�ن ج�دول تعیی�ن علامت تاب�ع 
 ) f ( )′ >11 0 f و  ( )′ <3 0 علامت می توانید از عددگذاری استفاده کنید. مثلًا 

 
x

f x( )

+∞

′ − +

2 4

0

] صعودی اس�ت، یعنی  , )+∞4 ] نزولی و روی بازۀ  , ]2 4 پس تابع f روی بازۀ 
b=4 و برابر ۲ است. a=2 و  b وقتی به دست می آید که  a− حداکثر مقدار 

1731 f ن1زگ -11 تاب�ع  نم�ودار   4
به ص�ورت مقاب�ل اس�ت. ای�ن تاب�ع نه 
ماکزیمم نسبی دارد و نه مینیمم نسبی.

ت
ن
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1741 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  1

 
x x x x x x xf x

x x

f x x x x x   

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ + − + − + +′ = =
+ +

′ = ⇒− + + = ⇒ = + = −

2 2 2

2 2 2 2

2

2 1 1 2 2 1
1 1

0 2 1 0 1 2 1 2

 

x

f x

f x

( )

( ) min max

−∞ − + +∞

′ − + −

1 2 1 2

0 0

  

=x ماکزیمم نس�بی دارد. اکنون  +1 2 بنابرای�ن تاب�ع f در نقطه ای به طول 

. پس  a af a
a

( )
( )

+
= >

+2
1 0
1

a>0 و  ، آن گاه  a= +1 2 توج�ه کنید ک�ه اگ�ر 

نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f در ناحیۀ اول است.

1751 . برای ن1زگ -11 f x x ax( )′ = + +26 2 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه 1  3
، یعنی  f x( )′ =0 اینک�ه تابع f اکس�ترمم نس�بی نداش�ته باش�د بای�د معادل�ۀ 

x جواب نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد. پس ax+ + =26 2 1 0

 a a a| |∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 24 24 0 6 6

1761 توجه کنید کهن1زگ -11  4
x x x x x

f x       f x
x x x x x

( ) , ( )
 − ≥ − > ′= = 
− + < − + <  

4 3

4 3

4 0 4 4 0

4 0 4 4 0

 . f ( )−′ =0 4 f و  ( )+′ =−0 4 x=0 مش�تق پذیر نیس�ت زی�را  پ�س تاب�ع f در 
همچنین

 f x x x x( )′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =3 30 4 4 0 1 1
 . 10 ) نقاط بحرانی تابع هستند که فاصلۀ آن ها برابر است با  , )−1 3 ) و  , )0 0 یعنی 

1771 توجه کنید که تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق پذیر نیست. ن1زگ -11  1
از طرف دیگر،

x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x

( )
( )

( )

 − − − ≤ < − − + ≤ < = = 
− + − ≤ ≤ − + − ≤ ≤  

3 3 2

3 3 2

5 1 0 1 5 0 1

5 1 1 2 5 1 2

بنابراین

x x x
f x

x x x

x x x x
f x

x x

(.¡.¡.—)

jnHkº JH¼]

( )

,
( )

− − + < <′ =
− + − < <
− − + = ⇒ = =−′ = ⇒
− + − =

2

2

2

2

15 2 1 0 1

15 2 1 1 2

1 115 2 1 0
5 30

15 2 1 0

 . f( )=−2 38 )f و  )=1 3
5 25

 ، f( )=−1 5  ، f( )=0 0 اکن�ون توجه کنید ک�ه 

38− است. بنابراین مقدار مینیمم مطلق تابع f برابر 

1781 fD و تاب�ع f روی بازۀ ن1زگ -11 [ , ]= −2 2 ابت�دا توجه کنید که   3
) مشتق پذیر است و , )−2 2

 
x

x x xf x       f x x x
x x

x x x       x  (.¡.¡.ù)

( ) , ( )

,≥

− −′ ′= − = = ⇒ − =
− −

→ − = ⇒ = =−

2 2
2 2

0 2 2

41 0 4
4 4

4 2 2

)f را مقایسه کنیم تا بیشترین مقدار و کمترین  )2 )f و  )2  ، f( )−2 بنابراین باید 
)f و  )=2 2 2  ، f( )− =−2 2 ] پیدا ش�ود:  , ]−2 2 مق�دار تاب�ع f روی ب�ازۀ 

 −2 2 و کمترین مقدار آن برابر  2 . بنابراین بیش�ترین مقدار تابع برابر  f( )=2 2
− است. 2 است و نسبت بیشترین مقدار به کمترین مقدار تابع برابر 

1791 y باش�د، ن1زگ -11 x= +1 اگ�ر B نقط�ه ای روی نم�ودار تابع   1
x است. بنابراین x( , )+1 مختصات آن به صورت 

 AB x  x x x( ) ( )= − + + − = − +2 2 27 531 0 6
2 4

xf و در نتیجه  x
x x

( ) −′ =
− +2

3
536
4

، آن گاه  f x x x( )= − +2 536
4

اگر 

 f x x( )′ = ⇒ =0 3
بنابرای�ن کمترین مقدار تاب�ع f، یعنی کمترین مقدار طول پاره خط AB ، به ازای 

) است. , )3 2 )، یعنی  , )+3 3 1 x=3 به دست می آید. پس B نقطۀ 

1801 −x باش�د، در این ن1زگ -11 ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ C براب�ر   2
−x اس�ت. نقط�ۀ B روی خطی اس�ت که از  ص�ورت ط�ول نقطۀ B هم برابر 

 y x=− −3 6
2

) می گ�ذرد. معادل�ۀ این خط  , )−0 6 ) و  , )−4 0 نقطه ه�ای 

 ، x<4 x−3 اس�ت. توجه کنید که چون  6
2

اس�ت. بنابراین عرض نقطۀ B برابر 

. OABC مساحت مستطیل x x( )= − +3 6
2

، در نتیجه x− <3 6 0
2

پس 

تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بای�د  پ�س 

پی�دا  را   f x x x( ) ( )= − +3 6
2

، اگر  f x x( )′ =− +3 6 کنیم. چون 
. بنابراین  x=2 ، آن گاه  f x( )′ =0
بیشترین مقدار تابع f، یعنی بیشترین 
 OABC مقدار مساحت مس�تطیل 
x=2 به دس�ت می آی�د و  ب�ه ازای 

. × =2 3 6 برابر است با 

1811 fD ون1زگ -11 { }= − ±1 ابتدا توجه کنید که   4

 x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

− − − −′ = =
− −

2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
به جدول زیر توجه کنید:

 
x

f x
f x
( )

( )

−∞ − +∞
′ − − −

1 1

  

همچنین

 x x

x x

f x f x

f x    f x
( ) ( )

lim ( ) , lim ( )

lim ( ) , lim ( )

− +

+ −

→ − → −

→ →

=−∞ =+∞

=+∞ =−∞
1 1

1 1
بنابرای�ن جدول تعیین جدول تغییرات تابع f به ش�کل بالاس�ت و این تابع روی 
) نزولی اس�ت ول�ی روی دامنه اش  , )+∞1 ) و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 بازه ه�ای 

غیر یکنواست.

ت
ن

ت
ن
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1821 ر ن1زگ -11 ا د نم�و  2
تابع f به ش�کل مقابل است. از 
روی این ش�کل معلوم است که 
تابع f دو نقطۀ مینیمم نس�بی و 
یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد.

1831 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

f x x x f x x x x x

f x x x 

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − + ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =

5 4 4 3 35 1 5 20 5 4

0 0 4

x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

0 4

0 0

  

x=4 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی و در نقطۀ  بنابراین تابع f در نقطۀ 

1841 f همه جا مشتق پذیر است، پس مشتق آن در ن1زگ -11 چون تابع   3
نقطۀ اکسترمم نسبی اش برابر صفر است:

af x x bx x  f x ax bx

f a b

( ) ( )

( )

′= + + − ⇒ = + +

′ − = ⇒ − + =

3 2 242 4 4 4
3 3

1 0 4 4 0
از طرف دیگر، مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می کنند:

af b  a b( )− = ⇒− + − − = ⇒− + =41 2 2 4 2 6 22
3 3

b=9 و  a=32 و   نتیجه می شود 
a b

a b

− =−

− + =

4 4

6 22
از حل دس�تگاه معادلات 

. a b− =23 در نتیجه 

1851 . تابع f در ن1زگ -11 xf x
x x

( )
( )

−′ =
−

2

3 3 2
3 3

3 3
توج�ه کنید ک�ه   4

 x=−1 ±=x مش�تق ندارد و در نقطه های x=1 و  3 x=0 و  نقطه های 
مشتق آن صفر است. جدول تغییرات تابع f به صورت زیر است:

 

x

f x

f x
min max

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + + − −

3 1 0 1 3

0 0

     

3 است. 2 پس x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است و عرض این نقطه برابر 

1861 توجه کنید کهن1زگ -11  3
x xf x x x  

x x

( )
( )

− −′ = + =
2 23 2
3 3

2 1 8 22
3 3

. پس  f ( )′ =1 0
2

f و  ( )′ − =1 0
2

x=0 مش�تق پذیر نیست و  f در نقطۀ  تابع 

f سه نقطۀ بحرانی دارد. تابع 

1871 f در تمام نق�اط دامنه اش ن1زگ -11 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه تاب�ع   1
مشتق پذیر است و

x  x a
x axf x f x x a

x x x
   (.¡.¡.ù)

( )
( ) , ( ) [ , ]

− +
−′ ′= = = ⇒ = ∉

1
2 0 1 4

2

ت
ن

ت
ن ت

ن

)f دنب�ال ماکزیم�م مطلق تاب�ع بگردیم: )4 )f و  )1 پ�س بای�د بی�ن مقادی�ر 

) اس�ت، مق�دار  , )0 1 . چ�ون a ع�ددی از ب�ازۀ  af( )= +4 2
2

f و  a( )= +1 1

 a+2
2

a+1 بزرگ تر اس�ت، پس مقدار ماکزیم�م مطلق تابع  a+2 از مق�دار 
2

. a=1
2

، در نتیجه  a+ =92
2 4

است. بنابراین 

1881 ارتف�اع مکعب حاصل مس�اوی x اس�ت. ط�ول و عرض ن1زگ -11  4
. توجه کنید که xl´\e= 2 قاعدۀ آن را با l نمایش می دهیم. در این صورت 

x l l x x x´\e ( )+ = ⇒ = − ⇒ = − 22 30 30 2 30 2

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − 230 2 بنابراین باید ماکزیمم مطلق تابع 

f x x x x f x x x

f x x x x x

x x x x 

( ) ( )

( )

( )( ) ,

′= − + ⇒ = − +

′ = ⇒ − + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

3 2 2

2 2

4 120 900 12 240 900

0 12 240 900 0 20 75 0

5 15 0 5 15

x=15 حجم جعبه  توجه کنی�د که به ازای 
برابر صفر می شود، در نتیجه بیشترین مقدار 

x=5 به دست می آید. تابع f به ازای 

1891 −x باشد. چون نقطۀ A ن1زگ -11 فرض کنید طول نقطۀ A برابر   3
x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1

 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

نتیج�ه  در   ، f x x x( )= − 36 آن گاه   ، f x x x( ) ( )= − 26 اگ�ر 

. پس f x x( )′ = − 26 3

 f x x   x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع
 . × =2 4 4 2 =x به دست می آید و برابر است با  2 به ازای 

1901 تاب�ع ن1زگ -11 نم�ودار  روی  نقط�ه ای   x x( , )3 کنی�د  ف�رض   1

y برابر است با  x− + =3 6 0 y باشد. فاصلۀ این نقطه تا خط  x= 3

 x x x x x x| | | |− + − + − += =
+

3 3 3

2 2

3 6 3 6 3 6
10 101 3

تاب�ع  مق�دار  کمتری�ن  ک�ه  اس�ت  جای�ی  نظ�ر  م�ورد  نقط�ۀ  بنابرای�ن ط�ول 
d به دست می آید. توجه کنید که  x x= − +3 3 6

 d x       d x  x  .¡.¡.ù, , ( )′ ′= − = ⇒ = =−23 3 0 1 1
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 . d( )=1 4 )d و  )=0 6 )d را مقایس�ه کنی�م:  )1 )d و  )0 پ�س بای�د مقادی�ر 
بنابراین طول نزدیک ترین نقطه برابر ۱ است.

1911 f توجه کنید.ن1زگ -11 ′ به جدول تعیین علامت تابع   2

 x x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

+ − + − − +′ = =
+ +

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1

1 1

 
x

f x

f x

( )

( )

−∞ − − − + +∞

′ − + −

1 2 1 2

0 0

  

] صعودی اس�ت و حداکثر مقدار  , ]− − − +1 2 1 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

2 است. 2 b برابر  a−

1921 fD و ن1زگ -11 k( , ]= −∞ ابتدا توجه کنید که   1

 
k xf x  

k x k x

f x k x x k  

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥ −

1 2 11
2 2

10 2 1
4

b برابر  a− k نزولی است و بیشترین مقدار   k[ , ]− 1
4

بنابراین تابع f روی بازۀ 

1 است.
4

با 

1931 ابتدا دامنۀ تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  1

x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ <2 22 0 2 2 2 1 1 1 2

 اس�ت. 

x x

f x x x

x x

( )

+ − ≤ <
= + ≤ <


+ ≤ <

1 1 0

2 0 1

1 1 2

بنابرای�ن ضابط�ۀ تابع f به صورت 

نمودار تابع f به ش�کل زیر اس�ت و مش�خص اس�ت که این تابع فق�ط در نقطۀ 
x=1 مینیمم نسبی دارد.

1941 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x a x x x x ax af x
x a x a

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

+ + − + − − −′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2

چون تابع f همه جا مشتق پذیر است، برای اینکه دو نقطۀ اکسترمم نسبی داشته 
x دو جواب متمایز داشته باشد: ax a− − =2 0 باشد، باید معادلۀ 

 a a∆> ⇒ + >20 4 0
، همواره درست است. a>0 که چون 

1951 x=0 ط�ول نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع ن1زگ -11 توج�ه کنید که   1
: f ( )′ =0 0 مشتق پذیر f است. پس 

 f x x ax b f b b( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =34 2 0 0 0 0 0

 f از طرف دیگر، عرض نقاط مینیمم نسبی تابع . f x x ax( )= + +4 2 بنابراین1
3− است. ابتدا طول این نقاط را به دست می آوریم: برابر 

 
f x x ax

ax x a x       x       a

( )

( ) , ,

′ = + =

−+ = ⇒ = =± <

3

2

4 2 0

2 2 0 0 0
2

بنابراین 

 a a af   a a( )−± =− ⇒ − + =− ⇒ = ⇒ =−
2 2 23 1 3 16 4

2 4 2
± است. 2 پس طول نقاط مینیمم نسبی تابع 

1961 f ن1زگ -11 x x( ) | |= −3 1 ، آن گاه  x≥0 ابتدا توجه کنید که اگر   3

 f بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع . f x x x( ) | | | |= − − = +3 31 1 ، آن گاه  x<0و اگ�ر

به صورت مقابل اس�ت. پ�س در نقطه های x=1 و 
x=−1 تابع f مش�تق ندارد )نقطۀ گوشه ای( و در 
x=0 مشتق تابع f برابر صفر است. پس این  نقطۀ 

تابع سه نقطۀ بحرانی دارد.

1971 ب�ه نم�ودار تاب�ع f توج�ه ن1زگ -11  1
 x=0 کنی�د. واض�ح اس�ت که اگ�ر تاب�ع f در 
مینیمم نس�بی داش�ته باش�د ول�ی مینیمم مطلق 
. دقت کنید که اگر  k< <0 4 نداشته باشد، باید 
x=0 مینیم�م مطل�ق  ، آن گاه تاب�ع f در  k≤0
 x=0 در   f تاب�ع  آن گاه   ، k≥4 اگ�ر  و  دارد 

ماکزیمم نسبی دارد.

1981 ، در نتیجهن1زگ -11 y x= −2 ، پس  x y+ =2 چون   2

x y x x x x( ) ( )+ = + − = − +3 3 3 3 22 2 3 6 4

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − +22 3 6 4 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 
کنید که

f x x x  f x x     ( ) ( ) ( ) , ( )′ ′= − = − = ⇒ =2 6 6 12 1 0 1

 .
x x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞ چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

. f( )=1 2 پس کمترین مقدار تابع f به ازای x=1 به دست می آید و برابر است با 

1991 توج�ه کنید که ط�ول نقطه ه�ای A و B صفرهای تابع f ن1زگ -11  1
A برابر مجموع صفرهای تابع درجۀ دوم f است: Bx x+ هس�تند، در نتیجه 

، آن گاه mg x
m

( ) −=
−2

2 3
2

. اگر  A B
m mx x

m m
− −+ =− =
− −2 2

3 2 2 3
2 2

m m m m mg x
m m

g x m m m m 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

− − − − + −′ = =
− −

′ = ⇒ − + = ⇒ = =

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 3 2 6 4
2 2

0 3 2 0 1 2



)81(

f مثبت می ش�ود و در نتیجه  x2 در ضابطۀ تابع  ، آن گاه ضریب  m=2 اگ�ر 
f پایین ترین نقطه دارد که چنین نیست. بنابراین m=1 و کمترین  نمودار تابع 

مقدار تابع g به ازای m=1 به دست می آید و برابر است با ۱.

2001 x باش�د. در این ن1زگ -11 D براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ   3
C روی خ�ط  x اس�ت و چ�ون نقط�ۀ  C ه�م براب�ر  ص�ورت، ط�ول نقط�ۀ 
−x اس�ت. اکنون توجه  +4 C برابر  y اس�ت، پس عرض نقط�ۀ  x=− +4
B روی خط  −x اس�ت، و چون نقطۀ  +4 B هم برابر  کنی�د ک�ه عرض نقطۀ 
−x اس�ت. به ای�ن ترتیب طول  B برابر  y اس�ت، پ�س طول نقطۀ  x= +4

. بنابراین AD x=2 −x است، در نتیجه  A نیز برابر  نقطۀ 
ABCD x x®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )= −2 4

f را به دس�ت آوریم. چون  x x x( ) ( )= −2 4 بنابراین باید بیش�ترین مقدار تابع 
. x=2 ، آن گاه  f x( )′ =0 ، پس اگر  f x x( )′ = −8 4

بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار تاب�ع f، یعن�ی بیش�ترین مقدار مس�احت مس�تطیل 
. × × =2 2 2 8 x=2 به دست می آید و برابر است با  ABCD به ازای 

2011 دو س�ر وت�ر مثل�ث م�ورد نظ�ر نقطه ه�ای برخ�ورد خ�ط ن1زگ -11  1
 ( , )8 0 ) و  , )−0 4 x ب�ا محوره�ای مختص�ات هس�تند. این نقطه ه�ا  y− =2 8

 ( , )−4 2 ) یعنی  , )+ − +0 8 4 0
2 2

هس�تند. وس�ط پاره خط میان این دو نقطه، نقطۀ 

x است. y+ =2 0 y یا  x=− 1
2

است. معادلۀ خطی که از مبدأ و این نقطه می گذرد 

2021 x می نویسیم. پسن1زگ -11 ky− + =1 0 معادلۀ خط را به صورت   3

 

k k kA 
k k

k k k k k k

‰i pH ¾â ‰£º ¾â ±‚IÎ

| ( ) | | |

( )

| |

− + +
= = ⇒ =

+ − +

+ = + ⇒ + + = + ⇒ =

2 2 2

2 2 2

3 1 1 2 12 2
1 1

32 1 2 1 4 4 1 4 4
4

2031 1− ن1زگ -11 حاصل ضرب ش�یب های دو خط عمود بر هم برابر   1

y عمود  x=− 3
2

، یعنی  y x=−2 3 اس�ت. بنابراین ش�یب خطی که بر خط 

 ( , )−0 1 2 است و از نقطۀ 
3

2 اس�ت. معادلۀ خطی که شیب آن 
3

اس�ت، برابر 

می گذرد به صورت زیر است:

 y x y x( )+ = − ⇒ − + =21 0 3 2 3 0
3

2041 جس�م حاصل اس�توانه ای به ش�عاع قاعدۀ ۳ و ارتفاع ۴ ن1زگ -11  4
است که مخروطی به شعاع قاعدۀ ۳ و ارتفاع ۴ به آن اضافه شده است. بنابراین 

حجم جسم حاصل برابر است با 

π× ×π× × + = π
22 3 43 4 48
3

2051 مجم�وع فاصله های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون های ن1زگ -11  3
 . NF NF a′+ =2 MF و  MF a′+ =2 . بنابراین  a2 بیضی برابر اس�ت ب�ا 
اگ�ر ای�ن تس�اوی ها را با هم جم�ع کنیم معلوم می ش�ود که محی�ط چهارضلعی 
c و  OF= =6 . اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه  a4 ′MFNF براب�ر اس�ت ب�ا 

، بنابراین b BB′= =2 16
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 64 36 100 10

 . a=4 40 ′MFNF برابر است با  پس محیط چهارضلعی 

2061 . همچنین ن1زگ -11 c=4 ، پ�س  c FF′= =2 8 توج�ه کنید که   1

. بنابراین  a c= =3 6
2

، پس  c
a
=2
3

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 4 2 5
 . b=2 4 5 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

2071 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x y x  y  

x  y  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + − = ⇒ − + − =

− + − =

2 2 2 2

2 2

1 23 1 3 2 4 9 9 4
3 3

1 2 4
3 3 9

2 است.
3

بنابراین شعاع این دایره برابر 

2081 ، یعن�ی ن1زگ -11  ( , )−− −6 10
2 2

مرک�ز دای�رۀ داده ش�ده نقط�ۀ   2

) است. شعاع این  , )−3 5 ) اس�ت. بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر هم  , )−3 5

) است که می شود , )8 7 ) و  , )−3 5 دایره برابر فاصلۀ نقطه های 

 ( ) ( )− + + = =2 28 3 7 5 169 13

2091 x ن1زگ -11 y x y+ − − + =2 2 2 6 5 0 ابتدا توجه کنید که در دایرۀ  2
)O مرکز دایره است و شعاع آن برابر است با  , )1 3 نقطۀ 

 r ( )= + − =1 4 36 4 5 5
2

O مرکز دایره اس�ت و  ( , )′ −1 3 x نقطۀ  y x y+ + − − =2 2 2 6 15 0 در دایرۀ 

. بنابراین r ( )′= + − − =1 4 36 4 15 5
2

شعاع آن برابر است با 

r r OO, ( ) ( )′ ′− = − = + + − =2 25 5 1 1 3 3 2

OO و در نتیجه دو دایره متداخل اند. r r′ ′< − پس 

2101 )O مرک�ز دایره و ن1زگ -11 , )− −1 2 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه نقطۀ   2

+ است. با توجه به شکل زیر + =1 4 16 12 2 2
2

شعاع دایره برابر 

 ABAH OH OA AH= = ⇒ = − = − =2 22 8 4 2
2

از ط�رف دیگ�ر فاصل�ۀ نقط�ۀ O از خ�ط 
x برابر است با y k− + =2 2 0

 kOH | |− + +
=

+

2 2 2
4 1

بنابراین
k k k| |

| |= ⇒ = ⇒ =±
2 2 5 5
5
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2111 اندازۀ AB، قاعدۀ متوازی الاضلاع، برابر است با ن1زگ -11  1

 AB ( ) ( )= + + + =2 21 1 2 2 2 5

معادلۀ خطی را که ضلع AB روی آن قرار دارد می نویسیم:

 ABm y x y x( )− −= = ⇒ − = − ⇒ − =
− −
2 2 2 2 2 1 2 0
1 1

فاصلۀ C از این خط را به دست می آوریم که اندازۀ ارتفاع CH است:

 | ( )|

( )

− −
=

+ −2 2

1 2 3 7
51 2

. × =72 5 14
5

بنابراین مساحت متوازی الاضلاع برابر است با 

2121 توجه کنید نقطۀ C روی عمود منصف پاره خط AB قرار ن1زگ -11  2
) است. معادلۀ عمودمنصف پاره خط  , )− −1 2 دارد. وس�ط پاره خط AB نقطۀ 

2− است. y=−2 است. بنابراین عرض نقطۀ C هم برابر  AB به شکل 

2131 معادل�ۀ خ�ط اول را در ۲ ض�رب می کنی�م و ب�ه ش�کل ن1زگ -11  3
x می نویس�یم. ط�ول ضلع مرب�ع برابر فاصل�ۀ دو خط موازی  y− − =6 4 10 0

x است.  y− + =6 4 3 0 x و  y− − =6 4 10 0
در نتیجه

 ÍMo¶ Í±† Ï¼Š

| |

( )

− −
= =

+ −2 2

10 3 13
26 4

.( ) =213 13
2 4

بنابراین مساحت مربع برابر است با 

2141 جسم حاصل یک نیم کره ن1زگ -11  2
به ش�عاع ۲ اس�ت که روی س�طحی دایره ای به 
ش�عاع ۲ قرار دارد. بنابراین مساحت جانبی این 

. π× +π× = π
2 24 2 2 12

2
جسم برابر است با 

2151 . از طرف دیگرن1زگ -11 a BF′= =6 ابتدا توجه کنید که   1
 OA OF F A a c c c′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =4 6 4 2

اکنون توجه کنید که

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 2 4 2

. b=2 8 2 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

2161 ، در ن1زگ -11 a b− =2 ، پس  a b− =2 2 4 بنابر فرض مس�ئله،   4

 . c a b( )= = +3 3 2
5 5

پ�س   ، c
a
=3
5

دیگ�ر،  از ط�رف   . a b= +2 نتیج�ه 
بنابراین

 a b c b b b b( ) ( ( ))= + ⇒ + = + + ⇒ =2 2 2 2 2 232 2 8
5

 . a=2 20 a و طول قطر بزرگ بیضی برابر است با  b= + =2 10 بنابراین 

2171 مرکز دایره وس�ط پاره خط میان دو س�ر قطر است. مرکز دایرۀ ن1زگ -11  4

) است. اگر سر دیگر قطر مورد نظر  , )−1 3 ، یعنی   ( , )−− −2 6
2 2

مورد نظر نقطۀ 

)yx است. بنابراین , )
+− 12

2 2
x باشد، آن گاه وسط این قطر، نقطۀ  y( , ) نقطۀ 

 y yx x     ( , ) ( , ) ,
+ +− −= − ⇒ = =−
1 12 21 3 1 3

2 2 2 2
) است. , )−4 7 . پس نقطۀ مورد نظر  y=−7 x=4 و  بنابراین 

2181 به ص�ورت ن1زگ -11 دای�ره  معادل�ۀ  اگ�ر  اول  راه ح��ل   3
، پس معادلۀ دایره می شود  r| |β = x باش�د، آن گاه  y r( ) ( )−α + −β =2 2 2

)روی این دایره  , )0 9 ) و  , )0 1 . چ�ون نقطه ه�ای  x y( ) ( )−α + −β =β2 2 2

هستند، پس

 
( )

( ) ( )
( )

α + −β =β ⇒ −β = −β ⇒β= ⇒α=
α + −β =β

2 2 2
2 2

2 2 2

1
1 9 5 3

9
 

x است. y( ) ( )− + − =2 23 5 25 بنابراین معادلۀ دایره به صورت 
 x بر محور T و دایره در نقطۀ M راه ح��ل دوم ف�رض کنید مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ
. در  ABAH= =4

2
، پس  AB= − =9 1 8 مماس باشد. با نمادگذاری شکل زیر 

، یعنی شعاع دایرۀ مورد نظر برابر ۵ است. TM OH= =5 نتیجه 
، AHM AM=5 و بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ به این ترتیب

 AM AH MH MH MH= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 25 4 3
ب�ه این ترتی�ب، مرکز دایرۀ م�ورد نظر، 
) و شعاعش برابر ۵ است.  , )3 5 نقطۀ 

پس معادله اش به صورت زیر است.
 x y( ) ( )− + − =2 23 5 25

معادل�ۀ  ب�ه  دای�رۀ  ک�ه  کنی�د  توج�ه 
نی�ز   x y( ) ( )+ + − =2 23 5 25

می تواند پاسخ این سؤال باشد.

2191 x می نویسیم. ن1زگ -11 y− + =9 12 9 0 معادلۀ خط اول را به صورت   4

3 است(، پس شعاع دایرۀ مورد نظر 
4

چون خط های داده شده موازی اند )شیب هر کدام 

ب�ا اس�ت  براب�ر  خ�ط  دو  فاصل�ۀ  اس�ت.  خ�ط  دو  ای�ن  فاصل�ۀ  نص�ف  براب�ر 

1 است.
3

. بنابراین شعاع دایرۀ مورد نظر برابر  r | |

( )

+
= = =

+ −2 2

9 1 10 22
15 39 12

2201 x ن1زگ -11 y x y k+ + − =2 2 4 2 ابتدا توجه کنید که مرکز دایرۀ   4

r است. همچنین  k k= + + = +1 16 4 4 5
2

)O و شعاع آن  , )−2 1 نقطۀ 

O و شعاع آن برابر است  ( , )′ −2 2 x نقطۀ  y x y+ − + =2 2 4 4 8 مرکز دایرۀ 

 . r′= + + =1 16 16 32 4
2

با 



)83(

بنابراین

OO r r k      ( ) ( ) ,′ ′= + + − − = + = + +2 22 2 2 1 5 5 4

. پس OO r r′ ′= + برای اینکه دو دایره بر هم مماس بیرونی باشند باید 

k k k= + + ⇒ + = ⇒ =−5 5 4 5 1 4

2211 برای پیدا کردن تعداد عددهای مورد نظر می توانیم تعداد ن1زگ -11  2
عددهایی را که در آن ها رقم ۵ و ۶ وجود ندارد از تعداد کل عددهای سه رقمی کم 
کنیم. تعداد عددهای سه رقمی که در آن ها رقم ۵ و ۶ وجود ندارد، برابر است با 
تعداد عددهای س�ه رقمی که می توان با ۸ رقم 0، ۱، ۲، ۳، ۴، ۷، ۸ و ۹ نوش�ت. 
. بنابراین تع�داد عددهای  × × =7 8 8 448 تع�داد ای�ن عددها برابر اس�ت ب�ا 

. − =900 448 452 سه رقمی که در آن ها ۵ یا ۶ وجود دارد برابر است با 

2221 توجه کنید که ن1زگ -11  2

 nP n n n n
n
( )!

( , ) ( ) ( )
( )!

+
+ = = + −

−
11 3 1 1
2

بنابراین

 
P n n n n

n n
n n n n n

 ( , ) ( ) ( )

( )( )

+ + −
= ⇒ =

+ +
− − = ⇒ − + = ⇒ =2

1 3 1 156 56
1 1
56 0 8 7 0 8

2231 مجموع�ۀ ن1زگ -11 ی�ک  عض�وی   k زیرمجموعه ه�ای  تع�داد   3

 است. بنابراین
n

k

 
 
 
 

n عضوی برابر 

 

n n n n
n n

n n n n
n n n

! !
!( )! !( )!

! !
!( )( )! ! ( )!

   
   = ⇒ =
    − −   

= ⇒ − = ⇒ =
− − × −

88
3 3 4 43 4

8 3 32 35
3 3 4 3 4 4

بنابراین تعداد زیرمجموعه های دو عضوی این مجموعه برابر است با 
 
 =
 
 

35
595

2

2241 6× عض�و دارد. فرض ن1زگ -11 6 فض�ای نمونه ای ای�ن آزمایش   1
کنید A پیش�امد این باش�د که عدد پرتاب اول دو برابر عدد پرتاب دوم باشد. 

. بنابراین A {( , ),( , ),( , )}= 2 1 4 2 6 3 در این صورت 

 n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =3 1
36 12

. P A P A( ) ( )′ = − =111
12

بنابراین بنابر اصل متمم، احتمال مورد نظر برابر است با 

2251 . ب�رای اینکه هی�چ دو مهره ای ن1زگ -11 n S( )
 
 =
 
 

10

3
در اینج�ا   3

یعن�ی  ش�ود،  خ�ارج  مه�ره  ی�ک  رن�گ  ه�ر  از  بای�د  نباش�ند،  همرن�گ 

. P A( )

     
     
     
     = =

 
 
 
 

3 2 5

1 1 1 1
10 4

3

. بنابراین  n A( )
     
     =
     
     

3 2 5

1 1 1

2261 از ن1زگ -11  . P B P B( ) ( )′= − = − =7 11 1
8 8

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
طرف دیگر،

 
P A B P A P B P A B

P A P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + −3 1
4 8

 



 . P A P A B  ( ) ( )− = − =3 1 5
4 8 8

 بنابراین 

2271 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 

P A BP A B
P B P A B P A

P B A P BP A BP B A
P A

P B
P B

´Ãv£U

( )
( | )

( ) ( | ) ( )

( | ) ( )( )
( | )

( )

( )
( )


=

 → =
 =

= ⇒ =

1 1
42 3

2 9
3





2281 فرض کنید B پیشامد سفید بودن مهرۀ اول و A پیشامد ن1زگ -11  2
′B فضای  P را حساب کنیم چون B و  A( ) سفید بودن مهرۀ دوم باشد. باید 

′B پیش�امد س�یاه بودن مهرۀ اول است(،  نمونه ای را افراز می کنند )توجه کنید 
طبق قانون احتمال کل،

 P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =2 5 3 4 22
5 7 5 7 35

توجه کنید که اگر مهرۀ اول سفید باشد، مهرۀ دوم از بین پنج مهرۀ سفید و دو مهرۀ 

P و اگر مهرۀ اول سیاه باشد، مهرۀ دوم  A B( | )=5
7

سیاه انتخاب می شود، پس 

از بین چهار مهرۀ سفید و سه مهرۀ سیاه انتخاب می شود. پس

P A B( | )′ =4
7

 

2291 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن1زگ -11  1

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

 × + × + × =1 2 1 3 1 711
3 5 3 8 3 120

2301 می دانی�م اگ�ر از ه�ر ی�ک از داده ها ۱0 واحد ک�م کنیم، ن1زگ -11  4
واریان�س تغیی�ر نمی کن�د، پس بای�د مقدار a را ط�وری پیدا کنیم ک�ه واریانس 

,a برابر ۶ شود. , , ,− − −2 1 2 1 10 داده های 
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توجه کنید که
nx x x

x
n

aa

a a a  

a a a a   aIÄ

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

+ + +
σ = −

− + + + − + −
= − + + + − + − −

+ − − −
= − ⇒ = +

−
= ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =

2 2 2
1 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2
2

2 1 2 1 1016 2 1 2 1 10
5 5
10 10 10 4 106 6 2

5 25 25
4 104 10 25 10 5 15 5

25



2311 سه حالت وجود دارد:ن1زگ -11  3
حال��ت اول رقم هزارگان ۳ باش�د. در این صورت رقم ص�دگان فقط باید یکی از 
رقم ه�ای ۴ یا ۵ باش�د و برای رقم های دیگر محدودیت�ی نداریم. بنابراین تعداد 

 . × × × =1 2 4 3 24 عددهای مورد نظر در این حالت برابر است با 
حالت دوم رقم هزارگان ۴ باشد. در این صورت برای رقم های دیگر محدودیتی 

 . × × × =1 5 4 3 60 نداریم و تعداد عددها در این حالت برابر است با 
حالت سوم رقم هزارگان ۵ باشد. در این صورت برای رقم های دیگر محدودیتی 

 . × × × =1 5 4 3 60 نداریم و تعداد عددها در این حالت برابر است با 
. + + =24 60 60 144 بنابراین تعداد کل عددهای مورد نظر برابر است با 

2321 ه�ر ی�ک از رقم های ۳، ۴، ۵ و ۶ را می ت�وان به جای رقم ن1زگ -11  2
یکان نوش�ت. چون رقم ها تکراری نیس�تند، تعداد عددهایی که رقم یکانش یکی 
از این عددهاس�ت برابر اس�ت با تعداد جایگشت های سه رقم دیگر. مثلًا تعداد 

3! است: عددهایی که رقم یکان آن ها ۳ است برابر با 

. همین مطلب  !×3 3 بنابرای�ن مجموع رقم های یکان این عددها برابر اس�ت با 
در م�ورد رقم ه�ای دیگ�ر نیز درس�ت اس�ت. بنابرای�ن مجموع رقم ه�ای یکان 

عددهای مورد نظر برابر است با 
 ! ! ! ! !× + × + × + × = × =3 3 3 4 3 5 3 6 3 18 108

2331 پنج م�کان برای پنج حرف جایگش�ت در نظر می گیریم. ن1زگ -11  1
حرف س�مت چپ t و حرف س�مت راست g است. بنابراین سه مکان دیگر باید 
. بنابراین  P( , )7 3 با هفت حرف دیگر پر شوند که تعداد حالت ها برابر است با 

تعداد جایگشت های مورد نظر مسئله برابر است با

 P !( , )
!

= = × × =77 3 7 6 5 210
4

2341 . فرض کنید A پیش�امد مورد نظر ن1زگ -11 n S( )= 62 در اینجا   3
باشد. در این صورت باید از شش جای زیر حداکثر سه جا رو باشد. بنابراین

n A

kÄIÃº »n I] _ÃÀ kÄIÃM »n I] ¦Ä kÄIÃM »n I] »j kÄIÃM »n I] ¾w

( )
       
       = + + +
       
       

6 6 6 6

0 1 2 3

 . n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =
6
42 21

322
در نتیجه 

2351 چون B ، A و C دوبه دو ناسازگارند، پسن1زگ -11  3
P A B C P A P B P C

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= + +

− = + + ⇒ = ⇒ = 11 2 3 4 1 10
10

 

بنابراین
P A B P A C P A P B P A P C

P A P B P C x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) /

+ = + + +

= + + = + + = = =112 4 3 4 11 1 1
10

 

2361 ب�ا ه�ر دو خ�ط افقی و ه�ر دو خط عم�ودی می توان یک ن1زگ -11  4

. از طرف دیگر، n S( )
   
   = =
   
   

4 5
60

2 2
مستطیل درست کرد، بنابراین 

 
ÁIÀÍMo¶ jHk÷U

ÁIÀÍMo¶ jHk÷U

ÁIÀÍMo¶ jHk÷U

× = × =

× = + =

× = + =

1 1 3 4 12

2 2 3 3 6

3 3 1 1 2

. در نتیجه  + + =12 6 2 20 پ�س تع�داد مربع ه�ای روی ش�کل برابر اس�ت ب�ا 

. =20 1
60 3

احتمال مورد نظر برابر است با 

2371 ′B و ن1زگ -11 اگ�ر A و B مس�تقل از ه�م باش�ند، آن گاه A و   1
′A و B نیز مستقل از هم هستند. بنابراین همچنین 

 
P A B P A P B P A P B

P A B P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

′ ′= = − =

′ ′= = − =

11
4
11
6





بنابراین

 P A P A P B P B P A P B( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )− = − =1 1
4 6

، در نتیجه P A P B P A B( ) ( ) ( )=  چون A و B مستقل اند، پس 

 P A P A B P B P A B( ) ( ) , ( ) ( )− = − =1 1
4 6

 

اگر این تساوی ها را با هم جمع کنیم به دست می آید

P A P B P A B P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − − =

− =

5
12

5
12

 

 

2381 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن1زگ -11  4

از روی این نمودار معلوم است که احتمال مورد نظر برابر است با

 × × + × × = + =1 4 3 1 2 1 1 1 27
2 7 6 2 5 4 7 20 140
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2391 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن1زگ -11  1

راه حل اول از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

/× + × + × + × + × + × =2 3 2 5 3 2 3 5 5 2 5 3 0 62
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

راه حل دوم فرض کنید A پیشامد آن باشد که هر دو مهره همرنگ باشند. در 
P را می خواهیم. با توجه به نمودار درختی بالا A( )′ این صورت 

 P A( ) /= × + × + × =2 2 3 3 5 5 0 38
10 10 10 10 10 10

 

 . P A( ) / /′ = − =1 0 38 0 62 بنابراین 

2401 u ن1زگ -11 x= +5 1 ، در این صورت  i iu x= +5 1 فرض کنید   1

 ، x uCV CV=2 . چون  u x
uCV

u x
σ σ

= =
+

5
5 1

. در نتیج�ه  u xσ = σ5 و 

در نتیجه

 x x x x x x
x x

/
σ × σ

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =
+

2 5 15 1 10 5 1 0 2
5 1 5

 

2411 هر تابع به صورت ن1زگ -11  2
f a b c d{( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4

. در نتیجه برای  d≠4 c≠3 و   ، b≠2  ، a≠1 مطلوب مسئله است که در آن
c ، b ، a و d ه�ر ک�دام س�ه انتخ�اب داری�م و تع�داد تواب�ع م�ورد براب�ر ب�ا 

× است. × × =3 3 3 3 81

2421 ای�ن دانش آموز ی�ا باید چهار تا از پنج س�ؤال نخس�ت را ن1زگ -11  2
انتخاب کند و ش�ش سؤال از هشت س�ؤال آخر، یا پنج سؤال نخست را انتخاب 

کند و پنج تا از هشت سؤال آخر. بنابراین تعداد انتخاب های او برابر است با 
       
       + =
       
       

5 8 5 8
196

4 6 5 5

2431 هرط�ور ک�ه دو نقطه از یک خ�ط و دو نقط�ه از خط دیگر ن1زگ -11  2
انتخاب کنیم، می توانیم یک چهارضلعی که رأس هایش این نقطه ها هس�تند رسم 

.
   
   =
   
   

5 4
60

2 2
کنیم. بنابراین تعداد چهارضلعی های مورد نظر برابر است با 

2441 چ�ون می دانیم حاصل جمع عددهای ظاهر ش�ده عددی ن1زگ -11  2
اول است، پس فضای نمونه ای آزمایش به صورت زیر است

S {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

= 1 1 1 2 1 4 1 6 2 1 2 3 2 5 3 2

3 4 4 1 4 3 5 2 5 6 6 1 6 5
پیش�امد مطل�وب ک�ه در آن مجم�وع عددهای ظاهر ش�ده ۷ اس�ت به ش�کل 

A است. بنابراین  {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1

n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =6 2
15 5

2451 . فرض کنید A پیش�امد مورد نظر ن1زگ -11 n S( )= 52 در اینجا   4
باش�د. در این ص�ورت باید از پنج جای زی�ر حداکثر دو جا را برای نوش�تن »ر« 

انتخاب کنیم. مثلًا

. در نتیجه  n A( )
     
     = + + = + + =
     
     

5 5 5
10 5 1 16

2 1 0
بنابراین 

n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =
5

16 1
22

2461 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1
 A B A B A B A B A B( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⇒ =     

بنابراین 
P A B A B P A BP A B A B

P A B P A B
(( ) ( )) ( )

( | )
( ) ( )

′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ = = =

′ ′ ′ ′
1   

 

 

2471 P نتیجه می شودن1زگ -11 B P A( ) ( )′ ′=3 از تساوی   4
 P B P A P B P A P B P A( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = −1 3 1 1 3 3 3 2

P و نتیجه می شود B( )2 P قرار می دهیم  A( ) در تساوی فوق به جای 

 P B P B P B( ) ( ) ( )= − ⇒ =26 2
5

P و چون A و B مستقل از هم هستند، در نتیجه  A( )=4
5

پس 

P A B P A P B( ) ( ) ( )= = 8
25



2481 A3 به ترتیب پیش�امد این ن1زگ -11 A2 و   ، A1 ف�رض کنی�د   4
 A باش�ند که دانش آموز انتخاب ش�ده در پایۀ دهم، یازدهم یا دوازدهم است و
پیش�امد این باش�د که این دانش آموز به کارهای هنری علاقه مند است. در این 

صورت، بنابر قانون احتمال کل،

 P A P A P A A P A P A A P A P A A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / / / / /

= + +

= × + × + × =
1 1 2 2 3 3

0 4 0 2 0 3 0 4 0 3 0 35 0 305
2491 فرض کنید A پیشامد معیوب بودن لامپ انتخابی باشد و ن1زگ -11  2

B پیشامد آن باشد که لامپ انتخابی به جعبۀ اول تعلق داشته باشد. در این صورت 
P را حساب کنیم. A( ) ′B پیش�امد تعلق این لامپ به جعبۀ دوم اس�ت. باید 

. چون  P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + طب�ق قانون احتمال کل، 
در جعب�ۀ جدی�د ۸ لام�پ از جعب�ۀ اول و ۶ لام�پ از جعب�ۀ دوم اس�ت، پ�س 

. همچنی�ن احتم�ال معی�وب ب�ودن ی�ک لام�پ  P B( )′ = 6
14

P و  B( )= 8
14

4 و احتمال معیوب بودن یک لامپ انتخابی از جعبۀ 
24

انتخابی از جعبۀ اول برابر 

. در نتیجه P A B( | )′ = 2
15

P و  A B( | )= 4
24

2 است، پس 
15

دوم برابر 

P A( ) += × + × = + = =8 4 6 2 2 2 10 6 16
14 24 14 15 21 35 105 105
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2501 چون میانگین ۹ دادۀ آماری برابر ۸ است و دادۀ جدید نیز ن1زگ -11  1
برابر ۸ اس�ت، پس میانگین کل ۱0 داده نیز برابر ۸ اس�ت )زیرا مجموع ۹ داده 
× است، پس مجموع آن ها به همراه دادۀ جدید برابر ۸0 می شود،  =9 8 72 برابر 

80= اس�ت(. چون انحراف معیار ۹ داده  8
10

بنابرای�ن میانگین کل ۱0 داده برابر 

22= اس�ت. از فرم�ول  4 براب�ر ۲ اس�ت، پ�س واریان�س ای�ن داده ه�ا براب�ر 

nx نتیجه می گیریم x x x x x
n

(( ) ( ) ( ) )σ = − + − + + −2 2 2 2
1 2

1


x x x

x x x

x x x

x x x x

½jHj  ®¨ uºIÄnH»

(( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) ) ( )

( ) /

( )

( )

= − + − + + −

− + − + + − = × =

=σ = − + − + + −

= − + − + + − + −

= + − = =

2 2 2
1 2 9

2 2 2
1 2 9

2 2 2 2
1 2 10

2 2 2 2
1 2 9 10

2

14 8 8 8
9
8 8 8 4 9 36

110 8 8 8
10

1 8 8 8 8
10
1 3636 8 8 3 6
10 10









2511 هر مس�تطیل از برخورد دو خط افقی و دو خط عمودی از ن1زگ -11  3
۹ خط افقی و ۹ خط عمودی ش�کل زیر به وجود می آید. برای اینکه مس�تطیل ها 
4× باشند، باید فاصلۀ دو خط موازی ۲ واحد و فاصلۀ دو خط موازی  2 2× یا  4
2× یکی از خطوط ۱ تا ۷ افقی را  4 دیگر ۴ واحد باشد. برای رسم مستطیل های 
می توانی�م انتخ�اب کنیم و خ�ط م�وازی آن خودبه خود به فاصلۀ ۲ واحد رس�م 
می شود. همچنین یکی از خطوط عمودی ۱ تا ۵ را می توانیم انتخاب کنیم و خط 

موازی آن خودبه خود به فاصلۀ ۴ واحد رسم می شود. 
 ×2 4 بنابرای�ن تع�داد مس�تطیل های 

برابر است با 
   
   × = × =
   
   

7 5
7 5 35

1 1
 ×4 2 ب�ه همین ترتیب ۳۵ مس�تطیل 
وجود دارد. پس جمعاً ۷0 مس�تطیل با 

ابعاد ۲ و ۴ وجود دارد.

2521 3! حالت کنار هم قرار ن1زگ -11 حروف صدادار a ، o و i هستند که به   4
6! حالت کنار هم قرار  می گیرن�د. ح�روف بی ص�دا h ، t ، r ، g ، l و m هس�تند که به 
2! حال�ت می توانند کنار هم قرار  می گیرند. دو دس�ته ح�رف صدادار و بی صدا هم به 
 . ! ! ! != ×3 6 2 12 6 بگیرند. بنابراین تعداد کل جایگشت های مورد نظر برابر است با 

2531 از تساوی داده شده نتیجه می شودن1زگ -11  1

 

n n n n n n

n n n

n n n n n n

n nn n n n

n n n n n      n  (.¡.¡.ù)

( )! ! ( )! ! ( )! !

! ! !
( )! ( )! ( )!

! ! !
( )( )! ( )( )( )! ( )!

! ! !
( )( )

( )( ) ,

− − −
+ =

− − −
+ =

− − − − − −
+ =

× × ×
− −− + = ⇒ − + − + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2

2

5 6 4
5 6 4

5 6 4
5 6 4

5 4 6 5 4 4
5 4 6 5 4 4

6 55 1 30 6 30 11 30
5 30

17 30 0 15 2 0 2 15

.
n+   

   = =
   
   

3 5
10

2 2
بنابراین 

2541 B اشتراک ندارند، پس ناسازگارند ن1زگ -11 A− A و  B− چون   1
)نمودار ون زیر را ببینید(. 

اش�تراکی  هی�چ   A B′
 و   A B ناس�ازگارند.   B و   A B−  همچنی�ن 

نیس�تند.  ناس�ازگار  لزوم�اً   B′ و   A′ ول�ی  ناس�ازگارند.  پ�س   ندارن�د، 
، آن گاه  B { , }= 3 4 A و  { , }= 1 2  ، S { , , , , , }= 1 2 3 4 5 6 مثلًا اگر 

A B      { , , , } , { , , , }′ ′= =3 4 5 6 1 2 5 6

′B ناسازگار نیستند. ′A و  . پس  A B { , }′ ′= ≠∅5 6 در نتیجه 

2551 راه حل اول تعداد کل مهره ها در کیس�ه ۹تاست. تعداد ن1زگ -11  1

 . n S( )
 
 = =
 
 

9
84

3
راه های انتخاب ۳ مهره از میان این ۹ مهره برابر است با 

برای اینکه حداکثر دو تا از مهره ها قرمز باشند، باید یکی از حالت های زیر پیش بیاید:

        

  

ÂMA ÂMA 2» q¶o¤ 1

ÂMA 1» q¶o¤ 2

: , :

:

     
     = = × =
     
     

   
   = × =
   
   

4 5 4
3 4 5 6 30

3 1 2

5 4
10 4 40

2 1
. در نتیجه  n A( )= + + =40 30 4 74 بنابراین اگر A پیشامد مورد نظر باشد، 

n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =74 37
84 42

راه حل دوم فرض کنید A پیشامد آن باشد که هر سه مهره قرمز باشند. در این 

 . n A( )
 
 = =
 
 

5
10

3
P مطلوب مس�ئله اس�ت. توجه کنید که  A( )′ صورت 

. در نتیجه  n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =10 5
84 42

بنابراین 

 P A P A  ( ) ( )′ = − = − =5 371 1
42 42

 

2561 تعداد راه های انتخاب زیرمجموعه ای سه عضوی از مجموعۀ ن1زگ -11  1

. برای اینک�ه مجموع  n S( )
 
 = =
 
 

6
20

3
ش�ش عضوی داده ش�ده برابر اس�ت ب�ا 

عضوهای زیرمجموعۀ انتخاب شده فرد باشد، یا باید یک عضو فرد و دو عضوش زوج 
باشد، یا باید هر سه عضوش فرد باشند. بنابراین اگر A پیشامد مورد نظر باشد،

 n A( )
     
     = + = × + =
     
     

3 3 3
3 3 1 10

1 2 3

 . n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =10 1
20 2

در نتیجه 

2571 B هم مستقل ن1زگ -11 ′A و  اگر A و B مس�تقل از هم باشند،   2
از هم هستند. بنابراین

 
P A B P A P B P A P B

P A P B P A P B

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( ( ))

( )( )

′ ′ ′= + −

′ ′= − + − − − −

= − + − − − − =

1 1 1 1

1 1 1 1 171 1 1 1
3 6 3 6 18
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2581 فرض کنید A پیشامد قبول شدن پگاه در رشتۀ پزشکی و ن1زگ -11  4
B پیشامد قبول شدن او در رشتۀ دندانپزشکی باشد. در این صورت بنابر فرض،
. چون پیش�امدهای A و B مستقل از  P B A( ) /′ =0 24 P و  A( ) /=0 75  

′A و B نی�ز مس�تقل از یکدیگرن�د. بنابرای�ن  یکدیگرن�د، پ�س پیش�امدهای 

. در نتیجه P B A P B P A P B P A( ) ( ) ( ) ( )( ( ))′ ′= × = −1

 P B P B/ ( )( / ) ( ) /= − ⇒ =0 24 1 0 75 0 96

. P B P B( ) ( ) /′ = − =1 0 04 پس 

2591 B می نامی�م. نم�ودار درخت�ی زی�ر را ن1زگ -11 A و  جعبه ه�ا را   4
در نظر بگیرید:

از روی این نمودار معلوم است که احتمال آبی بودن مهره برابر است با

 × + × =1 6 1 3 9
2 8 2 8 16

2601 چ�ون میانگی�ن ۱0 دادۀ اولی�ه براب�ر ۱۷/۵ اس�ت، پس ن1زگ -11  4
×/ است. در نتیجه مجموع ۱۴ داده  =10 17 5 175 مجموع این ۱0 داده برابر 
+ اس�ت. بنابراین میانگی�ن کل ۱۴ داده  + + + =175 13 19 29 30 266 براب�ر 

266= است. 19
14

برابر 

2611 از روی ش�کل زیر معلوم می ش�ود کهن1زگ -11  2

 A      B[ , ] ( , ], [ , ] { }′ ′= − = − −3 3 7 9 3 1 9   

. A B  ( , ] ( , )′ ′− = −1 3 7 9 بنابراین از روی شکل زیر معلوم می شود که 

A عبارت اند از صفر، ۱، ۲، ۳ و ۸ ،  B′ ′− بنابرای�ن، عددهای صحیح در مجموع�ۀ 
که مجموعشان می شود ۱۴.

2621 a و در نتیجه ن1زگ -11 a<2 a یک بازه اس�ت، پس  a( , )2 چون   2
a≤−2 اش�تراک بازه های  . از روی ش�کل های زیر معلوم اس�ت که اگر  a<0

a تهی است: a( , )2 ] و  , )−2 4

  

 ، a− < <2 0 . از روی ش�کل های زی�ر معلوم اس�ت ک�ه اگر  a>−2 بنابرای�ن 
a تهی نیست. a( , )2 ] و  , )−2 4 اشتراک بازه های 

  

2631 A )ش�کل ن1زگ -11 A B A B( ) ( )= −   ابتدا توجه کنید که   4
زیر را ببینید(. 

. A [ , ]= −2 3 از روی شکل زیر معلوم می شود که 

2641 اگ�ر از مجموعه ای نامتناهی تعدادی متناهی عضو حذف ن1زگ -11  3
B نامتناهی  A− کنی�م، مجموعه ای که به دس�ت می آید نامتناهی اس�ت. پس 

است. بقیۀ گزینه ها ممکن است متناهی باشند.
، آن گاه B    { , , , }= 2 3 4  A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )1( اگر 

A B′− =∅

A نیز متناهی است. B′− گزینۀ )2( چون A متناهی است، پس 
 . B A′ ′− =∅ ، آن گاه  B= A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )4( اگر 

2651 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 
n A n A

n A
n A

( ) ( )
( )

( )

′= ′⇒ =
=

3
4

12
 

در نتیجه،
 n U n A n A( ) ( ) ( )′= + = + =12 4 16  

اکنون توجه کنید که
 n U n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= + ⇒ = + ⇒ =16 7 9  

2661 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1
n A   n An A n A n U n A  n A( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′=′+ = → = ⇒ =2 26 13

از طرف دیگر،
n A B n A n B n A B n B n A B

n B n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + − ⇒ = + −

− = ⇒ − =

14 13

1 1

  



2671 توجه کنید کهن1زگ -11  2

 
n A B n B A n A n A B n B n A B

n A n B n A B n B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − ⇒ − = −

= − = −

2 2 2

2 2 5

 



بنابراین

 
n A n B

n A n B
n A n B

  

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

= − ⇒ = =
= +

2 5
11 8

3
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =11 8 5 14  در نتیجه 
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2681 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
n A n U n A

n B n U n B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ = − = − =

′ = − = − =

23 10 13

23 7 16
 

. n A B n A( ) ( )′ ′ ′≤ =13 اکنون توجه کنید که 

2691 فرض می کنیم تعداد دانش آموزان کلاس برابر x باش�د. ن1زگ -11   3
همچنین، فرض می کنیم A و B به ترتیب مجموعۀ کسانی باشند که به فیزیک 
.از  n B x( ) /=0 7 n و  A x( ) /=0 6 و ریاضی�ات علاقه دارند. در این صورت 

ط�رف دیگر، چون هر دانش آموز کلاس حداقل به یک�ی از درس های فیزیک یا 
A است،  B ریاضی علاقه مند است، پس مجموعۀ دانش آموزان کلاس برابر 

. به این ترتیب،  n A B x( )= در نتیجه، 

 
n A B n A n B n A B

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

/ /

= + −

= + − ⇒ =0 6 0 7 6 20

 

 

2701 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه من�دان ب�ه ریاض�ی و ن1زگ -11  3
B مجموعۀ علاقه مندان به فیزیک باشد. اگر تعداد کسانی که به این دو درس 

علاقه مند نیستند x باشد، آن گاه
n A B n A n B n A B

x n A B x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

− = + − ⇒ − = −120 105 95 120 200

 

 

n حداقل باش�د و با توجه به  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +80 پس 

n برابر با ۸0 است. A B( ) ؛ پس حداقل مقدار  x=0 اینکه x≥0 است، باید 

2711 تعداد نقاط روی ش�کل )۱( برابر ۵ است و در هر مرحله ۴ ن1زگ -11  2
 n( )− ×1 4 اُم به تعداد  n نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می شود. پس در مرحلۀ 
، یعنی شکل  n n( )− + = +4 1 5 4 نقطه به ۵ نقطۀ شکل )۱( اضافه شده است: 1

n+4 نقطه دارد. پس شکل پانزدهم ۶۱ نقطه دارد. 1 اُم  n
2721 na مقادیری از n را پیدا می کنیم که به ازای ن1زگ -11 >0 از شرط   2

na مثبت است: آن ها 

 na n n n n( )> ⇒ − > ⇒ − >20 95 0 95 0  

. بنابراین ۹۴  n≤94 ، یعنی  n<95 ، در نتیجه  n− >95 0 ، پس  n>0 چون 
جملۀ دنباله مثبت هستند.

2731 فرض کنید قدرنسبت این دنباله d باشد. بنابراینن1زگ -11  4
a a a d a d a d a a( )= ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =5 10 1 1 1 15 152 4 2 9 14 0 0 15 0

2741 جملۀ وسط، واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است:ن1زگ -11  3

a a a a a a

a a a a a

a a a a  (.¡.¡.ù)

log log ( ) log ( ) log ( ( )) log ( )

( )

,

+ = + ⇒ = +

= + ⇒ = + +

− − = ⇒ = =−

2
2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

16 2 3 4 16 3 4

16 3 4 16 9 24 16

47 24 16 0 4
7

2751 na به ترتیب برابر ن1زگ -11 n= −2 3 جمله های اول و دوم دنبالۀ   3
) است. اگر جملۀ  )− − − =−4 1 3 4− اس�ت. پس قدرنسبت آن برابر  1− و 
5− تبدیل می ش�ود و اگر قدرنس�بت را ۶ واحد  اول را ۴ واحد کاهش دهیم، به 
 , , ,− −5 2 1 افزایش دهیم، به ۳ تبدیل می ش�ود. پس دنبالۀ حسابی جدید 

nb اس�ت،  n n( )=− + − = −5 3 1 3 8 اس�ت که جمل�ۀ عمومی آن به صورت 
b است. = × − =21 3 21 8 55 پس جملۀ بیست و یکم دنبالۀ جدید 

2761 مجموع سه جملۀ اول و سه جملۀ آخر را حساب می کنیم:ن1زگ -11  2

n n na a a a a a( ) ( ) ( )− −+ + + + + = − + + =1 2 1 3 2 6 2 6 2 12

، پس n n na a a a a a− −+ = + = +3 2 2 1 1 چون 

n na a a a( )+ = ⇒ + =1 13 12 4  

2771 پان�زده ن1زگ -11 ، حاصل ض�رب  r= ÷ =11 2
2

و   a =1
1
2

چ�ون   4

جملۀ اول دنباله برابر است با

P a a r a r a r a r a r

( ) ( )

×
+ + + ×

×

= × × × = × = =

= = × =

14 15
1 2 1414 15 15 15 7 1521 1 1 1 1 1

15 7 15 15 105 901 12 2 2
2 2





2781 می دانیم اگر دنباله ای هم حس�ابی و هم هندس�ی باش�د ن1زگ -11  4
جمله های آن با هم برابرند، پس هر سه جمله باید برابر باشند. در نتیجه

 y x x− = + = −9 2 3 3 1  
. x y+ =24 ، پس  y=20 x=4 و  بنابراین 

2791 t به شرط ن1زگ -11 r x= 3 z و  r x= 2  ، y rx= توجه کنید که   3
آنکه r قدرنسبت دنباله باشد. پس

 
x z x r x x r

y t rx r x rx r

( ) ( )

( ) ( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 2

3 2

20 20 1 20 1

60 60 1 60 2
 

از تقسیم طرفین تساوی )۲( بر طرفین تساوی )۱( نتیجه می شود

rx r r
x r

( )

( )

+
= ⇒ =

+

2

2
1 60 3

201
 

2801 a1 ن1زگ -11 توجه کنید که اگر قدرنسبت دنباله r و جملۀ اول آن   3
باشد، آن گاه 

 
a a a r a r a r r

a a a r a r a r r

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 2 2 2
5 3 1 1 1

7 5 5 2
8 6 1 1 1

96 96 1 96 1

12 12 1 12 2
 

طرفین تساوی  )۲( را بر طرفین تساوی )۱( تقسیم می کنیم:

 
a r r

r r
a r r

( )

( )

−
= ⇒ = ⇒ =

−

5 2
1 3

2 2
1

1 12 1 1
96 8 21

 

پس 

 a r r a a( ) ( )( )− = ⇒ − = ⇒ =−2 2
1 1 1

1 11 96 1 96 512
4 4

 

بنابراین

a a r ( )= =− =−4 4
5 1

1512 32
2

 

2811 1× را که در چهار گوشۀ شکل ها حذف شده ن1زگ -11 اگر ۴ مربع 1  3
 n( )+2 اُم یک مربع بزرگ داریم که  n است به شکل ها اضافه کنیم، در مرحلۀ 
1× در هر س�تون دارد. پس مساحت  )n مربع 1 )+2 1× در هر س�طر و  مربع 1

اُم برابر است با  n )n است. بنابراین مساحت شکل  )+ 22 آن 

 n n n( )+ − = +2 22 4 4  

پس مساحت شکل هشتم برابر است با

+ × =28 4 8 96  



)89(

2821 y ن1زگ -11 x x=− + +22 19 بیش�ترین مقدار تاب�ع درجۀ دوم 1  2

19 عددی طبیعی نیس�ت، 
4

x به دس�ت می آید. چون  /= =19 4 75
4

ب�ه ازای 

a5 است، که برابر است با  ها،  na بزرگ ترین مقدار در میان 
a =− + + =5 50 95 1 46

2831 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 n
na

n
−< < ⇒ < <
+

9 11 9 2 1 11
10 10 10 2 10

 

اکنون توجه کنید که

 
n n n n

n
n n n n

n

(1)

(2)

−< ⇒ + < − ⇒ >
+

− < ⇒ − < + ⇒ <
+

9 2 1 289 18 20 10
10 2 11
2 1 11 3220 10 11 22

2 10 9

 

تنها عدد طبیعی که در شرط های )۱( و )۲( صدق می کند، ۳ است.
2841 . بنابراین از رابطۀ ن1زگ -11 a a=−7 3 ، پس  a a+ =3 7 0 چون   3

a به دست می آید a+ =2 2
3 7 128

 a a a a a a( )+ − = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3128 128 64 8  

.
a a

d
− − −= = =−
−

7 3 8 8 4
7 3 4

، آن گاه  a =−7 8 a و  =3 8 اگر 

.
a a

d ( )− − −
= = =

−
7 3 8 8 4
7 3 4

، آن گاه  a =7 8 a و  =−3 8 اگر 

2851 راه حل اول بنابر فرض مسئله،ن1زگ -11  4

 
a a a a

a d a d a d a d

a d a d

+ + + =

+ + + + + + + =

+ = ⇒ + =

3 7 14 18

1 1 1 1

1 1

10

2 6 13 17 10

4 38 10 2 19 5

 

. a a+ =1 20 5 a در نتیجه  a d+ + =1 1 19 5 بنابراین 
راه حل دوم توجه کنید که 

 a a a a a a a a( ) ( )+ + + = ⇒ + + + =3 7 14 18 3 18 7 1410 10  

، پس  + = + = +3 18 7 14 1 20 چون 
 a a a a a a+ = + = +3 18 7 14 1 20  

بنابراین
 a a a a( )+ = ⇒ + =1 20 1 202 10 5  

2861 توجه کنید که ن1زگ -11  2

 
y  

x x x

y y y

sin cos

tan cot >

= α+ α⇒ = ⇒ =

= α α⇒ = → =

2 2

02 2 2 2

12 2 1
2

1 1
 

. x y+ =3
2

بنابراین 

2871 اگر قدرنسبت دنباله را با r نشان دهیم، آن گاهن1زگ -11  1

 r r= = ⇒ =3 32 64 4
1
2

 

. xyz=2 . بنابراین  z=8 y=2 و   ، x=1
8

در نتیجه 

2881 فرض کنید قدرنس�بت دنبالۀ حس�ابی س�طر B برابر d ن1زگ -11  1
 . b= + =20 4 24 . بنابراین  d=4 +d پس  =4 4 20 باشد. در این صورت 

، جمل�ۀ کنار جملۀ نخس�ت برابر ۸ اس�ت. اگر قدرنس�بت دنبالۀ  B در س�طر 
، در  r =3 64 =/r بنابراین  38 0 125 هندس�ی س�تون A برابر r باش�د، آن گاه 

. a b+ =56 . به این ترتیب  a r= × = × =8 8 4 32 . بنابراین  r=4 نتیجه 
2891 فرض کنید قدرنس�بت دنبالۀ هندس�ی r و جملۀ اول آن ن1زگ -11  1

 a r1  ، a1 a1 باشند. در این صورت جمله های اول، دوم و چهارم آن به ترتیب 
a هس�تند. چون این اعداد جمله های متوالی یک دنبالۀ حس�ابی هستند،  r31 و 

a واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است: r1 پس جملۀ 

a r a a r r r r r

r r r r r r r r r( ) ( ) ( )( )

= + ⇒ + = ⇒ − + =

− − + = − − − = ⇒ − + − =

3 3 3
1 1 1

3 2 2

2 1 2 2 1 0

1 1 1 0 1 1 0
، در نتیجه r≠1 چون دنبالۀ هندسی غیرثابت است، پس

 r r r r   (.¡.¡.ù),− + − −+ − = ⇒ = =2 1 5 1 51 0
2 2

 

 r − −= 1 5
2

توجه کنید که قدرنسبت دنبالۀ هندسی عددی مثبت است، پس 
قابل قبول نیست.

2901 اگ�ر قدر نس�بت دنبال�ۀ حس�ابی براب�ر d باش�د، آن گاه ن1زگ -11  3
. در نتیجه c b d= + a و b d= −

 a b c b d b b d b+ + = ⇒ − + + + = ⇒ =15 15 5  
a دنباله ای هندسی است، پس  b   c, ,+ + +8 6 4 از طرف دیگر، چون 

 
b a c d d

d d d d d d

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

+ = + + ⇒ = − + + +

= − + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

6 8 4 11 5 8 5 4

121 13 9 4 4 0 2 0 2
 

. ac=21 c=7 و  a=3 و  بنابراین 

2911 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x x x x x x x x x
x x

xx x

−
= = = = =

11 1 2 12 133 63 3 3 663 2
6 1 11

6 22

 

2921 توجه کنید کهن1زگ -11  2

( )
+ −+ −

= = = = =
1 1 1 11 1 12 4 1 15 5

3 6 2 6 242 24 24 24 84 1 12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

بنابراین

 x x= ⇒ =
5 5 5

4 58 8 42 2  

4 برسانیم، به دست می آید
5

اگر دو طرف این تساوی را به توان 

 x x x( ) = ⇒ = ⇒ =
5 4 1
8 5 22 2 2  

2931 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 a a a a a
a a a

( )( )− − − += = − +
2 2 4 2 2

2 2 2
4 1 5 4 45



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)90(

از طرف دیگر، اگر دو طرف فرض مسئله را به توان دو برسانیم، نتیجه می شود

 a
a

+ + =2 2
2
4 4 25

. در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با a
a

+ = −2 2
2
4 25 4 بنابراین 

 − − = − =225 4 5 625 9 616

2941 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 a b a b aba b a b
b a ab ab

( )(( ) )+ + −++ = =
22 2 3 3 3

از طرف دیگر،

 
a b

ab ( )( )

+ = + + − =

= + − = − =

3 3 3 3 6

3 3 3 3 9 3 6

. a b
b a

( )−
+ = =

2 2 6 36 18 18
6

بنابراین 

راه حل دوم

a
b

b
a

( ) ( )( )

( )( )

( )

( ) ( )( )

( )( )

( )

+ + ++= = =
− − − +

+ + + += = = +
−

− − −−= = =
+ + + −

− + + −= = = −
−

22

22

3 3 12 6 3 3 312 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3

36 12 18 3 18 54 30 3 9 5 3
9 3 6

3 3 12 6 3 3 312 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3

36 12 18 3 18 54 30 3 9 5 3
9 3 6

. a b
b a
+ =

2 2
18 بنابراین 

2951 دو طرف تساوی داده شده را به توان سه می رسانیم:ن1زگ -11  2

a a a a a a

a a a

a a a

( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − − − + × − + − − =

+ − − − − × =

− − = ⇒ − =− ⇒ =

3 3 3 3 3 33 3 3

3 2

3 32 2 2

9 9 3 9 9 9 9 3

9 9 3 81 3 27

18 9 81 27 81 1 80
2961 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  1

x xxf x
x x x x x x x x x x

x x x
xx x x x

( )( )
( )

( )( ) ( )( ( ) )

( )( )( )

( )(( )( ))

− +−= =
+ − + − + − + −

− + +
= =

+ − +

4 48

3 6 4 2 2 4 2 2

2 2 4

2 2 4

1 11
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

 . f( )− =−2 3
3 2

بنابراین 

راه حل دوم توجه کنید که

 x x xf x
xx x x x x x x x x

( )
( )( ) (( ) ) ( )

− − −= = = =
+ − + − − −

8 8 8

2 6 4 2 2 4 8
1 1 1 1

1 1 1 1
که در اینجا از اتحاد زیر استفاده کرده ایم:

x x x x x x x x

x

( )( ) ( )(( ) ( ) )

(( ) )

+ − + − = + − + −

= −

2 6 4 2 2 2 3 2 2 2

2 4

1 1 1 1

1

. f( )− =−2 3
3 2

بنابراین 

2971 می توان نوشتن1زگ -11  3

 

x x y y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− + − − = − + − − +

= − − − = − − − − + −

= − + + −

2 2 2 2

2 2

2 4 3 2 1 4 4

1 2 1 2 1 2

1 3

 

2981 . در این ص�ورت عبارت مورد نظر ن1زگ -11 t=3 2 ف�رض کنید   1

. t tt t t
t t t t t t

( )( )

( )( )

− ++ − −= = = = −
+ + − + + −

2 2 3
2 2 3

1 11 1 1 4 1
11 1 1 1

برابر است با 

2991 x−4 ن1زگ -11 P بر  x( )−3 باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   2
تس�اوی  در  اگ�ر   . P( )=1 6 بنابرای�ن   . P P( ) ( )− =4 3 1 ب�ا  اس�ت  براب�ر 

، به دست می آید x=−2 P قرار دهیم  x x mx mx( )+ = − + +3 23 2

 P m m m( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + = ⇒ =−3 21 2 2 2 2 6 2  

3001 x+2 ن1زگ -11 P بر  x( ) چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   1
Q بر  x( ) . باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای  P( )− =2 10 برابر ۱0 اس�ت، پس 
)Q را حس�اب کنی�م. اگر در  )2 . بنابراین باید  Q( )2 x−2 براب�ر اس�ت ب�ا 

، به دست می آید  x=−1 P قرار دهیم  x x Q x( ) ( ) ( )− = − −1 3 2 1 تساوی 
PP Q Q ( )

( ) ( ) ( )
−

− = ⇒ = = =
2 102 5 2 2 2

5 5

3011 . بنابراینن1زگ -11 ( )+ = +6 35 2 5 2 توجه کنید که   1

( )

( )

( )( )

+ × −+ × − =
+ +

= + × − = + × −

= + − = − =

36 33

6 6

3 3 36 2

33

5 2 5 25 2 5 2
5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 4 1

3021 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 a b c            , ,= = = = ×
11 1 2 1
62 3 3 32 4 2 2 3  

. از طرف  c b= × < × = × = =
1 11 1 1 1 2
6 63 3 3 3 32 3 2 4 2 2 2 اکنون توجه کنید که  

، بنابراین باید a و c را مقایسه کنیم. توجه کنید که b a> دیگر، 

 c a= × > × = = =
1 1 31 1 1
6 6 63 3 22 3 2 2 2 2  

. a c b< < بنابراین 
راه حل دوم توجه کنید که

 a b c            , , ( )= = = =
1 1 2 1
2 3 3 32 4 2 2 3  

هر سه عدد را به توان شش می رسانیم )مخرج مشترک توان ها(:

 
a b

c

      ( ) , ( )

(( ) ) ( )

= = = = = =

= = =

1 2
6 6 3 6 6 42 3

1
6 6 23

2 2 8 2 2 16

2 3 2 3 12

 

. a c b< < ، b و c مثبت هستند، پس  a a و چون  c b< <6 6 6 پس 

3031 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  2
 a ab bc ca a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2



)91(

از طرف دیگر،

 
a b

a b b c a c
b c

( ) ( )
+ = ⇒ + − − = − ⇒ + =−
− =

8
8 11 3

11

 . ( )× − =−8 3 24 بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 
. در این صورت b=0 راه حل دوم فرض کنید 

 
a b a

b c c

+ = ⇒ =


− = ⇒ =−

8 8

11 11
 

. a ab bc ca+ + + = − =−2 64 88 24 بنابراین 

3041 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

( )

( )( )

( )( )

− + = ⇒ − − =

− − + − =

− − = ⇒ − − =

6 6

6

3 6 2
به این ترتیب

 
a b c

a a
a b c

 + − = ⇒ = ⇒ =
 − − =

3 252 5
42

راه حل دوم توجه کنید که
 a b c b c a− + = ⇒ − = −6 6  

: a−6 b در معادلۀ دوم قرار می دهیم  c− به جای 

 

a a a a

a a a

a a a

´ÃºIwnÂ¶ »j ·H¼U ¾M

+ − = ⇒ − = −

→ − = − +

= ⇒ = ⇒ =

6 3 6 3

6 9 6

5 256 15
2 4

3051 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
a a

aa

a a a a
a a aa

( )

( ) ( )( )

+ = + − = − =

+ = + − + = − × =

2 2
2

3 3
3

1 1 2 9 2 7

1 1 1 13 27 3 3 18
 

اکنون می توان نوشت

 
a a a a

aa a a

a a
a a

( )( )+ + = + + +

× = + + ⇒ + =

2 3 5
2 3 5

5 5
5 5

1 1 1 1

1 17 18 3 123
 

3061 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a  

a a
aa

a a
a a

( )

( ) >

+ = ⇒ + − =

+ = → + =

2 2
2

02

4 223 2 23
4 2

2 225 5
2 2

اکنون اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به دست می آید

 

a a a
a aa

a a
a a

( )( )( )+ + + =

+ + × = ⇒ + =

3 3
3

3 3

3 3

8 2 23 5
8 2 2

8 83 5 125 110
8 8

3071 ، آن گاه ن1زگ -11 y x x= + +2 1 اگر فرض کنیم   1

x x x x y y y y y y( )( ) ( ) ( )( )+ + + + − = + − = + − = − +2 2 21 2 12 1 12 12 3 4
از طرف دیگر،

 y x x x x       y x x( )( ),− = + − = − + + = + +2 23 2 1 2 4 5

y+4 درجۀ دوم اس�ت و ریش�ه ای ندارد، پس تجزیه نمی ش�ود. بنابراین  چون 

x هستند.  x+ +2 5 x+2 و   ، x−1 عامل های عبارت مورد نظر

3081 . در این ن1زگ -11 A ( )= − +1 7 1 4 7
3

ف�رض می کنی�م   3
صورت،

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= − + = + − +

= − + = − =

2 21 17 1 4 7 7 1 2 7 4 7
9 9
2 24 7 4 7 16 7 2
9 9

 

 . A= 2 چون A عددی مثبت است، 

3091 توجه کنید کهن1زگ -11  4

( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

= =
− + − − + − − +

+ −
= = + −

− −

2 2 2
1 3 2 6 1 3 2 1 3 1 3 1 2

21 3 1 2 1 3 1 2
1 3 1 2

3101 x−2 ن1زگ -11 P بر  x( )−1 چون باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای   1
. در نتیجه  P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر ۱۲ است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  

x+2 برابر است  P بر  x( )+1 از طرف دیگر، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای 

. اکنون توجه کنید که  P P( ) ( )− + = −2 1 1 با  

 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  
بنابراین باقی ماندۀ مورد نظر برابر ۲۲ است.

3111 ، ن1زگ -11 x= = × =
1 1 4

7 3 7 21 213 3 3 3 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
بنابراین

x x ( )= = =
21 4 21

4 21 4 21 43 3  

3121 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 = × × = × × =
1 1 51 1 1 13 4 3 36 6 93 12 3 182 4 4 2 4 4 2 2 2 2

بنابراین

× = × =
5 43 4 93 9 92 4 4 16 2 2 2

3131 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 

a ab a b
b

b b a b a
a

a b a b a b

−−

−−

= =

= =

= =

1 3
3 2 2

3

2 52 3 2 5 3 33
5

7 514 10
12 14 10 6 612 12



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)92(

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a b b a a b a b a b
− + − + +− −

= × = =
7 5 1 5 7 3 2 51 3 2 5

0 06 6 2 3 6 2 3 62 2 3 3 1

3141 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
x xx x x x−− − − −+ = ⇒ + = ⇒ + =1 1 3 33 3 2 2 3 3 6
3 3

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می آید
x x x x x x

x x

− − −

−

+ + × × = ⇒ + + =

+ =

2 23 3 2 3 3 36 9 9 2 36

9 9 34
3151 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2

 b a b a( ) + −= + − = − =17 3 17 317
2 2

 

. به این ترتیب، ab=2 a و  b− =3 بنابراین 

 a b ab a b a b ab ab( )(( ) ) ( )− + = − − + + = + + =3 3 29 3 9 3 9 6 18 63  

3161 81− ضرب ن1زگ -11 2 اگ�ر دو ط�رف تس�اوی داده ش�ده را در   2
کنیم، به دست می آید 

 

x

x

x x

x x
x

x x

( )( )( )( )

( )( )( )

( )( )

( ) ( )

−+ + + − =
−

−+ + − =
−

− −+ − = ⇒ − =
− −

−− = ⇒ − = − ⇒ =
−

= ⇒ = =

84 8 8
3

84 4
3

8 8

3 3

8 8 83 3
3

83 16 16 48 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2
1

1 21 2 1 2 1 2
1

1 2 1 21 2 1 2 1 2
1 1

1 21 1 2 1 2
1

2 2 4

3171 ابتدا همۀ ریشه ها را به ریشۀ ششم تبدیل می کنیم:ن1زگ -11  1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

+ × − × − = + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = =

6 63 6 63 2

6 63 2 3 3

66 63 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 1 1

3181  را گویا می کنیم:ن1زگ -11
+ +
1

3 2 1
ابتدا مخرج کسر   2

 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − + −= × =
+ + + + + − + −

+ − + − + − −= = = ×
+ + − + + −

+ − − + − −
= =

−

+ − − − + − += =

2
1 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 6 2
3 2 2 6 1 2 6 2 2 6 2 6 2

3 2 1 6 2 3 2 1 6 2
2 6 4 4

3 2 2 3 6 2 3 2 2 2 2 6 2
4 4

 

در نتیجه
− − + −− = − =

+ +
1 2 6 2 6 2 2 6 1

4 4 4 23 2 1

3191 می توان نوشتن1زگ -11  3

x y x y xy x y xy x y xy

xy x y xy x y xy x y

( )

( ) ( ) ( )( )

− − − + = − + − + +

= − − + = − − − − + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 1 2 1 2

1 1 1

3201 x−2 بخش پذیر است، ن1زگ -11 P بر  x( )+1 چون چندجمله ای   3
 P x ax x a( )− = − +21 2 . اکنون اگر در تس�اوی  P P( ) ( )+ = =2 1 3 0 پ�س 

، به دست می آید x=−2 قرار دهیم 

P a a a( ) ( ) ( )= − − − + = ⇒ =−2 13 2 2 2 0
3

3211 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
  

( ) ( ) × ×× ×

+

× = × = ×

= × = = =

1 41 10
5 63 10 4 10 4 2 6 2 63 5 3 5

2 1 2 1
13 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

 

3221 توجه کنید که ن1زگ -11  2

 
      

  

× × ×

×

= × × =

= × =

1 1 1 17
3 4 2 3 2 4 3 2 24

1 1 3
4 4 2 4 8

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

 

.
  −

= = =

17 17 3 124 324 8 3
3
8

2 2 2 2

2

در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با 

3231 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2

 
  

a a a a

( )

( )

+
× × ×

× ×

= × = × = =

= × = × =

1 1 1 1 1 2 7
3 5 23 5 3 3 5 3 3 5 3 15

1 1 1 1 3 1
5 3 35 3 5 5 3 5 5 15

3 9 3 9 3 3 3 3

27 27 3 3

 

بنابراین از فرض نتیجه می شود

 
  

a a
− −−

= ⇒ = = =
7 3 1 1 7 3 7 9 2
15 5 15 15 15 5 15 153 3 3 3 3  

. پس a −= 23 اگر دو طرف این تساوی را به توان ۱۵ برسانیم نتیجه می شود 

 a a ( )
− −−= = = = = =

1 1 2 1
4 24 4 4 2 1 33 3 3

33
 

3241 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
a b c

a b c a b c
a b c

( )
 + + = ⇒ + + = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 3 23
4 56 14

2 3 33
بنابراین

a b c a b c ab bc ca( ) ( )+ + = + + + + + = + =2 2 2 2 2 14 22 36
 . a b c| |+ + =6 در نتیجه 

3251 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a b aba b a b

( )( )− = − + +
3 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1

از طرف دیگر،

 ab
a b ab aba b

( )+ = ⇒ − + = ⇒ + = ⇒ =2
2 2
1 1 1 1 2 23 3 1 3 1

.
a b

( )− = + =
3 3
1 1 1 3 1 4 در نتیجه 
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3261 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a b a b a b a b

a b a b

( ) ( )

( )( )

+ = + + +

= + + ⇒ + =

2 2 3 6 6 2 2 2 2

6 6 6 6

3

6 6 3 1 6 3 6
 

در نتیجه

 a b a b a b

a b a b

( )+ = + +

× = + + ⇒ + =

6 6 2 12 12 6 6

12 12 12 12

2

9 6 2 52
 

3271 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x x x x

x x x x x( ) ( ) ( )( )

+ + = + + +

= + + + = + +

10 5 10 5 5

5 5 5 5 5

15 13 2 15 3 10 2

3 5 1 2 5 1 5 1 3 2

x عامل عبارت مورد نظر است و بقیه نیستند. +55 بنابراین 1
، بنابراین y x= 5 راه حل دوم فرض کنید 

x x y y y y( )( )+ + = + + = + +10 5 215 13 2 15 13 2 5 1 3 2

x تجزیه می ش�ود و  x( )( )+ +5 55 1 3 2 در نتیجه عبارت مورد نظر به صورت 

)x عاملی از آن است. )+55 1

3281 . در ای�ن ن1زگ -11 A ( )= + −11 7 9 77 ف�رض کنی�د  2
صورت،

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= + − = + + −

= + − = − =

2 211 7 9 77 11 7 2 77 9 77

2 9 77 9 77 2 81 77 8
 

. A=2 2 پس، چون A مثبت است، 

3291 بنابر اتحاد چاق و لاغر،ن1زگ -11  3

 x x x x x( ) ( )( )− = − = − + +18 6 3 6 12 61 1 1 1  
از طرف دیگر،

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

12 6 12 6 6 6 2 3 2

6 3 6 3

1 2 1 1

1 1
 

 . x x
x x x x( )( )

− = −
+ + − +

18 6
6 3 6 3

1 1
1 1

پس 

3301 P و ن1زگ -11 x( )−2 چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای های 1  4
3− است، پس Q بر x+1 به ترتیب برابر ۳ و  x x( )+

 P P       Q Q( ) ( ) , ( ) ( )− − = ⇒ − = − − =− ⇒ − =−2 1 1 3 1 2 1 1 3 1 2
x بر  P x Q x( ) ( ) ( )− − + −3 1 3 2 بنابرای�ن باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای 

x−2 برابر است با
P Q P Q( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − + − =− − + − =− − =−2 3 1 2 3 4 1 1 2 2 4

3311 −x در می آید که ن1زگ -11 =2 0 ، معادله ب�ه صورت  m=0 اگر   3
، باید مقدار دلتای معادله برابر صفر باشد، یعنی m≠0 یک جواب دارد. اگر 

 m m m∆= − = ⇒ = ⇒ =±2 2 1 14 16 0
4 2

 

بنابراین به ازای سه مقدار m ، معادله فقط یک جواب دارد.

3321 β عدد کوچک تر باشد. ن1زگ -11 α عدد بزرگ تر و  فرض کنید   3
β جواب های معادلۀ  α و  αβ=−2. بنابراین  α+β=4 و  در این ص�ورت 

.β= −2 6 =α و  +2 6 x هستند. در نتیجه  x− − =2 4 2 0

بنابراین
( )

( )( )

+α + += = = =− −
β −− − +

22 62 6 10 4 6 5 2 6
4 62 6 2 6 2 6

3331 . پسن1زگ -11 x x =−1 2 13 x و  x+ =−1 2 8 توجه کنید که   2
x x

x x x x x x
( )

( )

+ + − ++ = = =
+ + + + + − − +

1 2

1 2 1 2 1 2

41 1 8 4 4
2 2 2 4 13 16 4 25

 

3341 α+β=8 ن1زگ -11 β جواب های معادله باشند، آن گاه  α و  اگر   2
=α. از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای به دس�ت آم�ده نتیج�ه می ش�ود  β+2 4 و 

 . m=80
9

، پس  mαβ= β=4. از طرف دیگر 
3

α=20 و 
3

3351 ، آن گاه معادل�ۀ م�ورد نظر ن1زگ -11 x t− =2 4 اگ�ر ف�رض کنی�م   1

t ضرب کنیم، آن گاه t( )+1 . اگر دو طرف این معادله را در 
t t
+ =
+

4 5 2
1

می شود 

 
t t t t t t t t

t t t t

( ) ( )

,

+ + = + ⇒ + + = +

− − = ⇒ =− =

2

2

4 1 5 2 1 4 4 5 2 2

12 7 4 0 4
2

، آن گاه  t=− 1
2

اگر 

 x x x− =− ⇒ = ⇒ =±2 21 7 74
2 2 2

، آن گاه  t=4 اگر 
 x x x− = ⇒ = ⇒ =±2 24 4 8 8

بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر ۲۸ است.
3361 ۲۵ کیلوگرم از محلول اولیه شکر و ۷۵ کیلوگرم آن آب است. ن1زگ -11  2

اگ�ر یک س�وم از آب را تبخی�ر کنیم، ۵0 کیلوگرم آب باقی می مان�د. اگر x کیلوگرم 
x+75 می شود. پس x+25 و وزن محلول  شکر به آن اضافه کنیم، وزن شکر 

x x x x
x

+ = = ⇒ + = + ⇒ =
+

25 50 1 50 2 75 25
75 100 2

یعنی باید ۲۵ کیلوگرم شکر به آن اضافه کنیم.

3371 x می نویسیم ن1زگ -11 x− = + −2 1 2 2 معادله را به صورت   2
و دو طرف آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − + − ⇒ − = −4 4 4 2 4 2 3 6 4 2
دوباره دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم:

 
x x x x x

x x x x( )( ) ,

+ − = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 29 36 36 16 32 9 52 68 0

342 9 34 0 2
9

هر دو جواب به دست آمده در معادلۀ اصلی صدق می کنند، پس معادله دو جواب دارد.

3381 طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و ساده می کنیم:ن1زگ -11  1

x x x x x x x x x− + + − = − ⇒ − = −2 22 1 2 2 1 3 1 2 2 1
x=0 جواب معادلۀ اصلی نیست، پس چون 

x x ( )− = −2 2 1 1 1
دوباره طرفین معادله را به توان دو می رسانیم:

x x x x x x   x( ) ,− = + − ⇒ − + = ⇒ = + = −2 24 2 1 1 2 10 5 0 5 2 5 5 2 5

x تا هم عبارت زیر رادیکال منفی نش�ود و   ≤ ≤1 1
2

) باید  )1 با توجه به تس�اوی 

=x قابل قبول  +5 2 5 ه�م حاصل عب�ارت رادیکالی منفی نش�ود. بنابرای�ن 
=x تنها جواب معادله است. −5 2 5 نیست و 
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3391 ، پسن1زگ -11 P x( )=0  ، x=3 x=1 و  با توجه به اینکه در   2

P m m m n m n

P m m m n m m n

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − − − = ⇒ − − =

= ⇒ + − − − = ⇒ + − − =

2 2

2 2

1 0 12 2 0 2 12 0

3 0 9 3 12 2 0 3 8 2 36 0

اگر طرفین معادلۀ )۱( را از معادلۀ )۲( کم کنیم، نتیجه می شود

m m m m

m m m m   ( )( ) ,

+ − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 22 8 24 0 4 12 0

6 2 0 2 6

P مثبت است و جدول تعیین علامت  x( ) x2 در  ، آن گاه ضریب  m=2 اگر 
، آن گاه  m=−6 آن نمی تواند به صورت داده شده باشد. اگر 

m n n n− − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 12 0 36 2 12 0 12

3401 نامعادلۀ داده شده را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  4

x mx m x mx m x x
x x x x

x m x m

x x

( )

− − − − − + −− ≤ ⇒ ≤
− + − +

+ − + +
≥

− +

2 2 2

2 2

2

2

3 3 33 0 0
1 1

2 3 3 0
1

∆ منفی اس�ت و مقدار عب�ارت همواره مثبت  x مقدار  x− +2 1 ب�رای عبارت 
اس�ت. پس برای اینکه مقدار کس�ر بالا همواره نامنفی باشد، کافی است صورت 

x ضریب  m x m( )+ − + +22 3 3 آن همواره نامنفی باشد. یعنی برای عبارت 

∆ نامثبت باشد. پس x2 مثبت باشد )که هست( و 

m m m m m

m m m m m

( ) ( )

( )( )

∆= − − + ≤ ⇒ − + − − ≤

− − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 8 3 0 6 9 8 24 0

14 15 0 15 1 0 1 15
بنابراین حداکثر مقدار m برابر ۱۵ است.

3411 ب�رای اینک�ه معادله ریش�ۀ مضاعف داش�ته باش�د، باید ن1زگ -11  3
دلتای آن صفر باشد:

 k k k k k k k

k

( ) ( )∆= − − − = ⇒ − + − + =

=

2 2 22 8 4 7 0 4 32 64 4 28 0

16

x را می خواهی�م که چون  x− + =2 16 1 0 بنابرای�ن تع�داد جواب های معادل�ۀ 
=∆ این معادله دو جواب دارد. − = >256 4 252 0

3421 پ�س ن1زگ -11  ، x x =1 2 4 و   x x+ =1 2 6 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2

. از طرف دیگر، x x, >1 2 0

 

A x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x x

( )

( ) ( )

( ) ( )

= +

= + +

= + +

= + − + +

2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
3 3
1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

2

3 2

 

. A= − × × + × =36 3 4 6 2 4 4 160 بنابراین 
اکن�ون توجه کنید که چون جواب های معادل�ه عددهایی مثبت اند، پس عبارت 

مورد نظر هم مثبت است. بنابراین

x x x x+ = =1 1 2 2 160 4 10  

3431 . اکن�ون ن1زگ -11 x x =1 2 2 x و  x+ =1 2 8 توج�ه کنی�د ک�ه   3
مجموع و حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر را به دست می آوریم:

S x x x x
x x x x

x x
x x

x x

( )

( ) ( )

= − + − = + − +

+
= + − = − =−

1 2 1 2
2 1 1 2

1 2
1 2

1 2

3 3 3 3

3 3 88 4
2

 

P x x x x
x x x x

( )( )= − − = − − + = − + =1 2 1 2
2 1 1 2

3 3 9 9 13 3 2 6
2 2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

x Sx P x x x x− + = ⇒ + + = ⇒ + + =2 2 210 4 0 2 8 1 0
2

3441 α جواب دیگ�ر معادل�ه باش�د. مجموع ن1زگ -11 ف�رض کنی�د   3
−m و حاصل ضرب آن ها برابر m است. پس 2 جواب ها برابر 

 
m

m

(1)

( (2))

α+ − =−

α − =

2 1 2

2 1
 

) به جای m در معادلۀ )۱( نتیجه می شود )α −2 1 از جای گذاری 

( )

( )( )
( )

α+ − =− α − ⇒α+ − =− α+ α

− +−− α= − ⇒α= =
−−

+ − − −= =

2 1 2 2 1 2 1 2 2

1 2 3 21 23 2 1 2
9 23 2

3 2 3 2 2 1 2 2
7 7

 

3451 . ن1زگ -11 x x x x( )( )+ = + − +3 21 1 1 ابت�دا دق�ت کنی�د که   1

x ضرب می کنیم: x x( ) ( )+ − +2 21 1 اکنون دو طرف معادله را در 

xx x x x

x x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

− + =
++ + − +

− + − + − + + + = ⇒ − + − =

2 2

2 2 3 2

2 2 1 0
11 1 1

2 1 2 1 1 1 0 2 2 1 0

واضح اس�ت ک�ه x=1 یک جواب معادله اس�ت. پس معادل�ۀ فوق به صورت 

x جواب ندارد، پس x=1 تنها  + =22 1 0 x است.معادلۀ  x( )( )− + =21 2 1 0
جواب معادلۀ مورد نظر است.

3461 معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  3

 

x a x x ax x a x
x x a x

ax ax x x ax a a x a x
a

( ) ( )( )
( )

( )

+ + = ⇒ + = + −
+ −

+ = − + − ⇒ + =− ⇒ =−
+

2

2 2

3 4 4 4 1
1

4 4 4 4 3 4
3 4

 ، a=0 ، آن گاه معادله جواب ندارد. همچنین اگر  a=− 4
3

واضح اس�ت که اگر 

 a− a برابر ۱ یا 
a

−
+3 4

x=0 که قابل قبول نیست. از طرف دیگر اگر  آن گاه 

)ریشه های مخرج کسر( شود، جواب به دست آمده قبول نیست:

 a aa       a a     a
a a

, ,− = ⇒ =− − =− ⇒ =− =
+ +

1 1 1 0
3 4 3 4

، صفر و 1− برای a معادلۀ مورد نظر جواب ندارد. − 4
3

بنابراین به ازای سه مقدار 
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3471 دو طرف معادلۀ داده شده را به توان دو می رسانیم:ن1زگ -11  2

 x x x x x x x( ) ( )( )+ − = + ⇒ − − = ⇒ − + =4 2 4 2 2 22 5 1 6 0 3 2 0

، پس x + ≠2 2 0 چون 

 x x− = ⇒ =±2 3 0 3

−=x در معادله صدق نمی کند،  3 =x در معادله صدق می کند، اما  3

−=x سمت راست معادله منفی است و سمت چپ آن مثبت  3 زیرا به ازای 
است. پس معادله فقط یک جواب دارد.

3481 x ن1زگ -11 x− + =3 34 24 3 0 به ص�ورت  را  معادل�ه  ابت�دا   2

به ص�ورت  معادل�ه  و   t x= 3 2 می کنی�م  ف�رض  اکن�ون  می نویس�یم. 

t=3 هستند. پس t=1 و  t در می آید. جواب های این معادله  t− + =2 4 3 0

 x x x x,= ⇒ =± = ⇒ =±3 32 21 1 3 27  

پس حاصل ضرب جواب های معادله برابر ۲۷ است.

3491 x را ن1زگ -11 x≤ −2 22 4 x و  x− ≤2 23 18 بای�د دو نامعادلۀ   2
حل کنیم و مجموعۀ جواب های آن ها را با هم اشتراک بگیریم

 
x x x x x

x x x x  xIÄ 

− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

≤ − ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ≤−

2 2 2 2

2 2 2

3 18 2 18 0 9 0 3 3

2 4 4 0 2 2
 

 [ , ] [ , ]− −3 2 2 3 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله های داده شده به صورت 

است که شامل چهار عدد صحیح است.

3501 نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  2

 
x x x xx
x x

x xx x
x x

( )( )

+ + − +− ≥ ⇒ ≥
− −

+ −− − ≤ ⇒ ≤
− −

2

2

6 6 40 0
4 4

1 65 6 0 0
4 4

 

اکنون به کمک تعیین علامت، مجموعۀ جواب های نامعادله را معین می کنیم.

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − +∞

+ −
− + − +

−

1 4 6

1 6 0 0
4

 

) است. بنابراین  , ] ( , ]−∞ −1 4 6 پس مجموعۀ جواب های نامعادله به صورت 

. a b+ =5 b=6 و در نتیجه  a=−1 و 

3511 . ن1زگ -11 x x x x( )( )+ − = − +22 5 3 2 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

 
x x x x x x

x x

|( )( )| | | | || | | |

| |(| | )

− + = + ⇒ − + = +

+ − − =

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

3 2 1 2 0

به این ترتیب

 
x x  

x x x

| |

| | ,

+ = ⇒ =−

− − = ⇒ − =± =− =

3 0 3

1 32 1 2 0 2 1 2
2 2

2− است. در نتیجه، مجموع جواب ها برابر با 

ت
ن

3521 معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن1زگ -11  1

 x x( )− =± −2 3 1

بنابراین

 
x x x x

x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ + − =

2 2

2 2

3 1 2 0 1

3 1 4 0 2

ه�ر دو معادل�ه دو ج�واب دارن�د و دو معادله جواب یکس�ان ندارن�د. مجموع 

جواب های معادلۀ )۱( برابر ۱ و مجموع جواب های معادلۀ )۲( برابر 1− است. 

بنابراین مجموع جواب های معادلۀ اصلی برابر صفر است.

3531 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x x x x x x x| | | ( ) | | || |− − + = − − = − −2 24 8 16 4 4 4 4

از طرف دیگر،

 x x x x| | ( )− < ⇒− < − < ⇒ < < ⇒ < <2 5 3 3 2 5 3 2 2 8 1 4 1

. بنابراین عبارت مورد نظر  x x| | ( )− =− −4 4 ، در نتیجه  x− <4 0 بنابرای�ن 

. از طرف دیگر، بنابر نابرابری های )۱(، x x x| | | |+ − = −4 4 5 4 برابر است با 

 x x x> ⇒ > ⇒ − >1 5 5 5 4 1

 . x−5 4 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

|x صدق می کند.  |− <2 5 3 x=2 در نامعادلۀ  راه ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 

x=2 به دست می آوریم: بنابراین مقدار عبارت مورد نظر را به ازای 

 xA x x x A| | | |== − − + → = − − + =224 8 16 8 4 16 16 6  

x=2 برابر ۶ است. فقط مقدار گزینۀ )۳( به ازای 

3541 نامعادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن1زگ -11  4

 x x x x x x x x x| | | ( )| | || |− < ⇒ − < ⇒ − <2 3 2 3 2 3 2

x=0 جواب این نامعادله نیس�ت و x نمی تواند منفی باش�د.  معلوم اس�ت که 

x>0 و بنابراین 

 
x x x x x x x

x x

| | (| | ) | | | |− < ⇒ − − < ⇒ − − < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

3 2 3 2 0 3 2 0 3 2

2 3 2 1 5

 ، a=1 است، یعنی ( , )1 5 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

 . b a− =4 b=5 و 

3551 ، نتیجه می شود ن1زگ -11 x− ≤ ≤3 6 راه حل اول از   2

x− ≤ − ≤4 1 5

. بنابراین x| |≤ − ≤0 1 5 پس 

x x f x| | | | ( )| |− ≤ − − ≤− ⇒ ≤ − − ≤ ⇒ ≤ ≤8 1 8 3 3 1 8 8 3 8

پس حداقل مقدار تابع برابر ۳ و حداکثر مقدار آن ۸ است و مجموع آن ها ۱۱ است.
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راه حل دوم نمودار تابع را رس�م می کنیم. با توجه به شکل تابع، واضح است که 
 . f x( )≤ ≤3 8  ، x− ≤ ≤3 6 وقتی 

3561 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 

x x x x x x

f x x x x x  x x x

x x x x x x

x x

x x

x x

( ) ( )

( )

 − + ≤ ≤
 
 = − − + < ≤ = − + < ≤ 
 

− + > >  
 ≤

= − − + < ≤


>

2 2

2 2

2 2

2

2

2

0 0

0 1 2 0 1

1 1

0

1 1 0 1

1

بنابراین نمودار تابع f به شکل زیر است.

3571 .ن1زگ -11 f( ) [ ] [ ]= − −120 120120
11 17

توجه کنید که   3
از طرف دیگر، 

      [ ] , [ ]< < ⇒ = − <− <− ⇒ − =−120 120 120 12010 11 10 8 7 8
11 11 17 17

 . f( ) ( )= − − =120 10 8 18 بنابراین 

3581 توجه کنید کهن1زگ -11  2

x x x x

f x x x x x

x x

( )

( ) ( )

− − − − ≤ < − − ≤ < 
  = − − ≤ < = − + ≤ < 
 
+ = =  

1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 1

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است:

3591 آن گاه ن1زگ -11 باش�د،  صحی�ح  ع�ددی   k اگ�ر  اول  راه ح��ل   1
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 x f x x x x[ ] ( ) ([ ] [ ])∈ ⇒ = + −2


نوش�ت  می ت�وان  پ�س   .
x x

x
x x

[ ]
[ ]

[ ]

− ∈− =
− − ∉ 1





دیگ�ر،  ط�رف  از 

 و نمودار تابع f به صورت زیر است:
x

f x
x x

( )
∈=

− ∉





2

0

  
f همواره  x x x x( ) [[ ] ]= −2 ، بنابرای�ن تابع  x x[ ]≤ راه ح��ل دوم می دانیم 
نامثب�ت اس�ت. بنابرای�ن گزینه ه�ای )۳( و )۴( رد می ش�وند. از ط�رف دیگ�ر 

، پس گزینۀ )۲( هم رد می شود. f( )=0 0

3601 :ن1زگ -11 x−1 قرار می دهیم f در ضابطۀ x به جای  1

 
f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

− = − − − − − = − − + − +

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3

3611 ، معادلۀ مورد نظر می شودن1زگ -11 x≥−1 راه حل اول اگر   2

 x x x x x| | | | | || |+ − = + − = − =1 2 1 2 1 4

بنابراین
 x x        x x¡.¡.—(. ),− = ⇒ =− − =− ⇒ =1 4 3 1 4 5

، معادلۀ مورد نظر می شود x<−1 اگر 
 x x x x x| | | ( ) | | || |+ − = − + − = + =1 2 1 2 3 1 4

 x( )− + =3 1 4 ، پس معادلۀ مورد نظر به صورت  x+ <3 1 که چون در این حالت 0

. بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد. x=− 5
3

است، یعنی 

راه حل دوم توجه کنید که 

 
x x x x x x

x x x       x x x    

| | | | | | ( )

,

| |+ − = ⇒ + − = ⇒ + = +

+ = + ⇒ =− + =− − ⇒ =−

1 2 4 1 2 4 1 4 2 1

51 4 2 3 1 4 2
3


 

x=−3 غیرقابل قبول است، چون در تساوی )۱( صدق نمی کند.( (

 
x x x x

x x x       x x x           

| | | | ( )

,

+ − =− ⇒ + =− +

+ =− + ⇒ = + = − ⇒ =

1 2 4 1 4 2 2

1 4 2 5 1 4 2 1 
 

)x=1 غیرقابل قبول است، چون در تساوی )۲( صدق نمی کند.(

3621 معادله را می توان به شکل زیر نوشتن1زگ -11  2

 
x k x k

x k x k

| | | | ( )

| | | | ( )

− =− ⇒ = −

− = ⇒ = +

4 4 1

4 4 2
 

برای اینکه معادلۀ اصلی جواب نداشته باشد، باید هر کدام از معادله های )۱( و )۲( 
 . k<−4 +k ، پس  <4 0 −k و  <4 0 جواب نداشته باشند. بنابراین بایستی 
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3631 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2
 x x x| | | | | || |− − ≤ ⇒− ≤ − − ≤ ⇒− ≤− − ≤3 2 4 4 3 2 4 7 2 1

نابرابری سمت راست همواره درست است. بنابراین باید
 x x x x| | | |− ≤− − ⇒ − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤7 2 2 7 7 2 7 5 9

، … ، ۸ و ۹ در نامعادلۀ مورد نظر صدق  −4  ، −5 بنابرای�ن عددهای صحی�ح 
می کنند. تعداد این عددها ۱۵تاست.

3641 |x مثبت است، پسن1زگ -11 |−2 1 چون در اینجا   1
x x x x x x x
x

x x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

| | | | | |

( )( )

+ > ⇒ + > − → + + > − +
−

− − < ⇒ + − < ⇒− < <

2 2

2

2 1 2 2 1 4 4 4 4 1
2 1

13 8 3 0 3 1 3 0 3
3

x=1 صفر 
2

البته چون مخرج عبارت س�مت چپ نامعادلۀ م�ورد نظر به ازای 

1 در مجموع�ۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر نیس�ت. بنابراین 
2

می ش�ود، پس 

.( , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 مجموعۀ جواب های نامعادله می شود 

x بنویسیم    x| | | |+ > −2 2 1 راه حل دوم می توانیم نامعادلۀ موردنظر را به صورت 
که برای به دست آوردن مجموعۀ جواب های آن به صورت زیر عمل می کنیم:

x   x  x x x x

x x x x x x

x

| | | | ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( , )

+ > − ⇒ + > − ⇒ + − − >

+ + − + − + > ⇒ + − + >

∈ −

2 2 2 22 2 1 2 2 1 2 2 1 0

2 2 1 2 2 1 0 3 1 3 0

1 3
3

x=1 مخرج را صفر می کن�د، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادلۀ مورد نظر 
2

چ�ون 

) است. , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 ) یا  , ) { }− −1 13
3 2

به صورت 

3651 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  2

 
x x x

x x x  x

| |

( ) | | | | | |

+ + < + +

+ < + + ⇒ + < + +

2

2 2

2 1 2 1

1 2 1 1 2 1
، آن گاه t x| |= +1 اگر فرض کنیم 

 t t t t( )( )− − < ⇒ + − <2 2 0 1 2 0
 t− <2 0 ، پس باید نامعادلۀ  t+ >1 +t و در نتیجه 0 ≥1 ، بنابراین 1 t≥0 چون 
|x و در نتیجه  |+ <1 2 t<2 است، پس  را حل کنیم که جواب آن به صورت 

 x x− < + < ⇒− < <2 1 2 3 1
2− در مجموعۀ جواب های نامعادله قرار دارند. پس اعداد صحیح صفر، 1− و 

راه حل دوم دو حالت در نظر می گیریم:
، آن گاه x≤−1 حالت اول اگر 

xx x x x x x x≤−+ < − − ⇒ + < ⇒− < < →− < ≤−12 22 1 1 3 0 3 0 3 1
، آن گاه x>−1 حالت دوم اگر 

 
x

x x x x x x x x

x

( )( )

>−

+ < + + ⇒ + − < ⇒ + − < ⇒− < <

→− < <

2 2

1

2 1 1 2 0 2 1 0 2 1

1 1
 

، در نتیج�ه عددهای صحیحی ک�ه در نامعادلۀ مورد نظر  x− < <3 بنابرای�ن 1
. x=−2 x=−1 و   ، x=0 صدق می کنند عبارت اند از 

3661 .ن1زگ -11 a≥2 y باید  x x| | | |= − + −1 3 با توجه به نمودار تابع   4

3671 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه ن1زگ -11  4

. اکنون توجه کنید که xf x( ) [ ]= +1
2

. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

x x

f x x x

x x

( )

− + − ≤ < − ≤ < 
  = + ≤ < = ≤ < 
 
+ ≤ < ≤ <  

1 1 2 0 0 2 0

0 1 0 2 1 0 2

1 1 2 4 2 2 4

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است:

3681 ]x عددی زوج باش�د، آن گاه ن1زگ -11 ] ابتدا توج�ه کنید که اگر   3

]x ع�ددی ف�رد باش�د، آن گاه  ] . اگ�ر  f x x( )= 2 ]x و در نتیج�ه  ]( )− =1 1

 ،( , )− −2 1 . یعنی تابع در بازه های  f x x( )=− 2 ]x و در نتیجه  ]( )− =−1 1

. بنابراین  f x x( )=− 2  ،  [ , )1 2 ]  و  , )−1 0 f و در بازه های  x x( )= 2  ،  [ , )0 1
نمودار تابع به شکل زیر است:

  

3691 . از ن1زگ -11 fD x x{ | [| |] }= − + ≥1 3 0 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه   4
طرف دیگر،

x x[| |] [| |]− + ≥ ⇒ + ≤1 3 0 3 1
|x نامنفی اس�ت، پس ج�زء صحیح آن نیز نامنفی اس�ت و چون در  |+3 چون 
|x از ۱ بیش�تر نیس�ت، پس یا صفر اس�ت یا ۱. اکنون  |+3 اینجا جزء صحیح 

توجه کنید که 
x  x   x  x

x

x  x  

x x
x    

x x

x  x x   

(1)

(2)

[| |] | | | |

[| |] | |

| |

| |

+ = ⇒ ≤ + < ⇒ + < ⇒− < + <

− < <−

+ = ⇒ ≤ + <

+ ≥ ≥−  + ≥ ⇒ ⇒ 
+ ≤− ≤−  

+ < ⇒− < + < ⇒− < <−

3 0 0 3 1 3 1 1 3 1

4 2

3 1 1 3 2

3 1 2
3 1

3 1 4

3 2 2 3 2 5 1
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x  اشتراک جواب های )۱( و )۲(   | |≤ + <1 3 2 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 
 .( , ] [ , )− − − −5 4 2 1 است، که می شود 

به این ترتیب، دامنۀ تابع f برابر است با
  ( , ) ( , ] [ , ) ( , )− − − − − − = − −4 2 5 4 2 1 5 1 

 . b a− =4 ، b=−1 و  a=−5 پس 

3701 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  3

x a x a x a

a aa x a x

[ ]− −= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − <

+ ++ ≤ < + ⇒ ≤ <

3 33 3 4 6 3 8
2 2

6 86 3 8
3 3

a اس�ت. در  a[ , )+ +6 8
3 3

بنابراین، مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر بازۀ 

، آن گاه  a=−8 . توجه کنید که اگر  a=−8 ، یعنی  a+ =8 0
3

نتیجه، 

a+ −=6 2
3 3

3711 xy=3 را یک واحد به س�مت راس�ت ن1زگ -11 ابتدا نمودار تابع   1

xy به دست بیاید. سپس این نمودار را یک  −= 13 انتقال می دهیم تا نمودار تابع 

xy به دست بیاید. سپس  −= −13 1 واحد به پایین انتقال می دهیم تا نمودار تابع 
قرینۀ قس�متی از این نمودار را که پایین محور x اس�ت، نسبت به محور x رسم و 

قسمتی را که زیر محور x است، حذف می کنیم تا نمودار تابع f به دست بیاید.

3721 . در این صورت معادلۀ مورد نظر ن1زگ -11 x t=2 فرض می کنیم   4
می شود

 
x x x x

t t t t

( )

( )( )

+− × + = − × +

= − + = − − =

2 2

2

4 3 2 27 2 12 2 27

12 27 3 9 0
بنابراین 

 x xt      t( ), ( )= ⇒ = = ⇒ =1 23 2 3 1 9 2 9 2

 . x x+ =1 22 27 اگر تساوی های )۱( و )۲( را در هم ضرب کنیم، به دست می آید 

. x x< + <1 24 5 . در نتیجه  x x+< <1 24 52 2 2 بنابراین 

3731 با توجه به فرض های مسئله، ن1زگ -11  3

 f a b       f a b( ) , ( )= ⇒ + = = ⇒ + =21 1 1 2 7 7

اگر تساوی اول را از تساوی دوم کم کنیم، به دست می آید:

 a a a a,− − = ⇒ = =−2 6 0 3 2

. به این ترتیب  b a= − =−1 2 . در نتیجه  a=3 چون a باید مثبت باشد، پس 

، آن گاه f m( )− − =1 5
3

. اکنون توجه کنید که اگر  xf x( )= −3 2

m mf m m( )=− ⇒ − =− ⇒ =− + = ⇒ =−5 5 5 13 2 3 2 1
3 3 3 3

3741 . ن1زگ -11
x

x

x
f x

x
( )

 + <=
− >

2 1 0

2 1 0
ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   2

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

) است.  , )+∞0 پس برد تابع به صورت 

3751 ) می گذرد، پسن1زگ -11 , )5 0 نمودار تابع از نقطۀ   3

 af b b b( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =45 0 5 3 0 5 3 1
5

 ( , )15 2 . نم�ودار تاب�ع از نقط�ۀ  af x x( ) log ( )= −4 3
5

ب�ه ای�ن ترتی�ب 

می گذرد، پس 

a af a a( ) log ( ) log= ⇒ × − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2415 2 15 3 2 9 2 9 3
5

. ab=12
5

بنابراین 

3761 با استفاده از ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن1زگ -11  1

b a

log log log log( )

(log log ) ( log log ) ( )

= = = ×

= + = + = +

1
4 3 24

3 2

1 172 72 72 2 3
4 4

1 1 12 3 3 2 2 3 3 2
4 4 4

3771 ، پسن1زگ -11 b
a

a
b

log
log

=1 چون   1

log log log
log log log

log ( ) log

+ + = + +

= × × = =

30 30 30
2 3 5

30 30

1 1 1 2 3 5
30 30 30

2 3 5 30 1

3781 x می نویسیم. ن1زگ -11
x

log log(log )− =1 2 معادله را به صورت   1

بنابراین 

x x x x
x

log log
log log log

log log log log
log

log log log loglog

− = ⇒ − = ⇒ = =
− −

+= = = = = + = +5

1 1 12 1 2
1 2 10 2

10 2 5 21 1 1 2 1
10 5 5 5 5
2
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3791 راه حل اول از دو طرف معادل�ۀ مورد نظر در مبنای ۱0 ن1زگ -11  1

لگاریتم می گیریم:
x x x

x x

( ) log ( )log (log log ) log log

log log
log log loglog log

+ = − ⇒ − = +

= == = ⇒ = =
− −

1 2 1 5 5 2 2 5

1 15 1 110 1
10 4 1 2 22 5 10

2 4
راه حل دوم توجه کنید که

 x x x x x( )+ − −= ⇒ × = × ⇒ =1 1 1 52 5 2 2 5 5 10
2

از دو طرف این معادله در مبنای ۱0 لگاریتم می گیریم:

 

x xlog log
log log

log log log

= = ⇒ = =

= =
− −

5 1 110 1
2 5 10

2 4
1 1

10 4 1 2 2

3801 )xlog بامعنی ن1زگ -11 )−2 )xlog و  )+3 باید هر دو عبارت   1
 : xlog( )− ≠2 0 باشند و نیز 

 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠3 0 2 0 2 0

. از  x<2 −x نتیجه می شود  >2 0 x>−3 و از  +x نتیجه می ش�ود  >3 0 از 
. بنابراین  x=1 در نتیجه ، x− =2 ، آن گاه 1 xlog( )− =2 0 ط�رف دیگر اگر 

) است. , ) { }− −3 2 1 دامنۀ تابع f به صورت 

3811 . نم�ودار تابع ن1زگ -11 xf x( ) |( ) |= −1 2
2

ابت�دا توج�ه کنید که   4
به ترتیب زیر رسم می شود:

3821 =xy را رس�م ن1زگ -11 −1 2 y و  x| |= −2 1 نم�ودار تابع ه�ای   4
می کنیم. از روی شکل معلوم است دو نقطۀ تقاطع با طول های منفی وجود دارد.

3831 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن1زگ -11  1

 
x x x x x x

x x x

( ) ( )

( )

+ + + + + +

+ + +

− = − × ⇒ − = −

= ⇒ =

2 1 2 1 1 1

1 1 1

2 2 5 4 5 2 2 1 5 5 4

22 5 1
5

. پس معادله فقط یک جواب دارد. x=−1 +x و در نتیجه  =1 0 بنابراین 

3841 ، نامعادلۀ مورد نظر می شودن1زگ -11 x t( ) =2
3

اگر فرض کنیم   2

 t t t t( )( )+ − > ⇒ + − >2 2 8 4 20 0
3 9 3 3

، پس  xt ( )+ = + >4 2 4 0
3 3 3

چون 

 xt x( ) ( )
<

− > ⇒ > → <
2 1

1 32 2 20 1
3 3 3

. a=1 است، در نتیجه  ( , )−∞ 1 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 
3851 . پسن1زگ -11 f( )=0 )f و 1 )− =1 0 ابتدا توجه کنید که   2

 
f b b

f a b a

a a

( ) log

( ) log ( ) log ( )

= = ⇒ =

− = − + = ⇒ − + =

− + = ⇒ =

3

3 3

0 1 3

1 0 3 0

3 1 2

) اس�ت. پ�س  , )− +∞3
2

f و دامن�ۀ تاب�ع  x x( ) log ( )= +3 2 3 بنابرای�ن 

− است.  3
2

حداقل مقدار c برابر 

3861 توجه کنید کهن1زگ -11  1

a
a

log log log
log log log log

log
log log log loglog log log

log log log
(log log ) log

−
− −= = = =
− − −

− − −= =
− − −

4
5

2 10 52 5 2 52 5 5
5 4 4 5 2 2 5 102 5

5 5
10 5 5 1 2

2 10 5 5 2 3
3871 توجه کنید که ن1زگ -11  1

 x yx       ylog log
log , log

log log
= ⇒ = = = ⇒ = =2 5

10 102 10 10 5 10 10
2 5

.
x y

log( )log log log
log log log

×++ = = = =
2 52 5 101 1 1

10 10 10
بنابراین 

3881 . معادله را به صورت ن1زگ -11 b bc aa clog log= توجه کنید که   2
زیر بازنویسی می کنیم:

x x x xlog log log log+ × = ⇒ × = ⇒ = =2 2 2 2 25 4 5 125 5 5 125 5 25 5
بنابراین 

 x xlog = ⇒ =2 2 4

. klog ( ) log+ = =2 24 8 3 k=4 و در نتیجه  پس 

3891 1 اکیداً نزولی و ن1زگ -11
2

توج�ه کنید که تابع لگاریتم در مبن�ای   2

تابع لگاریتم در مبنای ۳ اکیداً صعودی است. بنابراین 

 
x

x x x

log (log ( )) log

log ( ) log

+ <− =

+ > = ⇒ + > ⇒ >

1 3 1
2 2

3 3

1 1 2

1 2 9 1 9 8
بنابراین عددهای طبیعی ۱، ۲، … و ۸ در نامعادلۀ مورد نظر صدق نمی کنند.

3901 . ن1زگ -11 x≠1 و x>0 برای اینکه لگاریتم ها بامعنی باشند باید   3
اکنون توجه کنید که 

 f xD x x x x{ | , , log log }= > ≠ + − ≥30 1 2 3 3 0

. x t
log =13 ، آن گاه  x tlog =3 اگر فرض کنیم 



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)100(

در نتیجه 

 
xx

t tt tt
t t t

log log

( )( )

+ − ≥

− −− ++ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

3
2

2 3 3 0

1 22 3 23 0 0 0

 
t

t t
t

( )( )

−∞ +∞

− −
− + − +

0 1 2

1 2 0 0

. اکنون توجه کنید که  t≥2 >t یا  ≤0 1 بنابراین باید 
 t x x t x x    log , log< ≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥3 30 1 0 1 1 3 2 2 9

. a b+ =4 b=3 و   ، a=1 پس ، fD ( , ] [ , )= +∞1 3 9 بنابراین 

3911 . در ای�ن صورت ن1زگ -11 y x kyx t−
= = =

4
3 5 7

ف�رض کنی�د   2
y و در نتیجه t=5 x و  t=3

x ky t ktt t

t kt t kt t k

− −= ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ =

4 12 5
7 7

12 5 7 5 5 1
3921 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث ن1زگ -11  2

،ABD قائم الزاویۀ

AB AD BD AD AD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6
 KAD روی نیمس�از زاویۀ C رس�م کنیم، چون AK را بر CH اکن�ون اگر عمود

HC و چون مثلث های ADC و AHC همنهشت اند،  CD x= = اس�ت، پس 

. اکنون از قضیۀ فیثاغورس در مثلث HBC نتیجه می شود AH AD= =6 پس 

BC HB HC x x

x x x x

( )= + ⇒ + = +

+ + = + ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

8 16

8 16 16 12

3931 .چ�ون ن1زگ -11 EF
BC

=3
4

می ش�ود  نتیج�ه  س�ؤال  ف�رض  از   1
، بنابر تعمیم قضیۀ تالس EF BC||

 AE AF EF
AB AC BC x y

= = ⇒ = =
+ +
5 4 3
5 4 4

بنابراین

 
x x

x

y y
y

= ⇒ = + ⇒ =
+

= ⇒ = + ⇒ =
+

5 3 520 3 15
5 4 3

4 3 416 3 12
4 4 3

 . x y+ =3 بنابراین 

3941 ، از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ABC ن1زگ -11 EF BC|| چون   4

. اگر این تناس�ب را تفضی�ل در مخرج کنیم،  AF EF
AC BC

= =3
4

نتیجه می ش�ود 

به دست می آید:

 AF AF AF FC
AC AF FC

= ⇒ = ⇒ =
− −

3 3 3
4 3

ت
ن

اکنون توجه کنید که

 AF FC AF FC AF FC  , ,− = = ⇒ = =3 9 33
2 4 4

 . AC= + =9 3 3
4 4

بنابراین 

3951 از A خطی موازی BC رسم می کنیم تا پاره خط های EF ن1زگ -11  2
و CD را ب�ه ترتی�ب در نقطه های L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. چون 
 . KC LF AB= = =2 ABFL و LFCK متوازی الاض�لاع هس�تند، پ�س 
، در مثلث ADK از تعمیم قضیۀ تالس  EL DK|| اکنون توجه کنید که چون 

. اگر این تناس�ب را تفضیل در مخرج کنیم،  AE EL
AD DK

= =3
5

نتیجه می ش�ود 

به دست می آید

 AE AE AE
AD AD AE ED

= ⇒ = ⇒ =
− −

3 3 3
5 5 3 2

3961 بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقهن1زگ -11  2

 AE BF x
ED FC x

= ⇒ = ⇒ =3 12 16
4

3971 . بنابرای�ن مثلث های ن1زگ -11 AB AC
AE AD

= =5
6

توجه کنی�د که   2

ABC و AED که در زاویۀ A مشترک اند،  متشابه اند )ض زض(. در نتیجه 
BC
DE

=5
6

3981 ، پس مثلث های ن1زگ -11 AB
AD

= =6 2
9 3

AC و 
AB

= =4 2
6 3

چ�ون   2

ACB و ABD ک�ه در زاوی�ۀ A مش�ترک اند، متش�ابه اند )ض زض(. بنابراین 

، یعن�ی  BD
BC

=3
2

2 اس�ت. در نتیج�ه 
3

نس�بت تش�ابه دو مثل�ث نی�ز براب�ر 

. بنابراین  BD BC=3
2

 BCD BC CD DB BC BC BCˆÃd¶( ) = + + = + + = ⇒ =3 55 20 15
2 2

 . BC=6 در نتیجه 

3991 B2 ن1زگ -11 با توجه به شکل، زاویه های B1 و E1 هر دو متمم زاویۀ   4
هستند، پس برابرند. در نتیجه مثلث های قائم الزاویۀ ABF و BEC متشابه اند 

)ز ز(. بنابراین 
 AB BF
BE EC

( )= 1

. در نتیجه بناب�ر قضیۀ فیثاغ�ورس در مثلث  EC= − =9 3 6 از ط�رف دیگ�ر 
در   . BE=10 پ�س   ، BE BC EC= + =2 2 2 100  ،  BCE قائم الزاوی�ۀ 

نتیجه، از تساوی )۱( نتیجه می شود

 EF EF EF /−= ⇒ = − ⇒ =9 10 54 100 10 4 6
10 6
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4001 ، پ�س بناب�ر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، ن1زگ -11 DE AB|| چ�ون   3
مثلث های EKD و BKA متشابه اند. بنابراین 

 ED EK
BA BK

( )= = =3 1 1
6 2

، پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، مثلث های  EF AB|| از ط�رف دیگ�ر، چون 
CEF و CBA متشابه اند. بنابراین 

 EF CE x
BA CB x

( )= =
+

2
9

، پس نسبت های سمت چپ تناسب های )۱( و )۲( برابرند، پس ED EF= چون 

 x x x x
x

= ⇒⇒ + = ⇒ =
+

1 9 2 9
2 9

 . BC= + + =6 3 9 18 بنابراین 

4011 چون پاره خط EF وس�ط ضلع ه�ای BA و BC را به هم ن1زگ -11  1
وص�ل کرده اس�ت، میان خط مثلث BAC اس�ت، پس ط�ول آن برابر با نصف 

طول ضلع سوم است. بنابراین

 x x x x x( )+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 4 6 4 2 3 1
2

 . EF= + =1 4 5 بنابراین 

4021 ، بنابر قضیۀ ن1زگ -11 DE AF|| . چ�ون  EF x= فرض کنی�د   2
، BAF تالس در مثلث 

 BD BE
DA EF

     (1)=  

 ، BAC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  FD AC|| از طرف دیگر، چون 

 BD BF
DA FC

     (2)=  

از مقایسۀ تساوی های )۱( و )۲( نتیجه می شود

 BE BF x
EF FC x

+= ⇒ =1 1
6

 

. ای�ن معادله دو ج�واب دارد:  x x+ − =2 6 0 ، یعنی  x x( )+ =1 6 بنابرای�ن 
. x=2 ، پس  x>0 ، که چون  x=2 x=−3 و 

 

4031 از نقطۀ A خطی موازی BC رسم می کنیم تا پاره خط های ن1زگ -11  2
EF و DC را ب�ه ترتی�ب در نقطه ه�ای L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. 
 . KC LF AB= = =2 چ�ون ABFL و LFCK متوازی الاضلاع ان�د، پس 
، پس در مثل�ث ADK، بنابر تعمیم  EL DK|| اکن�ون توجه کنید که چ�ون 

قضیۀ تالس،
EL AE x AE AE
DK AD AE ED AE AE

x x

−= ⇒ = = =
+ +

− = ⇒ =

2 1
8 3 4
2 1 4

8 4

4041 ، بناب�ر قضیۀ ن1زگ -11 AB CD|| ابت�دا توج�ه کنی�د که چ�ون   4
B )شکل را ببینید(. از طرف دیگر، Dˆ ˆ=1 1 خطوط موازی و مورب، 

 
B E

B C
C E

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
+ =

0
1 1

1 10
1 1

90

90

. بنابرای�ن مثلث ه�ای قائم الزاوی�ۀ BEC و CBD ک�ه  C Dˆ ˆ=1 1  در نتیج�ه 
یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه اند )ز ز(. در نتیجه 

 EB BC x x x
BC CD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =23 27 3 3
9

4051 . ن1زگ -11 ACBˆ =γ ˆECD و  =β  ، ACEˆ =α فرض می کنیم   2
. به طور مش�ابه  Ê=γ ˆBCE زاویۀ خارجی مثلث ECD اس�ت، پس  چ�ون 

. بنابراین مثلث های ABC و CDE متشابه اند )ز ز(. در نتیجه Â=β

 EC CD ED EC CD
AC AB BC

= = ⇒ = = =8 2
9 6 4

بنابراین
 EC CD EC CD,= = ⇒ × =18 12 216

4061 توجه کنید که با نمادگذاری شکل زیرن1زگ -11  3
 DE BC D Ĉˆ|| ⇒ =1 1

. بنابرای�ن مثلث های  E Bˆ ˆ= و چ�ون BKEL متوازی الاض�لاع اس�ت، پ�س 
ABC و FED متش�ابه اند )ز ز( و نی�ز نس�بت محیط ه�ای ای�ن مثلث ها برابر 

نسبت تشابه آن هاست:

 
ABC CA
FED DF

ˆÃd¶

ˆÃd¶

( )

( )
= = =10 2

5

. در نتیجه  FED DF DE EFˆÃd¶( ) = + + = + =5 9 14 از طرف دیگر 

ABC ˆÃd¶( ) = × =2 14 28

4071 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویهن1زگ -11  4

 AH BH CH= × = × =2 2 6 12

. از طرف دیگر، باز هم بناب�ر رابطه های طولی در مثلث  AH=2 3 بنابرای�ن 

 . AB AC AH BC× = × = × =2 3 8 16 3 قائم الزاویه 
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4081 چون مثلث های HKB و HCD متشابه اند )ز ز(، پسن1زگ -11  1

 HB HK HB HB HC        
HD HC HC

( )= ⇒ = ⇒ × = ×8 8 27 1
27

 

، BCK از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ 
 BH HC HK BH HC= × ⇒ = ×2 2 8  

اگ�ر دو ط�رف این تس�اوی را در HB ض�رب و از تس�اوی )۱( اس�تفاده کنیم، 
به دست می آید

 BH BH= × × ⇒ = × × =3 8 8 27 2 2 3 12  

4091 در ل�وزی قطرها بر ه�م عمودند، بنابرای�ن مثلث AFB ن1زگ -11  1
قائم الزاویه است و در این مثلث بنابر رابطه های طولی

 BF EB AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 3 12

. همین طور BF AE=2 3 بنابراین 

 AF AE AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 4
. چون در لوزی قطرها یک دیگر را نصف می کنند، پس  AF AE=2 بنابراین 

BD BF BF AE
AC AF AF AE

= = = =2 2 3 3
2 2

4101 . در این صورت ن1زگ -11 CH b= DH و  a= فرض می کنی�م   2
در  طول�ی  رابطه ه�ای  بناب�ر  ببینی�د(.  را  )ش�کل   BD DC a b= = +

، DEC مثلث قائم الزاویۀ 

 EC CH CD b a b( )= × ⇒ = +2 4
، ABC همین طور، در مثلث قائم الزاویۀ 

 AC CH CB x b a b b a b( ) ( )= × ⇒ = + = + = × =2 2 2 2 2 2 4 8

 . x=2 2 بنابراین 

4111 پ�سن1زگ -11 دارد،  ق�رار   A زاوی�ۀ  نیمس�از  روی   D چ�ون   1
، ABD از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث . BD DH x= =

 
AD AB BD x

x x( )( )

= + ⇒ = +

= − = − + = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

13 12

13 12 13 12 13 12 25 5

4121 ابتدا توجه کنید که بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث BEF، ن1زگ -11  2

 BM MN BM xMN EF EF x
BE EF BM EF

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ =2
2

 

،ABC از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AE EF AE x xEF BC x
AB BC AE

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 1 2 6
3 36 3 36

 

MN و M وسط BE نتیجه  EF تذکر: برای به دس�ت آوردن EF، از اینکه 
می شود MN در مثلث BEF میان خط است، بنابراین

 EFx MN EF x= = ⇒ =2
2

 

4131 از B خط�ی م�وازی AD رس�م می کنیم ت�ا پاره خط هاین1زگ -11  3
EF و DC را به ترتی�ب در نق�اط M و N قط�ع کن�د. در ای�ن ص�ورت، چ�ون 
پ�س  هس�تند،  متوازی الاض�لاع   ABME و   ABND چهارضلعی ه�ای 

. از طرف دیگر،  NC= − =22 7 15 . بنابراین  DN EM AB= = =7

 BF BF BF
FC BF FC BC

Zoh¶ nj KÃ¨oU

= → = ⇒ =
+ +

2 2 2
3 2 3 5

 

، BNC به این ترتیب، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 MF BF MF MF
NC BC

= ⇒ = ⇒ =2 6
15 5

 

 . EF= + =7 6 13 بنابراین، 

4141 ابت�دا توجه کنی�د ک�ه مثلث ه�ای ABC و AFE در زاویۀ ن1زگ -11  2
، پس متشابه اند )ز ز(.  ABC AFEˆ ˆ( )= رأس A مشترک اند و یک زاویۀ برابر دارند 

در نتیجه 

 AB AC x x x
AF AE

+= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =6 3 24 9 3 5
3 4

 

4151 CE و مثلث های ن1زگ -11 CF
CA CB

= =1
2

ابتدا توجه کنید که چون   2

مثل�ث  دو  ای�ن  پ�س  مش�ترک اند،   C رأس  زاوی�ۀ  در   CAB و   CEF
متشابه اند )ض ز ض(. در نتیجه

 CE EF x
CA AB x

= ⇒ = ⇒ =3 4 8
6

 



)103(

4161 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقۀ AEGC،ن1زگ -11  4

 AB EF y
BC FG y

= ⇒ = ⇒ =8 10 5
4

 

،BFHD همین طور بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقۀ

 BC FG x
CD GH x

= ⇒ = ⇒ =4 5 24
6 5

 

 . x y+ =49
5

پس 

4171 توج�ه کنی�د که چون نقطه ه�ای E و F به ترتیب وس�ط ن1زگ -11  3
 EF ،ABC هس�تند، پ�س در مثل�ث ABC از مثل�ث AC و AB ضلع ه�ای

. از  EF x( )= +1 12
2

، پس  EF BC=1
2

EF و  BC|| میان خط است. یعنی 

، بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث های KEF و  EF BD|| ط�رف دیگر، چون 
KDB متشابه اند. بنابراین

 
x

KF EF x x x
KB DB x

( )+
= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =

1 12
6 2 6 2 24 6
4

 

4181 ، پس ن1زگ -11 EF BC|| راه ح��ل اول ابتدا توجه کنی�د که چون   3
بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث های AEF و ABC متشابه اند. در نتیجه، اگر 
′AH ارتفاع  ارتفاع AH را در مثلث ABC رسم کنیم، با نمادگذاری شکل زیر، 

. اگر این تناس�ب را تفضیل در  AH AC
AH AF

= =
′

7
5

مثلث AEF اس�ت. در نتیجه

صورت کنیم، به دست می آید

 AH AH HH
AH AH

′ ′− −= ⇒ =
′ ′

7 5 2
5 5

 

 . BEF

AEF

HH EFS HH
S AHAH EF

′×
′= = =
′′×

1
22

1 5
2

اکنون توجه کنید که 

 . AEF

BEF

S
S

=5
2

پس 

راه حل دوم ارتفاع FH از مثلث AEF را رس�م می کنیم )ش�کل زیر را ببینید(. 
FH ارتفاع مثلث BEF نیز هست. بنابراین

 AEF

BEF

FH AES AE
S EBFH EB

( )
× ×

= =
× ×

1
2 1
1
2

  

 ،ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC از طرف دیگر چون 

 AE AF
EB FC

( )= =5 2
2

  

. AEF

BEF

S
S

=5
2

بنابر تساوی های )۱( و )۲(، 

4191 ابتدا توجه کنید که بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ ن1زگ -11  1
  ،BAC

 AB AH AC AC AC= × ⇒ = × ⇒ =2 64 4 16
HC=12 و باز هم بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، در نتیجه 

 BC CH CA x x= × ⇒ = × = ⇒ =2 2 12 16 192 8 3

4201 . ابت�دا توجه کنید ک�ه بنابر ن1زگ -11 HC a= ف�رض می کنی�م   3
رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، 

 BC CH CA a a a a    (.¡.¡.ù)( ) ,= × ⇒ = + ⇒ = =−2 90 1 9 10
در نتیجه، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 AB AH AC x x AB= × = × ⇒ = ⇒ = =2 21 10 10 10

4211 −a کمتر نباشد:ن1زگ -11 −2 a باید از   1
 a a a≥− − ⇒ ≥−2 1 

−a بیشتر نباشد: +3 2 a باید از 

a a a≤− + ⇒ ≤13 2
2

 

]  مجموعۀ مقادیر ممکن برای a است. , ]− 11
2

−a و در نتیجه بازۀ  ≤ ≤11
2

بنابراین 

4221 تساوی داده را ساده می کنیم:ن1زگ -11  2

 

a d a d a d a a d a a d
a a d

a ad d a aa ad d
d dd d d

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ +
= + ⇒ + = + + +

+

+ − = ⇒ + − = ⇒ + − =

2

2 22 2 2
2 2 2

4 5 2 2 4 5 2 2

3 4 43 4 4 0 0 3 4 4 0
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، آن گاه ak
d

= اگر فرض کنیم 

 k k k k  IÄ   + − = ⇒ = =−2 23 4 4 0 2
3

 

4231 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 

+ +

+

= × × = =

= × = =

11 1 12 3 4 19
4 3 62 8 24 24

1 1 6 1 7
4 6 4 24 24 24

5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5
بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

 
−

= = = =

19 19 7 12 124 24 24 24 2
7
24

5 5 5 5 5

5
4241 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 a ab b a b a b( )( )+ − = ⇒ − + =2 26 0 2 3 0
پ�س   . a b=2 نتیج�ه  در  و   a b− =2 0 پ�س   ، a b+ ≠3 0 چ�ون 

 a=0 ، زیرا در غیر این صورت  b≠0 . توجه کنید که  a b b b
a b b b
− − −= =
+ +
4 2 4 2
3 2 3 5

a که تناقض است.( b+ =3 0 و در نتیجه 

4251 5 است، پسن1زگ -11
2

طول رأس سهمی برابر   1

a a− = ⇒ =−5 5
2 2

)f  مساوی ۴ است. پس )0 مقدار 
 f b b b( )=− ⇒− = ⇒ =−0 4 4

. مجم�وع و حاصل ض�رب جواب ه�ای معادلۀ  f x x x( )= − +2 5 4 بنابرای�ن 
f به ترتیب برابر ۵ و ۴ هستند، پس مجموع جواب ها یک واحد بیشتر  x( )=0

از حاصل ضرب آن هاست.

4261 x و معادله به شکل زیر درمی آیدن1زگ -11 x t+ =2 فرض می کنیم   4
 t t t t t t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ =− =2 5 6 0 6 1 0 1 6

، t=−1 اگر 
 x x x x+ =− ⇒ + + =2 21 1 0

، t=6 این معادله جواب حقیقی ندارد. اگر 
 x x x x+ = ⇒ + − =2 26 6 0

معادلۀ بالا یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد. پس معادلۀ مورد نظر هم 
یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد.

4271 x می نویس�یم و ن1زگ -11 x− = −3 2 معادل�ه را به صورت   2
طرفین آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ = +3 4 4 4 1 2
مجدداً طرفین را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x= + + ⇒ − + =2 216 1 4 4 4 12 1 0
مجم�وع جواب ه�ای معادلۀ بالا مورد نظر اس�ت که برابر ۳ اس�ت )توجه کنید 
که معادله درجۀ دوم فوق دو جواب دارد که در معادلۀ اصلی صدق می کنند(.

4281 ABCD ن1زگ -11 متوازی الاض�لاع  مس�احت  ش�کل،  مطاب�ق   1
دو برابر مساحت مثلث ADC است،

 ABCD ABDS S x xsin= = × × × =012 2 8 135 4 2
2

بنابراین
 x x= ⇒ =4 2 24 2 6

4291 ابتدا تساوی داده شده را ساده می کنیم:ن1زگ -11  3

sin( ) sin( )
cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α − π+α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π−α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2
2 3 6

5 5

. tan( ) cotπ−α = α=3 1
2 5

بنابراین 

4301 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x x x x x
x x

x x x

sin cos sin cos cos sin
cos sin

sin cos tan

+ = ⇒ + = −
−

=− ⇒ =−

2 1 4 8
4

75 7
5

. xx
x

( )
tansin
tan ( )

−
= = =−
+ + −

2 2

72
2 3552

7 371 1
5

بنابراین 

4311 در نقاط�ی نمودار تابع f مح�ور طول ها را قطع می کند کهن1زگ -11  2
، پس f x( )=0

 k kx x x k  

( ) ( )
cos ,

+ π + π
= ⇒ = ⇒ = ∈

2 1 2 13 0 3
2 6



) را می خواهیم، پس , )π π7
2 2

چون جواب های واقع در بازۀ 

 kx k k( )+ ππ π π π< < ⇒ < < ⇒ < + < ⇒ < <
2 17 7 3 2 1 21 1 10

2 2 2 6 2
k=9 برای x هش�ت مقدار به دس�ت  ، ... و  k=3  ، k=2 بنابرای�ن ب�ه ازای 

می آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور طول هاست.

4321 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن ن1زگ -11 x<0 اگر   2
، آن گاه x>0 صدق می کنند. اگر 

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

IÄ

.¡.¡.ù

( )

( ) ( )

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >


 − <− ⇒ + < ⇒ + < ⇒ + < ⇒ <−

2 2

2 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0 1

x=0 نیز جواب نامعادله نیست. بنابراین مجموعۀ جواب های  واضح اس�ت که
) اس�ت ک�ه می توانیم آن را به صورت  , ) ( , )−∞ +∞0 3 نامعادله به صورت 

. a b+ =3 b=3 و در نتیجه  a=0 و  ] بنویسیم. پس  , ]− 0 3

4331 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4

بنابراین

 fof f fD x D f x D x x x x{ | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − + ≤20 4 0 4 3 4
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از طرف دیگر

 
x x x x x x

x x
x

x x
( )

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≥

 − ≥ ≥ + − ≥ ⇒ ⇒ 
− ≤− ≤ −  

2 2 2

2

3 4 1 4 1 4 4 3

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3

بنابراین

 fofD x x x xIÄ{ | , }

[ , ] [ , ]

= ≤ ≤ ≥ + ≤ −

= − +

0 4 2 3 2 3

0 2 3 2 3 4

. ab= − =4 3 1 =b و  +2 3  ، a= −2 3 پس 

4341 ، هر یک از بخش های تابع یک به یک هستند. ن1زگ -11 m≠0 اگر   3
، نمودار بخش دوم خطی با ش�یب منفی می ش�ود که در این صورت  m<0 اگر 

یک به یک بودن تابع نقض می شود. زیرا شکل کلی آن به صورت زیر می شود:

، نمودار تابع شبیه شکل زیر می شود. برای اینکه تابع یک به یک باشد،  m>0 اگر 
کافی است عرض نقطۀ توخالی بیشتر یا مساوی عرض نقطۀ توپر باشد. در نتیجه

 m m m+ ≤ + ⇒ ≥27 3 3 12

4351 ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را پیدا می کنیمن1زگ -11  4

 

y x x

x y x y

x y x y y y

,

( )

( ) | | ( )

= − − − ≤ ≤

− = − ⇒ − = −

= − − ⇒ = − − = −

2

2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 0

4 2 4 2

4 2 4 2 4

x و در نتیجه   y y=− − 24 ، پس  x− ≤ ≤2 0 چون 

 f x x x( )− =− −1 24

. a b+ =−1 b=0 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

4361 y را یک واحد به س�مت راست ن1زگ -11 f x( )=4 2 اگر نمودار تابع   3
منتقل کنیم، نمودار تابع زیر به دست می آید:

y f x f x( ( )) ( )= − = −4 2 1 4 2 2

 y f x( )= − +4 2 2 2 اگر این نمودار را دو واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
به دس�ت می آی�د. اگ�ر ط�ول نقاط ای�ن نم�ودار را نص�ف کنی�م، نم�ودار تابع 
y رس�م می ش�ود و اگر عرض نقاط ای�ن نمودار را نصف  f x( ( ) )= − +4 2 2 2 2

y رس�م می شود. بنابراین ضابطۀ  f x( ( ) )= − +1 4 4 2 2
2

کنیم، نمودار تابع بازۀ 

y است. f x( )= − +2 4 2 1 تابعی که نمودار آن رسم شده است به صورت 

4371 شرایط زیر باید برقرار باشند:ن1زگ -11  4
x x

x x

x x
/ / /log ( ) log ( ) log /

/ /

− > ⇒ >

− ≥ ⇒ − ≥

− ≤ ⇒ ≤
0 5 0 5 0 5

3 0 3

3 1 3 0 5

3 0 5 3 5
b و در نتیجه /=3 5 a=3 و ) است. پس , / ]3 3 5 بنابراین دامنۀ تابع بازۀ 

b a− =1
2

4381 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )− + − = − + − = − +3 2 2 21 1 1 1 1
اکنون اگر صورت و مخرج کس�ر داده ش�ده را در م�زدوج مخرج ضرب کنیم، 

معلوم می شود که حد مورد نظر برابر است با

 

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x x x
x x

x x x
x

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

( )( )

( )( ) ( )
lim

→

→

→

→

− + + +

− + + +

− + + +
=

− −

− + + +
=

− +

+ + + +
= = =

+

2 2

2 21

2 2

2 21

2 2

1

2 2

1

1 1 2 3 1

2 3 1 2 3 1

1 1 2 3 1
4 3 1

1 1 2 3 1
1 1

1 2 3 1 2 2 2 4
1 2

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 
x x

x x x x x
xx x
x

lim lim
→ →

− + − − += = =
− + − −

+

3 2 2

21 1
2

1 3 2 1 2 4
6 32 3 1 2 2

22 3 1

4391 نتیج�ه ن1زگ -11 در  و   xcos −→0 آن گاه   ، x ( )+π→
2

اگ�ر   4
. پس باید مقدار عبارت زیر را به دست آوریم:  x[cos ]=−1

x x x( )

lim
sin sin+π→

−
− 2

2

1

حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و مقدار عب�ارت مخرج مثبت اس�ت، زیرا در یک 

>xsin برقرار است. بنابراین <0 1 ، نابرابری  π
2

همسایگی راست 

x
x x x x

x x( )

sin sin sin ( sin ) lim
sin sin+π→

−− = − ⇒ =−∞
−

2
2

2

11

4401 f ون1زگ -11 a( )=2 ابتدا توجه کنید که   4

 x x x

x x

f x x x x

f x x

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= − = − =

= + =
2 2 2

2 2

3 3 1 5

2 4

پس به ازای هیچ مقدار a حد چپ و حد راس�ت تابع نمی توانند با مقدار تابع در 
x=2 برابر باشند. نقطۀ 

4411 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x

x xf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

+ + − + +
+ +′ =

+ + 2

1 16 1 1 2
2 1 2 6

6 1

. f
( ) ( )

( )
( )

+ − +
× ×′ = =

+ 2

1 13 1 2 2
12 2 2 33
483 1

در نتیجه 
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4421 شرط لازم برای مشتق پذیری تابع در یک نقطه پیوستگی ن1زگ -11  4
آن است:

 x x x x
f x f x a x bx x

a b b a

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − + −→ → → →

= ⇒ − = +

− = + ⇒ =−

2

1 1 1 1
1

1 1
 

همچنین باید مشتق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ x=1 با هم برابر باشند:

 
x x

b a

a x
f x x

bx x

af f x f f x b

a ab a a

      

( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )
+ −+ −

→ →

=−

− >′ =
 + <

′ ′ ′ ′= =− = = +

+ =− →− + =− ⇒ =

1 1

1
2

2 1 1

1 1 2 1
2

22 1 2 1
2 2 3

4431  ن1زگ -11
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

با توج�ه به تعریف مش�تق، از   3

. از طرف دیگر، f( )=2 9 f و  ( )′ =32
2

نتیجه می شود 

 xf xg x f x
f x
( )

( ) ( )
( )

′
′ = +

2
بنابراین

fg f
f
( )

( ) ( ) /
( )

′
′ = + = + =

2 2 32 2 3 3 5
62 2

 

4441 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  2

 x x x x xf x
x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

3 4 3

3 2 3 2
2 4 3 8

4 4
f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − − + −

3 4 0 2

0 0

] صعودی است و حداکثر مقدار a برابر ۲ است. , ]0 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

4451 تعداد راه های انتخاب س�ه نقطه از ده نقطۀ مشخص شده ن1زگ -11  4

 است. از این سه تایی ها، با آن هایی که روی یک خط راست هستند، 
 
 
 
 

10

3
برابر با 

نمی توان مثلث رسم کرد. بنابراین تعداد مثلث های مورد نظر برابر است با

     
     − − = − − =
     
     

10 5 6
120 10 20 90

3 3 3
 

4461 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  1

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =1 3 1 1
7 7 2 14

   

از طرف دیگر، 

 
P B P A B P A B P A B

P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + ⇒ = +

′ = − =

3 1
7 14

3 1 5
7 14 14

  



 

ت
ن

4471 . ن1زگ -11 FF′=16 فاصلۀ کانونی بیضی مورد نظر برابر است با   1
. از طرف دیگر، طول قطر بزرگ بیضی برابر اس�ت  c=8 ، یعنی  c=2 16 پس 

، اکنون توجه کنید که  a=10 ، یعنی  a=2 20 با ۲a. پس 

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6  
. b=2 12 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 

4481 ابتدا توج�ه کنید که چون طول ضلع ه�ای لوزی برابرند، ن1زگ -11  2
. از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  AB AD DC= = =10 پس 

 ،AED قائم الزاویۀ

 AD DE AE AE AE= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 210 6 8  
EFD )زز(  AFB و   . در این صورت، از تش�ابه مثلث های  EF x= فرض کنید 

نتیجه می شود

 AB AF x x x x x
ED EF x

−= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =10 8 10 48 6 16 48 3
6

 

4491 بنابر تعمیم قضیۀ تالس، ن1زگ -11  1

 
EX AXEX BM
BM AM
AX XYXY MN
AM MN

( )

( )

⇒ =

⇒ =

1

2





 

از تساوی های )۱( و )۲( نتیجه می شود

 BM XYEX XY XY XY
BM MN XY

== → = ⇒ =4 6
9

 

، بنابر  XF MC . اکنون چون  AX
AM

= =6 2
9 3

بنابراین تس�اوی )۲( می ش�ود 

،AMC تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AX XF NC
AM MC NC

= ⇒ = ⇒ =
+

2 8 3
3 9

 

4501 طبق فرضن1زگ -11  3

 
a a a a a a

a a

+ + + + + + + + += ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ =

3 0 4 6 3 16 44 4 16 4 36
9 9

4 20 5
,      اس�ت. چون  , , , , , , ,0 3 3 4 5 5 5 5 6 در نتیج�ه مرت�ب ش�دۀ داده ها به صورت 

تعداد داده ها برابر ۹ است، پس میانه برابر دادۀ پنجم یعنی برابر ۵ است.

4511 . ن1زگ -11 X X( )′ ′= U و  { , , , }= 1 2 8 ابتدا توجه کنید که   3
بنابراین 

 
A B A B

A B A B

(( ) ) { , }

(( ) ) { , , , , , }

′ ′= =

′ ′= =

3 8

1 2 3 4 5 8

 

 

 



)107(

، پ�س نم�ودار وِن زی�ر به دس�ت می آی�د. بنابرای�ن  B A { , }− = 2 5 و چ�ون 
A و مجموع اعضای A برابر ۱۶ است. { , , , }= 1 3 4 8

  

4521 a است، پسن1زگ -11 b−2 a و  b− a واسطۀ هندسی  b+ چون   1

 
a b a b a b a ab b a b ab

a ab a a b

( ) ( )( )

( )

+ = − − ⇒ + + = + −

− = ⇒ − =

2 2 2 2 2

2

2 2 2 3

5 0 5 0

. a b b br
a b b b
+ += = =
− −

5 3
5 2

a و  b=5 ، در نتیجه  a b− =5 0 ، پس  a≠0 چون 

.
a a r

r
a a

( )= = = =
3

4 1 3 3

1 1

3 27
2 8

بنابراین 

4531 اعداد را با توان های گویا می نویسیم:ن1زگ -11  4

 

( )

( )

( ) ( )

= = × = ×

= = × = ×

= × = × × = ×

1 1 1 11
6 26 6 6 63

1 1 1 3 1
4 34 4 4 4 4

1 1 1 1 1 5 1
3 4 4 3 4 4 3 12 12

12 12 2 3 2 3

54 54 3 2 3 2

2 6 2 6 2 2 3 2 3
بنابراین

 
( )( ) + ++ +

× × = × × × × ×

= × = × =

11 3 1 5 1
36 4 4 63 4 4 12 12

1 3 11 1 5
6 4 123 4 12

12 54 2 6 2 3 3 2 2 3

2 3 2 3 6
4541 ، همچنین،ن1زگ -11 a c a b b c( ) ( )− = − + − =8 توجه کنید که   2

 
ac b a c b b b a c acab ac bc b

a c a c a c
b a b c

a c

( ) ( ( ) )

( )( ) ( )( )

− + + − − − + +− + − = =
− − −

− − − − −
= = =

−

2 22

4 4 2
8

4551 . بنابراینن1زگ -11 x x m= +1 2 2 x و 1 x+ =1 2 3 توجه کنید که   3

 
x x x

x x x

+ = =  ⇒ 
− = =  

1 2 1

1 2 2

3 1

3 1 2
در نتیجه

 x x m m= ⇒ + = ⇒ =1 2
12 2 1 2
2

4561 معادله را به صورت زیر می نویسیمن1زگ -11  3
 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )− − − − = ⇒ − + − + =2 21 5 2 4 40 6 5 6 8 40

 t t( )+ =3 40 t و معادل�ه به صورت  x x= − +2 6 5 اکن�ون فرض می کنی�م 
درمی آید. بنابراین

 t t t t t t( )( ) ,+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 3 40 0 8 5 0 8 5
، آن گاه t=5 اگر 

 x x x x x x  ,− + = ⇒ − = ⇒ = =2 26 5 5 6 0 0 6
، آن گاه t=−8 اگر 

 x x x x

jnHkº JH¼] ¾²jI÷¶

− + =− ⇒ − + =

∆< ⇒

2 26 5 8 6 13 0

0
بنابراین مجموع جواب های معادله برابر ۶ است.

4571 نامعادله را به صورت زیر می نویسیمن1زگ -11  1

 

x xx x
x x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +−< ⇒ + − < ⇒ <
+ + +

− +− + + < ⇒ >
+ +

2

9 5 31 5 9 5 0 0
3 9 3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادله به صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − − +∞

− +
− + − +

+

4 3 6

6 4 0 0
3

. ab=−24 b=6 و   ، a=−4 پس 
4581 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن1زگ -11  3

 

x x xx x

x x x

x x x

x x x x

sin cos sin cos sin

sin (sin cos )

sin ,

sin cos

+ − = ⇒ + =

+ =

 = ⇒ = = π
 π π =− ⇒ = ⇒ =


21 0 2 2 0
2 2 2

2 0
2 2 2

0 0 2
2

3 3
2 2 2 4 2

4591 توجه کنید کهن1زگ -11  1
x  x  

x  
x   x  x  
»

IÄ

| |

[ , ] [ , ]

| |

− ≤ ≤ ⇒ ≤
∈ − − ⇒
 ≤− ≥ ⇒ ≥

4 4 4
4 1 1 4

1 1 1


 .  x  | |≤ ≤1 4 پس 

4601 b ن1زگ -11
a

−
2

y برابر  ax bx ab= + +2 ط�ول رأس س�همی   1
است. پس

 b b a
a

− = ⇒ =−1 2
2

 

 است. پس
a

−∆
4

عرض رأس این سهمی برابر 

b a b
a a

( )−∆ −=− ⇒ = ∗
2 242 2

4 4
a−2 نتیجه می شود ) به جای b قرار دهیم  )∗ اگر در تساوی 

a a a a a a
a

a      b

a      b

 (.¡.¡.ù),

,

+ = ⇒ + = ⇒ + − =

 − + −= =


− − + = =

2 3 2 24 8 2 2 2 2 2 0
4

1 17 1 17
4 2

1 17 1 17
4 2

,  محور عرض ها را قطع می کند و عرض این نقطه  ab)(0 این س�همی در نقطۀ 

. ab ( )− + += =−
21 17 9 17

8 4
برابر است با 

4611 ، ن1زگ -11 gD { }= − −2 fD و  { }= − 1 توجه کنی�د که   2
بنابراین

 fog g f
xD x x D g x D x x
x

{ | , ( ) } { | , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠
+

2 32 1
2

از طرف دیگر
 x x x x

x
− ≠ ⇒ − ≠ + ⇒ ≠
+

2 3 1 2 3 2 5
2

ت
ن
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5 در  2− و  . بنابراین  fogD x x x{ | , } { , }= ≠− ≠ = − −2 5 2 5 پ�س 
دامنۀ تابع fog قرار ندارند که مجموع آن ها برابر ۳ است.

4621 ) برخورد می کنند، پسن1زگ -11 , )1 2 چون این دو نمودار در نقطۀ   3

 

f f a b a b

f f f

a b a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ =

+ = ⇒ + =

3

1

3

1 2 1 2 2 8

1 2 2 1 2 1

2 1 2 1
در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

8
7 15

2 1

 . a b+ =−3 6 بنابراین 

4631 راه حل اول اگر نمودار تابع f را نسبت به محور عرض ها ن1زگ -11  2
y به دس�ت می آید. اگر عرض نقاط نمودار  f x( )= − قرینه کنیم، نمودار تابع 
y به دس�ت می آید.  f x( )= −2 به دس�ت آم�ده را دو برابر کنیم، نم�ودار تابع 
 y f x( )= + −1 2 نم�ودار اخیر را یک واحد به بالا منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

به دست آید که به صورت شکل )۲( خواهد بود.

 y f x( )= −2   y f x( )= −  

  y f x( )= + −1 2  
. اگر شکل )۲( مربوط به  f f( ) ( )− = =−1 2 1 راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

. از طرف دیگر، g g( ) ( )− = =−2 1 1 تابع g باشد، آن گاه 

 
g x f x g f

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + − ⇒ − = + = − =−

= + − = − =−

1 2 2 1 2 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1
g است. x f x( ) ( )= + −1 2 بنابراین شکل )۲( متعلق به تابع 

4641 ) است. ن1زگ -11 , )−∞ 3 با توجه به شکل، دامنۀ تابع به صورت   2

b است 
a

( , )−∞ − از طرف دیگر، با توجه به ضابطۀ تابع، دامنۀ تابع به صورت 
. بنابراین a<0 که در آن 

 b b a
a

− = ⇒ =−3 3

. اکن�ون توج�ه کنید که نم�ودار تابع f از  f x ax a( ) log ( )= −1
2

3 در نتیج�ه 

) گذشته است. بنابراین , )3 0
2

نقطۀ 

 f a a a( ) log ( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − =1 1
2 2

3 3 30 3 0 0
2 2 2

. بنابراین  b=2 ، پس  a=− 2
3

، یعنی  a− =3 1
2

در نتیجه 

 f x x( ) log ( )= − +1
2

2 2
3

، آن گاه f m( )− − =1 2 در نتیجه اگر 

 
f m m

m m m

( ) log ( )

( )−

=− ⇒ − + =−

=− + ⇒ =− + ⇒ =−

1
2

2

22 2 2
3

1 2 22 4 2 3
2 3 3

. f ( )− − =−1 2 3 بنابراین 

4651 alog نتیجه می شودن1زگ -11 =8 از تساوی   3

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =
3
2 3 22 2 2

2 3
بنابراین

 
a a

log log log log

(log log ) ( )

= = =

= − = − = −

3 10125 5 3 5 3
2

23 10 2 3 1 3 2
3

4661 چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود دارد، پس ن1زگ -11  2
00 در بیاید. در نتیجه حد صورت هم باید صفر باشد تا حد مورد نظر به صورت 

 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = ⇒ − + = ⇒ = −2
1

0 1 0 1

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم

 
x x x

x x ax ax a x a a
x x xx x

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− − +− + − − += = = −
− − −− +

2

21 1 1

1 11 1 2
1 2 1 2 12 3 1

a بنابراین a a− = − ⇒ =2 4 3
. a b+ =5 b=2 و در نتیجه  پس 

4671 x3 وجود ن1زگ -11 اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ شامل   3
∞+ اس�ت. بنابراین باید  ∞− ی�ا  داش�ته باش�د، مق�دار حد مورد نظ�ر برابر 
، پس  a+ =1 0 x3 در ص�ورت کس�ر داده ش�ده صفر باش�د، یعن�ی  ضری�ب 

. در این صورت حد مورد نظر برابر است با a=−1

 
x

x x
bb x

lim
( )→−∞

− + −=
++ −

2

2
2 2

11 4
. a b+ =−3 . به این ترتیب  b=−2 ، یعنی 

b
− =
+
2 2
1

بنابراین 

4681 با توجه به رابطۀن1زگ -11  2

 
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





] فقط در  , ]−4 4 g اس�ت ک�ه روی ب�ازۀ  x( تاب�ع g هم�ان تاب�ع ثابت 1−=(
4− و ۴ ناپیوسته است. نقطه های 

4691 ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ x=1 همان ن1زگ -11  3
f است. پس، ( )′ 1

 f x x mx f m m( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =−3 34 2 1 1 4 2 1 2
2

4701 x=3 پیوسته است و ن1زگ -11 تابع در نقطۀ   2

 

x x

x
f x x

x

f f
x

      

( )

( ) lim , ( ) lim
+ −+ −

→ →

 >′ = +
 <

′ ′= = = =
+3 3

1 3
2 1
1 3

1 13 3 1 1
42 1



)109(

بنابراین

h h h

f h f h f h f f h f
h h h

f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )

+ + +→ → →

+ −

+ − − + − − −
= +

−

′ ′= + = + =

0 0 0

3 3 3 3 3 3

1 53 3 1
4 4

توجه کنید که می توانیم از قاعدۀ هوپیتال نیز استفاده کنیم:

 h h

f h f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

+ +→ →

+ −

′ ′+ − − + + −
=

′ ′= + = + =

0 0

3 3 3 3
1

1 53 3 1
4 4

4711 f و ن1زگ -11 x x x x( )= =
1 7

3 2 2 ابتدا توجه کنید که   2

 f x x f x x x x( ) ( )′ ′′= ⇒ = =
5 3
2 27 35 35

2 4 4
بنابراین

f ( )′′ = × × =354 4 2 70
4

 

4721 . برای اینکه تابع ن1زگ -11 y x x k′= + +2 2 ابتدا توجه کنید که   1
اکیداً صعودی باشد باید مشتق آن به ازای هر x نامنفی باشد: 

x x k+ + ≥2 2 0
بنابراین

 k k∆= − ≤ ⇒ ≥4 4 0 1

4731 1− و ۵ برابر صفر اس�ت، ن1زگ -11 f در نقطه های  ′ مق�دار تابع   1
 x در نقطه های به طول 1− و ۵ موازی محور f پ�س خط مم�اس بر نمودار تابع
f منفی اس�ت، پس  ′ ) علامت  , )+∞5 ) و  , )−∞ −1 اس�ت. روی بازه های 

 f ′ ) علامت  , )−1 5 f روی ای�ن بازه ها اکیداً نزولی اس�ت. روی ب�ازۀ  تاب�ع 

f روی این بازه اکیداً صعودی است. توجه کنید که فقط  مثبت است، پس تابع 
نمودار گزینۀ )۱( این ویژگی ها را دارد.

4741 اگر دایره ها بر هم مماس درونی باشند، طول خط المرکزین ن1زگ -11  3
)k و  , )2 آن ها برابر با اختلاف شعاع های دایره هاست. مرکز دایره ها، نقطه های 

) و شعاع های آن ها ۹ و ۲ است. , )− −1 3

بنابراین

 k k¸Äq¨oµ²Hïôi Ï¼ö ( ) ( ) ( )= + + + = + +2 2 21 2 3 1 25  
در نتیجه

 
k k

k k

( ) ( )

( )

+ + = − = ⇒ + + =

+ = ⇒ =± −

2 2

2

1 25 9 2 7 1 25 49

1 24 24 1
 

2− است. بنابراین مجموع مقادیر k برابر 

4751 چون کانون های بیضی روی محور x و دو سر قطر کوچک ن1زگ -11  1
بیضی روی محور y هس�تند، پس مبدأ مختصات مرکز بیضی اس�ت )شکل رسم 

a در  BF ( ) ( )= = + + − =2 20 4 3 0 5 ش�ده را ببینی�د(. از ط�رف دیگ�ر، 
) و ش�عاع آن برابر ۵ اس�ت، پس  , )0 0 نتیج�ه، مرک�ز دای�رۀ م�ورد نظ�ر نقط�ۀ 

x است. y+ =2 2 25 معادله اش 

4761 ف�رض کنید تعداد مهره ه�ای آبی برابر n باش�د. در این ن1زگ -11  4
صورت تعداد مهره های قرمز برابر ۲n است. اکنون توجه کنید که بنابر فرض،

 

n n

n n
n n n

n n n n
n

( )

( )

( )

   
   
   
    = ⇒ =

− 
 
 
 

= ⇒ = − ⇒ =
−

2

1 1 27 7
3 15 3 3 1 15

22

4 7 20 21 7 7
3 3 1 15

 

4771 فرض کنید A پیش�امد این باش�د که ش�خص س�رطان ن1زگ -11  4
داش�ته باش�د، B پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باش�د و شخص 
س�رطان داش�ته باشد و C پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باشد و 
شخص سرطان نداشته باشد. اگر جواب آزمایش مثبت باشد، یا شخص سرطان 
A اس�ت.  B A C( ) ( )′

   دارد ی�ا ن�دارد. بنابرای�ن پیش�امد م�ورد نظر 
احتم�ال  بنابرای�ن  ناس�ازگارند.   A C′

 و   A B پیش�امدهای   همچنی�ن 
 B و A همچنین، پیشامدهای . P A B P A C( ) ( )′+  مورد نظر برابر است با 

′A و C، مستقل اند. بنابراین  و نیز A و C، و در نتیجه 

 
P A B P A C P A P B P A P C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / ( / )( / ) /

′ ′+ = +

= × + − =0 02 0 95 1 0 02 0 03 0 0484

 

 

4781 ، بناب�ر قضی�ۀ خط�وط م�وازی و م�ورب، ن1زگ -11 EF AC چ�ون   2
. بنابراین مثلث های AKC و FEK متشابه اند )زز(. در نتیجه  C Eˆ ˆ=1 A و 1 Fˆ ˆ=1 1

 AC KC
FE KE

( )= 1  

 ،BAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، DE AC همچنین، چون 

 DE BE
AC BC

( )= 2  

اگر تساوی های )۱( و )۲( را در هم ضرب کنیم به دست می آید

 AC DE DE
FE AC FE

× = × ⇒ =4 5 5
3 12 9

 

4791 ، پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه مثلث های ن1زگ -11 EF BC چون   2
AEF و ABC متشابه اند. در نتیجه

AEF

ABC

S AE
S AB AB AB

( ) ( )= = =2 2
2

1 1
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اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید

AEF

BEFC

S
S AB

( )=
−2

1 1
1

. بنابرای�ن از تس�اوی )۱( نتیج�ه می ش�ود  AEF BEFCS S= ام�ا طب�ق ف�رض، 

. AB= 2 AB و در نتیجه  =2 2 ، یعنی  AB − =2 1 ، پس 1
AB

=
−2

1 1
1
4801 ابتدا میانگین داده های جدید را به دست می آوریمن1زگ -11  3

 y y× + + += ⇒ =
+

18 25 20 27 28 25
18 3

 

برای محاسبۀ واریانس از فرمول زیر کمک می گیریم:

 
n n

n

x x x x x x
x

n
x x x

( )
+ + + + + +

σ = − ⇒ = −

+ + + = × =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

9 625
18

18 634 11412

 



 

بنابرای�ن مجموع مربعات داده های قبلی برابر ۱۱۴۱۲ اس�ت. مجموع مربعات 
داده های جدید برابر است با

 A= + + + =2 2 211412 20 27 28 13325  

 . A
]kÄk

( ) /σ = − = −2 2 1332525 625 9 52
21 21

 در نتیجه 

4811 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  4
 n A n A n U n B n B n U( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′+ = = + = =56 56  

اگر این تساوی ها را با هم جمع کنیم به دست می آید:

 
n A n B n A n B

n A n B n A n B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′+ + + =

′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + =

112

62 112 50
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = − =50 44 6  بنابراین 
4821 a جمله های متوالی دنباله ای حس�ابی باش�ند، ن1زگ -11 b c, , اگر   4

c جملات  b a, , c هم جم�لات متوالی دنبالۀ حس�ابی اند و چون  b a, , آن�گاه 
. بنابراین a b c= = متوالی دنباله ای هندسی هم هستند، پس 

 b
a b c b b b
+ + = ⇒ + + = ⇒ =1 1 1 1 1 1 1 1 36

12 12
4831 ابتدا مخرج کسرها را با استفاده از اتحادهای چاق و لاغر ن1زگ -11  2

گویا می کنیم:

 
( )( )

( ) ( )

( )( )

− −= = = −
−+ + − + +

+ +
= = = +

+− + + − +

3 3 3
3 3 3 3 3

3 3
3

3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

3 2 1 3 2 13 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

 . A= − + + =3 3 32 1 2 1 2 2 بنابراین 
4841 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a a b b a b a b

a b a ab b a b a b a ab b

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

− − − = ⇒ − − − =

− + + − − = ⇒ − + + − =

3 3 3 3

2 2 2 2

0 0

0 1 0

. a ab b+ + =2 2 1 ، پس  a b− ≠0 و چون 
4851 β جواب های معادلۀ زیر باشند، ن1زگ -11 α و  اگر   3

x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0
آن گاه

 m n,α+β= − αβ= +2 3 2 2

x باشند، آن گاه nx m− + + =2 1 0 x2 جواب های معادلۀ  x1 و  همچنین اگر 
 x x n x x m,+ = = +1 2 1 2 1

=xβ نتیجه می شود  +2 1 =xα و  +1 1 با توجه به 

 
x x

x x x x x x( )( )

α+β= + +

αβ= + + = + + +
1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 1 1
بنابراین

 
m n m n

n m n m n

− = + − =  ⇒ 
+ = + + + =  

2 3 2 2 5

2 2 1 1

پس
 m m m n,− = ⇒ = =2 5 5 5

 . m n+ =10 بنابراین 

4861 t≥0 و ن1زگ -11  ، x t=± ، آن گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م   1
معادله به شکل زیر درمی آید

 t mt m ( )*+ + − =2 22 1 0
در این معادله

 m m( )∆= − − = >2 24 4 1 4 0
) به ازای هر مقدار m دو جواب دارد. اگر هر دو جواب این  )* بنابراین معادلۀ 
 معادل�ه منف�ی باش�ند، آن گاه معادلۀ اولیه ج�واب نخواهد داش�ت. بنابراین اگر 

) باشند، باید )* t2 جواب های معادلۀ  t1 و 

 
t t m m

t t m m mIÄ

+ < ⇒− < ⇒ >

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 1 0 1 1

، آن گاه معادلۀ اولیه جواب ندارد. m>1 بنابراین اگر

4871 ، آن گاه علامت دو ن1زگ -11 x<− 1
2

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه اگ�ر   4

 ، x≥− 1
2

طرف تس�اوی یکس�ان نیس�ت و معادله جواب ندارد. پس با شرط 
طرفین معادله را به توان دو می رسانیم:

x x x x x+ = + + ⇒ + − =2 23 2 4 4 1 4 1 0
پس

 x x      ,− + − −= =1 2
1 17 1 17
8 8

 

− اس�ت.  +1 17
8

− و تنها جواب معادله  − <−1 17 1
8 2

واضح اس�ت ک�ه 

 . a b+ =0 b=1 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

4881 توجه کنید کهن1زگ -11  3

x x x x x xcos cos cos ( cos ) sin cos− = − = =2 4 2 2 2 2 11
8

بنابراین

x x x xx x
x x x x

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

++ = + =
2 2 4 42 2
2 2 2 2

 

صورت کسر بالا را به صورت زیر ساده می کنیم:

 
x x x x x x

x x x x x x

sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos sin cos

+ + −

= + − = −

4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1

2 2

2 1 2




)111(

در نتیجه

x x x x
x x x x

sin cos sin cos

sin cos sin cos

−
+ −= = =

4 4 2 2

2 2 2 2

21
1 2 8 6

1
8

 

4891 )  ن1زگ -11 , )π0
2

xcos در بازۀ  + =3 4 1 بای�د ببینیم معادل�ۀ 1  2

xcos چند بار در این بازه اتفاق می افتد. =4 0 چند جواب دارد. یعنی 

 

x k k

x k k x

k x k x

      

 ¡.¡.ù

( ) ,

( )

, ( )

π= + ∈

π π= + ⇒ = ⇒ =

π π π= ⇒ = = ⇒ = >

4 2 1
2

2 1 0
8 8
3 51 2
8 8 2



 

)  قطع می کند. , )π0
2

y=1 نمودار تابع f را در بازۀ  پس دو بار خط 

4901 بنابرای�ن ن1زگ -11  . a| |≤1 آن گاه   ، a− ≤ ≤1 1 اگ�ر  می دانی�م   4

x می نویسیم. بنابراین
x

| |− ≤
−
2 1
3

نامعادله را به صورت 

 

x x x x
x

x x x x x x x

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≤2 2 2 2

2 1 2 3 3
3

52 3 4 4 6 9
2

 ، a=5 ) مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , ]−∞ 5
2

بنابرای�ن 

. a b+ =7 . پس  b=2

4911 ابت�دا توجه کنید ن1زگ -11  2

 .
x x x

f x
x x x

( )
 − ≥=
− + ≤

2

2

2 2

2 2
ک�ه 

پ�س نم�ودار تابع ه�ای f و g به صورت 
مقاب�ل اس�ت. کمترین ط�ول نقطه های 
، پس  a<1 اس�ت. چون a برخورد برابر
 . g x x( )=− و1+ f x x x( )=− +2 2

x به دست می آید: x x− + =− +2 2 1 مقدار a از حل معادلۀ 

 x x x x.¡.¡.ù( ),+ −− + = ⇒ = =2 3 5 3 53 1 0
2 2

4921 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه ن1زگ -11  3
. اکنون توجه کنید که f x x( ) [ ]= − +2 3 . بنابراین  x k x k[ ] [ ]+ = +

x

x

xf x

x

x

( )

=

− + < ≤

− + < ≤=

− + < ≤


− + < ≤



3 0

11 3 0
2

12 3 1
2

33 3 1
2

34 3 2
2

fR و برد تابع f پنج عضو دارد.    { , , , , }= −3 2 1 0 1 بنابراین 

4931 مراحل رسم نمودار به صورت زیر است.ن1زگ -11  1

 y x= +1   y x=  

 y x= − +1 1  y x=− +1  

 y x| |= − +1 1  

4941 x را پیدا کنیم:ن1زگ -11 xg x( ) +=2
2

، باید وارون تابع  x<0 اگر  3

 x xg x g x x( ) ( ) ,−= ⇒ = <13 2 0
2 3

x را پیدا کنیم: xh x( ) −=2
2

، باید وارون تابع  x≥0 اگر 

 xh x h x x x( ) ( ) ,−= ⇒ = ≥1 2 0
2

 اس�ت. که 
x x

f x
x x

( )−
 <=
 ≥

1
2 0
3
2 0

بنابرای�ن تاب�ع وارون تابع f به صورت 

. a b+ =7 b=3 و   ، a=4 x است. بنابراین  xf x | |
( )− +

=1 4 2
3

همان 

4951 ب�ه نم�ودار این تواب�ع توجه کنی�د. نقاط مش�ترک f و g ن1زگ -11  4
2 است. ) هستند که فاصلۀ آن ها برابر  , )0 1 ) و  , )−1 0 به صورت 

4961 معادلۀ داده شده را به صورت زیر ساده می کنیم:ن1زگ -11  4

x xxy xy
y y
x xxy xy
y y

xx y x y y x
y x

log ( ) log log ( ) log

log ( ) log log ( ) log ( )

log (( )( ) ) −

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 3 2 22 2

3 2
2 2 2 2

3 3 2 5 5
2 5

1 10 0
2 3

3 2 0 0

10 1

 . x x xy x xlog log log−= =− =−5 5 5 بنابراین 
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4971  و ح�د م�ورد نظ�ر ن1زگ -11
x

f xlim ( )
→−∞

توج�ه کنی�د ک�ه 1=  3

00 است. اکنون توجه کنید که به صورت 

 x x

x

f x f x f x
f x f xf x f x
f x
f x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( ( ) )( ( ) )( ) ( )

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→−∞

− − +
=

− −− +

+ += = =
− −

2

2
1 1 1

1 2 12 3 1
1 1 1 2

2 1 2 1

4981 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x xx x
x xx x x x x x

( )( )

( )( )( )( )

− +− += =
− −− + − − − +

2

3 2 2
1 11 1

1 24 5 2 1 3 2

.
x x

x x
x xx x x

lim lim
( )( )− −→ →

− += =+∞
− −− + −

2

3 21 1

1 1
1 24 5 2

پس 

4991 x=6 پیوسته باشد، پسن1زگ -11 تابع f باید در نقطۀ   2

 x x
f x f f x

a a a

lim ( ) ( ) lim ( )

cos sin

+ −→ →
= =

π π+ = ⇒ + = ⇒ =−

6 6
2

6

3 1 1
6 6 4 2 4

5001 . ن1زگ -11 −1 ابت�دا توجه کنید که ش�یب خ�ط d برابر اس�ت با   2
x=2 برابر 1− اس�ت.  بنابرای�ن ش�یب خط مماس ب�ر نمودار تابع f در نقطۀ 

. بنابراین f ( )′ =−2 1 یعنی 

 g x f x g x f x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =

′ ′= = × × − =−

2 2

2 2 2 2 2 3 1 6

5011 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 
h h

f h f f h f f
h h

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 3 2 2 3 23 3 2
5 5 3 5

. بنابراین مقدار مورد نظر  f ( )′ =2 10 ، پس  f x x( )′ = −23 2 از ط�رف دیگر، 

. × =3 10 6
5

برابر است با 

5021 fD ون1زگ -11 [ , ]= 3 5 توجه کنید که   4

 f x f x x x
x x

x x x

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − = −
− −

− = − ⇒ =

1 1 0 3 5
2 3 2 5

3 5 4
) نقطۀ بحرانی تابع f است و مجموع طول و عرض آن برابر ۶ است. , )4 2 پس 

5031 n>4 ون1زگ -11 توجه کنید که   3
n n

n n nn

n n n
n

n n n n

n n n n

( )!

( )!( )!

( )!( )( )

( )! !

( )( )

( )( )

−  − < ⇒ <
  − − − +− 
− − −

<
−

− − < ⇒ − − <

− + < ⇒ − < ⇒ <

2

2 245 45
4 2 44

4 3 2 45
4 2

3 2 90 5 84 0

12 7 0 12 0 12
، بنابرای�ن n یک�ی از عددهای ۵، ۶، … و ۱۱ اس�ت، که  n< <4 12 بنابرای�ن 

تعداد آن ها ۷تاست.

5041 اگر پیش�امد »پیروزی بر تیم A« و پیش�امد »پیروزی بر ن1زگ -11  2
تی�م B« را به ترتی�ب ب�ا A و B نش�ان دهیم، A و B مس�تقل از هم هس�تند. 

′A و B مس�تقل از هم هس�تند. بنابراین احتمال پیروزی  ′B و  همچنین A و 
فقط بر یکی از دو تیم را به این صورت حساب می کنیم: 

: B و شکست از A احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 51
4 8 32

  

: A و شکست از B احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 91
4 8 32

  

. توجه کنید که  + = =5 9 14 7
32 32 32 16

بنابرای�ن احتمال مورد نظر برابر اس�ت با 

. A B A B( ) ( )′ ′ =∅   A ناسازگارند، زیرا  B′
 A و  B′

5051 برحس�ب اینکه رأس مثلث متساوی الس�اقین کدام نقطه ن1زگ -11  1
باشد، سه حالت پیش می آید.

)A رأس مثلث باشد. در این صورت  , )α 6 حالت اول نقطۀ 

 
AB AC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) | | | |

= ⇒ α+ + − = α− + −

α+ + = α− + ⇒α+ = α− ⇒α=

2 2 2 2

2 2 2 2

5 6 0 5 6 0

5 6 5 6 5 5 0
 

)B رأس مثلث باشد. در این صورت , )−5 0 حالت دوم نقطۀ 

BA BC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ − −α + − = − − + −

α+ + = ⇒ α+ = ⇒α= α=−

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13

)C رأس مثلث باشد. در این صورت , )5 0 حالت سوم نقطۀ 

  
CA CB ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ −α + − = + + −

−α + = ⇒ −α = ⇒α=− α=

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13
 

α برابر است با  بنابراین مجموع قدرمطلق های مقادیر ممکن 
+ × + × =0 2 3 2 13 32

5061 اگ�ر دایره ای بر محور y مماس باش�د، ش�عاعش برابر با ن1زگ -11  1
قدرمطلق طول مرکز آن اس�ت )ش�کل زیر را ببینید(. طول مرکز این دایره برابر 

− و شعاعش برابر است با =−4 2
2

است با 

a a( ) | |+ − =21 16 4 4 4
2

. a| |=2 بنابراین 

5071 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث DAB،ن1زگ -11 EK AB چون   1
EK DK DK DK DB DK BK
AB DB DB DB DB BD

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =4 2 3 2 1
6 3 3 3

، BDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، KF DC اکنون، چون 

 KF BK DC
DC BD DC

= ⇒ = ⇒ =5 1 15
3

 

5081 مساحت مثلث قائم الزاویۀ ABC برابر مجموع مساحت ن1زگ -11  4
دو مثلث ABD و ADC است. پس

 ABC ADC ABD
AB AC DN AC DM ABS S S × × ×= + ⇒ = +

2 2 2



)113(

ه�ر نقط�ه روی نیمس�از، از دو ضل�ع زاوی�ه، ب�ه ی�ک فاصل�ه اس�ت، پ�س 
. در نتیجه DM DN x= =

 x x x x /× = × + × ⇒ = ⇒ =3 7 7 3 10 21 2 1
، پس مثل�ث ADN قائم الزاویۀ متساوی الس�اقین  Â = 0

1 45 توج�ه کنید ک�ه 
است. بنابراین 

 AD x AD /= ⇒ =2 2 1 2

5091 E1 و ن1زگ -11 . توج�ه کنید که زاویه های  DE x= فرض کنید   2
F1 متمم یکدیگرند. بنابراین  A1 و  F1 متم�م یکدیگرند، همین طور زاویه های 
. در نتیجه، مثلث های قائم الزاویۀ ADF و EBC متش�ابه اند )زز(.  A Eˆ ˆ=1 1

به این ترتیب، 

 DF AD x x
CB EC

+= ⇒ = ⇒ =2 8 2
8 16

 

5101 ب�ا افزودن مقدار ثابتی به هر داده، انحراف معیار تغییری ن1زگ -11  2
نمی کند ولی میانگین به همان مقدار افزایش پیدا می کند.

 CVCV
x x x x

/( ) ′σ σ σ′= = = = = =
′ +

0 2 1
5 6 6 6 30

 

5111 تعداد دایره های رنگی در شکل ها، مطابق جدول زیر است:ن1زگ -11  1

شمارۀ شکل۴۳۲۱
تعداد کل دایره ها۲۵۱۶۹۴
تعداد دایره های رنگی۱۳۸۵۲

)n است و اگر n عددی فرد باشد،  )+ 21 تعداد کل دایره ها در شکل n ام برابر 

 یعنی ۹۸ 
214
2

)n است. پس در شکل سیزدهم  )+ 21
2

تعداد دایره های رنگی 

دایرۀ رنگی وجود دارد.

5121 چ�ون تعداد جمله های هر دس�ته برابر ش�مارۀ آن دس�ته ن1زگ -11  3
+ عدد استفاده شده  + + +1 2 3 29 است، برای نوشتن ۲۹ دستۀ نخست از 

. پس برای نوشتن ۲۹ دستۀ  ×+ + + + = =29 301 2 3 29 435
2

 است. چون 

نخس�ت، از نخس�تین ۴۳۵ عدد فرد استفاده شده اس�ت. پس جملۀ اول دستۀ 
)اُمین عدد فرد است. از  )+436 29 سی اُم، ۴۳۶اُمین عدد فرد و جملۀ آخر آن 

na است، پس n= −2 طرف دیگر، جملۀ عمومی عددهای فرد به صورت 1

a a ( ) ( ) ( )

( )

+ = − + − = + −

= =
465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1

2 900 1800

5131 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x x x= ⇒ × = × ⇒ =
1 1 1 1

4 84 8 4 2 8 4 85 3 5 5 3 5 5 3 5
اگر دو طرف این تساوی را به توان ۸ برسانیم، معلوم می شود که

 x x× = × ⇒ = × =4 2 25 3 5 5 3 75

5141 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 abc  ab bc ca
c a b abc

×− − = → − − =1 1 1 3 3

از طرف دیگر،
 a b c a b c ab bc ca( ) ( )+ − = + + + − −2 2 2 2 2

بنابراین
 a b c a b c= + + + × ⇒ + + =2 2 2 2 2 2 24 2 3 10

5151 . ن1زگ -11 x x =−1 2 3 x و  x+ =−1 2 6 ابت�دا توجه کنی�د که   4
بنابراین

 

x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x
x x

x x

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

+
+ + = + + + = + +

+ − +
= + +

− − − −
= + − =

−

2 2 3 3
1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2
2 1 2 1 1 2

3
1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

3

1 1

3
1

6 3 3 61 3 88
3

5161 )P و ن1زگ -11 )=1 0 P بر x−1 بخش پذیر است پس  x( ) چون   2
. a=−28 . پس  a+ + + =4 14 10 0 در نتیجه 

5171 sin تقسیم می کنیم:ن1زگ -11 α2 طرفین تساوی داده شده را بر   3

 

IÄ

sin cos sin cos

sin sin sin sin

cot cot ( cot )

cot cot cot cot

α α α α− + =
α α α α

− α+ α= + α

α− α− = ⇒ α= α=−

2 2

2 2 2 2

2 2

2

4 2

4 21

23 2 0 1
3

α در ناحیۀ دوم ق�رار دارد، پس  ب�ا توج�ه به اینک�ه انتهای کم�ان نظیر زاوی�ۀ 

 . tan( ) cotπ+α =− α=3 2
2 3

. بنابراین  cotα=− 2
3

5181 sin نتیجه می شودن1زگ -11 sin cosα= α α2 2 از اتحاد   2

 sin cos sinπ π π=1
24 24 2 12

 

پس

 sin cos cos sin cos sinπ π π π π π= = = × =1 1 1 1 1
24 24 12 2 12 12 4 6 4 2 8

 

5191 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن1زگ -11  3

 x x x x

x x x x

sin cos cos cos

cos cos (cos )( cos )

+ − = ⇒ − + − =

− − = ⇒ − + =

2 2

2
2 1 0 2 2 1 0
2 1 0 1 2 1 0

] به صورت زیر هستند , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
x x x

x x x

cos ,

cos ,

= ⇒ = = π
π π=− ⇒ = =

1 0 2
1 2 4
2 3 3
. π4 پس مجموع جواب های بالا برابر است با 
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5201 ابتدا مجموعۀ جواب های نامعادلۀ داده شده را می یابیمن1زگ -11  2
 x x x x x x| | | | | | | |≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 1 1 1

. پس x − ≤2 1 0 بنابراین 

 A x x x x x( ) | | | | | | (| | )=− − − =− − + = − +2 2 25 11 1
4 2

اکنون محدودۀ عبارت فوق را می یابیم

 
x x x

x x

| | | | (| | )

(| | ) (| | )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤− ⇒− ≤ − + ≤

2

2 2

1 1 3 1 1 90 1
2 2 2 4 2 4

9 1 1 5 11 1
4 2 4 4 2

1− است. −A و کمترین مقدار A برابر  ≤ ≤1 1 بنابراین 

5211 x ن1زگ -11 x− − ≥24 3 دامنۀ تابع مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 0  3
است:

 x x x x x( )( )− + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤2 4 3 0 1 3 0 1 3
. a b+ =2 5 b=3 و   ، a=1 در نتیجه . fD [ , ]= 1 3 پس 

5221 توجه کنید کهن1زگ -11  2

 x xf g x f
x x x

( ( )) ( )− −= ⇒ =
− −

3 2 3 3 2
2 1 2 2 1

، به دست می آید
x
3
2

اگر در این تساوی به جای x قرار دهیم 

 xxf x
x

x

( )
× −

−= =
−× −

33 2
9 42

3 6 22 1
2

. x x xf g x f x g x
x x x x

( )( ) ( ) ( ) − − −+ = + = + =
− −

2

2
9 4 3 4 6 9
6 2 2 2 6

در نتیجه 

5231 y را دو واح�د به چپ منتقل ن1زگ -11 x= − اگر نم�ودار تابع   2

y به دس�ت می آی�د، اگر نمودار  x x( )= − + = − −2 2 کنیم، نمودار تابع 

 y x= −2 به دست آمده را نسبت به محور عرض ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید و اگر این نمودار را  مجدداً دو واحد به چپ منتقل کنیم، نمودار 

y به دست می آید. x x( )= + − =2 2 تابع 

5241 f ن1زگ -11 y نمودار تابع 1− x= قرینۀ نمودار تابع f نس�بت به خط   2

f را به دست می آوریم: f برابر باشند. ضابطۀ 1− است. پس باید f و 1−

 

y ay a bx y a bx x
b

a ax y  f x x  
b b b b

( )−

−
= + ⇒ = + ⇒ =

= − ⇒ = −

33 3 3 3 3

3 1 33 31 1

 . aa bx x
b b

+ = − +3 3 33 1 f نتیجه می شود  x f x( ) ( )−= 1 از تس�اوی 

a=0 که  ، آن گاه  b=1 . اگ�ر  b=±1 و در نتیج�ه b
b
=1 aa و 

b
=− پ�س 

. b=−1 قابل قبول نیست. پس

5251 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
a

b

a
a

b

log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

2 3

3

12 3 3 2

3 8 8

b و در نتیجه
a

log log log+ = + =3 3 3
1 8 2 16 بنابراین 

 
b  

a log+
= =3

1
163 3 16

5261 c معادله را ن1زگ -11
b

c

a
a

b
log

log
log

= ب�ا اس�تفاده از خاصی�ت   1
حل می کنیم:

 

x x x

x x

x

x log log log log log

log log
log ( )

log log log log

log log
log ( ) log ( )

log log log log

log log log log log

( )×

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =
× ×

= × = ×

= = =4 5 4 5 5

1 12 2
2 5 2 5

5 2 12 2
2 5 2 5

2 2 5 4 5

10 10 4

5271 x=1 پیوس�ته باش�د، باید ن1زگ -11 ب�رای اینکه تاب�ع f در نقطۀ   4
حد تابع در این نقطه برابر a باشد، پس

 

x x

x x

x x

x x x xf x
x x x

x x
x x x

x x x
x x

lim ( ) lim( )

lim lim

lim lim
( )

→ →

→ →

→ →

− += ×
− +

−= ×
− +

−= × = =+∞
− −

3 3

31 1

3 2

31 1

3 33

3 3 3 21 1

1

1
1

1 1
1 2 2 1

 a در نقطۀ ۱ حد نامتناهی دارد، پس هیچ مقداری برای f ب�ا توجه به اینکه تاب�ع
پیدا نمی شود.

5281 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x

ax af x
aa x

lim ( ) lim
( )→+∞ →+∞

= =
++

2

2 22
پس 

 a a
a

= ⇒ =−
+

3 3
2

بنابراین

 x  x  x  

x  

x xx xf x
x xx x

x
x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→− →− →−

→−

+ − +− + += =
+ − −− − −

− += =−
− −

2

21 1 1

1

1 3 43 4
1 23 2

3 4 7
2

5291 ] برابر است با ن1زگ -11 , ]−1 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

f f f f( ) ( ) ( ) ( )

( )

− − − − −= = =
− −

2 1 2 1 6 0 2
2 1 3 3
f است. a( )′ آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در نقطۀ a برابر 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= − ⇒ = −2 23 1 3 1
بنابراین

 a a a− = ⇒ = ⇒ =±2 23 1 2 3 3 1
x=1 جواب مسئله است. پس نقطۀ 
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5301 با استفاده از قواعد مشتق گیری، مشتق تابع را حساب می کنیم:ن1زگ -11  4

 

x xx x
x xf x

x

( )
( )

( )

+ − +
+ +′ =

+

2 3 2 3
33 2 2

3 2 2

3 21 1
2 1 3 1

1
 

 . f ( ) −′ = =0 00 0
1

بنابراین 

5311 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را پیدا می کنیم:ن1زگ -11  2

 
f x x x x

f x x x x x x x

( )

( ) ( ) , ,

′ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ = =− =

3 2

2

3 4

0 3 4 0 0 1 4

بنابراین کمترین مقدار تابع بین مقادیر زیر است:

 

x  x  

f f f

f x f x

( ) , ( ) , ( )

lim ( ) , lim ( )
→+∞ →−∞

= − =− =−

=+∞ =+∞

30 0 1 4 32
4

32− است. پس کمترین مقدار تابع برابر 

5321 b در نظر ن1زگ -11 a و  اگر مطابق ش�کل مس�تطیل را به ابع�اد   2
S ماکزیمم ش�ود. توجه کنید  ab= a و می خواهیم  b+ =2 48 بگیریم، آن گاه 

b و در نتیجه a= −48 2 که 
S a a a a S a

S a

( ) ′= − = − ⇒ = −

′= ⇒ =

248 2 48 2 48 4

0 12
a=12 به دست می آید و برابر است با  بنابراین بیشترین مقدار S به ازای 

× =12 24 288

  

5331 تساوی داده شده را می توان به شکل زیر نوشتن1زگ -11  2

n n
n n

n n n nn n
n n n n

n n n n n
n n n n n n n n n n

n n n n
n n

( )! ( )!
( )! ( )!

( )! ( )! ( )! ( )!
( )! ( )! ( )! ( )!

( )! ( )! ( )( )

( )! ( )!( ) ( )! ( ) ( )!( )

( )( )
( )( )

( )

+ +
+ − −

= ⇒ =
+ − + −

− × −
+ − − − − −

+ − + +
= ⇒ =

+ − − − − + − − −

+ +
= ⇒ + + =

+ − −

2 2
2 4 224 24

1 1 1 1
1 3 1 2 2 3

2 1 1 224 24
1 1 2 1 1 1 2

1 2 24 1 2 72
1 2

n n n n n( )( )+ − = ⇒ − + = ⇒ =2 3 70 0 7 10 0 7

5341 فرض کنید A پیشامد این باشد که سمانه استخدام شود ن1زگ -11  3
و B پیش�امد ای�ن باش�د ک�ه س�میرا اس�تخدام ش�ود. پیش�امد م�ورد نظ�ر 
A ناس�ازگارند، پس  B′

 A و  B′ A اس�ت و چون  B A B( ) ( )′ ′
  

 . P A B P A B( ) ( )′ ′+  احتمال مورد نظر برابر است با 
′A و B هم  ′B و نی�ز  از ط�رف دیگ�ر، چ�ون A و B مس�تقل اند، پس A و 

مستقل اند. بنابراین

 
P A B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′+ = +

= × + × = =1 5 4 1 9 3
5 6 5 6 30 10

 

 

5351 و ن1زگ -11  y x= −2 1 مع�ادلات  ب�ا  قط�ر  دو  تقاط�ع  نقط�ۀ   4

 به دس�ت می آوریم که 
y x

y x

= −


= +

2 1

2
y را از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات  x= +2

همان مرکز دایره است: 
 x x x y,− = + ⇒ = =2 1 2 3 5  

)A نقطه ای روی دایره است، در نتیجه , )0 1 )O مرکز دایره و  , )3 5 پس 

 r OA ( ) ( )= = − + − =2 23 0 5 1 5  

5361 ابتدا توجه کنید که O وسط AB است. بنابراینن1زگ -11  2

 
A B

O

A B
O

x x b ax b a

y y a by a b

+ += ⇒ = ⇒ + =

+ + −= ⇒− = ⇒ + =−

21 2 2
2 2

3 3 12 3 3 3
2 2

 

)O و  , )−1 2 . پس کافی اس�ت فاصلۀ نقطه های  b=3 a=−4 و  در نتیج�ه 
)A را حساب کنیم تا طول شعاع دایره به دست آید:  , )−6 12

 OA ( ) ( )= − + − + = =2 26 1 12 2 125 5 5  

5371 مجم�وع فاصله های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون های ن1زگ -11  3
بیضی برابر ۲a است. در نتیجه 

a ( ) ( ) ( ) ( )= + + − + − + −

×= + + = + + = + =

2 2 2 2

22 2 2
2

16 162 3 3 0 3 3 0
5 5

16 16 2 16 2 17 166 15 8 10
5 5 5 5 55

، در نتیج�ه خ�روج از مرک�ز بیضی  c OF= =3 . از ط�رف دیگ�ر  a=5  پ�س 

 . c
a
=3
5

مورد نظر برابر است با 

5381 این دو مثلث که اضلاعی موازی دارند، متش�ابه هس�تند. ن1زگ -11  3

3 اس�ت. اگر 
2

9 یا 
6

نس�بت تش�ابه آن ها، برابر نس�بت دو ضل�ع بزرگ تر یعنی 

′S بنامیم، به دست می آید S و  A را به ترتیب  B C′ ′ ′ مساحت مثلث ABC و 

 S S S S
S S S

( ) /′− −= ⇒ = ⇒ = = =
′ ′ ′

23 9 9 4 5 1 25
2 4 4 4

 

5391 BCD رس�م ن1زگ -11 مثل�ث  را در   DH ارتف�اع  اول  راه ح��ل   4
 . DH AD= =2 3 می کنیم. چون D روی نیمساز زاویۀ ABC است، پس 

 ،DHC در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 DC DH HC HC HC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 216 12 2  
اکنون توجه کنید که بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، 

 DH HC HB HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 12 2 6  
. ب�ه ای�ن ترتی�ب، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثل�ث  BC= + =6 2 8 پ�س 

 ، BDC قائم الزاویۀ 

 BC BD DC BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 264 16 4 3  
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راه حل دوم مثلث های ABD و DBC متشابه اند )زز(. بنابراین

 BD AD BD BC BD
BC DC BC

= ⇒ = = ⇒ =2 3 3 2 3
4 2 3

 

 ، BDC اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

BC BD CD BD BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 24 16 4 3
3

5401 σ=8، ن1زگ -11 x=30 و   ، n=25 با توجه به   4

 
IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

=

= × =1600

64
25

25 64
 

از طرفی داده های ۱0، ۱۵، ۴۵ و ۵0 دارای میانگین ۳0 هستند. در نتیجه

 i

i

x

x − − −

10 15 45 50

30 20 15 15 20
 

مجموع مربعات اختلاف از میانگین داده ها برابر است با
 + + + =400 225 225 400 1250  

حال واریانس ۲۱ دادۀ باقی مانده به صورت زیر به دست می آید

 /× − −σ = = =
−

2 64 25 1250 1600 1250 50 16 66
25 4 21 3

  

5411 a ن1زگ -11 b+
2

اگر دو عدد را a و b بنامیم، واسطۀ حسابی آن ها   1

±ab است. پس و واسطۀ هندسی آن ها 

 

a ba b a b ab
abab

a b ab a b a b

b ab a a b
a b

   

( )
( )

( )( )

,

++ = ⇒ = ⇒ + =

+ − = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

2
2

2 2

3 9 8 36
4 82 8

2 2 5 0 2 2 0

2 2 2 2

بنابراین نسبت عدد بزرگ تر به عدد کوچک تر برابر با ۲ است.

5421 =x ن1زگ -11 + + −3 32 5 2 5 راه حل اول فرض می کنیم    1
و طرفین تساوی را به توان ۳ می رسانیم:

 
x

x

x x

( ) ( )

( )

( )( )

−

= + + −

+ + − + + −

= + + − + + −

3 33 3 3

3 3 3 3

33

1

2 5 2 5

3 2 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 5 3 2 5 2 5





بنابراین
 x x x x= − ⇒ + − =3 34 3 3 4 0

از حل این معادله مقدار x را به دست می آوریم.

x x x x x x x x

x x x x x

( )( ) ( )

( )( )

∆ <

+ − = − + − = − + + + −

− + + = ⇒ − = ⇒ =

3 3 2

2

0

3 4 1 3 3 1 1 3 1

1 4 0 1 0 1


 ، a b c abc+ + =3 3 3 3 a آن�گاه،  b c+ + =0 راه ح��ل دوم می دانی�م اگ�ر 
بنابراین 

x x

x x

( )

( )

= + + − ⇒ + + − + − =

+ + − − = + − −

3 3 3 3

3 33

2 5 2 5 2 5 2 5 0

2 5 2 5 3 2 5 2 5

x می رس�یم که در راه حل  x+ − =3 3 4 0 پس از س�اده کردن مجدداً به معادلۀ 
اول آن را حل کرده ایم.

5431 ) ن1زگ -11 , )3 0
2

k مح�ور x را در نقطۀ  y x( )− + =5 2 3 خ�ط   3
mx نیز است. پس y− =−2 قطع می کند. این نقطه روی خط 

 m m( )− =− ⇒ =−3 40 2
2 3

1− است، پس چون دو خط بر هم عمودند، حاصل ضرب شیب های آن ها 

 m k
k k

( )− −× =− ⇒− × =− ⇒ =
− −
2 4 2 231 1

5 3 5 3
 . k m− =9 بنابراین 

5441 x+2 بخش پذیر ن1زگ -11 P ب�ر  x( ) ب�رای آنک�ه چندجمله ای   4
. بنابراین P( )− =2 0 باشد، باید 

 P a a( )− = − + = ⇒ =2 16 8 16 0 4

. P x x x x( )= + −4 34 8 پس 
P را به دست می آوریم: x( )=0 اکنون جواب های معادلۀ 

 

x x x x x x x

x
x x x x x

x x

x
x x x

x

( )( )

( )( )

( )

+ − = ⇒ + + − =

 =
+ + − = ⇒ =−
 + − =

 = −+ = ⇒ + = ⇒
=− −

4 3 3 2

2

2

2 2

4 8 0 2 2 4 0

0
2 2 4 0 2

2 4 0

5 1
2 4 1 5

5 1

− است. −5 1 بنابراین کوچک ترین جواب 

5451 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 b cx x x x
a a

      ,−+ =− =− = = = =1 2 1 2
5 15 1
1 1

در نتیجه 
x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )

− + − + −
+ = =

− − − − − + +

× −= =−
× − × +

× = =−
− − − + +

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 21 1
2 1 2 1 2 1 2 1 4 2 1

2 5 2 8
4 1 2 5 1 5

1 1 1 1
2 1 2 1 4 2 1 5

x است. x+ − =25 8 1 0 ، یعنی  x x  + − =2 8 1 0
5 5

بنابراین معادلۀ مورد نظر 
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5461 x=1 جواب معادله است. پس x−1 ن1زگ -11 واضح اس�ت که   4
عامل معادله است

 
x mx m x x x m x

x x x m

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

− + − = ⇒ − + + + − =

− + + + =

3 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0

 x x m+ + + =2 1 برای اینکه معادله سه جواب متمایز داشته باشد، باید معادلۀ 0
دو جواب داشته باشد که برابر ۱ نباشند. بنابراین

 m m m

m m

( )∆= − + > ⇒− − > ⇒ <−

+ + + ≠ ⇒ ≠−2

31 4 1 0 4 3 0
4

1 1 1 0 3
پس

m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

 

5471 برای حل این مسئله باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم:ن1زگ -11  2

 x x
x x
+ > ⇒ + − >2 23 3 0

x درمی آید. چون  x
x
− + >

2 3 2 0 عب�ارت طرف چ�پ این نامعادله به ص�ورت 

، پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است: x x x x( )( )− + = − −2 3 2 1 2

 
x

x x
x

−∞ +∞

− + − + − +
2

0 1 2

3 2 0 0

) اس�ت. در  , ) ( , )+∞0 1 2 بنابرای�ن مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 
. a b+ =2 b=2 و   ، a=0 نتیجه 

5481 cos2 قرار دهیم ن1زگ -11 010 اگ�ر در صورت و مخرج به ج�ای   3
−sin نتیجه می شود 2 01 10

sin ( sin )sin cos

sin cos sin ( sin )

( sin )sin

sin sin

+ − −+ − =
+ − + − −

++= = =
+ +

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 02 0

2 0 2 0

7 5 10 1 107 5 10 10
3 10 2 10 1 3 10 21 10 1

6 1 106 6 10 6
10 1 1 10

5491 . ن1زگ -11 f( )=0 2 ) عبور می کند یعنی  , )0 2 نمودار تابع از نقطۀ   2

بنابراین

 f a b a a( ) sin= − = ⇒ = ⇒ =0 10 4 2 0 2 4 2
2

f اس�ت. بیشترین مقدار تابع  x b x( ) sin= −2 2 پس ضابطۀ تابع به صورت 
 xsin =−1 xsin به دست می آید یا به ازای  برابر ۶ اس�ت که یا به ازای 1=
، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به ازای  b>0 )بس�تگی به علام�ت b دارد(. اگر 

. بنابراین b+2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =−1
 b b+ = ⇒ =2 2 6 2

، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به  b<0 . اگر  f x x( ) sin= −2 4 و در نتیج�ه 
. بنابراین b−2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =1 ازای 

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2
. ب�ا توج�ه ب�ه اینکه ب�رای xهای�ی که کمی  f x x( ) sin= +2 4 و در نتیج�ه 
 f x x( ) sin= +2 4 بزرگ تر از صفر هستند، مقدار تابع کمتر از ۲ است، ضابطۀ 

. ab=1و در نتیجه b=2قابل قبول نیست. بنابراین

ت
ن

5501 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  4

x x

x x x x x x

x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos (sin cos )

( sin ) sin

+

= + − +

= − ⇒ =

= ⇒ =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

1 1
2 2 2

2 2

3

4 11 3 3
5 5
1 1 42 2
2 15 15

 

. x xcos sin ( )= − = − =−2 4 74 1 2 2 1 2
15 15

بنابراین 

5511 یعن�ی ن1زگ -11  ، x− ≤ + ≤7 1 7 آن گاه   ، x| |+ ≤1 7 اگ�ر   3

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  آن گاه عب�ارت   ، x≤ ≤0 6 اگ�ر   . x− ≤ ≤8 6

A که حدود آن به صورت زیر به دست می آید: x x= −2 4

A x x x

x x x A

( )

( )

= − = − −

≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

4 2 4

0 6 2 2 4 0 2 16 4 12

A که  x x=− −2 4 ، آن گاه عب�ارت مورد نظر برابر اس�ت با  x− ≤ ≤8 0 اگ�ر 
حدود آن به صورت زیر به دست می آید:

 

A x x x

x x x

x A

( )

( )

( )

=− − =− + +

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

2

4 2 4

8 0 6 2 2 0 2 36

36 2 0 32 4
32− است و مجموع  پس بیشترین مقدار A برابر ۱۲ و کمترین مقدار آن برابر 

20− است. این دو مقدار برابر 

5521 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2

 
x ax a x x a xf x

x x
x x a x a x

x
    

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = + − ≠−
+

2 4 3 6 2 2 3 2
2 2

2 2 3 3 2 2
2

−a و در نتیجه  =3 2 0 ، پ�س  f x x( )= ب�رای اینک�ه تابع همانی باش�د، باید 

 . f a a( )= =3 3 2 . بنابراین  a=2
3

5531 . ن1زگ -11
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





می دانی�م   3

پس
x g f x g

x g f x g

( ( )) ( )

( ( )) ( )

∈ ⇒ = =−

∉ ⇒ = − =−

0 2

1 2





. g f x( ( ))=−2  ، x∈ بنابراین به ازای هر 

5541 ت��اب��ع ن1زگ -11 نم���ودار   3

y به ش�کل مقابل اس�ت. اگر  x kx=− +22
x=3 قبل از طول رأس س�همی قرار گیرد یا بر 
آن منطبق ش�ود، تابع یک به یک است. بنابراین 

 . k≥12 ، پس  k≤3
4



فصل شانزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)118(

5551 y را س�ه واحد ب�ه چپ منتقل ن1زگ -11 x= اگ�ر نم�ودار تابع   2
y به دس�ت می آید و اگ�ر طول نقاط این نمودار را  x= +3 کنیم نمودار تابع 

f به دست می آید. x x( )= +2 3 نصف کنیم، نمودار تابع 

y را رسم  x= 3 ، کافی است نمودار تابع  g x x( ) | |= 3 برای رس�م نمودار تابع 
کنیم و قسمتی از نمودار را که پایین محور طول ها قرار دارد، نسبت به این محور 

قرینه کنیم.

بنابراین نمودار توابع f و g مطابق شکل زیر در دو نقطه متقاطع اند.

5561 می توان نوشتن1زگ -11  3
x x

xy y y

x y y
y

log ( )

log ( ) log log ( ) log ( )

− −
−= − ⇒ + = ⇒ + =

= − + = − + =
+

2 2
2 2 3

2 2 2
3 3 3 3

23 1 1 3 1
2

32 2 1 3 1
1

. f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

بنابراین 

5571 . ن1زگ -11 log log log= =3
2

8 22
29 3 3
3

توج�ه کنی�د ک�ه   2

پس

 
 log loglog log( )+ = × = × = ×

= × = × =

2 28 2
2 4 43 31 9 33 3 3

4
3 343

4 4 4 4 2 4 2

4 3 4 3 12 3
5581 راه ح��ل اول چون حد مورد نظر وجود دارد و حد مخرج ن1زگ -11  3

برابر صفر است، باید حد صورت هم صفر باشد. بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ − + + = ⇒ − + + = ⇒ =
2

2 1 0 2 2 1 0 7

، حد مورد نظر می شود a=7 اگر 

x x x

x x

x

x x x x  
x x x x x

x x
x x x x

    
x x

lim lim( ) lim
( )( )

(lim lim )
( )( ) ( )( )

lim( ) ( )

→ → →

→ →

→

+ − + + + − + −= − ×
− + − − +

+ − + −= −
− + + − + +

= × − = − =
+ + + +

2 2 2

2 2

2

2 7 1 2 2 7 3 1
2 2 2 2 2

1 2 4 7 9
4 2 2 2 2 7 3

1 1 1 1 1 1 1
4 4 4 6 482 2 7 3

 . b a− =41 b=48 و  بنابراین 
راه ح��ل دوم توجه کنید که حاصل حد را می توانیم به کمک قاعدۀ هوپیتال نیز 

به دست آوریم:

 
x x

 
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − + + + += = =

−22 2

1 1 1 1
2 7 1 14 62 2 2 7

2 4 484
5591 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

x x

x x x x

f f x ax a a a

x xx xf x
x x x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

− −

+ + + +

→ →

→ → → →

= = − + = − + =

− +− += = = =
− −

1 1

1 1 1 1

1 2 2 2

1 11 1 2
1

 .
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= = =
1 1

1 2  ، a بنابراین به ازای هر مقدار

5601 1− و ۵ صفرهای تابع درجۀ دوم f هستند، پس ن1زگ -11 چون   4

 f x a x x ax ax a( ) ( )( )= + − = − −21 5 4 5

 . f a( )′ =−1 2 f و  a( )′ − =−3 10 ، در نتیج�ه  f x ax a( )′ = −2 4 بنابرای�ن 

. بنابراین f a( )=−1 8 همچنین، 

 f f f a a a a( ) ( ) ( ) ( )( )′ ′− = ⇒ − − =− ⇒ =−3 1 5 1 10 2 40 2

. f( )=2 18 f و  x x x( ) ( )( )=− + −2 1 5 به این ترتیب 

5611 . ن1زگ -11 g x x f x( ) ( )′ ′= + 2 31 3 ابتدا توجه کنید که   3

 . g f( ) ( )′ ′= + × = + × =2 1 3 4 8 1 12 2 25 بنابراین 

5621 x=0 تابع مشتق دارد، زیران1زگ -11 در   1

 
x x x

f x f x xf x
x x

( ) ( )
( ) lim lim lim

→ → →

−′ = = = =
−

3 3
0 0 0

00 0
0

xf محاسبه می شود.  x x
x

( )′ = +3
3 23

، آن گاه مشتق تابع به صورت  x≠0 اگر 

. fD ′ = بنابراین مشتق تابع به ازای هر x حقیقی تعریف می شود و در نتیجه 

5631 توجه کنید که ن1زگ -11  4
 b b a a      ,= ⇒ = = ⇒ =2 8 4 2 10 5  

بنابراین 

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 16 3  
. از طرف دیگر، چون مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی  FF c′= =2 6 در نتیجه 

. به این ترتیب،  KF KF a′+ = =2 10 تا کانون های بیضی برابر ۲a است، پس 
 KFF KF KF FFW±X¶ ôÃd¶′ ′ ′= + + = + =10 6 16  
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5641 y2 برابرند. ن1زگ -11 x2 و  در صورت گس�تردۀ دای�ره، ضرایب   4
. بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:  a=3 پس 

 bx y x by x y x  y+ + − + = ⇒ + + − + =2 2 2 23 3 6 3 0 2 1 0
3

 

. طبق فرض  bbr | |
( )= + − =

21 4 4 1
2 9 6

بنابراین ش�عاع دایره برابر اس�ت با 

 . b| |=12 |b پس  |
=2

6
، در نتیجه  r=2

5651 تعداد نقطه های مش�خص شده ۹ تاس�ت. تعداد راه های ن1زگ -11  4

. تعداد راه های انتخاب 
 
 =
 
 

9
126

4
انتخاب ۴ نقطه از این ۹ نقطه برابر است با 

به طوری که دست کم دو تا از آن ها از رأس های مثلث باشند، برابر است با
       
       + = × + × =
       
       

3 6 3 6
3 15 1 6 51

2 2 3 1
 

 . =51 17
126 42

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

5661 چ�ون یکی از س�ه ظ�رف به تص�ادف انتخاب می ش�ود، ن1زگ -11  1

، ۴ مهره به تصادف  A 1 اس�ت. اگر از ظ�رف 
3

احتم�ال انتخاب هر یک برابر 
خارج کنیم، احتمال آنکه ۲ مهره سفید باشد برابر است با

   
   
   

×    = = =
× × × 

  × × × 
 

4 5

2 2 6 10 60 10
9 9 8 7 6 126 21

4 3 2 14
، ۴ مهره به تصادف خارج کنیم، احتمال آنکه  C اگر از هر یک از دو ظرف B یا 

۲ مهره سفید باشند برابر است با
   
   ×
   

×    = =
 
 
 
 

6 3

2 2 15 3 5
9 126 14

4

 

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با
A B C

P ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= × + × + × = + × = +

+= = × =

1 10 1 5 1 5 1 10 5 1 10 52
3 21 3 14 3 14 3 21 14 3 21 7
1 10 15 1 25 25
3 21 3 21 63

5671 ، بنابر قضیۀ ن1زگ -11 AE DC . چ�ون  AE x= ف�رض کنید   3
. بنابرای�ن مثلث های AEF و  E Dˆ ˆ=1 1 A و  Cˆ ˆ=1 1 خط�وط موازی و مورب، 

CDF متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

 AE EF x x x x
CD DF x

= ⇒ = ⇒ = + = =
+

4 6 4 12 6
3 6

 

5681 طبق تعمیم قضیۀ تالس در دو مثلث OBD و ODE ،ن1زگ -11  1

OE OB BE

OA OCAC BD
OA OBOB OD
OB OE OEOB OCBC DE

OE OD

OE OE

BE BE

= +

 ⇒ = +⇒ = ⇒ =
+ ⇒ =

= ⇒ = →

+ = ⇒ = =

3 3 5
3 5

643 64
3

64 40 18 13
3 3 3





5691 DEC ن1زگ -11 و   AEF مثلث ه�ای   . DE x= کنی�د  ف�رض   4
متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 AF EF
DC ED

( )= 1  

 ،KDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FB DC چون 

 FB KF
DC KD

( )= 2  

اگر تساوی های )۱( و )۲( را با هم جمع کنیم به دست می آید

 
AF FB DC

DC x x DC x x x x

x x x x x x( ) ( )

+ = + ⇒ = + ⇒ = +
+ + +

+ = + + ⇒ = ⇒ =2

4 5 4 5 4 51
9 9 9

9 4 9 5 36 6
 

5701 ب�ا ن1زگ -11 اس�ت  براب�ر   ۲۶ و   ۲۴  ،۱۶ دادۀ   ۳ میانگی�ن   4

. بنابرای�ن میانگی�ن ۱۱ دادۀ دیگ�ر نیز ۲۲ اس�ت و چون  + + =16 24 26 22
3

واریانس آن ها صفر است پس تمام آن ها با هم برابرند و ۲۲ هستند. 
بنابراین واریانس این ۱۴ داده برابر است با

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + − − + − + −
σ = +

+ += =

2 2 2 2 2
2 22 22 22 22 16 22 24 22 26 22

14 14
36 4 16 4

14



σ=2 است. بنابراین انحراف معیار ۱۴ داده برابر 
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