
استدلال و اثبات در هندسه
درس اول و دوم

در روش اثبات ریاضی، از مواردی که قبلًا ثابت شده یا پذیرفته شده اند، حکم هایی که باید ثابت کرد را نتیجه می گیریم.
مواردی  به  می گویند.  »قضیه«  شده اند  ثابت  قبلًا  که  مواردی  به  می گویند.  »استدلال«  نتیجه گیری  فرآیند  به 
به صورت  را  حدس های خود  معمولاً  ریاضی دان  یک  می گویند.  موضوع«  »اصول  است  پذیرفته شده  آن ها  درستی  که 

عبارت های ریاضی بیان می کند، این عبارت ها »گزاره« نام دارند. هر حکم از یک یا چند گزاره تشکیل شده است. 

اصولموضوعوقضیههادرهندسه

»اصولموضوع«حکمهاییهتتندکهدرستیآنهاپذیرفتهشدهاسس.
»اقلیدس« برای هندسه تنها پنج اصل موضوع ارائه کرده بود. در جدول زیر چند اصل موضوع را مشاهده می کنیم. 

چند نمونه از اصول موضوع
ت( 
 )2
 )3

از هر دو نقطه دقیقاً یک خط راست می گذرد.
هر دو خط متقاطع دقیقاً در یک نقطه تقاطع می کنند. 

از هر نقطه خارج خط تنها یک خط موازی با آن خط می توان رسم کرد.

منظورازقضیهها،حکمهاییاسسکهدرستییاصحسآنهابهکمکاثباتریاضیتأییدشدهباشد.

ساختاراثباتدرهندسه
هر اثبات هندسی از دو بخش کلی تشکیل شده است:

داده های مسأله که پذیرفته شده اند.فرض ها

مواردی که از فرض ها نتیجه می شوند ولی تاکنون اثبات نشده اند.حکم

در سال هفتم آموختید که هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره خط از دو سر آن به یک فاصله است. این قضیه را  :لاثم
می توان به شکل زیر نمایش داد: 

»پاره خط CM، عمودمنصف پاره خط AB« است.فرض ها

CAحکم CB=

درمتألهیزیرفرضوحکمرامشخصکنید:سمم یهلمسم
»ثابسکنیددرهرمثلثعمودمنصفهایسهضلعمثلثدریکنقطههمدیگرراقطعمیکنند.«

برای این مسأله ابتدا یک شکل ترسیم می کنیم. مثلث ABC و عمودمنصف های رالمهثم
 m k و  ، l m را در شکل مشخص می کنیم. حال باید ثابت کنیم خطوط  k و  ، l

همدیگر را در یک نقطه قطع می کنند. بنابراین می توان چنین نوشت: 
ABC مثلث«، »خط k عمودمنصف AB«، »خط l عمودمنصف AC« فرض ها «

و »خط m عمودمنصف BC« است.
m در نقطه ی O همدیگر را قطع می کنند. حکم k و  ، l

فصل سوم: استدلال و اثبات در هندسه
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ن  سمازم شخصمنمودنمف:ضمهلمومکممهل،مبلماشتفلدلمازم»اصوام وضوع«موم»قضیهمهل«مبهما:تلبمکمم یمم :دازیم.مبنلب:اینمب:ایم	:هجیت
ا:تلبمکممدرمهندشه،مبهمطورمخلاصهمگلممهلیمزی:مب:داشتهم یمشودث

گلمم1ثمف:ضمهلمومکمم سألهمرام شخصمکنید.م
گلمم2ثمب:ماشلسمف:ضمهلمومکم،میکمشکهمدقیقمبکشید.م

گلمم3ثمب:ماشلسمف:ضمهل،مقضیهمهلموماصوا،مگزارلمهلییمرامبنویسیدمومدلیهمه:میکمرام شخصمکنید.م

باتوجهبهشکلزیراثباتراکاملکنید:سمم یهلمسم

«.فرض ها B Bˆ ˆ=1 2 ˆADC است« و » »BD نیمساز 

ABDحکم CBD
∆ ∆

≅

گزارهاستدلال
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D به دلیل نیمساز بودن BD درست است. همچنین با توجه به گزاره های )1(، )2( و )3( رالمهثم Dˆ ˆ=1 2 تساوی 
CBD به حالت دو زاویه و ضلع بین همنهشت هستند. در نتیجه گزاره ی )4(  و ABD می توان فهمید دو مثلث 

ABD نوشته می شود. CBD
∆ ∆

≅ به شکل 
 

برایاثباتحکمزیر،مریمچنیناستدلالکردهاسس:سمم یهلمسم

ABC متساوی الساقین« و »AD نیمساز فرض ها »مثلث 
زاویه ی A« است.

BDحکم DC=

گزارهاستدلال

Â ADA نیمساز  Aˆ ˆ) =1 21

Â ADD نیمساز  Dˆ ˆ) =1 22

ADضلع مشترک AD) =3

ABD)زض ز( ADC)
∆ ∆

≅4

BDاجزای متناظر DC) =5

آیااستدلالمریممعتبراسس؟

AD رالمهثم AD نتیجه نمی شود، زیرا  D از نیمساز بودن  Dˆ ˆ=1 2 خیر، توجه کنید که گزاره ی دوم، یعنی 
A می باشد.  نیمساز زاویه ی 
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بررسیاستدلالها
یک حکم ریاضی بعد از اثبات شدن همواره معتبر است. به مثال زیر توجه کنید:

در سال هفتم ثابت کردید که هر نقطه روی نیمساز از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. این حکم دو نتیجه ی ضمنی  :لاثم
را در خود دارد. 

R و.... را روی نیمس��از AD درنظر بگیریم فاصله ی  Q و   ، P یکم: هر نقطه ای مثل 
آن از AB و AC برابر است. 

دوم: این حکم برای هر زاویه برقرار است. بنابراین با وجود این که اثبات ریاضی برای 
ˆBAC صورت گرفته اس��ت، از آن جایی که نقطه  یک نقطه مثل P و یک زاویه مثل 

و زاویه دلخواه هستند می توان گفت حکم همواره برقرار است. 

اکلممریلضیمدرمصوربما:تلبمدرمهمهمجلم عتت:مهستند.م

میناومهرگانمیخواهندحکمزیرراثابسکنند.سمم یهلمسم

« است.فرض ها E Âˆ = »C وسط AE« و »

ABCحکم EDC
∆ ∆

≅

برایاینکارهریکچنینمیکنند:
مینا:شکلراباخطکشوپرگاررسمکردمودیدمسهضلعمثلثهامتاویهتتند،پسدومثلثمتاویاند.

AC.پسدومثلثبهحالس CE= CوچونCوسطAEاسس،داریم Cˆ ˆ=1 2 مهرگان:درکتابسالهشتمثابسشدهبود

»زضز«متاویهتتند.
استدلالکدامیکمعتبراسس؟

استدلالمینا: مینا تنها به رسم شکل پرداخته است و از هیچ گونه اصول و قضایا استفاده نکرده است، رالمهثم
پس اثبات وی پذیرفتنی نیست. 

اس��تدلالمهرگان: در اثبات هندس��ی ارجاع به کتاب سال گذش��ته و ... مجاز نیست، در نتیجه استدلال مهرگان 
نیز چندان معتبر نیست. 

تارامثلثیرسمکردهوسهارتفاعآنراترسیممیکندومشاهدهمیکندکهسهارتفاعسمم یهلمسم
مثلثهمدیگرراقطعمیکنند.آیاتارامیتواندنتیجهبگیردکه:

»درهرمثلثسهارتفاعدرنقطهایداخلمثلثباهمبرخوردمیکنند.«

همان طور که گفتیم برای ثابت کردن حدس ها باید از روش استدلال ریاضی رالمهثم
اتفاقاً همواره  بنابراین مشاهده ی تارا یک حدس ثابت نشده است که  استفاده کرد. 
درست نیست. به طور مثال در مثلث مقابل سه ارتفاع مثلث ABC، در نقطه ای خارج 

از مثلث همدیگر را قطع می کنند. 

نکته
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مهرساومهرگانبعدازیادگرفتنچندضلعیهاباهمبحثمیکنند.مهرسامیپرسد:»آیامیتوانیکمربعرابهسمم یهلمسم
دوششضلعیهمنهشستقتیمکرد؟«مهرگانپاسخمیدهدکهمربعچهارضلعدارد،پسنمیتواندبهشکلهاییبابیشاز

چهارضلعتقتیمشود.آیااستدلالمهرگانمعتبراسس؟

استدلال مهرگان به هیچ وجه معتبر نیست، به طور مثال در شکل مقابل مربع را رالمهثم
به دو شش ضلعی همنهشت تقسیم کرده ایم. 

همان طور که ملاحظه کردید برای رد کردن یک استدلال، یک مثال کفایت می کند، این مثال معمولاً »مثال نقض« نام می گیرد. 

بررسیدرستینتیجهگیریها

مجید استدلالی مطابق زیر را بیان کرده است:
»در هر مثلث متساوی الساقین ارتفاع وارد بر قاعده، میانه و عمودمنصف قاعده می باشد.«مقدمه

و AH ارتفاع وارد بر ساق می باشد.« AB AC( )= ABC متساوی الساقین بوده »مثلث 

»AH عمودمنصف و میانه ی ضلع BC می باشد.«نتیجه 

همان طور که مش��اهده می کنید، نتیجه گیری مجید صرفاً قس��متی از آن چه در مقدمه آمده است را دوباره بیان می کند. پس 
می توان نوشت: 

ه:مکممریلضیماگ:مبهمدقتم:لبتمشدلمبلشد،متنهلمقسمتیمازمآنمچهمدرم قد همآ دلماشتمرامازمنومبیلنم یمکند.م

درهرموردنشاندهیدآیانتیجهایکهازفرضها)مقدمه(گرفتهشدهمعتبراسسیاخیر؟سمم یهلمسم
الف(

»در هر مربع ضلع ها برابرند.« مقدمه
»چهارضلعی ABCD مربع نیست.«

»ضلع های چهارضلعی ABCD برابر نیستند.«نتیجه

ب(

»در هر مربع ضلع ها برابرند.« مقدمه
»در چهارضلعی ABCD ضلع ها برابر نیستند.«

»چهارضلعی ABCD مربع نیست.«نتیجه

الف( خیر، زیرا در مقدمه ی دوم آمده است که چهارضلعی ABCD مربع نیست، اما از مربع نبودن رالمهثم

چهارضلعی ضرورتاً نابرابری ضلع ها نتیجه نمی شود. بنابراین این نتیجه گیری معتبر نیست. 

ب( بله، زیرا در دومین مقدمه بیان شده است که در چهارضلعی ABCD ضلع ها برابر نیستند، در نتیجه می توان 
فهمید چهارضلعی ABCD مربع نیست، بنابراین نتیجه گیری معتبر است.  

نکته
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مطالعهیآزاد
آیامشاهدهمبنایمحکمیبرایاستدلالاسس؟

به شکل مقابل نگاه کنید. در شکل چه می بینید؟ 
آیا یک بانوی سفیدپوش است یا دو دختر از خودراضی که سر به آسمان دارند یا حتی سماوری است 

که در حال جوشیدن است؟ 
روان شناس��ان می گویند آن چه می بینید بازتاب ش��یوه ی کار مغزتان اس��ت. آن ها معتقد هستند آن چه ما تجربه می کنیم 
در حقیقت بس��یار متفاوت از چیزی اس��ت که از اندام های حسی خود دریافت می کنیم. در واقع مغز ما این دریافت ها را 
تصحیح می کند، حتی بعضاً چیزهایی که وجود دارند را نادیده می گیرد. در واقع مغز بر اساس شواهد محدودی که چشم 
دریافت می کند ش��کلی را خلق می کند. به طور مثال اگر دس��ت خود را در یخ قرار دهید و س��پس همان دست را در آب 

سرد قرار دهید، آب سرد را گرم حس می کنید. 
بر این اساس می توان دریافت که مشاهده ها و تجربیات حسی ما چندان هم قابل اتکا نیستند. بحث درباره ی این که اعتبار 
مش��اهدات در علوم تجربی، انس��انی و اجتماعی چه حد اس��ت از مسایل مهم فلس��فه ی علم است. در این جا تا همین حد 
می ت��وان گفت که مش��اهده ها می توانند مبنای نظریه ها و احکام قرار گیرند ام��ا اعتبار آن ها باید با روش هایی مثل منطق 

ریاضی سنجیده شود. 
بر این اساس در اثبات هندسی ذکر هرگونه رابطه که تنها در مشاهده ریشه دارد، نادرست و نامعتبر است. 

اکنون برای یادگیری بیش تر می توانید به حل تمرین های این بخش در انتهای فصل بپردازید.


