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گراف
ساختاری گسسته است شامل تعدادی رأس و یال هایی که این رأس ها را به هم متصل می کنند. دو نوع گراف در کتاب درسی مورد بررسی قرار 

گرفته است: 1- گراف )ساده( 2- گراف جهت دار 
در این فصل منظور از گراف، گراف ساده است. در فصل ترکیبیات با گراف های جهت دار آشنا می شویم. 

گراف ساده
,V) است که در آن V و E به صورت زیر تعریف می شوند: E) گراف ساده زوج مرتبی به صورت 

p V( | |)= V -1 مجموعه ای است ناتهی و متناهی که به اعضای آن رأس گویند. تعداد اعضای V را مرتبه ی گراف گویند و آن را با p نمایش می دهند. 
E -2 مجموعه ای اس��ت که هر عضو آن زیرمجموعه ای 2 عضوی از V اس��ت که به اعضای آن یال گویند. تعداد اعضای E را اندازه ی گراف 

q E( | |)= گویند و آن را با نماد q نمایش می دهند. 

در گراف ساده ویژگی های زیر برقرار است:	:هــتک 
1- بین هر دو رأس حداکثر یک یال می توان رسم کرد.

2- هر رأس حلقه یا طوقه ندارد. )حلقه یالی است که دو سر آن یک رأس باشد(
3- هیچ یالی نباید جهت دار باشد.

درجه ی رئوس در گراف )ساده(
)adeg نمایش می دهند. با توجه به  ) در ی��ک گ��راف تعداد یال های متصل به یک رأس را درجه ی آن رأس گویند. درجه ی رأس a را با نماد 

تعریف درجه می توان رئوس گراف را به صورت زیر دسته بندی کرد:

ا	واع رأس

1- رأس زوجک رأسی که درجه ی آن زوج است.
2- رأس فردک رأسی که درجه ی آن فرد است.

3- رأس ایزولت، منفرد یا تنهاک رأسی که درجه آن صفر است. توجه کنید که همه ی رئوس ایزوله، زوج هم هستند.
∆ نمایش می دهند. 4- رأس ماکسیممک رأسی که بزرگ ترین درجه را داشته باشد و درجه ی آن رأس را با نماد 

δ نمایش می دهند. 5- رأس می 	یممک رأسی که کم ترین درجه را داشته باشد و درجه ی آن رأس را با نماد 

∆ را بت دست آورید و تعیین کنید کت کدام رأس ها،  1 δ و  در گراف مقابل مقادیر 
رأس های ماکسیمم و می 	یمم هسهند؟

در این گراف کم ترین درجه برابر 1 و بیش ترین درجه برابر 5 است. همچنین رأس a ، رأس ماکسیمم است و رأس های  :لرهار
e و f از درجه ی مینیمم هستند، پس رأس های از درجه ی مینیمم و ماکسیمم لزوماً منحصر بفرد نیستند. 

با توجه به این که بین دو رأس یک گراف س��اده، حداکثر می توان یک یال رس��م کرد، بیش ترین تعداد یال های یک گراف ساده برابر 	:هــتک 

 است. در واقع در هر گرافی بین مرتبه )p( و اندازه )q( همواره رابطه ی زیر برقرار است: 
p 

  
 2p

q
 

≤ ≤  
 

0 2
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، حداقل چند رأس دارد؟  2 q گرافی با 31=
pبا داشتن تعداد یال ها و با استفاده از نکته ی قبل داریم: :لرهار

q p p pq p p( )
( )

 
≤  
    −

= → ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ −  
 

2 131 31 31 62 12 2

حاصل ضرب دو عدد متوالی از 62 بزرگ تر شده است. پس کم ترین مقدار ممکن برای تعداد رأس ها برابر 9 است.

شمارش تعداد گراف ها با رئوس و یال های مشخص

 یال می توان رسم کرد. برای تشکیل یک گراف، هر یالی دو حالت دارد 
p 

  
 2

 ابتدا توجه کنید که بین p رأس، حداکثر 

)رسم شود یا رسم نشود( پس تعداد گراف هایی که با p رأس مشخص )اسم دار( می توان رسم کرد، برابر است با: 

p تعداد گراف هایی که با p رأس مشخص )اسم دار( می توان رسم کرد به طوری که هر کدام k یال داشته باشند، برابر است با:

k

  
     
 
 

2

V چند گراف می توان ساخت کت دارای ویژگی های زیر باشدک 3 a b c d e{ , , , , }= با مجموعت ی رئوس 
الف( شامل یال ab 	باشد؟

هر یال دو حالت دارد. یا در گراف رسم می شود و یا رسم نمی شود. طبق فرض گراف شامل یال ab نیست، بنابراین یال  :لرهار
abp تنها یک حالت دارد و سایر یال ها دو حالت دارند. 

p
IÀ›Ho¬#jHk•U

   
−      =   = → = =

5
12 25 92 2 2 512

ب( شامل یال ab بوده و دارای 4 یال باشد؟

 یال باقی مانده انتخاب کنیم: :لرهار
 

−  
 

5
12 طبق فرض گراف شامل یال ab است، بنابراین کافی است 3 یال دیگر را از بین 

ab شامل یال

  
 −   = = =     
  − 

5
912 843

4 1
ab تعداد گراف های با 4 یال شامل

شمارش تعداد گراف ها با رئوس مشابه )بدون نام گذاری(
اگر رئوس گراف مش��ابه )فاقد نام گذاری( باش��ند، برای شمارش تعداد گراف ها فقط باید شکل گراف ها را رسم کنیم. در رسم شکل گراف ها بهتر 
اس��ت که از رأس درجه ی ماکس��یمم شروع به رس��م کنیم. همچنین توجه کنید که تفاوت گراف ها تنها در درجه ی رأس های آن ها نیست. بلکه 

ممکن است تفاوت در وجود nضلعی های مختلف موجود در گراف و یا چیدمان رئوس گراف با درجه های مختلف باشد.

با 5 رأس و 3 یال چند 	وع گراف می توان رسم کرد؟ 4
با توجه به این که به متمایز بودن رئوس گراف اشاره نشده است، پس باید شکل گراف های ممکن را رسم کنیم: :لرهار

                                   
بنابراین 4 نوع گراف می توان رسم کرد.

p 
  
 2

2

ماکسیمم تعداد یال ها

هر یالی دو حالت دارد
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آزمون 6

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
16 و 2317 دقیقهمفاهیم اولیه ی نظریه ی گراف ها

کدام گزینت یک گراف ساده است؟- 1

 
)4

  
)3

  
)2

  
)1

، کدام رابطت برقرار است؟- 2 p q  ,  ,»   ( )∆ δ در گراف مقابل بین پارامهرهای گراف 
q p= +δ  )1

p q+∆ = + δ2  )2
p q+ = ∆+δ4  )3
q p− =∆− δ3  )4

3 - B5 B4 و   ، B3  ، B2  ، B1 A4 پنج 	فر بت 	ام های  A3 و   ، A2  ، A1 مطابق گراف ش:ل مقابل، برای شغل های 

داوطلب می شو	د. اگر هیچ شغلی خالی 	ما	د و هر فرد حداکثر بهوا	د یک شغل اخهیار کند، احهمال بی کار ما	دن کدام 
شخص بیش تر است؟

B1  )1
B2  )2
B3  )3
B4  )4

چند گراف ساده با 5 رأس مشابت و 4 یال می توان رسم کرد؟- 4
3 )4  4 )3  5 )2  6 )1

کدام گراف با بقیت ی:ریخت 	یست؟- 5

 )4   )3   )2   )1

G چند است؟- 6 G گرافی از مرتبت ی 18 با 5 رأس درجت ی صفر است. حداقل ا	دازه  ی 
8 )4  7 )3  6 )2  5 )1

} است. در این گراف دو رأس مهمایز با هم مجاور	د اگر و فقط - 7 , , , }1 2 6 مجموعت ی رأس های یک گراف ساده 

اگر مجموع اعداد مهناظر با آن رأس ها بر 3 بخش پذیر باشد. این گراف چند یال دارد؟
3 )4  6 )3  4 )2  5 )1

q≥2 باشد؟- 8 V چند گراف می توان ساخت کت در آن ها  { , , , , }= 1 2 3 4 5 با مجموعت ی رأس های 

450 )4  45 )3  1013 )2  1023 )1

در - 9 دوبت دو  یال هایش  کت  ساخت  می توان   3 ا	دازه ی  با  گراف  چند   V { , , , , }= 1 2 3 4 5 رأس های  مجموعت ی  با 

رأس های مهمایز مشهرک باشند؟
20 )4  10 )3  15 )2  1 )1

V چند گراف می توان ساخت کت در آن درجت ی رأس a صفر 	باشد؟- 10 a b c d{ , , , }= با مجموعت ی رأس های 

47 )4  41 )3  56 )2  32 )1
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با شش رأس e ، d ،c ،b ، a و f چند گراف ساده می توان ساخت بت طوری کت ab یالی از آن بوده و رأس  c دارای - 11
درجت ی 5 باشد؟

112  )4  −102 1 )3  92  )2  −82 1 )1
G گرافی ساده با ا	دازه ی 23 و 6 رأس درجت ی صفر است. حداقل مرتبت ی G چند است؟- 12

14 )4  13 )3  12 )2  11 )1
اگر گراف G از مرتبت ی 20 و ا	دازه ی 8 باشد، آن گاه حداقل تعداد رأس های منفرد برابر است باک- 13

7 )4  4 )3  5 )2  6 )1
در گرافی از مرتبت ی 21 و ا	دازه ی 20، حداکثر چند رأس ایزولت وجود دارد؟- 14

14 )4  13 )3  12 )2  15 )1
q بین مرتبت و ا	دازه ی گراف برقرار است. حداقل مرتبت ی این - 15 p+ =7 7 در گرافی با بیش از یک رأس، رابطت ی 

گراف چند است؟
14 )4  13 )3  12 )2  11 )1
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قضیه ی مجموع درجات

در هر گراف مجموع درجت رئوس گراف دو برابر ا	دازه ی آن استک 1

2 pv v v qdeg deg deg+ + + =1 2 2

گراف ساده ی G از مرتبت 11 و ا	دازه ی 14 فقط رئوس درجت ی 2 و 3 دارد. گراف G چند رأس درجت ی فرد دارد؟ 5
فرض کنید تعداد رأس های درجه ی 2 و 3 به ترتیب x و y باشند. در این صورت داریم: :لرهار

p

i
i x y

V q x y
IU IU

deg
=

= ⇒ + + + + + + = × ⇒ + =∑
1

2 2 2 2 3 3 2 14 2 3 28 

 

 مقدار y که همان تعداد رئوس درجه ی فرد است، 
x y

x y
+ =

 + =

2 3 28
11

x است. با حل دستگاه  y+ ، پس 11= p=11 از طرفی چون

. y=6 را به دست می آوریم: 

ویژگی های درجات رئوس یک گراف
1- تعداد رئوس درجه ی فرد همواره زوج است. ولی زوج و فرد بودن تعداد رئوس زوج بستگی به مقدار p دارد.

25 چون تعداد رئوس فرد، زوج است، پس تعداد رئوس زوج آن باید فرد باشد. )چون p هم فرد است(مثـالک    در گرافی از مرتبه ی 

p∆≤ 2- در هر گراف ساده از مرتبه ی p همواره داریم: 1−

q همواره بین کم ترین 
p

( )
2 q برقرار است. مفهوم این رابطه این است که میانگین درجات 

p
δ≤ ≤∆2 ∆، p و q رابطه ی   ، δ 3- در هر گراف بین 

) قرار دارد. )∆ ) و بیش ترین درجه  )δ درجه 

. بیش ترین و کم ترین مقدار q را بت دست آورید. 6 δ=4 در یک گراف ساده از مرتبت ی 9 می دا	یم 

q داریم:  :لرهار
p

δ≤2 با توجه به نامساوی 

p
q q q q
p

minδ=
=

δ≤ → ≤ ⇒ ≤ ⇒ =4
9

2 24 18 18
9

 a در نظر بگیریم، رأس a همچنین گراف مورد نظر حداقل یک رأس درجه ی 4 دارد. اگر این رأس را

 یال دارد. پس گراف 
 

=  
 

8
282 با 4 یال به بقیه ی گراف متصل است. بقیه ی گراف 8 رأس و حداکثر 

+ یال با شرایط مورد نظر می تواند داشته باشد.  =28 4 G حداکثر 32

	:هجی: 
p

q
− 

≤δ+  
 

1
2 د رالترکلیربر:یرگر:فیرسادلر:زرمرتبهریرpرور:ند:زلریرqرد: یمار

قضهی
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. بیش ترین و کم ترین مقدار ا	دازه ی گراف چند است؟  7 δ=3 8=∆ و  درگرافی از مرتبت ی 11، می دا	یم 

q  :لرهار
p

δ≤ ≤∆2 ∆ را می دانیم. در این مسائل نامساوی  δ و  تفاوت این مثال با مثال قبلی در این است که هر دو مقدار 

تنها کران های بالا و پائین q را نشان می دهد و نه مقدار دقیق ماکسیمم و می نیمم را. در این گونه مسائل بهتر است که از رابطه ی 
مجموع درجه های گراف استفاده کنیم:

p

ip
i

i
i

v
v q q

deg

deg =

=
= ⇒ =

∑
∑ 1

1
2

2
 

∆ و سایر رئوس  برای پیدا کردن کم ترین مقدار q باید درجه ی رئوس کم ترین مقدار ممکن باشند. بنابراین یک رأس را از درجه ی 
δ در نظر می گیریم: را از درجه ی 

 
qmin( )

∆ δ

+ ×= =8 10 3 19
2

δ و س��ایر  برای پیدا کردن بیش ترین مقدار q باید درجه ی رئوس بیش ترین مقدار ممکن باش��ند. بنابراین یک رأس را از درجه ی 
∆ را به  ∆ در نظر می گیریم. ولی برای این که تعداد رئوس فرد، زوج باش��د، درجه ی یکی از رئوس درجه ی  رئوس را از درجه ی 

بزرگ ترین درجه ی فرد ممکن تغییر می دهیم:

qmax( )

δ ∆

+ + ×= =3 7 9 8 41
2

دنباله ی درجات

دنباله ای نزولی )و نه اکیداً نزولی( است که درجات رئوس گراف را نشان می دهد.

, نوشته می شود.مثـالک  , , , , ,5 4 2 2 1 1   دنباله ی درجات گراف مقابل به صورت 1

روش تشخیص ساده بودن گراف با استفاده از دنباله ی درجات
شرط لازم اولک تعداد رئوس فرد نباید فرد باشد.

p IÀoŸ‚#jHk•U( )∆≤ − −1 شرط لازم دومک در هر گراف ساده از مرتبه ی p همواره داریم: 
. )به شرط آن که همه ی رئوس از درجه ی p−1 نباشد.(  p( )δ≥ −1 شرط لازم سومک در هر گراف ساده از مرتبه ی p همواره داریم: تعداد رئوس درجه ی 

دنبالهریرد جاترنمیرتو:ندریکرتصاعدرسابیریارهندسیرباشد،رمگرر:ینرکهردنبالهریرثابتیرباشد.ریعنیرهمهریرد جاتربارهمربر:بررباشد.	:هجی: 

pd را بررسي کنیم. d d( , , ..., )1 2 شرط کافی )الگوریهم هاول ـ ح:یمی(ک فرض کنید مي خواهیم گرافي بودن دنباله ي نزولي 

( را حذف کرده و از هر یک از d1 جمله ی بعدي یک واحد کسر مي کنیم. d1 گام اولک بزرگ ترین جمله ي دنباله )یعنی

گام دومک اگر دنباله ي باقي مانده از حالت نزولي خارج شد، آن را مجدداً به صورت نزولي مرتب مي کنیم.
گام سومک گام اول و دوم را آن قدر تکرار مي کنیم تا به دنباله ي عددي برسیم که همه ي جمله هاي آن صفر باشد.

در این صورت دنباله ي اولیه مي تواند دنباله ی درجه هاي رئوس یک گراف ساده باشد. ولي اگر به دنباله ي صفر نرسیدیم و الگوریتم هم دیگر قابل 
انجام نبود )مثلًا به صفر و 2 رسیده بودیم(، دنباله ي اولیه گرافي نیست.

در مراحل اجراي الگوریتم هر کجا تشخیص دادیم دنباله ي به دست آمده نمي تواند )یا مي تواند( دنباله ی درجه هاي یک گراف ساده 
باشد، مي توانیم الگوریتم را متوقف کنیم.
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, می توا	د مهعلق بت درجت های یک گراف ساده باشد؟ 8 , , , , , ,4 3 2 2 1 1 1 0 آیا د	بالت ی 

.  :لرهار δ≥0 ندارد، پس p−1 شرط سوم: دنباله هیچ رأسی از درجه ی . ≤ − −4 8 1 شرط اول: 4 رأس فرد دارد. شرط دوم: 1
شرط چهارم: با استفاده از الگوریتم هاول - حکیمی ساده بودن گراف را تایید می کنیم: 

4    

      

                                        ÁpIwKUo¶

, , , , , , ,

, , , , , ,

3 2 2 1 1 1 0
2 1 1 0 1 1 0

2      

     

                                        ÁpIwKUo¶

 

, , , , , ,

, , , , ,

1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0

1     

                           .SwH#½jIw#›Ho¬#´ÄkÃwn#oŸ‚#Á¾²ILºj#¾M#·¼a

, , , , ,

, , , , ⇒
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x درجات رئوس یک گراف باشد، کم ترین مقدار مم:ن x چند است؟ 9 y z , , , , ,5 4 1 اگر 
چون کلمه ی دنباله در سؤال ذکر نشده است، نمی توان گفت که دنباله ی داده شده نزولی است. در چنین سؤالاتی که  :لرهار

مجهول های زیادی دارند، توصیه می کنیم که شکل گراف را رسم کنید. برای رسم گراف ابتدا رأس درجه ی ماکسیمم را رسم کرده، 
سپس رأس درجه ی 4 را تشکیل می دهیم:

پس y، x و z حداقل برابر 2 هستند.
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آزمون7

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
18 و 2319 دقیقهدنباله ی درجه های گراف

1 - V| | |E و  | E برقرار باشد، مقادیر  V| | | |= −4 5 G درجت ی هر رأس 6 و رابطت ی  V E( , ) اگر در گراف ساده ی 

کدام است؟
4( چنین گرافی وجود ندارد.  V| |=5 |E و  |=15  )3  V| |=10 E|=15| و   )2  V| |=5 |E و  |=20  )1

، آن گاه x چت - 2 q<15 ,x باشد و  , , , , , ,6 6 5 2 2 2 2 اگر د	بالت ی درجت رأس های گرافی با ا	دازه ی q بت صورت 

عددی می توا	د باشد؟
5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

در گرافی کت 16 رأس دارد، تعداد رأس های زوج عددی ……… و تعداد رأس های فرد عددی ……… است.- 3
4( زوج - زوج 3( زوج - فرد   2( فرد - زوج   1( فرد - فرد  

کدام  عدد 	می توا	د حاصل ضرب درجات رأس های یک گراف ساده  با مرتبت ی 5 باشد؟- 4
36 )4  24 )3  18 )2  32 )1

گرافی از مرتبت ی 6 و ا	دازه ی 10 کت فقط یک بخش دارد، موجود است. اگر درجت ی همت ی رأس ها زوج باشد، این - 5
گراف چند رأس از درجت ی 2 دارد؟

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1
اگر د	بالت ی درجت رأس های یک گراف ساده تش:یل یک د	بالت ی هندسی دهند و این د	بالت 7 عضو داشهت باشد، - 6

∆ چند است؟ آن گاه 
5 )4  7 )3  3 )2  4 )1

δ چند است؟- 7 , است.  , , , , , , , δ8 8 8 8 7 6 6 6 د	بالت ی درجت رأس های گرافی بت صورت 

5 )4  4 )3  3 )2  1 )1
, وجود دارد؟- 8 , , ,3 3 2 1 1 چند 	وع گراف ساده با د	بالت ی درجت رأس های 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
کدام د	بالت، د	بالت ی درجت رأس های گرافی ساده است؟- 9

, , , , ,5 5 3 3 1 1 )4  , , , , ,5 4 3 2 2 0 )3  , , , , ,4 4 4 3 2 1 )2  , , , , ,5 4 3 2 2 1 )1

xy چند است؟- 10 x د	بالت ی درجت رأس های گراف G باشد، حداقل و حداکثر مقدار  y, , , , ,4 2 2 اگر 1
 »  6 4  )4   »  6 3  )3   »  12 4  )2  »12 6  )1

a د	بالت ی درجت رأس های یک گراف باشد، آن گاه کم ترین مقدار ا	دازه ی گراف چند است؟- 11 b c, , , , ,3 2 اگر 1

10 )4  9 )3  8 )2  7 )1
در گرافی با ا	دازه ی 35، مجموع همت ی درجات زوج برابر 26 است. در این گراف حداکثر چند رأس درجت ی 1 وجود دارد؟- 12

44 )4  40 )3  30 )2  20 )1
y چند دسهت جواب می توا	د - 13 z( , ) د	بالت ی 	زولیy , z , 2 , 3 , 3 مربوط بت درجت ی رأس های یک گراف ساده است. 

داشهت باشد؟
3 )4  2 )3  1 )2 1( هیچ 

اگر در گرافی با ا	دازه ی 14، بت هر رأسی دست کم 5 یال منههی شود، ماکسیمم مقدار مرتبت چند است؟- 14
4( چنین گرافی وجود ندارد.  6 )3  5 )2  4 )1

7=∆. در این صورت q چت مقداری می توا	د باشد؟ - 15 δ=3 و   ، p=9 در گرافی 
31 )4  30 )3  22 )2  15 )1
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فصل دوم: گراف و کاربردهای آن

گراف کامل

گرافی ساده است که در آن هر دو رأس گراف مجاورند. )همه ی یال های آن وصل شده اند( در گراف کامل همه ی رئوس از درجه ی p−1 هستند. 

pK داریم: =p∆=δدر هر گراف کامل  −1 )2         
p p pq ( )  −

= =  
 

1
2 2

)1

کاربرد گراف کامل در حل مسأله ها
کاربرد اولک در بعضی از سؤالاتی که ماکسیمم اندازه ی گراف مطلوب است، می توان قسمتی از گراف را کامل کرد. 

اگر در گرافی از مرتبت ی 10، فقط ست رأس درجت ی 2 وجود داشهت باشد، ماکسیمم ا	دازه ی گراف چقدر است؟ 10

K7 را تشکیل می دهیم، سپس 3 رأس با درجه ی 2 را به گراف اضافه می کنیم.  :لرهار ابتدا با 7 رأس باقی مانده، گراف کامل 

K7 و 6 یال رئوس درجه ی 2 است:  بنابراین ماکسیمم اندازه ی گراف برابر مجموع یال های گراف کامل 

qmax
 

= + + + =  
 

7
2 2 2 272

∆ مطلوب است، می توان  δ و  کاربرد دومک با توجه به این که در گراف کامل همه ی رأس ها از درجه ی p−1 است، در حل سؤالاتی که مقادیر 
ابتدا گراف را کامل در نظر گرفت و سپس با حذف یال ها با توجه به فرض مسأله گراف موردنظر سؤال را تشکیل داد. 

δ چقدر است؟ 11 در گرافی از مرتبت ی 5 و ا	دازه ی 8 ، حداقل و حداکثر مقدار 

− دارد. برای این که به  :لرهار =5 1 × یال و 5 رأس درجه ی 4 =5 4 10
2

K5 را در نظر می گیریم. این گراف  ابتدا گراف کامل 

δ به دست  آید، باید این دو یال را  گراف فرض سؤال برسیم باید دو یال از این گراف را حذف کنیم. برای آن که بیش ترین مقدار 
از رئوس مختلف برداریم تا کم ترین کاهش درجه را در بین رأس ها داشته باشیم:

δ به دست آید، باید دو یال را از یک رأس حذف کنیم تا بیش ترین کاهش درجه را در آن رأس داشته  برای این که کم ترین مقدار 
باشیم.
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در گرافی از مرتبت ی 7 و ا	دازه ی 18، حداقل و حداکثر چند رأس از درجت ی ماکسیمم وجود دارد؟  12

− دارد. برای رسیدن  :لرهار =7 1 6 × یال و 7 رأس از درجه ی  =7 6 21
2

K7 را در نظر می گیریم. این گراف  ابتدا گراف کامل 

K7 را حذف کنیم. برای به دست آوردن حداکثر تعداد رئوس از درجه ی ماکسیمم، بهتر  به گراف فرض سؤال باید 3 یال از گراف 
است یال های حذف شده با رأس های کم تری درگیر باشند، بنابراین بهتر است آن ها را به صورت  مثلثی حذف کنیم. برای به دست 

آوردن حداقل تعداد رئوس از درجه ی ماکسیمم، بهتر است که سه یال را از رئوس مختلف حذف کنیم:

گراف مکمل
مکم��ل یک گراف، گرافی با همان مجموعه رأس های گراف اولیه اس��ت که اجتماع یال های 
آن با یال های گراف اولیه یک گراف کامل می س��ازد و اشتراک یال های آن با یال های گراف 

اولیه تهی باشد. 

q به ترتیب مرتبه و اندازه ی مکمل آن گراف باشد، داریم:	:هــتک  p و  اگر p و q به ترتیب مرتبه و اندازه ی یک گراف و 

 

a a

p p
p

q q

pa a p
p

              
›Ho¬# ¾]nj´µÃv¨I¶     ®µ§¶ ›Ho¬# ¾]nj´µÃºÂ¶ 

##

tCn# ¾]nj# tCn# ¾]nj#

›Ho¬#nj ®µ§¶#›Ho¬#nj

Á Á

Á Á

)

)

) deg deg

=
 

+ =  
 


 ∆+ δ = −+ = − ⇒
δ+∆ = −

1

2 2

13 1
1

کاربرد گراف مکمل
با توجه به این که به ازای هر گراف مکملی یک گراف متناظر با آن قابل رس��م اس��ت، در سؤالاتی که تعداد یال های زیادی در گراف وجود دارد، 

بهتر است شکل گراف مکمل آن را رسم کنیم. 

چند گراف از مرتبت ی 5 و ا	دازه ی 8 وجود دارد؟ 13

 یال دارد،  :لرهار
 

− =  
 

5
8 22 با توجه به این که گراف مکمل این گراف 

کافی است تعداد گراف های با 5 رأس و 2 یال را به دست آوریم:

q قابل رسم است: =8 p=5 و  بنابراین دو گراف با 
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گراف منتظم
r∆=δ= pr   و   2(  q=2 گراف r- منتظم گرافی است که درجه ی همه ی رأس های آن برابر r است. در هر گراف r  منتظم داریم: 1( 

r وجود ندارد. 2- گراف فرد منتظم  p≥ توجه کنید که در دو حالت، گراف منتظم حتماً وجود 	دارد: 1- گراف r- منتظم مرتبه ی p که در آن 
مرتبه ی فرد وجود ندارد. به عنوان مثال گراف 3- منتظم مرتبه ی 7 وجود ندارد. 

چند گراف 2- منهظم مرتبت ی 9 وجود دارد؟ 14
در حالت کلی برای پیدا کردن تعداد گراف های 2- منتظم مرتبه ی p ، باید تعداد روش هایی که می توان عدد p را به  :لرهار

صورت مجموع اعداد طبیعی بزرگ تر یا مساوی 3 نوشت، به دست آوریم:
= + = + = + +9 6 3 5 4 3 3 3

نمودار گراف های 2- منتظم مرتبه ی 9 به صورت زیر است:

بنابراین 4 نوع گراف 2 - منتظم مرتبه ی 9 وجود دارد.

 چند گراف 3 منهظم مرتبت ی 6 وجود دارد؟  15
مکمل این گراف، یک گراف 2- منتظم مرتبه ی 6 است، پس می توان گراف های 2- منتظم مرتبه ی 6 را رسم کرد. اگر  :لرهار

iv یک رأس دلخواه از گراف باشد، آن گاه داریم: 

p
G i G i r

v v p r rdeg deg =
=

+ = − → + = − ⇒ =6
31 3 6 1 2

)، پس دو گراف 3- منتظم مرتبه ی 6 هم وجود دارد: )= +6 3 3 دو گراف 2- منتظم مرتبه ی 6 وجود دارد 

گراف بازه ای
گرافی اس��ت که می توان به رئوس آن، بازه های باز متمایز از اعداد حقیقی را نس��بت داد، به  طوری که هر دو 

رأس به شرطی مجاورند که بازه های متناظر با آن رأس ها با هم اشتراک غیر تهی داشته باشند. 

بازه ای بودن گراف مقابل را بررسی کنید؟ 16

ابتدا بازه هایی را به صورت c ،b ،a و d به گراف اختصاص می دهیم. اگر این بازه ها متناظر با این رئوس باشند، داریم:  :لرهار

     

اما بازه ی d نمی تواند فقط با بازه های a و c اشتراک داشته باشد و باید با بازه ی b هم اشتراک داشته باشد در حالی که d و b مجاور 
نیستند. )توجه کنید که اگر یک قطر این چهارضلعی را رسم کنیم، گراف بازه ای ایجاد می شود.( 
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نکات گراف بازه ای
1- تمام گراف های کامل، می توانند گراف بازه ای باشند.

)n وجود داش��ته باش��د، قطعاً بازه ای نیس��تند. به عنوان مثال گراف های زیر به ترتیب از پنج  )≥4 2- گراف هایی که در آن ها nضلعی فاقد قطر 
ضلعی و چهارضلعی بدون قطر تشکیل شده اند، پس نمی توانند بازه ای باشند:

بنابراین گراف های 2 - منتظم و بازه ای از یک یا چند مثلث مجزا تشکیل شده اند.

3- گراف هایی به شکل  و   قطعاً بازه ای نیستند. 
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آزمون8

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
20 و 2321 دقیقهچند رده ی خاص از گراف ها - شماره 1

چند یال بت گراف  اضافت کنیم تا بین هر دو رأس دلخواه گراف دقیقاً یک یال وجود داشهت باشد؟- 1

15 )4  11 )3  12 )2  1 )1
گرافی از مرتبت ی 9 دارای یک رأس ایزولت است و بت یک رأس آن فقط 3 یال مهصل است. این گراف حداکثر چند یال دارد؟- 2

21 )4  19 )3  24 )2  31 )1
G برابر 26 و مرتبت ی  آن برابر 8 باشد، از هر عضو مجموعت ی V حداقل چند یال می گذرد؟- 3 V E( , اگر ا	دازه ی گراف ساده ی (

3 )4  4 )3  5 )2  6 )1
9=∆، حداکثر مقدار q چند است؟- 4 δ=3 و  در یک گراف از مرتبت ی 10، اگر 

39 )4  40 )3  42 )2  45 )1

1 تعداد یال های م:مل آن است. مرتبت ی گراف چت عددی می توا	د باشد؟- 5
4

تعداد یال های یک گراف 

37 )4  21 )3  19 )2  14 )1
چند گراف غیر ی:ریخت از مرتبت ی 6 و ا	دازه ی 13 می توان رسم کرد؟- 6

3 )4  2 )3  1 )2 1( هیچ 
کدام گراف وجود دارد؟- 7

4( 5- منتظم از مرتبه ی 13 3( 8- منتظم از مرتبه ی 17  2( 10- منتظم از مرتبه ی 8  1( 3- منتظم از مرتبه ی 17 
p+2 کدام است؟- 8 عدد p اول است. تعداد گراف های p-منهظم از مرتبت ی 

4( بی نهایت 3( هیچ   2 )2  1 )1
چند گراف 2- منهظم از مرتبت ی 6 )با رأس های مشابت( می توان رسم کرد؟- 9

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
5 	فر بت سفر می رو	د و قبل از سفر قرار می گذار	د کت هر کدام از آن ها بت دو 	فر دیگر 	امت بفرسهد. بت چند طریق این - 10

عمل ام:ان پذیر است بت شرط آن کت هر 	فر بت آن دو 	فری 	امت فرسهاده باشد کت از آن ها 	امت دریافت کرده است؟
4( غیرممکن  24 )3  12 )2  60 )1

گراف مقابل با اضافت کردن حداقل چند یال بت گراف منهظم تبدیل می شود؟- 11
28 )2   33 )1
27 )4   5 )3

با اضافت کردن 10 یال بت یک گراف r-منهظم می توان آن را بت یک گراف کامل تبدیل کرد. چند مقدار برای r وجود دارد؟- 12
4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

A چند یال دارد؟- 13 A A »    ... , ,5 2 n مفروض ا	د. گراف بازه ای مهناظر با بازه های 1
nA n n(( ) , )= −1 2 بازه های 

9 )4  6 )3  5 )2  7 )1
کدام یک از گراف های زیر بازه ای است؟- 14

 )4   )3   )2   )1

گراف مقابل بت چند طریق می توا	د گراف بازه ای باشد؟- 15
2 )2 1( بی شمار  

4( نشدنی    3 )3



محاسبات

29

آزمون 9

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
22 و 2323 دقیقهچند رده ی خاص از گراف ها - شماره 2

=p برقرار است. ا	دازه ي این گراف چند است؟- 1 ∆−2 7 در یک گراف کامل، رابطت ی 
45 )4  36 )3  28 )2  21 )1

در گراف ساده ای از مرتبت ی 11، حداکثر مقدار ا	دازه ی گراف چقدر باشد تا گراف 5 بخش جدا از هم داشهت باشد؟- 2
28 )4  21 )3  15 )2  20 )1

، حداکثر مقدار x چند است؟- 3 G K( ) ( )∆ =∆ 8 ، x یال حذف کرده و گراف جدید را G می 	امیم. اگر  K8 از گراف 

6 )4  21 )3 2( صفر   7 )1
در گرافی از مرتبت ی 10 و ا	دازه ی 40، حداکثر چند رأس از درجت ی ماکسیمم وجود دارد؟- 4

10 )4  4 )3  6 )2  5 )1
7=∆، حداقل و حداکثر مقدار q چند است؟- 5 δ=2 و  در یک گراف از مرتبت ی 10، اگر 

4( 13 و 33 3( 12 و 33  2( 13 و 32  1( 10 و 35 
G کدام عدد می توا	د باشد؟- 6 ( مفروض ا	د. مجموع درجت رأس های گراف G و  G گراف G و م:مل آن )

24 )4  22 )3  20 )2  17 )1
چند 	وع گراف از مرتبت ی 5 و ا	دازه ی 7 وجود دارد؟- 7

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

. چند مقدار برای n وجود دارد؟- 8 p q− =2 2 18 در گراف n-منهظم از مرتبت ی p داریم 
6 )4  3 )3  2 )2  1 )1

چند گراف منهظم از مرتبت ی 7 می توان ساخت؟- 9
6 )4  5 )3  4 )2  2 )1

q≤10 باشد؟- 10 چند گراف n-منهظم و 	اتهی از مرتبت ی 10 وجود دارد کت در آن ها 

7 )4  6 )3  5 )2  4 )1
در یک مهما	ی 17 	فر حضور دار	د. اگر 16 	فر آن ها همگی با 5 	فر فامیل باشند، 	فر هفدهم با چند 	فر می توا	د - 11

فامیل باشد؟
3 )4  5 )3  1 )2  2 )1

5=∆. مینیمم درجت ی G چند است؟- 12 q و  =22  ، p=9  ،G در گراف
4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

کدام گراف بازه ای است؟- 13

 )4   )3   )2   )1

بت گراف زیر حداقل چند یال اضافت کنیم کت یقین حاصل کنیم حهماً 6 بازه ی مهمایز وجود دارد کت این گراف را - 14
بازه ای می کند؟ 

2 )2   1 )1
4( گراف بازه ای است.   3 )3

)b دارای 4 یال است. کدام 	هیجت حهماً درست است؟- 15 , )0 ) و  , )1 4  ،( , )2 3  ،( , )−1 2 گراف بازه های 

b< ≤0 1 )4  b< ≤1 2 )3  b< ≤3 4 )2  b< ≤2 3  )1
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آزمون10

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
24 تا 3026 دقیقهجامع بخش های 1 تا 3

1 - b5 ... و   ، b2  ، b1 ام های	فر بت 	کارمند اسهخدام کند. پنج  a4 a3 و   ، a2  ، a1 شرکهی می خواهد برای چهار شغل

برای  را  مهقاضیان  بت چند طریق می توا	د  این شرکت  این شغل ها مطابق گراف زیر داوطلب شده ا	د.  برای تصدی 
پست های خالی ا	هخاب کند؟ )هیچ پسهی خالی 	ما	د و بت هر 	فر حداکثر یک پست برسد.( 

1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

ac وجود 	دارد؟- 2 cd وجود دار	د ولی یال ab و  a یال های  b c d e{ , , , , } در چند گراف ساده با مجموعت ی رأس های 
512 )4  256 )3  128 )2  16 )1

V چند گراف ساده می توان ساخت کت در آن ها رأس b ایزولت باشد؟- 3 a b c d e{ , , , , }= با مجموعت ی رأس های 
320 )4  64 )3  160 )2  32 )1

G کت مرتبت و ا	دازه ی آن 10 و 15 می باشد، ست رأس منفرد وجود دارد و در بقیت ی رأس ها - 4 V E( , ) در گراف ساده ی 
>ivdeg برقرار است. در این گراف چند رأس از درجت ی فرد وجود دارد؟ <3 6 رابطت ی 

4 )4  6 )3  2 )2 1( هیچ 
گراف ساده ی G از مرتبت ی 7 دارای 5 رأس درجت ی a و 2 رأس درجت ی b می باشد. اگر ا	دازه ی این گراف برابر - 5

15 باشد، چند مقدار برای b وجود دارد؟
3 )4  2 )3  1 )2 1( هیچ 

9=∆، حداکثر ا	دازه ی گراف چند است؟- 6 δ=3 و  در گرافی از مرتبت ی 11، اگر 
45 )4  46 )3  47 )2  48 )1

G یک گراف ساده با ا	دازه ی 16 باشد و درجت ی هر رأس بزرگ تر یا مساوی 3 باشد، آن گاه این گراف - 7 V E( , ) اگر 
حداکثر چند رأس دارد؟

4 )4  9 )3  11 )2  10 )1
در گرافی از مرتبت ی 10 و ا	دازه ی 42، حداکثر چند رأس از درجت ی 9 وجود دارد؟- 8

5 )4  8 )3  7 )2  6 )1
گرافی از مرتبت ی 10 دارای یک رأس از درجت ی 5 و یک رأس از درجت ی 3 است. حداقل و حداکثر ا	دازه ی این - 9

گراف بت ترتیب کدام اعداد است؟
4( 7 و 35 3( 8 و 35  2( 7 و 36  1( 8 و 36 

4=∆، حداکثر تعداد - 10 ، مجموع درجت ی رأس های زوج برابر با 30 است. اگر  q =22 در یک گراف ساده با ا	دازه ی 
رأس های درجت ی 3 در گراف چند است؟

4 )4  5 )3  2 )2  8 )1
11 - ، a با c مسابقت داده و a و  d با b ،مسابقت داده e و c ،b با a دک	بت این شرح با هم مسابقت داده ا e و d ، c ،b ، a پنج تیم

d و e مسابقت داده است. اگر قرار باشد هر دو تیم حاضر در مسابقات، دقیقاً یک بار با هم مسابقت دهند، آن گاه کدام 
	مودار مسابقات باقی ما	ده برای ت:میل این رقابت ها را 	شان می دهد؟

 )4   )3   )2   )1



محاسبات

31

، حداقل ا	دازه ی م:مل گراف G کدام است؟- 12 G G( ) ( )∆ =δ =4 در گراف ساده ی G، اگر 
20 )4  10 )3  16 )2  18 )1

q کدام یک از مقادیر زیر می توا	د باشد؟- 13 p− در صورتی کت گراف 6-منهظم G دارای p رأس و q  یال باشد، مقدار 
14 )4  12 )3  10 )2  8 )1

δ چند است؟- 14 . در این گراف  V {v , v , ..., v }= 1 2 10 n و  E( )=15 G داریم  V E( , ) در گراف منهظم 

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1
چند گراف از مرتبت ی 9 وجود دارد کت در آن ها درجت ی همت ی رأس ها برابر 2 باشد؟- 15

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
کدام گراف وجود دارد؟- 16

2( 6- منتظم با اندازه ی 40 1( 3- منتظم با اندازه ی 20  
4( 10- منتظم با اندازه ی 75 3( 10- منتظم با اندازه ی 50 

)x از اعداد حقیقی مهناظر با رأس های گراف بازه ای بت صورت - 17 , )−1 c و  ( , )= 3 7  ، b ( , )= 0 5  ، a ( , )= 4 6 بازه های 

 است. x چند مقدار صحیح می توا	د داشهت باشد؟

4( هیچ مقدار  1 )3  2 )2  3 )1
چند 	وع گراف بازه ای و 2- منهظم از مرتبت ی p وجود دارد بت طوری کت p عددی اول باشد؟- 18

4( بی شمار  3 )3  2 )2  1 )1
کدام گراف، گراف بازه ای است؟- 19

 )4   )3   )2   )1

بت یک گراف 5- منهظم، 80 یال اضافت کرده ایم تا بت یک گراف کامل تبدیل شده است. مرتبت ی این گراف چند - 20
است؟

16 )4  14 )3  12 )2  10 )1




