
  
  

  ي تابع : مفهوم و ضابطه1- 2
  
  

   )1 پاسخ
  كدام از موارد تابع نيستند. هيچ
   )2 پاسخ

  كند. را توصيف مي xبر حسب  yالف) تابع 
  

  
 تابع نيست. xبر حسب  y ب)

  
 
 
 
  

  تابع نيست. xبر حسب  y پ)
  
  
  

 
)ي  كند. نمودار تنها شامل نقطه را توصيف ميxبر حسب  yتابع ت)  , )1  .است  

y

x1

  
   )3 پاسخ

)صورت  ي تابع را به ضابطه ) ( )f x x  21   توانيم بنويسيم. حال داريم: مي 8
( ) ( )

( )
f f
f
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 الف)  
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   )4 پاسخ
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2  

)  از طرفي داريم: )( )
( ) ( )

x x y yx x y y a a a aa a a af x f y
- -- - + ++ += ´ ´ =2 2 2 2 2  

   )5 پاسخ

)واضح است كه  ) ( )  1 1 3 93 9f a b c پس كافي است مقدار ،( )19 3f گـذاري   دست آوريم. با جاي را به  83x  ي رابطـه در ( ) 3f x 

   داريم:

( ) ( ) ( )      21 8 56 11 13 1 9 333 3 3 3 3f f  

   )6 پاسخ
) كه اين كنيم. با توجه به م مينمودار پيكاني تابع را رس ) 1 2f، رو را داريم. حال براي هر كدام از  شكل روبه

ي مقصـد   عضـو مجموعـه   5حالت دارد (به هر يك از  5 ،ها خارج شود ، پيكاني كه بايد از آنAعضو ديگر  4
تواند برود). پس روي هم  مي    45 5 5 5   حالت براي تشكيل تابع وجود دارد.  5

  
   )7 پاسخ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x f f f f f x x x=  + = -  =  =  = - - = -2 2 23 3 3 3 1 2 3 8 3 4 1 4   (الف 5
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x f f f f f f

x f f f f f f

ì ì ì=  + - = - = =ï ï ïï ï ï í í íï ï ï=  + - = - + = =ï ï ïî î î

3 3 3 3 1 34 2 3 3 1 34 1 14
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  (ب 
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+ +=  + = -  - = +  =- -
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x
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22 1 32
2 1 22

  

xx z x z f z z z z z<- = ¾¾¾ = - +  = - + - - + = + + +2 23 3 3 3 3 3 3 3 ( ) ( ) (   (ت (
f x x x = + + +3 3 3( )  

   )8 پاسخ

  

b
a

af x bf cxaf x bf cx
xx

c b bcaf bf xx bf f x
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  (الف 
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-
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- -

22

2 2 2 2
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( ) ( ) ( ) ( )
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x x xf f x f f x
x x x x
x x x xf f x f f xx x x x x x

 

                               
2

1 1 1 12 3 2 2 3 21 1 1 1
1 1 1 12 3 2 2 4 6 41 1 1 1

  (ب 
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xدهيم  قرار مي a
x

 


1
ax، بنابراين 1

a



1
  و داريم: 1

af a
a

-= - -
+

1 23
1 3

( ) ( )  

  
tan cotx a x a=  =   (پ 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f a f a f a f a
a a a a

a f f a a f a f a
a a a a a



        
           

3

1 1 1 13 3
1 1 1 1 13 9 3 3

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) af a a f a a f a
a a a

         
21 1 1 18 4 2 2  

)پس  ) xf x
x


21

)و اين نتيجه براي  2 , )x    برقرار است. (زيراtana x  وx p  2  پس( , )a  (  

   )9 پاسخ

( ) (( ) ) ( ) (( ) ) ( ) ( )f x x f a f a
x a ax ax

x

              


4 2 2 2 2 4
4 2

1 1 1 1 1 42 2 2 2 4   (الف 21

( )f a
a a

   4 2
1 4 2  

]ي بالا براي  دقت كنيد كه نتيجه , ] { }a   1 1
2 2   برقرار است. (زيراxa

x


2 1
(  

xب) اگر در عبارت 
x



2 29
x ،xبه جاي  2

x



2 29
گـذاري   شـود. بنـابراين بـا جـاي     تبديل مي xقرار دهيم، عبارت پس از ساده شدن به همان  2

x
x



2 29
  رسيم: در معادله به يك دستگاه مي xجاي  به 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

xf x f x
x

x xf f x
x x

           

2 292 3 100 802
2 29 2 292 3 100 802 2

  

  گيريم: و جمع طرفين) نتيجه مي 2ي اول در  و معادله 3ي دوم در  هلبا حل دستگاه (ضرب معاد

( ) ( ) ( ) ( )x xf x x f x x
x x
         
 

2 29 2 295 300 200 80 60 40 162 2  

   )10 پاسخ

)توانيــد نشــان بدهيــد  بــه راحتــي مــي ) ( ) 1 1f x f
x

ــا دســته، بنــابرا ــرا  مــي 9بنــدي عبــارت مــورد نظــر حاصــل آن برابــر   ين ب شــود. (زي

( ) ( ) 1 10 110f f ،( ) ( ) 1 9 19f f  و…(  

   )11 پاسخ

)توان ثابت كرد  مي ) ( )f x f x  1   ، زيرا:1

( ) ( )
x

x x x x
f x f x 

     
    1
2 2 2 2 41

4 2 4 2 4 2 4 2 4
  

x x

x x x
   

  
2 4 2 4 1

4 2 2 4 2 4
  

  بندي كنيم: توانيم دسته نظر را مي به اين ترتيب عبارت مورد

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )f f f f f f f f       

1 1 1

1 99 2 98 49 51 50 100
100 100 100 100 100 100 100 100  

  



4  

( ) ( )f f      
 

1 2 2 29949 1 492 2 2 4 2 6 

   )12 پاسخ

) شكل به ضلع كف مربعاي با  جعبه )x-10    شود. بنابراين: درست مي xارتفاع با و  2
  

( ) ( )V x x x x x x x x= - ´ = + - ´ = - +2 2 3 210 2 100 4 40 4 40 100  
   )13 پاسخ

  ناميم. داريم: مي Sو مساحت آن را  P، محيط آن را xرا  طول مستطيل

( ) PP x x    2 3 32  

( )PS x S   3 3 32  

Sي  به اين ترتيب با رابطه P 3 92 ،S صورت تابعي برحسب  بهP .بيان شده است  

   )14 پاسخ

  دهيم. داريم: نشان مي Vو حجم آن را با  Sي آن را با  ، مساحت رويهRشعاع كره را با 
S R

V R

p

p

 




2

3
4
4
3

  

  گذاري كنيم: ي اول جاي پيدا كنيم و در معادله Vرا بر حسب  Rنشان دهيم، بايد  Vصورت تابعي از  را به Sكه  براي آن

( ) ( )S RV VV R R S S Vpp p p
p p

      
21 2

343 23 34 3 34 363 4 4  

   )15 پاسخ

  ناميم. داريم: مي rي آن را  و شعاع قاعده hاستوانه را ارتفاع 

r h r r
h h

p p= =  =  =2 2 36   حجم استوانه636

rh h h
h

p p p= = ´ ´ =62 2   مساحت جانبي12

   )16 پاسخ

  داريم: گيريم. در نظر مي rو شعاع قاعده را  hارتفاع مخروط را  ،Sمساحت قاعده را 

 r h r h r S r
h h

p p p p= =  =  =  = = ´2 2 2 21 72 7224 72
3

  حجم مخروط

Sh
S h
p

p
 = =72 72,  

Sl h r h l h l
h h S

p
p

= + = +  = +  = +2 2 2 2 2 272 72 72( )  

   )17 پاسخ
10000بر توماني برا 250واحد  nالف) قيمت نشريه پس از افزايش  250n  و تعداد مشتركان500 2n بنابراين درآمد نشريه برابر است با:است ،   

( ) ( )( )       2 610000 250 500 2 500 105000 5 10f n n n n n  

ب) به ازاي 


105000
2 500n يعني ، 105n بـر  اصـورت قيمـت نشـريه بر    ). در ايـن 2ي  م عبارت درجهآوريم (ماكزيم دست مي ترين سود را به بيش

 شود! تومان مي 36250

  

x x
x10 2

h
l

r
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   )18 پاسخ
ي  نشان بدهيم و در لحظه hي بالن با زمين را  اگر فاصله t  بعـدازظهر) فـرض كنـيم     1(زمان h ،

 ثانيه داريم: tپس از گذشت  2h t   
   توانيم بنويسيم: ي فيثاغورث مي حال طبق قضيه

( )      2 2 2 2 2100 100 2 2 2500d h t d t  
   )19 پاسخ

   ي فيثاغورث داريم: گيريم. طبق قضيه مي yرا  ACطول ضلع 

    2 2 2 215 225x y y x  

 بنابراين:   21 1 2252 2S xy x x     

   )20 پاسخ
   شود و مساحت آن: مي 2rاند، بنابراين قطر مربع  الف) قطر دايره و قطر مربع يكسان

  22 2 22
r rS r 

  

ي رأس هر كدام  كنيم كه زاويه تقسيم مي تر ب) با توجه به شكل، مثلث را به سه مثلث كوچك 120a   .اسـت

sinمساحت هر كدام  1 1202
r r  23(يا همان

4 rشود، بنابراين: ) مي   

( ) ( )   233 4 12 34S r r S  

   )21 پاسخ

ˆالزاويه با  ، قائمPQCالاضلاع و مثلث  متساوي ANPرو، مثلث  با توجه به شكل روبه  60C    اسـت. بنـابراينAP x  وxPC  2
3

 .

   حال داريم:

      


2 3
3 2 3
x aAP PC a x a x  

hباشد، داريم  ABCمثلث ارتفاع  hاز طرفي اگر  a 3
  ، بنابراين: 2

( )     

23 2 2 2 3

2 3
ha h x x h  

  بيان شده است.  hبه صورت تابعي از  xترتيب به اين 

   )22 پاسخ
   گيريم. با توجه به حجم مخزن داريم: مي hو ارتفاع را  rشعاع قاعده را 

  2
2
2424r h h
r

p p  

2سطح جانبي استوانه برابر است با  rhp 2ي آن  و سطح قاعدهrpي آلياژ برابر است با:  ، بنابراين هزينه  

( )


      
2
24

2 2 14400500 300 2 500
h
rC r rh C r r

r
pp p p  

   )23 پاسخ
36و طول  xالف) مقطع ناودان مستطيلي به عرض  2x :است، پس سطح مقطع آن برابر است با   

( ) ( ) ( )     236 2 2 36S x x x S x x x  

d
h
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6  

ب) به ازاي  36
4x  يا همان) 9x بيش سانتي (ترين مقدار  مترS ماكزيمم عبارت درجه دست مي به) بنـابراين مقـدار آب گذرنـده از    2ي  آيد .(

  شود.  ناودان نيز ماكزيمم مي

   )24 پاسخ
  متر مكعب است، بنابراين:  سانتي 50دانيم همواره مجموع حجم آب داخل فنجان و قيف روي هم  مي

   2 21 4 503 r x yp p  

داشته باشد. با توجه به شكل مقابـل و   yو  xاي برسيم كه فقط   بيان كنيم تا به رابطه xي آب درون قيف را بر حسب  ، يعني شعاع قاعدهrبايد 
   ي تالس داريم: از قضيهبا استفاده 

  4 8 2
r x xr  

   آوريم: دست مي ي بالا در تساوي اول به گذاري نتيجه حال با جاي

    3 31 50 116 5012 16 192x y y xp p
p

  

  بيان شده است.  xصورت تابعي از  به yبه اين ترتيب 

   )25 پاسخ
 كنيم. با توجه به نمودار، اين رابطه تابع نيست. ابطه را رسم ميالف) نمودار ر

 
 ايم. ب) با توجه به نمودار مشخص است كه با يك تابع مواجه

    
xگيريم  پ) از رابطه نتيجه مي y  2 6 تهي اسـت، بنـابراين     برقرار نيست. پس رابطه yو  xچ مقدار حقيقي وضوح اين رابطه براي هي . به1

  تابع است.
)صورت  توانيم به ت) رابطه را مي )y x   21 2   بنويسيم. چون مجموع دو عبارت نامنفي برابر صفر شده است، پسy  xو  1  2 ،

)در نتيجه رابطه فقط يك عضو دارد:  , )2   ، بنابراين تابع است.1
)ث) فرض كنيد  , )x y1 )و  1 , )x y2 xكنند و  در اين رابطه صدق مي 2 x1   داريم:، بنابراين 2

ـــا  ي

        
 

      

2 2 2 2 21
2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 22 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 1( )( )

yy
y y y y y y y y y y y y

y y
y y y y y y y y

  

  ي مورد نظر، تابع نيست. پس رابطه
sinxكه همواره  ج) با توجه به آن 3 cosyو  3 4 sinكه تساوي مورد نظر برقرار باشد بايد  ، براي آن4 cosx y  ازاي  . بنـابراين بـه  1

xمانند  xيك  p y(مثلاً yتر از يك  بيش 2    وy p   در نتيجه اين رابطه معرف يك تابع نيست.  ) داريم،2

xگذاري  چ) با جاي  1  آوريم  دست مي بهدر رابطهy  1.پس اين رابطه معرف يك تابع نيست ،  
cosح) با توجه به حضور راديكال بايد  x 2  در نتيجه ،cos x 2  در اين صورت داريم .y 2 y، بنابراين 1  1  ازاي  . پس مـثلاً بـه

x p yداريم  2  1ي مورد نظر، تابع نيست. ، بنابراين رابطه  

5

y

x
3

r

x

8

4
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)خ) دو زوج مرتب  , )x y1  و( , )x y2 گيريم. را در رابطه در نظر مي  

x تـــــابع اســـــت y
y y y y y y

x y

          
 

5 5
1 5 5 5 5

1 2 1 2 1 25 5
2

1
1

  

)دو زوج مرتب د)  , )x y1  و( , )x y2 گيريم. را در رابطه درنظر مي  

( ) ( ) ( )( )
x y y

y y y y y y y y y y
x y y

              
  

3
1 1 3 3 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 23
2 2

2 1
2

   

)صورت  تر به چون عبارت داخل پرانتز بزرگ )y y y y   2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 12 2 تـر از صـفر اسـت، بنـابراين      قابل نوشتن است، پس همواره بزرگ 2

y y 1 2 ،   در نتيجهy y1   ايم. ، پس با يك تابع مواجه2
xذ) به ازاي     ي مورد نظر داريم: در رابطه 1

y
y y

y

      
33 3


  

  ي مورد نظر، تابع نيست. بنابراين رابطه

   )26 پاسخ

( ) ( )
xy

xy x y
x


       

 
2 2 1 12 1 2 22 الف)  

               2 2 2 2 24 4 4 4 4 4 2 2 2 ( )
yx xx y xy x y xy x y y x yy x ب)  



  
  

  ي توابع حقيقي : دامنه2- 2
    

  
 

   )1 پاسخ
]الف)  , )D  7 3  
)ب)  , ) ( , ]D  3 2 2 5  

  )2 پاسخ
]الف)  , ]fD = -2 2  

y

x

5

2
-2

-1

-7  
]ب)  , ]fD  2  

2

1

2

3

y

x  3 پاسخ(   
( ) [ , ]yy f x x x D           3 2 3 5 1 8 1 8  

( ) [ , ]yy f x x x D              3 2 2 2 5 4 3 4 3  
| ( ) | [ , ]yy f x x x D             1 2 1 5 3 4 3 4  

   )4 پاسخ

( )( ) { }fx x x x x x D              3 22 1 1 2 2 1 1 1 B الف)  

, , { , , , }fx x x D        22 3 3 3 2B B B B ب)  
|| | | | | , { , }fx x x D               2 1 2 1 3 1 1 3B پ)  

   )5 پاسخ

[ , ]fx x x D          2 2 3 1 3 1 3B الف)  

( ) ) [ , ]x x
f

x x x x x x D
x x

                 
  

22 3 4 2
2

3 4 2 3 1 3 1 3
2 3

يـــا همواره منفـــــي  (B B ب)  

( ) )xx x x x x x x x x              
24 3 2 2 2 25 6 5 6 2 3 -5 +6  (B B B پ)  

  
x x x

x x x x

x xx

     
              
           

1 1 1
2 1 1 4 3 1 3

2 1 9 1 73 2 1






 اشــــــتراك

ــت ــرقرار اسـ  همواره بـ
  (ت 

    ـــا ـــا ي x ي x x x x x
x

x x x x
            

       
            
1 3 2 1 5 1 5 1 5 4 61 3 2 1 3 2 1 1 1 1 1 2  ث)  
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)ي بالا است، پس  سخ نهايي اجتماع دو محدودهپا , ] [ , ] [ , )fD     6 2 4  .  
( )( )

,| | , ـــواره مثبـــت, ـــا هم xx ي x x x x
x x x x x

x x x
    

            
  

2 12 2 1 23 3 3 3 23 3 3   ج)  

)بنابراين  , ) [ , ] ( , )fD     3 2 2 3 .  
   )6 پاسخ

)به دليل حضور  )f x  بايد كسر  مخرجدر( )f x   ازاي . با توجه به نمودار اين امر به( , )x  1 دهد. از طرفي بـه دليـل حضـور     رخ مي 3
( )g x كه  و اين( )g x x  xگيريم  ، نتيجه مي24  2 )شود:  منجر مي hي  اشتراك اين دو شرط به دامنه ،2 , ]hD  1 2  
   )7 پاسخ

cos cosx x x kp- ¹  ¹  ¹1 1 2B الف)  

sin sin ,x x x k x k
p p

p p p+ ¹  ¹ -  ¹ - ¹ + +
12 1 2 22 6 6B ب)  

 اشــــــتراك
x x

x k
x x k

p
pp

p

ì + ¹  Îïïï ¾¾¾¾ ¹ +íï ¹  ¹ +ïïî

2

2
2

sin

cos

B

B
  (پ 

sin , cosx x x k
p

¹  ¹ 2B ت)  

cos

cos

x x
x k

x x k
pppp

             

3 1
2

2

 ¥HoT{H
B

  (ث 

x x- ³  ³
32 3
2

sin sinB ج)  

x xp p p p p p p p
p p p p- £ £¾¾¾¾¾ Î - + - + + +2 4 2 2 22 2 2 2

3 3 3 3 3 3
[ , ] [ , ] [ , ]   

   )8 پاسخ
ـــا  x ي x x- >  > < -2 3 3 3B الف)  

x x x x- > - >  - >  - < <2 2 2
24 4 4 1 3 3B B, log (   (ب (

x x x x
x x

x x x x

- - - -
> ³ ³  ³  < - ³

+ + + +
4 1 4 1 4 1 2 5 51 0 2
2 4 2 4 2 4 2 4 2

ـــا , ي log( ) ,B B پ)  

x همواره

fx x D
£

- >  > ¾¾¾¾¾¾ = Æ
1

1 1
sin

sin sinB ت)  

x xx x x x x x x- -- ³ - > - > - ¹  - ³ > ¹2 2 2
1 11 1 1 1 1 1 1 2log ( ) , , , log ( ) , ,B B B B ث)  

:
( , ] ( , )

:

 اگـــر
ـــا   اگـــر ي

x

fx

x x x x
D

x x x x x

 



               
         

1 22

22
1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2
   

   )9 پاسخ
)ها را yي برخورد خط با محور  الف) نقطه , )b گيـريم. بنـابراين    در نظر ميS ab 1

، حـال كـافي   2

  ي خط عبارت است از:  بيان شود. معادله aبر حسب  نمودار بيابيم تا مساحت زير aرا بر حسب  bاست 
yx

a b
  1  

)ي  و چون اين خط از نقطه , )A 3   گيريم:  گذرد، نتيجه مي مي 4
ab

a b b a a
      


3 4 4 3 41 1 3  

aS بنابراين:
a



22
3  

y

x3 (a , )

( , b)

A4
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}گيريم كه دامنه  ي تابع ظاهراً نتيجه مي ب) از ضابطه } 3 محل برخورد خط با محور  است، ولي به اين دقت كنيد كهx توانـد طـولي    ها نمـي
aداشته باشد، بنابراين  3تر از  كم  )ي تابع  ، در نتيجه دامنه3 , ) 3 دست آوريد كه  توانيد به نيز ميشود. اين نتيجه را با توجه به اين نكته  مي

Sبايد    تواند عددي منفي يا صفر باشد). (زيرا مساحت مثلث نمي  
   )10 پاسخ

، يعني fي تابع  الف) مخرج كسر ضابطه 2 1x x  ي هـر دو تـابع    هميشه مثبت است، بنابراين دامنـه    دليـل اتحـاد    اسـت. از طرفـي بـه
( )( )x x x x    3 21 1   اند، بنابراين دو تابع مساوي هستند. هر دو رابطه يكسان 1

)ي مخرج تابع  ب) ريشه )f x ، 2x ساوي نيستند.كند. بنابراين اين دو تابع م هاي اين دو تابع فرق مي است، بنابراين دامنه  
xازاي  است. از طرفي به ي هر دو تابع برابر  پ) دامنه   :داريم  

( )
( ) ( )

x x
f x x g x

x
   3 3  

xبه ازاي     نيز داريم( ) ( )f g  3 ند.، بنابراين دو تابع با هم برابر  
sinاست و همواره  ي هر دو تابع برابر  ت) دامنه cosx x 2 2   ، بنابراين دو تابع برابرند.1

tanتوان به جاي  ث) چون دقيقاً مي x ،sin
cos
x
x ن با هم مساويند.ي يكسا قرار داد، بنابراين دو تابع با دامنه  

sintanج) چون 
cos
xx
x

 پس ،( ) sinf x xي تابع  . ولي دامنهf  شاملxها  ازاي آن هايي نيست كه بهcosx   بنابراين ،fD   ،

gDولي   .در نتيجه دو تابع نابرابرند .  

f   آوريم: دست مي ي دو تابع را به چ) دامنه x x x x
g x x x

      
   

2 2

2
  


( ) log { }
( ) log

  

)ي  چون دامنه )f x  و( )g x باشد پس دو تابع با هم برابر نيستند.  برابر نمي  
]ي  هر دو تابع بازه ي ح) دامنه , ]2 ازاي  است. به[ , ]x  2 وضوح  نيز به( ) ( )f x g x.پس دو تابع با هم برابرند .  

)كه  خ) با توجه به آن )x x x   2 22 1 )، داريم 1 )g x x    برابرند.. بنابراين دو تابع 1
   )11 پاسخ

  هاي آن دو را پيدا كنيم. ي دو تابع يكسان است. پس بايد اشتراك دامنه الف) با توجه به قوانين لگاريتم، ضابطه
x xf x x
x x

       
 

1 1 1 1
1 1

( ) log( )  

     
           

1 1
1 1 1 11 1


( ) log( ) log( )

x x
g x x x xx x  

xي پس در محدوده  1   دو تابع برابرند. 1
)اي را تعيين كنيم كه  است. بايد محدوده  ي هر دو تابع برابر ب) دامنه ) ( )f x g x.  

( ) ( ) sin cos sin cos sin cosf x g x x x x x x x x k pp           2 2 2 2 2 21 2  

  



  
  : برد توابع حقيقي3- 2

  
  

   )1 پاسخ
)الف)  , ]R  2 5  
)ب)  , ]R  4  

   )2 پاسخ
] داريمطبق نمودار  , )fR   2 نمودار تابع .g  از انتقال تابعf دسـت   واحد به پايين بـه  3ي  به اندازه

]گيرد و در نتيجه  مي -1ي نمودار عرض  ترين نقطه آيد. پس پايين يم , )gR    1 .  
y، به نمودار تابع hدست آوردن برد تابع  براي به x x 2     دقت كنيد. با توجه بـه نمـودار اگـرx  2 ،

yاه گ آن  )دانيم همواره  مي 2 )f x  )ي بالا  ، پس بنابر نتيجه2 ) ( )f x f x 2 . بنابراين همواره 2
( )h x  ]، hو برد تابع  2 , ) 2 شود.  مي  

   )3 پاسخ
x ي محدودهتوجه به نمودار تابع، در  الف) با  10 )داريم:  10 ) ( ) ( )f f x f  10 )چون  .10 )f   10 )و  1300 )f 10 ، پس 700
)ي تغييرات  محدوده )f x ،ي بازه [ , ]1300   شود.  مي 700

]ي قسمت (الف)، به ازاي  با توجه به نتيجه ب) , ]x  10   داريم: 10

| ( ) ( ) | ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| ( ) ( ) | ( ) ( )
ـــارت f حاصـــل عب f x f x f

f f x f f f
f x f f f x
    

        
  

10 1010 10 10 10 200010 10  

  )4 پاسخ

)توانيم بنويسيم  مي الف) ) ( )f x x  21   ، حال داريم:2
( ) ( ) ( )x x f x       2 21 1 2 2 2  

  م:آوري دست مي ي تغييرات عبارت زير راديكال را به ابتدا محدوده ب)
( ) ( )y x x y x x y x y              2 2 23 4 4 3 2 7 7  

)كه  با توجه به آن )f x y  )، داريم: 2 )f x  2 7 2  
( )f x x   23   (پ 4

( )x x f x        2 24 4 4 2 1 3  
  كنيم: ت) ابتدا دامنه را مشخص مي

( )f x x   3 2 2  

: شــــــرايط
x

x
x x x x

               

2
2 2

2 2 2 2 2 4 2



  

( )x x x f x                  2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3   
  

( )xy yx yx y x yx y x y
x x

           
 

2 2
2

3 3 1 3
1

 ث)  

( ) ( )y y y y y y y y yD               2 2 2 21 4 3 1 2 4 12 3 14 1     

yي  معادله y   23 14 1   دو ريشه دارد,y
  

1 2
7 49 3

]، پس برد تـابع  3 , ]y y1 yشـود. دقـت كنيـد كـه      مـي  2    ازاي  بـه

x  3 شود، پس نبايد صفر را از برد حذف كنيم. توليد مي  

y

x
2 1

2
y x x 2
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)صورت  ي تابع را به ضابطهج)  )f x
x

 
2
11

2
  توانيم بنويسيم. حال داريم: مي 

( )x f x
x x

            
 

2
2 2
1 1 1 1 12 2 12 2 22 2

   

)صورت  ي تابع را به ضابطه چ) )
| |

f x
x

 


21   توانيم بنويسيم. حال داريم: مي 1

| | | |
| | | |

y y
y x x

x x y y
         

   
1 12 1 21 11 2 1 1 1  

| | ( , ] ( , ـــا( f  ي
y

x y y R
y
           

1 1 1 1 11    

صورت  عبارت زير راديكال را به ح)
x

 
 2
21

1
  توانيم بنويسيم. حال داريم: مي 

[ , ]fx R
x x x

                 
  

2
2 2 2

2 2 21 1 2 1 1 1 1 1 1
1 1 1

    

  
   خ)

| |
( )

x x
f x

x


2 1
  

( ) ( )xx f x f x
x x

       
 

2
2 2

11 1
1 1

   

( ) ( )xx f x f x
x x

         
 

2
2 2

11 1
1 1

   

)ي  بنابراين برد تابع بازه , )1   شود. مي 1
yكنيم  فرض ميد)  x x  2 y. بنابراين 1 x x   2 y، پس 1 x    در نتيجه)y x:و داريم (  

( )
y

y x x xy y x
y
       

2
2 2 2 11 2 1 2  

( , ] ( , y تعييــــــن علامــــــت[ y y y
y x y y

y y y
             

2 2 2 21 1 2 1 1 12 2 2     

   )5 پاسخ
   آوريم: دست مي به yرا بر حسب  xاست. براي يافتن برد،  ي تابع  دامنه

ax by yx ax y b y by a
x

D         


2 2 2
2 4 4

1
   

yكه ضريب  با توجه به اين )، علامت عبارت مثبت يا صفر است. بـا  yي دوم آخر (بر حسب  ي عبارت درجه ي بين دو ريشه منفي است، در فاصله 2
]توجه به فرض مسأله اين فاصله بايد  , ]1    ها داريم: هستند. بنابراين طبق روابط بين ريشه 4و  1باشد، پس دو ريشه  4


b

b
aa

            

2

4 1 4 34
41 44

  

   )6 پاسخ
yدايره  ي نيم الف) معادله x  كنـد. حـال    دايره صدق مـي  ي نيم دايره، مختصات آن در معادله روي نيم Aاست. با توجه به قرار گرفتن  236

   صورت زير قابل بيان است: مستطيل به مساحت

S xy S x x    22 2 36  
)ي  بازهي تابع  ب) دامنه , )6 ي  است (چون نقطهA ي تـابع را   ضـابطه  تواند حركت كند). براي يـافتن بـرد   ي واقع در ربع اول مي روي ربع دايره
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)صورت  به )S x x 2 22   نويسيم. مي 36
   هاي حسابي و هندسي داريم: حال طبق نامساوي واسطه

( ) ( )x xx x x x S       
2 22 2 2 23636 2 36 36 362  

)پس برد تابع  , ]36  است. (دقت كنيد كه هموارهS  (  



  
  

  اي : توابع چندضابطه4- 2
  

  
    ) 1 پاسخ

( ) ( )f        3 1 3 3 1 2 3 3   (الف 1

( ( )) ( ) ( )f f f f     162 6 2 4 7  

  
sin (sin ) sin cosx f x x x     2 2 2 21 ب)  

cos (cos ) cos cosx f x x x        2 2 2 1 1  
2007پ) چون    و 2008 2008 ،  گيريم:  نتيجه مي  

( )

( )
ـــارت  حاصـــل عب

f

f

         

2007 2007 2007
2008

2008 2008 2008 2008 2008 2008
  

)داريم  ت) )f   20102010 )، پس 2 )f  2010 1:در نتيجه ،  
log

( ( )) ( ( ( ))) ( ) log
log

f f f f f f        
1

3

3 12010 3 2010 3 3 3 2  

   ) 2 پاسخ
xگذاري  با جاي  xو  2  2 آوريم:  دست مي در تساوي به  

 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f
f

af bf a b
af bf a b


 

      


        
2 1
2 3

2 2 3 2 3 5
2 2 3 2 3 1  

aگيريم:  اصل نتيجه ميبا حل دستگاه ح  bو  1  2  
   ) 3 پاسخ
n توانيم تابع زير را بنويسيم:  گيريم. با توجه به اطلاعات مسأله مي را تعداد داوطلبان مي  

( ) ( ( )) ( )

n nn n

f n n n n f n n n n

n n n n

   
 

           
   

2
100 50100 50

100 50 50 70 150 50 70
80 70 80 70


  

  ايم.  ان نوشتهدقت كنيد كه درآمد را بر حسب هزار توم
  ) 4 پاسخ

)گيرد با  پولي را كه به نويسنده تعلق ميالف)  )f n دهيم كه  نشان ميn ي نوبت چاپ است. داريم  شماره( )f   151 9000 ، بنابراين 3000100

( ) /f   61 4 05 n. براي 10    داريم: 1

( ) ( ) ( ) / ( ) / / /f n n f n n             6 6 6 612 1 10000 3000 1 3 6 10 1 4 05 10 3 6 10 0 45 10100  

  بنابراين:
/

( )
/ / ,

n
f n

n n n N

   
    

6

6 6
4 05 10 1
3 6 10 0 45 10 1

  

nي دوم به ازاي  كه ضابطه با توجه به آن  تـوانيم بـه طـور كلـي بـراي هـر        دهد، پـس مـي   ي اول را به عنوان خروجي مي همان مقدار ضابطه 1
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2

1

y

x1

3
2

y

x

2
3

5

112

y

x
115 2

1
3

2
3

n  ي تابع را با  ضابطه( ) / /f n n   6 63 6 10 0 45   نشان دهيم. 10
)ي  ب) بايد نامعادله )f n   610   را حل كنيم. 10

( ) / / / nf n n n n        610 10 3 6 0 45 10 2 65 3  
  نوبت از چاپ كتاب بگذرد. 3پس بايد حداقل 

   ) 5 پاسخ

( )
x x

f x
x x x

  
   2
2 3 1

3 1
  (الف 

  
  
  
  

( )
x x

f x x
x x

    
   

1 2 0
3 1

3 2
  (ب 

 
 
 
  

| | | |
( )

       

1 2
1




x x x
f x

x x
  (پ 

x x     1 1  
  
  
  
  
  

   ) 6 پاسخ
xتوانيم بنويسيم. مثلاً به ازاي  ي آن مي نقطه وي هر خط را با داشتن د الف) معادله 5 )ي  بـا خطـي بـه معادلـه     15 )y x  


3 11 515 5 

  آوريم:  دست مي ايم. به اين ترتيب به مواجه

( ) /

/

x

f x x x

x x

 
  
   

1 5
0 2 5 15
0 6 12 15 20


  

xب) براي   )ي  ايم كه رأس آن نقطه با يك سهمي مواجه 1 , )3 )ي آن به شكل  است، پس معادله 5 )y a x  23 ز شود. سـهمي ا  مي 5
( , )1 aگيريم  گذرد كه با صدق دادن آن در معادله نتيجه مي مي 1  1. آيد: دست مي ي تابع به به اين ترتيب ضابطه  

( )
( )

x x
f x

x x


 

   2
1

5 3 1
  

   ) 7 پاسخ
  گاه داريم:  آن ،دوم باشد ي ضابطه ي دامنه ي دهنده نشان D2اول و  ي ضابطه ي ، معرف دامنهD1اگر الف) 

, [ , ) { }

( , )

x

x

x x x D

x x D





        


      

12
1

1
2

2 2 1 2
32 3 12
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}ي تابع  به اين ترتيب دامنه }D D  1 2 2  شود. مي  
  آوريم: دست مي ي دو ضابطه را جداگانه به دامنهب) 

( )
( , ) ( , )

ـــا   ي

x

fx

x x x
D

x x x x x





            
        12

1 1 1 1 1
2 2 1

   
 

  

  ) 8 پاسخ

yمودار الف) با توجه به ن x 22 xبراي  1  1  داريمy  1ي اول  . بنابراين برد ضابطه[ , ) 1 .است  
  يابيم: ي دوم را مي حال برد ضابطه

x x x       1 1 3 4  
)ي دوم  پس برد ضابطه , )4 شود، يعني همان  است. برد تابع اصلي اجتماع اين دو برد مي[ , ) 1 .است  

yرو نمودارهــاي دو تــابع  ب) در شــكل روبــه x x  2 x(بــراي  3  y) و 0 x  2 را  1
x(براي     آوريم: دست مي ها را به برد ضابطه ،ايم. با توجه به اين نمودارها ) رسم كرده0

min ( / ) / [ , )y x x y R          2 2
1

11 113 0 5 0 5 3 2 2  

max ( , ]y x y R       22 1 2 2  

است. (دقت كنيد كه  شود، يعني برابر  برد تابع اصلي اجتماع دو برد بالا مي 112 2(   

yپ) با توجه بـه نمـودار تـابع     x  1 xبـه ازاي   1   yداريـم   12  ، بنـابراين بـرد   1

]ي اول  ضابطه , )1 .است  
  
  
  
  

yهمچنين با توجه به نمودار  x x  xبه ازاي  2  1  داريم( ) ( )y     21 y، پـس  1  2   و بـرد
)ي دوم  ضابطه , ) 2 شود. مي  

)به اين ترتيب برد تابع اصلي برابر است با  , ) [ , )  2 1  
  
  

     ) 9 پاسخ
  دست آوريم:  ها به را به كمك نابرابري fتوانيم برد  مي

( )

( )

( )

x x f x

x x f x

x x f x

            
           
         

3 1 1 2 1 1 1
1 2 4 2 2 5 1

2 5 6 3 15 5 4
  

)در دو حالت اول داريم  )f x  x، پس 1   3 xو  1  1    نيم:ي سوم بايد نامعادله را حل ك اند. در محدوده هاي نامعادله جزء جواب 2
( ) xf x x x x x           2 51 3 11 1 3 12 4 2 4  

]ي بالا، يعني  پس جواب نامعادله اجتماع سه بازه , ]3   شود.  مي 4
    ) 10 پاسخ

)كنيم چنين تابعي وجود ندارد. اگر وجود داشته باشد،  با برهان خلف ثابت مي )f   دو حالت دارد، يا گويا است يا گنگ.  2
)ر اگ -1 )f 2 گذاري  گاه با جاي ، آن( )x f   آوريم:  دست مي ي تابع به در ضابطه 2

( ( ( )))f f f 2 2  
)از طرفي طبق ضـابطه   ( ))f f 2 )آوريـم   دسـت مـي   گـذاري ايـن نتيجـه در تسـاوي بـالا بـه       ، بـا جـاي  1 )f 1 ، حـال طبـق ضـابطه    2

3
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( ( ))f f 1 )و چون  2 )f 1 )گيريم:  ، نتيجه مي2 )f 2 ). اين نتيجه با فرض 2 )f 2   .تناقض دارد  
)اگر  -2 )f 2 گذاري  گاه با جاي ، آن( )x f    آوريم: دست مي ي تابع به در ضابطه 2

( ( )) ( ( ))( ( ( ))) ( ) ( )f f f ff f f f f     2 1 1 22 1 1 1 1 2  
)ي  بينيد كه هر دو نتيجه مي )f 1 )و  2 )f 1   بايد درست باشند كه تناقض ديگري است! 1

   ) 11 پاسخ

 ( )
( ) ( )

( )
    

    
     
2 1 1 2 31 11 1

 
 

x x x x
f x f x

x x x x
  

( ) ( )

             

2 3 3 2
33 1





x xx
xg x g x

x xx xx

  

( ) ( )
x x

h x f x
x x

    
  

2
2

2
2 1 1

1 1
  

   ) 12 پاسخ

دانيم  مي ( ) ( )
( ) ( ( ))

( ) ( )
g x g x

h x f g x
g x g x

 
 

 
3 1
1   بندي كنيم. داريم: را محدوده g. بنابراين بايد برد تابع 1

( )

( )

x x x g x

x x x g x

          


           

2 2

2 2
1 1 3 2 2
1 0 2 2 2

  

xي مقادير  پس اولاً به ازاي همه  )، داريم 1 )g x    ، پس:1

( ( )) ( )f g x g x x x        2 21 2 1 3  
xثانياً به ازاي   )هاي  بايد محدوده 1 )g x  )و  1 )g x    را مشخص كنيم: 1

( )

( )

x

x

g x x x x x

g x x x x x





          


          

12 2

12 2
1 3 1 4 2 2
1 3 1 4 2 1 2

  

  توانيم بنويسيم: به اين ترتيب مي

( ( )) ( )

x x x x

f g x x x h x x x

x x x x

      
 

          
     

2 2

2 2

2 2

3 1 3 1
3 1 1 2 4 1 2
3 3 2 2

  

   ) 13 پاسخ
  آوريم:  دست مي در تساوي فرض به xبه جاي  x1گذاري  با جاي

( ) ( )
x x

af x bf x
x x

     

1 1
1

1
  

)دهيم  قرار مي )
x x

g x
x x

   1



)و   )
x x

h x
x x

   

1 1
1

  داريم:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

af x bf x g x a f x abf x ag x
f x ag x bh x

af x bf x h x a babf x b f x bh x

                  

2

2 22
1 1 1

1 1
  

  آيد:  دست مي به fي نهايي  ضابطه hو  gهاي  با توجه به ضابطه

( ( ) ( )) ( )

( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )

( )

a x b x x x x
a b a b

f x a x bx x f x a a b x x
a b a b

ax bx x x x
a ba b

                     
  

      

2 2

2 2 2 2

2 2

1 11 1 1 1 1

1 11 1 1

1 1

 

 

  



  
  

  : رسم نمودار توابع5- 2
  
  

  )1 پاسخ

الف) 
    

ب) 
  

پ)
     

ت)
    

  

ث)

     
ج)

   

چ)
     

ح)
   

)ابتدا نمودارخ)  ) ( )  1g x f x كنيم (نمودار قسمت ب)، سپس نمودار را رسم مي( )y g x   كنيم. را رسم مي 2

  
)ابتدا نمودارد)  ) ( )g x f x 3  كنيم، سپس نمودار ميرا رسم( )y g x 2 كنيم. را رسم مي  

   )2 پاسخ  

الف)

   

ب)
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پ)

  

ت)

   
  

)ابتدا نمودارث)  ) ( )  2g x f x كنيم، سپس نمودار را رسم مي| ( ) |y g x كنيم. را رسم مي  
  

  
  
  
  

)ابتدا نمودارج)  ) ( )  1g x f x  كنيم، سپس نمودار رسم ميرا(| |)y g x كنيم. را رسم مي  

  
ــش  چ)  ــت بخ ــافي اس ك x     ــه ــم و قرين ــه داري ــلي نگ ــابع اص ــودار ت ــور   را در نم ــه مح ــبت ب ــيم.    yي آن را نس ــافه كن ــودار اض ــه نم ــا ب ه

:زيرا ( )
( | |)

( )
f x x

f x
f x x
 

 


  

  
)ابتدا نمودارح)  ) ( )g x f x 2 كنيم (به قسمت ث نگاه كنيد)، سپس نمودار را رسم مي( | |)y g x  كنيم. را شبيه قسمت (چ) رسم مي  

  
)ابتدا نمودارخ)  ) (| |)g x f x كنيد)، سپس نموداركنيم (به قسمت ب نگاه  را رسم مي( )y g x  بينيـد كـه نمـودار     كنـيم. مـي   را رسم مي 2

xنسبت به خط    متقارن است. 2

  
)د) ابتدا نمودار ) ( | |)g x f x  2 كنيم. چون را رسم مي| | | |x x حال نمودارشود ، اين نمودار نمودار قسمت (ح) مي .( )y g x  را  3

  كنيم. رسم مي

  )3 پاسخ  
)الف) براي رسم نمودار )y f x 6   توانيم استفاده كنيم: از يكي از دو راه زير مي 3

)ابتدا نمودار -1 ) ( )g x f x 6 كنيم (نمودار را رسم ميf سپس نمودار دهيم)، واحد به چپ انتقال مي 6ي  هرا به انداز( )y g x 3   را رسـم

1كنيم، سپس طول نقاط را ها قرينه مي را نسبت به محور عرض gكنيم (نمودار مي
  كنيم. برابر مي 3
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)كه با توجه به آن -2 ( ))y f x  3 )، ابتدا نمودار2 ) ( )g x f x 3 كنيم، سپس نمودار را رسم مي( )y g x  كنـيم. يعنـي    را رسم مي 2
)آموز بايد نمودار دانش )f x3 واحد به راست انتقال بدهد. 2ي  را به اندازه  

)آموز با روش اشتباه خود نمودار ب) دانش )y f x  3   كند. را رسم مي 18
  )4 پاسخ

)در واقع بايد نمودار دو تابع  ) ( )  23 92 4 8g x x  و( ) ( )h x x   22   را رسم نماييم. 4

   )5 پاسخ 
  بينيد: مراحل رسم نمودار را در شكل زير ميالف) 

  
  ال دهيم.واحد به بالا انتق 2براي رسم نمودار نهايي، بايد نمودار سوم را 

  

ب)
     

پ)

  

   ث)    ت) 
  كنيد: مراحل رسم نمودار را در شكل زير مشاهده ميج) 

  
  

   )6 پاسخ  
 | | cos cos  در ناحيــــه ي دوم و ســــوم قــــرار دارد.    y x x x الف)  
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  ب(

  
   )7 پاسخ

( )

( )

   



    


   


2 52 23
1 1 3 23

3 3

x x

f x x x

x x

  

   )8 پاسخ
)در حالت كلي با اعمال موردنظر، نمودار تابع  ) af x b c ر حالت داريـم  آيد. يعني در ه دست مي به( ) ( )  g x af x b c    و بايـد مقـادير

a ،b  وc آوريم. دست مي را به  
)الف) چون با يك سهمي با رأس  , )2  ايم، پس  مواجه( ) ( )  22 g x a x.    با توجه بـه نمـودار( )  4g  بنـابراين ، 4 4a  پـس ،

 1a  و در نتيجه( ) ( )   22g x x .  
)ب) داريم  )   g x a x b cي تابع  . با توجه به نمودار دامنه 4x  است، پس 4b  و( )   4g x a x cكه نقاط  . حال از اين
( , )4 )و  5 , )5    گيريم: روي نمودار قرار دارند، نتيجه مي 1

  ( )
 

     
    
5 5 2 4 53 1 2

c c
g x x

a c a
  



  
  

  : اعمال جبري روي توابع و تركيب توابع6- 2
  
  
  
  

   )1 پاسخ

{( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , )}  1 5 4 9 5 16 7 3f g  
{( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , )}    2 1 4 4 9 5 14 7 3f g  

{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}fg  1 6 4 5 60 7 2  

{( , ),( , ) ,( , ),( , )} 1 19 1 1813 1 4 5 7 72 9 6g
f

  

{( , ) , ( , )}fog  1 5 7   

{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} {( , ) , ( , )}
g g

of
f f
  3 10 10 31 4 5 7 2 3 72 6 6 2  

{( , )} 7 fofof  

   )2 پاسخ

( ) ( )
( )( )

( )( )
x xx x x xf g x

x x x x x x

         
     

2 2 2

2
2 3 42 3 4 5 4 25

4 2 3 4 2 3 2 5 12
  

{ , }f gD     34 2  

( )( ) { , }fgfg x D    31 4 2  

( )( ) ( ) { , }f
g

f xx D
g x

   


22 3 344 2  

( )( )
( )( )

( )

x
g x xxfog x
g x x x

x

    
   



42 32 3 8 12 3
4 4 7 1642 3

  

( )             

4 164 4 8 12 4 7 162 3 7

xg x x x x x
x

  

{ ( ) } { , }fog g fD x D g x D       3 16
2 7  

( )
( )( )

( )
   
 
4 2 19

2 3 7 6
f x xgof x
f x x

  

( ) ( ) { , }gof
xf x f x x D
x
            


3 2 3 3 6 62 3 42 4 2 7 7  

   )3 پاسخ

( )( ) ( ) [ , )fog
xfog x x D       294 9 92  

( )
( )( ) , ( ) gof

f x
gof x x f x x D

       29 9 42    

fogبينيم چون  طور كه مي همان gofD D بنابراين ، fog gof .  
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   )4 پاسخ

( ( ))
| |



2
3f g x

x
  (الف 

( ) ( )
| |

 

2

2 3 2
xf x g x

x
  

( ) ( )
| |

  

2 41f x g x x
x

  

( ( )) 
3 2
xf g x
x

  (ب 

( ) ( )x xf x g x
x

 


3
33 3 2

  

( ) ( )xf x g x x
x

 
3 2  

   )5 پاسخ

)، fي  دامنه , ) [ , )  1 1 ي  است و دامنهgي  ، بازه[ , )1آوريم. دست مي ي دو تابع مورد نظر را به . حال دامنه  
  :fogي  الف) دامنه

{ ( ) } { [ , ) log ( , ) [ , )}fog g fD x D g x D x x         1 1 1  
logxكه همواره  با توجه به آن  logمعني   ، شرط بالا به0  1x :است، بنابراين  

[ , )log [ , )x
fogx x D      11 10 10  

  :gofي  ب) دامنه
{ ( ) }gof f gD x D f x D    

( ) ( , )fx D
g gof

x xf x D x D
x x x

                
  
1 1 21 1 1 11 1 1   

  )6 پاسخ

  

( , ) ( , )         8 13 8 137 12 7 3 1 12 3 3 3 3f gD x x D الف)  

  
( )( )

( , ) ( )( )
( )

            
   

 f
x xx x xD

x x x x 2
2 1 5 71 1 11 4 1 4 1 42 2 2 2

  (ب 

( , )   gD
7 1
5 2  

  

( , ) ( )( )              
   

 f
x x x xD
x x x x

1 1 1 11 5 1 5 25 251 1 1   (پ 1

( )( )
( , ]

( )

     


 g
x x

D
x 2

1 26 24 24 1261
  

  
( , ) log log log log ( , )           1 1 1 10 1 10 1 10 f gD x x x D ت)  

  

( , ) sin ( ) , ,            fD x k x k x k kpp p p1 1 2 2 1 2   (ث 2

  
[ , ] cos cos              f gD x x x Dp p2 2 2 2 2 1   ج( 1
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   )7 پاسخ

ي  الف) مساحت دايره از رابطه 2S rp آيد. بنابراين: به دست مي  
( )  2S r rp  

)ب)  )( )Sor tكند، داريم: ، مساحت لكه را بر حسب زمان مشخص مي  
( )( ) ( ( )) ( )Sor t S r t S t tp  50 2500  

   )8 پاسخ

  زينه را از ميزان فروش كم كنيم، بنابراين:دست آوردن درآمد، ه الف) بايد براي به

( ) ( ) ( ) ( ) ( )R x xP x C x x x x x x         21 110000 30000 5 9995 300004 4  

  بنويسيم: Pرا بر حسب  Cب) بايد تابع 

( ) ( ( ))P x x x P x    110000 4 100004  

( ) ( ) ( )C x x C P P P         30000 5 30000 5 4 10000 20 230000  
)پ) حال بايد  )R P  به دست آوريم، داريم:را  

( ) ( ( )) ( ( ))R P P P     21 4 10000 9995 4 10000 300004  

   )9 پاسخ

( )

( )( )( )

( )

( )

x x

x xfog x

x x

x x

  

    
    
   

2

2 2

2

33 2 1 2
32 2 1 2

2 1 1
3 1 1




  

( )( )
x x

gof x
x x

  
  2

6 1 2
4 1 2

  



  
  

  : توابع زوج و توابع فرد7- 2
  
  
  

   )1 پاسخ

  ت) نه زوج و نه فرد  پ) فرد  زوجب)   الف) نه زوج و نه فرد

   )2 پاسخ

  
( ) | | f زوج x x x x x     4   (الف 4

}ي تابع  ب) دامنه } 1 داريم: و نسبت به مبدأ متقارن است دامنه است، پس  

( ) ( ) ( ) xf زوج x f x f x
x

   


6
2

1
1

  

  
( ) sin( ) ( sin ) ( ) f فـــرد x x x x x f x        پ)  

  
( ) tan( ) cot( ) ( ) f فـــرد x x x f x       ت)  

)كه  ث) با توجه به آن )x x x x  4 2 2 2 )دامنه نسبت به مبدأ متقارن است و داريم  ، پس1 ) ( )f x f x .پس تابع زوج است ،  
xج)     ه زوج است و نه فرد.ي تابع حضور ندارد، پس تابع ن در دامنه 0

هـا تـابعي زوج    هاي بخش آموزش ثابت كنيد) پـس حاصـل تقسـيم آن    چ) عبارات صورت و مخرج كسر هر دو به توابعي فرد اشاره دارند (مانند مثال
  است.

}ح) داريم  }fD   1  و( ) x xf x
x x

   
 

1 1 11   وج است.تابعي ز f، پس 1
)خ) داريم  , )fD  0 پس ،f .نه زوج است و نه فرد  
}د) داريم  }fD   0 بر آن:  و علاوه  

( ) ( )  فـــرد
xx

x
x

aaf x f x
a

a


    


1 1
1

1 11
  

   )3 پاسخ

( ) ( ) ( )  زوج
         

   

1 1 1
1 1 1




x x
f x f x f x

x x
  (الف 

( ) ( ) ( )  فـــرد

x x
x xf x f x f x

x x
x x

 
         
  

2

2

3 1

3 1




  (ب 

   )4 پاسخ

  ي فرد باشند تا تابع فرد شود، بنابراين:  درجهاي بايد تمامي جملات از  جملهابع چندودر تالف) 
,       4 2 a b a b a b  

  داريم: xبه  xب) با تبديل 
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( ) | | | | | |f x x a x b x         2 5  
( ) ( ) | | | | | | | | | | | |f x f x x a x b x x a x b x             2 5 2 5  

  در نتيجه: برقرار باشد، xبه ازاي جميع مقادير يد باتساوي بالا 
,a b  2 0  

   )5 پاسخ

  
( ) ( ) ( ) ( )  زوج اســـت       f x g x f x g x f g )1 الف)  

( ) ( ) ( ) ( )  زوج اســـت      f x g x f x g x f g )2  
( ) ( ) ( ) ( ) f زوج اســـت x g x f x g x fg    )3  
( ) ( )
( ) ( )

 زوج اســـت  

f x f x f
g x g x g

 )4  

( ( )) ( ( ))  زوج اســـت  f g x f g x fog )5  
( ( )) ( ( ))  زوج اســـت  g f x g f x gof )6  

  
( ) ( ) ( ) ( )  فـــرد اســـت       f x g x f x g x f g )1 ب)  

( ) ( ) ( ) ( )  فـــرد اســـت       f x g x f x g x f g )2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) f زوج اســـت x g x f x g x f x g x fg        )3  
( ) ( )
( ) ( )

 زوج اســـت  
 
f x f x f
g x g x g

 )4  

( ( )) ( ( )) ( ( ))  فـــرد اســـت     f g x f g x f g x fog )5  
( ( )) ( ( )) ( ( ))  فـــرد اســـت     g f x g f x g f x gof )6  

  
( ) ( ) ( ) ( )  لزومــــاً فــــرد يــــا زوج نيســــت      f x g x f x g x f g )1 پ)  

( ) ( ) ( ) ( )  لزومــــاً فــــرد يــــا زوج نيســــت      f x g x f x g x f g )2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) f فـــرد اســـت x g x f x g x f x g x fg        )3  
( ) ( )
( ) ( )

 فـــرد اســـت  
 
f x f x f
g x g x g

 )4  

( ( )) ( ( )) ( ( ))  زوج اســـت    f g x f g x f g x fog )5  
( ( )) ( ( ))  زوج اســـت  g f x g f x gof )6  

  شود. مي» پ«ت) تمامي موارد مانند قسمت 

   )6 پاسخ

sin( ) (  نـــه زوج اســـت و نـــه فـــرد(  


2

2 1
x xf x f x
x

  (الف 

)تابع  )f x صورت  توان به را مي( ) ( ) ( ) ( )   2 2
f x f x f x f x باشد. نوشت كه عبارت اول زوج و عبارت دوم فرد مي  

sin sin sin sin
sin( )

x x x x x x x x
x xx x x xf x
x x

    
      

 

2 2 2 2
22 2 2 2

2 2
1 1 1 1

2 2 1 1
  

sin( )  نـــه زوج اســـت و نـــه فـــرد    
2

x xf x f
x x

  (ب 

  صورت مجموع دو تابع بنويسيم كه يكي زوج و ديگري فردباشد. را به fتوانيم  نسبت به مبدأ متقارن نيست، پس نمي fي  چون دامنه
( )  نـــه زوج اســـت و نـــه فـــرد  3 xf x f پ)  
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( )
   3 3 3 3

2 2
x x x x

f x  

   )7 پاسخ

  ها متقارن كنيم.yالف) بايد تابع را نسبت به محور 
y

x

  
  باشد. ب) بايد تابع نسبت به مبدأ مختصات قرينه

  
  برابر است با:» الف«ي قسمت  پ) معادله

  
  
  

|| | | | |

( ) (| | ) | |

(| | ) | |

  
     
  

2

2

1 2
1 3 2 4

4 4

x x

f x x x

x x

  

  برابر است با:» ب«ي قسمت  معادله

| |
| |

( ) (| | ) | |
| |

(| | ) | |
| |

   
    

  


2

2

2

1 3 2 4

4 4

xx x
x

xg x x x
x
x x x
x

  

   )8 پاسخ

fogxالف) بايد ثابت كنيد اگر  D، گاه  آنfogx D توان نوشت: . حال مي  

( ) ( )( ) ( ) 

       
   

g زوج اســـت
g g

fog fogg x g x
f g

x D x D
x D x D

g x D g x D
  

  توان نوشت: ب) مي

( ) ( ) ( )

       
     

g
g g

fog fogf g
f f f

x D x D
x D x D

g x D g x D g x D

SwH joÎ

SwH joÎ SwH joÎ

 

     

  

y

x



  
  

  : توابع صعودي و توابع نزولي8- 2
  
  
  

  )1 پاسخ
xبا توجه به نمودار تابع، براي الف) xتابع صعودي و براي 2   تابع نزولي است. 2

  
با توجه به نمودار تابع، براي ب) x تابع صعودي و براي x .نزولي است  

  
xبا توجه به نمودار تابع، برايپ)  xتابع نزولي و براي 1   .تابع صعودي است  

  
xت) با توجه به شكل، براي  xتابع صعودي و براي  2    ت.تابع نزولي اس 2

11 2 3

3

y

x
-1

  
)ي تابع را به صورت ضابطهث)  ) ( )  f x x 31   كنيم تابع صعودي است: توانيم بنويسيم. ثابت مي مي 1

( ) ( ) ( ) ( )      x x x x f x f x3 3
1 2 1 2 1 21 1  

xج) با توجه به شكل، براي  1
xو  2  1

2   تابع صعودي و برايx   xو  12  1
2 .نزولي است  

y

x
1

1-1

-1
22

  
چ) با توجه به نمودار، براي  x2 xو براي اكيد تابع صعودي  3 xو براي  3   است.(ثابت) صعودي و هم نزولي هم ، تابع 2

 
y

x
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ح) با توجه به شكل، براي  x2 xو براي اكيد تابع نزولي  3 xو  3    است.(ثابت) صعودي هم نزولي و هم تابع  2
y

x

  )2 پاسخ  

)با توجه به ضابطه ) f )و 1 )  f )نين چونچ تواند صعودي باشد. هم ، پس تابع نمي1 ) f 2 )و 2 )  f   ، پس تابع نزولي نيز نيست.1
  اي نيز وجود ندارد كه تابع در آن صعودي يا نزولي باشد. توان چنين اعدادي يافت، پس هيچ بازه اي (هر چقدر كوچك كه باشد) مي دقت كنيد كه در هر بازه

  
  )3 پاسخ

  
(| |) ( ) | | ( ) ( )( )               f x f x x x x x x x x x2 2 2 4 2 22 1 2 1 2 1 2 1 2   (الف 1

x )يا  1 ) ( )            x x x x2 21 2 1 1 2 1 2  
  

( ) ( )                 xf x f x x x x x x x x3 2 22 1 3 2 1 3 2 1 6 9 8   (ب 10
        ـــا xx ي x x34 6 4 6 4 6  

  )4 پاسخ
  

( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )         نــــزولي اســــت x x f x f x g x g x f x g x f x g x f g2 1 2 1 2 1 2 2 1   (الف 1
( ) ( ) , ( ) ( )     x x f x f x g x g x2 1 2 1 2 1  

fتوان نتيجه گرفت  از اين دو رابطه نمي g .صعودي يا نزولي است  
( ) ( ) , ( ) ( )   x x f x f x g x g x2 1 2 1 2 1  

  صعودي يا نزولي است. fgتوان نتيجه گرفت  از اين دو رابطه نمي
( ) ( ) , ( ) ( )     ــت ــزولي اسـ ــه نـ ــعودي و نـ ــاً صـ ــه لزومـ x نـ x f x f x g x g x f g2 1 2 1 2   (ب 1

( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           ــت ــعودي اسـ x صـ x f x f x g x g x f x g x f x g x f g2 1 2 1 2 1 2 2 1 1  
( ) ( ) , ( ) ( )     ــزولي ــه نـ ــت و نـ ــعودي اسـ ــا صًـ ــه لزومـ x نـ x f x f x g x g x fg2 1 2 1 2 1  

  )5 پاسخ
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))      ــت ــعودي اسـ x صـ x g x g x f g x f g x fog2 1 2 1 2   (الف 1

  
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))      ــت ــعودي اسـ x صـ x g x g x f g x f g x fog2 1 2 1 2   (ب 1

  
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))      x نــــزولي اســــت x g x g x f g x f g x fog2 1 2 1 2   (پ 1

  
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))      x نــــزولي اســــت x g x g x f g x f g x fog2 1 2 1 2   (ت 1

  )6 پاسخ

  با توجه به نزولي بودن تابع داريم:
( ) ( )

( ) ( ) ,


   


f x f x
x x f x f x m

x x
2 1

2 1 2 1
2 1

  

صورت كسر عددي منفي و مخرج آن مثبت است، بنابراين  m. 
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   )7 پاسخ
جا بايـد   بنابراين در اين ،نزولي (صعودي) است سهمي،صعودي (نزولي) و بعد رأس  سهميرأس از است قبل آن سهمي شكل تابعي كه نمودار چون 

xرأس اين سهمي قبل از    قرار گيرد، بنابراين: 1
    b b1 66  

  )8 پاسخ
nدهيم  در شرط (الف) به ترتيب قرار مي 1 ،n   گيريم:  ، نتيجه مي…و  2

( ) ( ) ( ) ( )   f f f f1 2 3 4  
nي (ب) قرار دهيم  اكنون اگر در رابطه يك تابع صعودي اكيد است. fپس تابع  )  گيريم: ، نتيجه مي1 ( )) f f 1 3  

)توانيم ادعا كنيم كه  مي ) f 1 ). زيرا اگر 1 ) f 1   داريم: گاه آن ،1
( ( )) ( ) f f f1 1 1  

)در حالي كه  ( )) f f 1 )پس  ،3 ) f 1 )گيريم  نتيجه مياكيداً صعودي است،  f. چون 1 ( )) ( )f f f1   ، بنابراين: 1

( )
( ) ( )

( )


    

f

f f
f
3 1 3 1 1 1 21 1  

  ي (ب)، نتايج زير را به دست آوريد: اكنون با استفاده از رابطه
( ) ( ( )) ( ) , ( ( )) ( )     f f f f f f f1 2 1 2 1 3 2 3  
( ( )) , ( ) ( )     f f f f2 3 2 6 2 3 3 6  
( ( )) , ( ) ( )     f f f f3 3 3 9 3 6 6 9  
( ( )) , ( ) ( )     f f f f6 3 6 18 6 9 9 18  

  كه پاسخ مسأله است.
  



  
  

  وارونابع : توابع يك به يك و ت9- 2
  

  
  

   )1 پاسخ
  الف) با توجه به شكل تابع يك به يك است.

y

x
-1

-1

-1-3

  
]هاي  ب) با توجه به شكل، تابع در بازه , )3

) يا 2 , ] 3
  يك به يك است.ها  اي از اين بازه مجموعهيا هر زير 2

y

x1 2

3
2

  
)هاي  محدودهر پ) با توجه به شكل، اين تابع د )k x kp p  2 2 )يا  1 ) ( )k x kp p   2 1 2   يك به يك است. 2

  
  

log log y تــــابع يــــك بــــه يــــك اســــت y x x x x     1 2 1 2 1   (ت 2
  ث) با توجه به شكل، تابع يك به يك است.

4

y

x

8

2-2  
  ج) با توجه به شكل، تابع يك به يك است.

y

x

1

-1  
  

( ) ( ) ( )( )y y x x x x x x x x x x x x x x                 3 3 3 3 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 2  چ)  

ـــا    x ي x x x x x     2 2
1 2 1 2 1 2 2   

)صورت  دوم به عبارت )
x

x x  2 2 2
1 2

3 22 xباشد كه همواره مثبت است، بنابراين  مي 4 x1   ، پس تابع يك به يك است.2
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x هاي محدودهح) با توجه به شكل، اين تابع در   1
2 ،x  1

2 ،x  1
2   وx     يك به يك است.جداگانه  12

y

x
1

1
2-12

   )2 پاسخ  -4
  

xx
y y x x x x x x x x x x

x x x x
        

   
2 2 21

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 22 2
1 1 2 21 1

  (الف 

)تابع يك به يك نيست ) ( )( ) ـــا  x ي x x x x x x x x x x x x x            1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 21 1   
  

 تــــابع يــــك بــــه يــــك اســــت
x x

x x x x x x x x
x x

y y x x            
 

1 2
1 2 1 1 2 2 1 2

1 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1

 

  (ب
)با توجه به ضابطه داريم پ) ) ( )f f p  1.پس تابع يك به يك نيست ،  

   )3 پاسخ
)كنيم  الف) فرض مي )f x يك به يك نباشد، بنابراينx x1   :وجود دارد كه 2

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) f يــــك بــــه يــــك نيســــت x f x g f x g f x gof   1 2 1 2  
)بنابراين ي به دست آمده با فرض تناقض دارد،  نتيجه )f x .يك به يك است  

)ب) با در نظر گرفتن  )f x x  و( )g x x )داريم:  2 )( )gof x x براي)x   ،( به اين ترتيبf  وgof  امـا   ،انـد  يـك  بـه  يـكg 
  يك نيست. به يك

   )4 پاسخ
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) h لزومــــا ًيــــك بــــه يــــك نيســــت x h x f x g x f x g x     2 1 2 2 1   (الف 1
)مثال نقض:  )f x x  )و  1 )g x x  2  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) h لزومــــا يًــــك بــــه يــــك نيســــت x h x f x g x f x g x   2 1 2 2 1   (ب 1

)مثال نقض:  )f x x  )و  1 )g x x  1  
  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
f لزومــــا يًــــك بــــه يــــك نيســــت x f x

h x h x
g x g x

   2 1
2 1

2 1
  (پ 

)مثال نقض:  )f x x  )و  1 )g x
x



1
1  

  
( ( )) ( ( )) ( ) ( ) f يـــك بـــه يـــك اســـت g x f g x g x g x x x fog     2 1 2 1 2   (ت 1

  
( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ـــه يـــك اســـت g يـــك ب f x g f x f x f x x x gof     2 2 2 1 2   (ث 1

   )5 پاسخ
  كنيم: يك به يك بودن را بررسي مي

( ) ( ) ـــا ـــا  ي ـــا ي  ي
x x

x x xx x x
f x f x

x x

           
  

1 2
2 2 21 1 1

1 2
1 2

1 11
2 2 2 2 2 2 1

  

x,ي دوم با شرط  معادله x 1 2  جواب ندارد، بنابراين: x x1   يك است. به ، پس تابع يك2
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   )6 پاسخ
)فرض كنيد ) ( )f n f n1   ي فرض داريم: ، حال از معادله2

 ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))
( ( ) ( ) ( ))

f n f nf f n f m f k n m k
n m k n m k

f f n f m f k n m k
    

     
    

1 21 1
1 2

2 2
  

nپس n1   ، در نتيجه تابع يك به يك است. حال دقت كنيد كه:2

 ( ( ) ( ) ( ))
( ( ) ( ) ( ))
f f n f f k n k
f f n f f k n k

     
    
1 1 2

2 2  

  گيريم: لا نتيجه ميبا توجه به دو تساوي با
( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ـــه يـــك( f يـــك ب
f f n f f k f f n f f k

f n f f k f n f f k f n f n f f

     

           

1 1 2
1 1 2 1 2 1

  

   )7 پاسخ

fالف)  1  تابع وارونf .است  

  
fب)  1  تابع وارونf .است  

2
f
-1

f

x

y

4

1  
fپ)  1  تابع وارونf .نيست  

f
-1

-1
-1

1
1

f

x

y

   )8 پاسخ  
  يك بودن توابع را بررسي كنيم: به بايد در هر مورد يك
)كه الف)با توجه به آن ) ( )f f 1 1باشد. پذير نيز نمي يك نيست، در نتيجه وارون به ، پس تابع يك  

)اند. با استفاده از مثال يك به ي زوج قطعاً غيريك هاي درجه اي جملهب) چند ) ( )f f  1 1 توانيد نشان دهيد. نيز اين مطلب را مي  
   )9 پاسخ

  كنيم: را محاسبه مي fوارون تابع 
( )( )

( ) ( ) f x ax bf x n nf x mx n x f x x a
m m m m

          
11 1 1  

   )10 پاسخ
xيك نباشد، در اين صورت به يك fكنيم  فرض مي x1   ارد كه:وجود د 2

( ) ( )f x f x1 2  
xدر اين صورت  x1 xيا  2 x1 )در هر صورت  fكه با توجه به نزولي اكيد بودن 2 ) ( )f x f x1 ي بـالا متنـاقض اسـت،     كه بـا نتيجـه   2

  يك است. به يك fبنابراين 
f 1      نيز نزولي اكيد است. بـراي اثبـات فـرض كنيـدa a1 fي دو عـدد در دامنـه   2 1     باشـند. در ايـن صـورت اعـدادx1 وx دارنـد  وجـود   2
)كه )f x a1 )و 1 )f x a2 a. چون2 a1 xگيريم نتيجه مي f، از نزولي اكيد بودن2 x1 چنـين بـا توجـه بـه تعريـف تـابع وارون        . هـم 2



34  

)داريم )f a x 1
1 )و 1 )f a x 1

2 aايم كه اگر . به اين ترتيب ثابت كرده2 a1 )گاه ، آن2 ) ( )f a f a 1 1
1 f. پـس تـابع   2 1   نزولـي

  اكيد است.
   )11 پاسخ

)ي  الف) از طرفين رابطه ) ( )f x f x   ،f 1 گيريم، داريم: مي  
( ( )) ( ( )) ( ( ))f f x f f x x f f x        1 1 1  

)ي  با توجه به رابطه ( ))f f x x 1 :داريم  

f 1 فرد است( )( ( )) ( ( )) ( ) ( )f x af f x f f x f a f a         1 1 1 1  
)ي آن حضور دارند كه در دامنه aو aتر از يك عضو داشته باشد، قطعاً اعدادي چون ي تابعي زوج، بيش ب) اگر دامنه ) ( )f a f a  پس تابع .

پذير يا شامل يك عضو است، يـا عضـوي نـدارد. پـس هـر تـابع زوج        ي تابع زوج وارون پذير هم نيست. پس دامنه يك نيست، در نتيجه وارون به يك
)مرتب پذير يا فقط شامل يك زوج وارون , )b است( )b R .اگر بخواهيم وارون يك تابع زوج غيرتهي، خود تابعي زوج باشـد   يا تابعي تهي است

bبايد داشته باشيم   0.  
   )12 پاسخ

)هر دو عبارت  )( )fof x1  و( )( )f of x1  برابرx ي شوند. ولي دامنه ميfof 1 ي برابر دامنهf 1 يا همان برد)fي ) است و دامنهf of1 
  است. fي برابر دامنه

   )13 پاسخ  

( )f x x  yيك است  به تابع يك پذير است  وارون 51 x 5 الف)  
)ي تابع را به صورت ب) ضابطه ) ( )f x x  32   م:پذير است و داري توانيم بنويسيم. تابع به وضوح وارون مي 8

( ) ( )y x x y f x x          33 132 8 2 8 2 8  

yپذير است تابع وارون y x x x x x x
x x

           
 

3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 23 3

1 2

3 3 2 2
2 2

  (پ 

( )y x f x
y yx

      


3 1 3
3
3 3 32 2

2
  

)ت) چون ) ( )f f 2 نيست.پذير  ، پس تابع وارون  
xي تابع  دامنهث)     يك بودن تابع داريم: به است و براي اثبات يك 2

( ) ( )f x f x x x x x x x x x x x          4 4 43 3 4 2 4 24 41 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 22 2 2 2  
( ) ( )( )x x x x x x x x x x x x             4 2 4 2 4 4 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 0 2 0  
xكه  جا  از آن    بنابراين بايد داشته باشيم: ،از صفر است تر پرانتز دوم همواره بزرگ ،2

xx x x x   22 2
1 2 1 20  

  كنيم: گونه عمل مي يك است. براي به دست آوردن معكوس تابع اين به بنابراين اين تابع يك

( )xy x x x x x x x
x

           
2 4 4 4 43 4 2 4 2 2 24 2 2 2 1 1 1 1  

( ) ( ) ( )y x y x x y x y               24 2 2 4 2 2 2 4 41 1 1 1 1 1 1 1  

)بنابراين:  )f x x   21 4 1 1  

2 5

5

x

y

y (f of )(x) 1 y (fof )(x) 1

1

4

x

y

4
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)ي تابع را به صورت ج) ضابطه ) ( )f x x   21 1   توانيم بنويسيم. مي 1

( ) ( )

( )

y x y x x y

x y

             

    

2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
  

  گيريم: چنين نتيجه مي پذير است. هم به دست آمده است، پس تابع وارون yفرد برحسب به صورت منحصربه xدر روند بالا چون

( ) ( )f x x    1 2 21 1 1  
  پذير است و داريم: چ) تابع وارون

log( ) ( )y y xy x x x f x          3 33 3 11 1 10 10 1 10 1  
  پذير است. يك و وارون به دهيم تابع يك خ) ابتدا نشان مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
x x

f x f x x x x x
x x x x


        

2 2
2 2 2 2 1 2

1 2 1 2 1 22 2 2 2
2 1 1 2

4 11 112 3 3   

x,چون x  1 2 x، پس پرانتز دوم همواره غيرصفر است، بنابراين2 x2 2
1 x، در نتيجه2 x1 2.  

  آوريم: دست مي ي تابع وارون را به حال ضابطه

y y
y x x x y x

x

        
2

2 4 2 2
2

144312 12 3 24  

x y y
x   

2 24 2 144
24  

x y y
x    

2 144
24

  

( ) x xf x    
21 144

24  
   )14 پاسخ

دارد. مـثلاً  ي بـرد دو ضـابطه اشـتراك     پـذير نيسـت، زيـرا محـدوده     وارون انـد، ولـي تـابع در كـل     يـك  بـه  الف) هر دو ضابطه بـه تنهـايي يـك   
)داريم ) ( )f f 1 1.  

  پذير است. ها اشتراكي ندارد، پس تابع وارون اند و برد آن يك به ب) هر دو ضابطه به تنهايي يك
  حال داريم:

:
( )

:

x y x y x
x y xf x

x xx y x x y y


         
       

1
22

1 1 1  

 
  

  آوريم: دست مي را به ي تابع وارون پذير است. حال ضابطه پ) با توجه به نمودار تابع مشخص است كه تابع وارون
: ( ) | |

: | | x

x y x x y x y y

x y x y x x y y 

               

               

2

3 1
2 1 2 1 2 2 1 11
2 3 2 1 1 1

  

  بنابراين:

( ) x xf x
x x

       
1 1 2 11

1 1
  

)كه ت) با توجه به آن ) ( )f f  1 1   ، تابع وارون پذير نيست.1
  
 

   )15 پاسخ
عي آيـد كـه تـاب    در اين صورت شكل دوم به دسـت مـي   ي دوم و چهارم را حذف كرد. هاي ناحيه توان ربع دايره مي

  دهد. داريم: پذير را نشان مي وارون

11

1 1

y

x
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( )
x x

f x
x x

    
    

2

2
1 1
1 1




  

yاز طرفي چون اين نمودار نسبت به خط x ي ي تابع وارون نيز همين ضابطه متقارن است، ضابطهf ي  شود، تنها با اين فرق كه در ضـابطه  مي
xدوم آن محدوده به  1  كند. تغيير مي   

  
  
  
  

   )16 پاسخ

( ) ( ) ( )( ) ( ( )) x xfog x g of x g f x          1 1 1 1 1 1 2 33 3  

)ي ، ابتدا ضابطهgofي براي به دست آوردن ضابطه )gof 1 كنيم: آوريم، سپس آن را وارون مي دست مي را به  

( ) ( ) ( ( )) xgof x f g x     1 1 1 2 13  

( )xy y x x y        2 1 3 1 2 3 53  

)پس )( )gof x x 3 5.  
   )17 پاسخ

)پذير نيست  يك نيست، بنابراين وارون به يك ) ( )
xx

f x f x x x
x x

      
 

22
21

1 2 1 22 2
1 2

33
3 3

  

( )( ) ( ( )) xfog x f g x
x

  
 

1 2 3
1 2 3

  

يك به يك است. 

( )( ) ( )( ) t x tt
fog x fog x t t

t t

x x x x

  
    

 
      

1 2 21
1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

33
3 3

1 2 1 2  
)ي براي به دست آوردن دامنه )fog 1 كافي است بردfog :را به دست آوريم. داريم  

( )( ) x xfog x y y
x x x

        
     

1 2 3 1 2 3 61
1 2 3 1 2 3 1 2 3

  

x y
x

         
 
61 2 3 3 2 1 1

1 2 3
  

)پس ) [ , )fogD   1 1 1.  
   )18 پاسخ

  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
g x g x

g x f x f x f of x f          1 13 32 5 3 5 52   (الف 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
g x g x xx f x f g x f             1 1 1 13 3 35 5 52 2 2  

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))x x xg x f f g x f g x
x x x

        
  

1 11 1 13 3 32 2 21 1 1
  (ب 

( ( )) ( ( )) ( )
( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )

f g x f g x f x
x g x

x xf g x f g x f g x f x

  


   

   
        

   

1 1 1
2 1 2

1 1 1 1

1 1 14 3 31 1 1 2 2 211 1 1 13 3 4 42 2 2 2

  

   )19 پاسخ

fو  fالف) درست است، زيرا نمودارهاي 1  نسبت به خطy x ي اند. پس اگر نقطه قرينهA هم روي نمودارf و هم روي نمودارf 1   ،باشـد

11

1 1

y

x
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yنسبت به خط Aي قرينه x را (كه آنA ناميم) نيز روي هر نمودار واقع است. مي  
y ب) مثال نقض x     ي تلاقي دارند. شمار نقطه دو نمودار بي. وارون اين تابع با خود تابع يكسان است، پس را داريم 1

   )20 پاسخ

fو fالف) تابع صعودي اكيد است، پس تمام نقاط تلاقي 1 روي خطy x اند. پس نمودار تابع و خط واقعy x دهيم. را قطع مي  
( )( )x x x x x x x x x              3 3 22 2 2 1 2 1   

yشود كه نمودار تابع نسبت به خط ب) با رسم نمودار تابع مشخص مي x    متقارن اسـت. پـس نمودارهـايf وf 1    شـوند.   بـرهم منطبـق مـي
fو f، همان نقاط تلاقي نمودارهايfي نقاط روي نمودار بنابراين همه 1 .هستند  

   )21 پاسخ

xايم كه به ازاي  با يك سهمي مواجه  1
  آوريم: دست مي به yحسب را بر  xشود (نمودار تابع را رسم كنيد). حال  يك مي به به وضوح تابع يك 2

( ) | |
x

y x x y x x y x y x y


                  
1

2 2 21 3 1 3 1 3 1 31 2 4 2 4 2 4 2 4  

( )f x x   1 1 3
2 4  

)ي  كنيم كه اگر نقطه دست آوردن نقاط تلاقي دو نمودار به اين توجه مي براي به , )x y  هم درf  و هم درf 1 :باشد، داريم  

( , )

( , ) ( , )

x y f y x x
y x x x y y x y x y

x y f y x f x y y

                 
       

2
2 2 2 2

1 2
1

1
  

xاگر  y ، :داريم  
,y x y x x x        2 21 1  غير ممكن   

xپس  y :و در نتيجه  
( )x x x x x y         2 21 1 1 1  

)ي  پس نقطه , )1   قي دو نمودار تابع است.ي تلا نقطه 1
   )22 پاسخ

tگراد باشد، دمـاي هـوا بـر حسـب فارنهايـت       دماي هواي بر حسب سانتي tاگر  الف) 9 ي  تـوانيم تـابع را بـا ضـابطه     شـود. پـس مـي    مـي  325

( )f t t 9 tدر نظر بگيريم. چون  325 20 ]، داريم: 30 , ]fD  20   و براي برد تابع داريم: 30

( ) [ , ]ft t t f t R             9 920 30 36 54 68 32 86 68 86 68 865 5  

  گراد بر حسب فارنهايت داريم: دست آوردن سانتي براي به ب)
FF C F C C       9 5 16032 5 9 1605 9  

)پس اگر قرار دهيم:  ) tg t  5 160
كنـد. واضـح اسـت كـه      گـراد تبـديل مـي    ايت را به دما بر حسب سـانتي ، اين تابع دماي هوا بر حسب فارنه9

[ , ]gD  68 ]و  86 , ]gR  20   گراد. دماي هوا بر حسب فارنهايت است و خروجي آن دما بر حسب سانتي g، زيرا ورودي تابع 30
  دهيم: را تشكيل مي gofو  fogرون يكديگر است. براي اطمينان واضح است كه عملكرد دو تابع وا پ)

( )( ) ( ( )) ( )tfog t f g t t   9 5 160 325 9  

( )( ) ( ( )) ( ( ) )gof t g f t t t    1 95 32 1609 5  

)بينيد كه  مي )( )fog x x  و( )( )gof x x.  
]داريم:  , ]fog gD D  68 ]و  86 , ]gof fD D  20 30 .  

  كنيد: نمودار دو تابع تركيب را نيز مشاهده مي
x

y

30

3020

20

gof

x

y

86

8668

68

fog



  
  

  : توابع متناوب10- 2
  
  
  

   )1 پاسخ
)اي كه را بيابيم، به گونه Tترين عدد مثبت بايد كوچك ) ( )f x T f x :داريم .  

tan( ( )) tan( ) ( )x T x x T k x T k pp           3 3 3 3 3 3 3  

}پس , , , , , , }T p p p p  2 2
3 3 3 3   ترين عدد مثبت در اين مجموعه كه كوچكp

 است. 3

   )2 پاسخ

kبراي  =   داريم: 1
: ( ) ( )k f x T f x= + =1  

 فـــرض
حكم  

k n f x nT f x

k n f x n T f x

ì = + =ïïíï = + + + =ïî 1 1
: : ( ) ( )

: : ( ( ) ) ( )
  

)با توجه به فرض  ) ( )f x nT f x+ )ي و با استفاده از نتيجه = ) ( )f x T f x  :داريم  
f x nT T f x f x n T f x+ + =  + + =1( ) ( ) ( ( ) ) ( )  

  است. fي تناوب تابع  نيز دوره nTباشد،  fي تناوب تابع  دوره Tدر نتيجه اگر 
   )3 پاسخ

  با توجه به فرض داريم:
x x Tf x T f x f x T T f x T f x T f x T f x ++ = - ¾¾¾¾¾ + + = - +  + = - + =2( ) ( ) (( ) ) ( ( )) ( ) ( ) ( )  

  باشد. مي fتابع  ي تناوب دوره T2در نتيجه 
    )4 پاسخ

T T T T Tp p p pp p= = =  = =  =1 2 1 2
2 2 12 24 4
1 3 3 3
2

,   (الف ,

T T T T T Tp p p p p pp p= = = =  = =  =  =1 2 1 2
2 2 2 3 6 2

3 3 2 3 3 3
2

,   (ب ,

,T T Tp pp p p= = = =  =1 2
2 2
2   (پ 2

,T T Tp p
pp= = = =  =1 21 2 2
2

  (ت 

Tتابع متناوب نيست.  Tp p
p

= = = 1 2
2 2

2
  (ث ,

fي تناوب اصلي ندارد  دوره x = 1(   (ج (
   )5 پاسخ

cos( ) xf x T p p+= +  = =1 2 212   (الف 2

T p=   (ب 3
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T) داريمپ Tp p= =2 12 2
Tگيريم شوند نتيجه مي ديگر تبديل مي سينوس و كسينوس به يك ،فاصله ، ولي چون در وسط اين , p   . در واقع:4

( ) | sin( ) | | cos( ) | | cos | | sin | ( )f x x x x x f xp p p       2 2 2 24 2 2  

,T T Tp p p= =  =1 22 2   (ت 2

( ) (sin cos )(sin sin cos cos )

( ) (sin cos ) sin cos

( ) sin

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x T p

   

   

    

2 2 4 2 2 4

1
2 2 2 2 2

2
3

31 24 2

 )ث  

,T T Tp p p= =  =1 22   ج( 2
  متناوب نيست. fبنابراين  ،ي تناوب ندارد دوره x2) چون چ

( ) (sin( ) sin( )) sin sin ,f x x x x x x x T T Tp p p= + + - = -  = =  =1 2
1 1 1 2 24 6 4 6 10 22 2 2 10   ح( 2

sincos( ) tancos cos

x
x xf x Txx

p p-= = =  = =+

2
2

2

21 2 2121 2 2 2
  خ( 

( ) tan cot cotf x x x x T p= - = -  =2 2 2 4   د( 4
   )6 پاسخ

( ) ( [ ])x xf x T= -  = =12 212 2
2

  (الف 

( ) [ ] [ ] ,
T T

f x x x x x T T T= - + -  = = =  =
1 2

1 2
13 3 3 1 31
3

  ب)  

T T

f x x x x T T Tpp
p

= - - -  = = = =  =

1 2

1 2
12 2 2 1 2
1
2

( ) [ ] tan( ) ,  )پ  

   )7 پاسخ

yي تناوب  الف) دوره xp= 2
2

sin ( )داريـم  2ي تنـاوب   ا دورهب xاست. پس براي مقادير گوياي 2برابر  ( ) ( )f x f x 2 چنـين بـراي    . هـم

)نيز به وضوح داريم xمقادير گنگ ) ( )f x f x 2است. 2ي تناوب تابع  ، پس دوره  

yي تناوب  ب) دوره xp= 2
3

sin( )داريـم  xاست، پس براي مقادير گوياي 3برابر  ( ) ( )f x f x 3ي تنـاوب  . دورهy xp= 2 3
4

cos ( ) 

4برابر
)داريم xاست، پس براي مقادير گنگ 3 ) ( )f x f x 4

  آيد: دست مي گيري به روش ك.م.م ي تناوب تابع اصلي از  . به اين ترتيب دوره3

,T T T T      1 2
9 4 363 123 3 3  



  
  

  : تابع جزء صحيح11- 2
  
  

   )1 پاسخ
4 3 4 1[ ]p - = - =   (الف -

40 13 1 1[log ] [log ]+ = +   (ب =

+ = + =3 471 67 4 2 6[ ] [   (پ [
   )2 پاسخ

  گيريم: از فرض نتيجه مي
x x x x- -- £ < -  - £ - < -  - £ - < -  £ - < -1 4 72 1 6 1 4 3 7 4 4 1

3 4
  

كه  با توجه به آن  7 ]، پس 24 ]x  2.  

  آوريم: دست مي را به xي تغيير  ابتدا محدودهب) 

x x x+ =  £ + <  £ < 52 1 5 5 2 1 6 2
2

[ ]  

xي تغييـر عبـارت    حال بايد محـدوده  x2 yآوريـم. بـا توجـه بـه نمـودار       دسـت مـي   را بـه  4 x x 2 ، بـه ازاي  4

  52 2x:داريم  

( ) / [ ]x x x x x x               2 2 2 25 54 4 4 4 4 3 75 4 42 2  

   )3 پاسخ
  دانيم: الف) مي

[ ] [ ] [ ]  1 2 3 1  
[ ] [ ] [ ]   4 5 8 2  
  
[ ( ) ] [ ( ) ] [ ] ( )        2 2 21 1 1 1 1n n n n  

  اين ترتيب مجموع مورد نظر برابر است با:به 
( )( )n n      3 1 5 2 2 1 1  

( ) ( ) ( ( ) )( )            2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 n n  
( ( ) ) ( ( ))n n         2 2 22 1 2 1 1 2 1   

( ) ( ) ( ) ( )( )n n n n n n n n       1 2 1 1 1 4 12 6 2 6  

]كه  ب) با توجه به آن ] [ ( ) ]n n n n n     3 33 2 33 3 1 )(زيرا  1 )n n n    3 31 1 )، قسمت اول مسأله واضح است. 1
  به اين ترتيب داريم:

]جمله  7 ] [ ] [ ]    3 331 2 7 1  
]جمله  19 ] [ ] [ ]    3 3 38 9 26 2  

n n 23 3 ]جمله  1 ] [ ( ) ]n n n     3 33 31 1  

y

x2 4

-4
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))دقت كنيد كه ( ) )n n n n    3 3 21 3 3   برابر است با: S. به اين ترتيب مجموع 1
( ) ( ) ( )              2 2 23 1 3 1 1 1 3 2 3 2 1 2 3 3 1 n n n  

( ) ( ) ( )n n n           3 3 3 2 2 23 1 2 3 1 2 1 2    

( ) ( )( ) ( )n n n n n n n     
2 21 1 2 1 13 34 6 2  

   )4 پاسخ
  گيريم: هاي سؤال نتيجه مي از فرض

x
x x

x x

      
   

2
2

20 10 21
40 2 8 8 42

20 2 2 8 21
  

  داريم: 2ها بر  حال با تقسيم دو طرف نامساوي
[ ]x x x x x x            2 2 220 4 4 21 21 4 5 22 4 5 21  

   )5 پاسخ
xاگر   ]گاه نامساوي به  ، آن0 ] [ ]x x ه وضوح برقرار است.شود كه ب تبديل مي  
xاگر   ]گاه نامساوي به  ، آن0 ] [ ]  x x شود. چون  تبديل مي[ ] [ ]x x   است، اين نامساوي نيز برقرار است. 0يا  -1برابر  

   )6 پاسخ

]با فرض  الف) ]x k
n

 :داريم  

[ ] { , , , , }xk k nk x nk n x nk nk nk nk n
n

            1 1 2 1  
]بنابراين ]x nk r   كهr  عددي صحيح است وr n  0   توانيم بنويسيم: . حال مي1

[ ]
[ ] [ ]

[ ]

x nk r rk x xn n n k k k
n nr nr n

n n

                 

1
10 1 0 1

  

]ي  ي بالا و فرض اوليه ي نتيجه با مقايسه ]x k
n

 د.شو حكم ثابت مي  
x ،aي قسمت (الف) به جاي  ب) كافي است در نتيجه x توان نوشت: قرار دهيد. در اين صورت مي  

[ ] [ ][ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]a x a x

a
a x a xa x a x

n n n n
  


      

   )7 پاسخ
4 1 31 3410 11 30 4 1 33 31 4 343 4 4
x x x x-£ <  £ - <  £ <  £   (الف >

x Î - 0 {   (ب {
x x

x x x
- =  =  £ <  < £  < £3 3 3 1 1 3 31 6 7 7 8

8 3 7 8 7
[ ] [   (پ [

   بايــــــد
 غ ق ق

x
x x x x x x x

x

ì =ïïï+ = +  Î  + = +  - - =  íï = -ïïî

12 2 2

2

2
2 4 10 2 4 10 2 6 3

2
 [   (ت [

  

]دهيم  ث) قرار مي ] xx k 3
kكه  5 :حال داريم .  

[ ] { , }
kx

k

k kk k
kx k k x k k k k

k k k k

 
                
      

5
3

5 2 0 05 3 31 1 0 13 5 31 2 33 2

  

kxپس با توجه به   5
xگيريم  نتيجه مي 3 1 xو  0 2

5
3.  

sin]كه  ج) با توجه به آن ] { , , }x  0 1 ] گيريم ، از معادله نتيجه مي1 ] { , , }x  0 1 x، بنابراين 1  1 . حال در سـه محـدوده معادلـه را    2
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  كنيم: حل مي

x  1 ]جواب معادله است.  0 ]
)

sin [sin ]
x

x
x x

 
    

     
11 1 0 1 0 1  

x 0 ]جواب معادله است.  1 ]
)

sin [sin ]
x

x
x x


   

   
02 0 1 0 1 0  

[ ]
)

sin [sin ] { , }
x

x
x x


  

   
13 1 2 0 1 0 1  

sin]ي سوم فقط در حالتي كه  در محدوده ]x  xمعادله برقرار است. به ازاي  1 1 x، اين شرط براي 2 p دهد. پـس مجموعـه    رخ مي 2

]جواب نهايي معادله  , ) { }p1 1 2 شود. مي  

10 2 10 5 5 6[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x x x x x x x+ + - =  =  =  £   (چ >

x غ ق ق  x x x x x+ + + - =  + + + =  + =  + =1 1 1 1 1 1 52 2 1 4 2 2 5 2 2 5 2
2 2 2 2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [   (ح [

ــدارد   ــواب نـ    معادله جـ

ــدارد غ ق ق  ــواب نـ 3 معادله جـ 5 2
2 2 2 2
x x x x+ + - =  + - = [ ] [ ] [ ] [   (خ [

]صورت  د) معادله را به ] [ ] [ ]x x x   2   كنيم: توانيم بنويسيم. حال در دو حالت معادله را حل مي مي 2
xاگر  -1 گاه: ، آن  

( ) ـــــــاقض معادلــــه ريشــــه نــــدارد  تن       2 2 2 0x x x  
xاگر  -2 گاه  ، آن[ ] [ ]x x   1:بنابراين ،  

[ ] [ ]x x 2 1 2  
kحال با فرض  كنيم: ي بالا را حل مي ، در دو حالت جديد معادله  

[ ] , [ ]

[ ] , [ ]

 معادلــــه

 معادلــــه

 ريشــــه نــــدارد

 ريشــــه نــــدارد

k x k x k x k k k

k x k x k x k k k

          

            

1 2 2 2 1 22
1 1 2 2 1 2 2 22

  

  اي ندارد. پس معادله هيچ ريشه
   )8 پاسخ

  كنيم. الف) در دو حالت نامعادله را حل مي
(نامعادله برقرار است.  [ ]x x     21 1 1 0  

| |) | | [ ] [ xx بــــا توجــــه بــــه نامعادلــــه[ x x x x        122 1 0 0 0 1  
)اب نهايي نامعادله جومجموعه  پس , ) 1 شود. مي  

]ب) مقدار  ]x3 1هايي با طول  در بازه
]و مقدار  3 ]x4 1هايي با طول  در بازه

  زير قابل تشكيل است: كند. به اين ترتيب جدول تغيير مي 4

  
  
  
  
  
  
  
  

[ , ) [ , ) [ , )     7 5 6 4 5
4 3 4 3 4  شود. مي  

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

 جواب

x

x

x

x x

           

      
        

 

7 5 6 4 5 3 2 2 1 1 1 12 1 04 3 4 3 4 4 3 4 3 4 4 3
3 7 6 5 4 3 2 1 0 1
4 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1

3 4 2 2 1 2 1 2 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0
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  كنيم: پ) نامعادله را در دو حالت حل مي

xاگر  -1 گاه نامعادله به  ، آنx 2 xشود، پس  تبديل مي 1  1
xنتيجه ، در 2   با شرطx    اند. هاي نامعادله جزو جواب 0

xاگر  -2 گاه  ، آن[ ] [ ]x x   1شود: ي زير حاصل مي ، بنابراين نامعادله  
[ ] [ ] [ ] ,x x x x x x           1 2 1 2 2 2 1 2 2 1   

)ايي بنابراين مجموعه جواب نه , )   شود. مي 1
xت) اگر  4 42 ]گاه  ، آن3 ]x 4 ]و  2 ]x  ]، اختلاف مقـدار  xچنين واضح است كه با افزايش  و نامعادله برقرار نيست. هم 1 ]x از  4

[ ]x شود، پس بايد  تر مي مرتباً بيشx  4   كنيم. حال داريم: را بررسي مي 2
xاگر  -1  41 ]گاه  ، آن2 ] [ ]x x 4   و نامعادله برقرار است. 1
xاگر  -2 0 ]گاه  آن ،1 ] [ ]x x 4   و نامعادله برقرار است. 0
xاگر  -3  ]گاه  ، آن0 ] 4 0x  و[ ]x    ، پس نامعادله برقرار نيست.0

]به اين ترتيب مجموعه جواب نهايي نامعادله  , )40   شود. مي 2
   )9 پاسخ

  (الف
  

  

  ب(
  

  
   )10 پاسخ
  بايد عبارت زير راديكال نامنفي باشد:الف) 

[ ]
([ ] )([ ] )

[ ] [ ]

x x
x x

x x x

              

1 15 1 0 52 3 22
  

)ي تابع برابر  دامنه , ) [ , )  2 1 .است  
]ب) بايد  ]x 2 ]، پس 0 ]x 2 x. بنابراين 1  xيا  1  1ي زير را حل كنيم: . حال بايد نامعادله  

[ ] | |[ ]
[ ]

[ ]

x xx
x x x

x

       
2 1 1

2 0 0 0 1  

]ي تابع برابر  پس دامنه , )1 .است  
]پ) بايد  ] [ ]x x 3 ]گذاري  ، بنابراين با جاي0 ]t x :داريم  

( )( ) ـــا تعييــــــن علامــــــت t ي t t t t t t         3 0 1 1 0 1 0 1  

 [ ]
[ , )

[ ]
ـــاع  اجتم

f
x x

D
x x
      

   
  

1 0 1 1 11 1  

3 5
-3-4

y

x

x1

1

-1

-1

2

2

3 2

2

3
3

2

3
2

6
8
y
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   )11 پاسخ

)الف) ابتدا برد تابع  )g x x x 2   يابيم: را مي 3

( ) ( ) ( ) [ ( )]g x x g x g x        23 9 9 32 4 4  

  است. 3تر از يا مساوي با  ي اعداد صحيح بزرگ مجموعه fبنابراين برد تابع 

)بتدا برد تابع ب) ا ) xg x
x



2 1
}يابيم كه برابر است با  را مي 1 } 2 بنابراين .[ ( )]g x تواند باشـد. پـس بـرد تـابع      هر عدد صحيحي ميf 

  است. برابر 

)بع را به صورت ي تا پ) ضابطه ) ( ) [ ]f x x x    1 1 1
2 2   توانيم بنويسيم. حال داريم: مي 2

[ ] ( ) [ ] ( ) [ , )               1 1 1 1 1 10 1 0 12 2 2 2 2 2fu u x x f x R  

]ت) به ازاي مقادير زوج يا فرد  ]x  دو حالت براي تابعf كه همواره  با توجه به آن آيد كه پيش مي[ ]x x  0 )داريـم:  ، 1 )f x  1 1 ،
)پس  , )fR  1 1.  

]كه همواره  ث) با توجه به آن ] xx x P   كه)xP 0 )است)، بنابراين  xجزء اعشاري  1 ) [ ] xf x x P 2راين اگر قـرار دهـيم   . بناب
[ ]x k :داريم ،( ) xf x k P 2كه  . با توجه به آنk گيريم: تواند باشد، نتيجه مي هر مقدار صحيحي مي  

[ , ) [ , ) [ , ) [ , )fR     4 3 2 1 0 1 2 3      
  كنيم: ج) در سه حالت برد را بررسي مي

xاگر  -1  ]دهيم  قرار ميگاه  ، آن1 ]x n  كهn  در اين صورت .( ) nf x
x

 :و در نتيجه  

( )n n nn x n f x
n x n

        
 

1 1 11 1  

  توان نوشت: پس مي

( )x f x    11 2 12  

( )x f x    22 3 13  

xگيريم كه به ازاي هر  ي اين روند نتيجه مي دامهبا ا  )داريم:  1 )f x 1 12  

xاگر  -2 0 )گاه  ، آن1 )f x  0.  

xاگر  -3  ]دهـيم   قرار ميگاه  ، آن0 ]x n    كـهn    در ايـن صـورت .( ) xf x
n

    ) گـريم   ) نتيجـه مـي  1و در نتيجـه شـبيه قسـمت

( )f x  1 ]، بنابراين برد تابع برابر 0 , ] ( , ] 11 0 12 .است  
    )12 پاسخ

هـا را بررسـي    هاي آن پس فقط بايد ضابطه ،باشد مي هر دو  gو  fي  با هم برابر باشد. دامنهها  ي آن براي برابري دو تابع، بايد دامنه و ضابطه
  كنيم، داريم:

2 22 2
2 2

2 22 2
2 2

1 11 1

2 12 1

  

  

[ ] ( )

sin sinsin sin [ ] ( )
sin sin

x xx x f x
x x

x xx x g x
x x

ìï < +  £ <  =  =ïï + +ïíïï < +  £ <  =  =ï + +ïî

  

  با هم برابرند. gو  fدر نتيجه توابع 
   )13 پاسخ
]ي  كنيم، براي ضابطه آن دو را بررسي مي  ي است، پس فقط ضابطه ي دو تابع برابر  دامنه ]x  داريم:زوج  

12 2 2 1 2 2 2[ ] [ ]x xx k k x k k k k=  £ < +  £ < +  =  

2 2( ) , ( ) | |f x x k g x x k = - = -  

kي   را بايد در بازهي بالا دو ضابطه k +2 2 1[ , )2بررسي كرد كه در آن داريم:  ( )g x x k= )2و  - )f x x k= ي  پـس ايـن ضـابطه    ،-
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f  وg شوند. منطبق بر هم مي  
]براي قسمت  ]x  داريم:فرد  

1 132 1 2 1 2 2 1 12 2 2[ ] [ ]x xx k k x k k k k+ += +  + £ < +  + £ < +  = +  
2 1 2 2 2 2( ) ( ) , ( ) | ( ) |f x k x x k g x x k = + - = - + + = - +  

kي  اين دو ضابطه را در بازه k+ +2 1 2 2[ ,   كنيم، داريم: بررسي مي (
2 2 2 2 2 2( ) , ( ) ( ( ))f x x k g x x k x k= - + + = - - + = - + +  

  بنابراين اين دو تابع با هم برابرند.
   )14 پاسخ

f gg D x x D= -  - £ £  - £ <  = -3 2 3 2 3 3 3 3: [ , ] [ ] [ ,   (الف (

f hh D x x x D= -  - £ £  £ £  £ <  = -2 2 23 2 3 2 0 2 0 3 3 3: [ , ] [ ] [ ] ( ,   (ب (

]ي  ب) بايد نامعادله ]x
x

 0 ]دانيم همواره  را حل كنيم. مي 1 ]x xكنيم: . حال در سه حالت نامعادله را بررسي مي  

xاگر  -1    گاه داريم: ، آن0

x  ]موعه جواب نامعادله نيست جزء مج 0 ]
[ ]

x
x x

x
   1  

xاگر  -2 0 ]گاه  ، آن1 ]x
x

 x، بنابراين 0 0   جزء مجمموعه جواب نامعادله نيست. 1

xاگر  -3    گاه داريم: ، آن1
[ ]

[ ] x جزء مجموعه جـــواب نامعادلـــه اســـت.
x x x

x
      0 0 1 1  

]ي  بازه gي تابع  پس دامنه , )1 .است  
   )15 پاسخ
  كنيم: مي تر كمي ساده را fابتدا تابع الف) 

1 1 1 11 1 11 11 1 11 1 1( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x x x xx x xf x x x xx x x
+ + - + +- - -= + = - + = + -- - -+ + +  

11 زوج اســـت 111( ) [ ] [ ] ( )xxf x f x fxx
+- - = + - = -+  

]كه  ب) با توجه به آن ]x :عددي صحيح است داريم  
[ ]( ) cos( [ ]) ( ) cosxf x x x xp p p   1  

)حال در دو حالت جداگانه  )f x  و( )f x كنيم: را مقايسه مي  
xاگر  -1 گاه: ، آن  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xf x f x f x      1 1 1  
xاگر  -2 گاه: ، آن  

[ ] ( [ ]) [ ]( ) ( ) cos( ) ( ) cos( ) ( ) cos( )x x xf x x x xp p p            1 11 1 1  
]چون  ] [ ]( ) ( )x x     11 1 )، پس 1 ) ( )f x f x    

  نه زوج است و نه فرد. fبه اين ترتيب 
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   )16 پاسخ
kاگر  x k  2 2 )گاه  ، آن1 )f x x  و اگر  1   2 1 2 2k x kگاه  ، آن( )f x x  k(كه  1 تـوانيم   ). به اين ترتيب مي

  نمودار تابع را رسم كنيم.
ي نمودار نسبت  پذير است. از طرفي قرينه يك و وارون به از نمودار تابع مشخص است كه تابع يك

fشود، پس  ول و سوم بر آن منطبق ميساز ربع ا به نيم f 1.  
  
  
  
  
  
  
  

   )17 پاسخ
  آوريم: دست مي به yبرحسب را  xبا توجه به ضابطه، 

[ ] [ ] [ ] [[ ] [ ]] [ ] [ ] [ [ ]]y x x x y x x x y x x x            
]كه همواره  با توجه به آن ]x x  0 ]گيريم  اوي بالا نتيجه مي، از تس1 ] [ ]y xي اول داريم: گذاري اين نتيجه در ضابطه ، با جاي  

[ ] [ ] [ ] ( [ ]) [ ] ( [ ])y y x y x y y y x y y y          2 2  
)  ذير است و داريم:پ يك و وارون به دست آمده است، پس تابع يك به yصورت منحصر به فرد برحسب  به xچون  ) [ ] ( [ ])f x x x x   1 2  
  )18 پاسخ

  (الف
  

  

  (ب
  

  

  پ(
  

  

  ت(
  

4

4

y

x
2

2

3

3

1

1
-2

-2

-3

-3

-1

-1

y

x

2 

3
2

2

1

-1

1-1
-1

- 22 33

y

x-

-2

y

x
1 2 3

x

-2


2

1


3
2

2
-1
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  ث (
  

  
   )19 پاسخ

   )20 پاسخ  
  

+ + -6 62 3 3 2( ) (   (الف (
= + + - + + - - + -2 2 4 4 2 22 3 3 2 2 3 3 2 3 2 3 2(( ) ( ) )(( ) ( ) ( ) ( ) )  
= + + - - + - -2 2 2 2 210 2 3 3 2 2 2 3 3 2 1(( ) ( ) ) ( ) ( ) )  
= - - =210 10 2 1 970( )  

62ال ح 3[( )   يابيم: را مي +[
+ = - -  + = - -6 6 6 62 3 970 3 2 2 3 970 3 2( ) ( ) [( ) ] [ ( ) ]  

63دانيم  مي 2 1 ( )< - 6969، پس > 970 3 2 970( )< - -   ، در نتيجه داريم:>
62 3 969[( ) ]+ =  

2ب) ابتدا حاصل  1 2 1( ) ( )n n+ -   يابيم: را مي -

n n n n
n n- -
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ = + + + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

1 22 1 2 2 2 1
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ...  

1 22 1 2 2 2 11 2( ) ( ) ( ) ( ) ...n n n n
n n

- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç- = - + - -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

1 32 1 2 1 2 2 2 2 21 3( ) ( ) ( ) ( ) ...n n n n
n n

- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç + - - = + + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

  ر گرفت، داريم:در نظ 2kصورت  توان عبارت بالا را به باشد و مي در عبارت بالا زوج مي 2هاي  عددي فرد است، پس تمام توان nدانيم  مي
2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) [( ) ] [ ( ) ]n n n n n nk k k+ - - =  + = + -  + = + -  

2دانيم  مي 1 1 ( )n< - 2، پس > 2 2 1 2 1( )nk k k< + - <   ، در نتيجه داريم:+
2 1 2[( ) ]n k+ =  

  )21 پاسخ

]هر كدام از اعداد  يم.مواجه aبا يك معادله بر حسب  a]
1
2

]و   a]
2
3

  .aپس  نيز عددي صحيح است، ها بنابراين مجموع آن ،اند يك عدد صحيح 

aچون در عبارات 
1
2

aو  
2
3

aرا بيرون بكشيم. فرض كنيد  6 مضارب aداريم، بهتر است از داخل عدد   k r6   كهr ي تقسيم  مانده باقيa 

aآورد، يعنـي    دسـت  بـه  5اي از صـفر تـا    مانـده  تقسـيم كـرد و بـاقي    6توان بر عدد  دانيم هر عدد صحيح را مي است. (مي 6بر  k r6    كـهk 
rقسمت و  خارج 5  مانده است). داريم: باقي  

r
[ a] [ a] [ ( k r)] [ ( k r)] [ k r] [ k ] k [ r] k [ r]

2 1 2 1 2 2 16 6 4 3 4 3
3 2 3 2 3 2 3 2

              

aبا برابر قرار دادن عبارت فوق با  k r6  آوريم: به دست مي  

y

x

g(x)

-1

1
2

1 3 5

y

x

f(x)

-1

1
2

1 3 5

y

x

-1

1

1 2
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k [ r] [ r] k r k r [ r] [ r]
2 1 2 17 6
3 2 3 2

         

rچون  5  مقدار مختلف را براي  6، پس كافي استr ترتيب امتحان كنيم. مثلاً براي  بهr    داريم: 2
a k rr k [ ] [ ] a a642 2 1 6 2 2

3
               

   ، 2، 3، 4، 5، 7آوريم:  ميدست  جواب به 6تنها كنيم. به اين ترتيب  نوشتن حالات ديگر را به خودتان واگذار مي
  )22 پاسخ

nفرض كنيد 
f (x) [nx] [x] [x ] ... [x ]

n n

1 1
       در اين صورت بايد ثابت كنيم همواره ،f (x)     (چرا؟). اگر ثابت كنـيمf (x) 

ي  توانيم بگوييم كـه نتيجـه   ب آن اين حكم را اثبات كنيم. زيرا به دليل خاصيت توابع متناوب ميي تناو يك تابع متناوب است، كافي است تنها در يك دوره
fبرقرار اسـت. چـه تـابع متنـاوبي مشـابه تـابع        xحاصل براي تمام اعداد حقيقي  (x)    ايـم   هايـد؟ در بخـش توابـع متنـاوب ثابـت كـرد       تـا كنـون ديـده

g(x) x [x]  ي تناوب  تابعي متناوب با دورهT 1  ،است. مشابه آنf (x) ي تناوب  تابعي متناوب با دورهT
n

1
 :است. زيرا  

n
f (x ) [n(x )] [x ] [x ] ... [x ]

n n n n n n n

1 1 1 1 1 1 1
             

n n
[nx ] [x ] [x ] ... [x ] [x ]

n n n n

1 2 11 
            

  صحيح خارج كرد. بنابراين: توان اعداد صحيح را از داخل جزء با توجه به ويژگي جزء صحيح، مي
n

f (x ) [nx] [x ] [x ] ... [x ] [x] f (x ) f (x)
n n n n n

1 1 2 1 11 1
                

Tي تناوب  با دوره fپس تابع 
n

1
 ر هاي تناوب رفتا متناوب است. اكنون كافي است در يكي از اين دورهf   ًرا بررسي كنيم. مـثلاx [ , )

n

1
  

nxگيريم. داريم   را در نظر مي  1 پس ،[nx]   :و علاوه بر آن  

x [x]
n

x [x ]
n n n n f (x) ...

n n n n
x [x ]

n n n n

1

1 1 2 1

1 1 11

    

            



          

 


    




  

xپس براي  [ , )
n

 1  داريمf (x)   چون ، بنابراينf  متناوب است، براي هرx  :داريمf (x)    
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