
 1فصل 
 

 استدلال رياضي
 
 

 ياضير ياستقرا
 .ميپرداز ين روش مين بخش به آموزش ايدر ا. ات استياضياثبات در ر يها ن روشيتر از مهم يكي ياضير ياستقرا

ن ي ـر ايدرست و در غ P(k)م ييگو يدرست باشد، م k يعيطب عدد ين حكم به ازاياگر ا. باشد n يعيدر مورد عدد طب يحكم P(n)د يفرض كن
nn2 يمثلاً نابرابر. غلط است P(k)م ييگو يصورت م n يبه ازا >2 n يغلـط و بـه ازا   =3  ينـابرابر  P(n)درسـت اسـت، پـس اگـر      =5

nn2 )Pگاه  باشد، آن >2 )Pغلط و  3(  .درست است 5(
ها  ن روشياز كارآمدتر يكي ياضير ياستقرا. ميثابت كن n يعيطب هر عدد يها را به ازا آن يم درستيخواه يم كه ميكن يبرخورد م يبه احكام يگاه

 .گونه احكام است نيدر اثبات ا

 اگر. باشد n يعيدر مورد عدد طب يحكم P(n)د يفرض كن :)اصل استقرا( :1 ي قضيه
1 (P(  درست باشد و  1(
P(k ي، درستP(k) ياز درست) 2  جه شود، ينت +1(
 .درست است n يعيهر عدد طب يبه ازا P(n)گاه  آن

 
)P يه درستياز شرط اول قض. ار ساده استيفوق بس ي هيقض يدرك درست )P يه و درسـت ياز شرط دوم قض ـ. شود يجه مينت 1( )P ي، درسـت 1( )2 

)P يشود، مجدداً از شرط دوم و درست يجه مينت )P يدرست 2( هـر عـدد    يبـه ازا  P(n)م يري ـگ يجـه م ـ يرت نتن صويشود و به هم يجه مينت 3(
 .توان از اصل استقرا در حل مسائل استفاده كرد يم چگونه مينيحال بب. درست است n يعيطب

 : ديثابت كن n يعيهر عدد طب يبه ازا : 1 ي مسأله
n(n )n 11 2 2

+
+ + + = 

ن منظـور نشـان   ي ـا يبرا. درست است n يعيهر عدد طب يبه ازا P(n)م يم ثابت كنيخواه يم. حكم مورد نظر باشد P(n)د يفرض كن :راه حـل 
 .كند يوق صدق مف ي هياز قض 2و  1ط يدر شرا P(n)م يده يم

n يبه ازا) 1 )فوق به صورت  يتساو =1 )1 1 11 2
× +

)Pد كه درست است، پس يآ يدرم =  .درست است 1(
 :ن صورتيدرست باشد، در ا k ،P(k)مانند  يعيطب يعدد يد به ازايفرض كن) 2

k(k )k ( )*
11 2 2

+
+ + + = 

P(k يم درستيخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يرا ثابت كن +1(
(k )(k )(k ) ( )**

1 21 2 1 2
+ +

+ + + + = 
) يدر تساو kتـا   1مجموع اعداد از  يبرا يآن، فرمول يم از رويخواه يداده شده و م kتا  1از  يعيمجموع اعداد طب يبرا يفرمول *( . ميابي ـب +1

) ي ن رابطهياست به طرف ين منظور كافيا يبرا k، عدد *( ) ي لذا از رابطه. ميرا اضافه كن +1  :ميريگ يجه مينت *(
k(k )k (k ) (k )11 2 1 12

+
+ + + + + = + + 
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 اما
k(k ) k (k )(k )(k ) (k )( )1 1 21 1 12 2 2

+ + +
+ + = + + = 

 پس
(k )(k )k (k ) 1 21 2 000 1 2
+ +

+ + + + + = 
) ي ن همان رابطهيو ا ) ي پس از رابطه. است **( ) ي رابطه *( P(k ي، درسـت P(k) ياز درسـت  يعن ـيم، يجه گـرفت يرا نت **( جـه  يرا نت +1(

 .ميگرفت
 .درست است n يعيهر عدد طب يبه ازا P(n)م يريگ يجه ميحال از اصل استقرا نت

 

 :ديثابت كن n يعيهر عدد طب يبه ازا : 1 تمرين

n(n) الف )( n )n2 2 2 1 2 11 2 6
+ +

+ + + = 

n) ب (n )n
2 2

3 3 3 11 2 000 4
+

+ + + = 

!) ج ! n n! (n )!1 1 2 2 1 1× + × + + × = + − 

n) د n(n )
( n )n

2 2 2

2 2 2
1 2 1

2 2 14 1 1 4 2 1 4 1
+

+ + + =
+× − × − −

 

n) هـ nn (n )1 2 3 11 2 2 2 3 2 2 1 2 2+× + × + × + + × = − + 

)n) و )( ) ( )
n(n )2 2 2

1 1 1 21 1 1 2 22 3 1
+

− − − =
++

 

n) ز n n(n )( ) n ( )2 2 2 1 2 11 2 3 1 1 2
− +

− + − + − = − 

)) ح n ) ( n n)2 2 2 2 311 3 5 2 1 43+ + + + − = − 

 

 :ديثابت كن n يعيهر عدد طب يبه ازا : 2 ي مسأله

nn2 2 2
1 1 1 12
1 2
+ + + ≤ − 

 :ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل
2چون ) 1

1 12 11
≤ n ي، لذا حكم به ازا−  .درست است =1

 :صورت نيدرست باشد، در ا kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازاينفرض ك) 2
( )*kk2 2 2

1 1 1 12
1 2
+ + + ≤ − 

k يحكم را به ازا يم درستيخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يثابت كن +1
( )**k(k )2 2 2

1 1 1 12 11 2 1
+ + + ≤ −

++
 

) ي رابطه ياثبات درست يبرا ) ي ن رابطهيبه طرف **( عدد  *(
(k )2

1
1+

 :ميريگ يجه ميم و نتيكن يرا اضافه م 

( )***kk (k ) (k )2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12
1 2 1 1
+ + + + ≤ − +

+ +
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) يتوان نابرابر يم يدر صورت ين نابرابرياز ا م كه يريجه بگيرا نت **(
k k(k )2
1 1 12 2 11

− + ≤ −
++

 :توان نوشت يم ين نابرابرياثبات ا يبرا. 

k k(k ) (k )( ) ( )
k k k k(k ) (k ) k(k )

2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 12 2 1 11 1 1

+ + − +
− + − − = + − =

+ ++ + +
 

(k k k) (k k )
k(k ) k(k )

2 2

2 2
2 1 1

1 1
+ + − + + −

= = ≤
+ +

 

پس 
k k(k )2
1 1 12 2 11

− + ≤ −
++

) يو نابرابر ين نابرابريحال از ا.  ) ي، نابرابر***( حكم بـه   يم درستيپس نشان داد. شود يجه مينت **(

k يحكم را به ازا ي، درستk يازا  .درست است n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميحال از اصل استقرا نت. دهد يجه مينت +1
 

 :ثابت كنيد nبه ازاي هر عدد طبيعي   : 2 تمرين

n) الف
n

1 1 1 2
1 2
+ + + < 

)) ب n )
n

1 1 1 2 1 1
1 2
+ + + > + − 

n) ج
nn2 2 2

1 1 1 3
2 11 2

+ + + ≥
+

 

)) د n )
n n

1 3 5 2 1 1
2 4 6 2 2 1
× × × × −

≤
× × × × +

 

 

 :حاصل مجموع زير را حدس بزنيد وادعاي خود را به استقرا ثابت كنيد : 3 ي مسأله

n(n )
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1+ + + +
× × × +

 

 :در اين صورت. دهيمنشان مي nSمجموع داده شده را با  :حلراه 
S , S , S= = = + = + = = + + = + + =

× × × × × ×1 2 3
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 3

1 2 2 1 2 2 3 2 6 3 1 2 2 3 3 4 2 6 12 4 

n ،nزنيم به ازاي هر عدد طبيعي حدس مي S3و  S1 ،S2ي مقادير با مشاهده
nS

n 1=
+

 .ميكنحال اين حكم را به استقرا ثابت مي. 

S1چون ) 1
1
n، لذا حكم به ازاي =2  .درست است =1

 :، در اين صورتدرست باشد kفرض كنيد حكم به ازاي عددي طبيعي مانند ) 2
k ( )*k(k ) k

1 1 1
1 2 2 3 1 1+ + + =
× × + +

 

kخواهيم درستي حكم را به ازاي مي  :ثابت كنيم، يعني نشان دهيم +1
k ( )**(k )(k ) k

1 1 1 1
1 2 2 3 1 2 2

+
+ + + =

× × + + +
 

)ي براي اثبات درستي رابطه )ي ، به طرفين رابطه**( عدد  *(
(k )(k )

1
1 2+ +

 :گيريمكنيم و نتيجه ميرا اضافه مي 

k
k(k ) (k )(k ) k (k )(k )

1 1 1 1 1
1 2 2 3 1 1 2 1 1 2+ + + + = +
× × + + + + + +
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 :توان نوشتي مجموع دو كسر سمت راست اين عبارت ميبراي محاسبه
k k(k ) k k (k ) k

k (k )(k ) (k )(k ) (k )(k ) (k )(k ) k

2 21 2 1 2 1 1 1
1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

+ + + + + +
+ = = = =

+ + + + + + + + + +
 

 
 :گيريم ميي اخير نتيجه حال از دو رابطه

k
k(k ) (k )(k ) k

1 1 1 1 1
1 2 2 3 1 1 2 2

+
+ + + + =

× × + + + +
 

) ي همان رابطه و اين )ي پس از رابطه. است **( )ي رابطه *( ، درستي حكم را بـه ازاي  kرا نتيجه گرفتيم، يعني از درستي حكم به ازاي  **(
k  .يمنتيجه گرفت +1

 :n، درست است، يعني به ازاي هر عدد طبيعي nگيريم حكم به ازاي هر عدد طبيعي حال از اصل استقرا نتيجه مي
n

n(n ) n
1 1 1

1 2 2 3 1 1+ + + =
× × + +

 

 

 .ابت كنيددر هر مورد حاصل مجموع داده شده را حدس بزنيد و ادعاي خود را به استقرا ث  : 3 تمرين
)) الف n )1 3 5 2 1+ + + + − 

) ب
( n )( n )

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1+ + + +
× × × − +

 

 

 .پذير استبخش 9ثابت كنيد مجموع مكعبات هر سه عدد طبيعي متوالي بر  : 4 ي مسأله

n ،nبايد ثابت كنيم به ازاي هر عدد طبيعي  :راه حل (n ) (n )3 3 21 2+ + +  .ناميممي P(n)اين حكم را . استپذير بخش 9بر  +
3چون ) 1 3 31 2 3 36+ + 3، پس = 3 31 2 3+ )Pپذير است، لذا بخش 9بر  +  .درست است 1(
 :وجود دارد كه tدرست باشد، در اين صورت عدد صحيح  k ،P(k)فرض كنيد به ازاي عددي طبيعي مانند ) 2

k (k ) (k ) t ( )*3 3 31 2 9+ + + + = 
P(kخواهيم درستي مي  :اي كهگونهبيابيم به sرا ثابت كنيم، يعني عددي صحيح مانند  +1(

(k ) (k ) (k ) s ( )**3 3 31 2 3 9+ + + + + = 
)ي به رابطه نبراي رسيد )ي از روي رابطه **(  :توان نوشتمي *(

(k ) (k ) (k ) (k ) (k ) (k k k )3 3 3 3 3 3 21 2 3 1 2 9 27 27+ + + + + = + + + + + + + 
(k (k ) (k ) ) ( k k )3 3 3 21 2 9 27 27= + + + + + + + 

s
t (k k ) (t k k ) s2 29 9 3 3 9 3 3 9= + + + = + + + = 

P(k، درستي P(k)پس از درستي . نيز عددي صحيح است sعددي صحيح است، پس  tكه چون توجه كنيد   .را نتيجه گرفتيم +1(
 .درست است nگيريم حكم به ازاي هر عدد طبيعي حال از اصل استقرا نتيجه مي

 

nثابت كنيد  nبه ازاي هر عدد طبيعي  : 4 تمرين n5  .پذير استبخش 5بر  +4
x): راهنمايي( ) x x x x x5 5 4 3 21 5 10 10 5 1+ = + + + + +( 
 



 5 )فصل اول(جبر و احتمال 

nثابت كنيد  nبه ازاي هر عدد طبيعي : 5 ي مسأله n2 1 36 2+  .پذير استبخش 7بر  +
 .كنيمحكم را به روش استقراي رياضي ثابت مي :اه حلر
2چون ) 1 1 1 3 16 2 224 7 32× + ×+ = = 2، لذا × 1 1 3 16 2× + nپذير است، پس حكم به ازاي بخش 7بر  +×  .درست است =1
 :وجود دارد كه tدرست باشد، در اين صورت عدد صحيح  kفرض كنيد حكم به ازاي عددي طبيعي مانند ) 2

k k t ( )*
2 1 36 2 7+ + = 

kخواهيم حكم را به ازاي مي  :اي كهگونهبيابيم به sثابت كنيم، يعني عددي صحيح مانند  +1
(k ) (k ) s ( )**

2 1 1 3 16 2 7+ + ++ = 
)ي براي رسيدن به رابطه )ي از روي رابطه **(  :كنيم كهابتدا توجه مي *(

(k ) (k ) k k k k2 1 1 3 1 2 2 1 3 3 2 1 36 2 6 2 36 6 8 2+ + + + + + ++ = + = × + × 
)ي اما طبق رابطه )* ،k kt2 1 36 7 2+ =  :در نتيجه. −

(k ) (k ) k k( t )2 1 1 3 1 3 36 2 36 7 2 8 2+ + ++ = − + × 
k k k k k

s
t t t ( t ) s3 3 3 3 336 7 36 2 8 2 7 36 28 2 7 36 7 4 2 7 36 4 2 7= × − × + × = × − × = × − × × = − × = 

k، درستي حكـم بـه ازاي   kنشان داديم درستي حكم به ازاي . نيز عددي صحيح است sعددي صحيح است، پس  tتوجه كنيد كه چون  را  +1
 .دهدنتيجه مي

 .درست است nم حكم به ازاي هر عدد طبيعي يگيرحال از اصل استقرا نتيجه مي
 

 ثابت كنيد nبه ازاي هر عدد طبيعي  : 5 تمرين
n6) الف  .پذير استبخش 5بر  +4
n) ب n1 2 14 5+  .پذير استبخش 21بر  +−
n) ج n6 20 49+  .پذير استبخش 25بر  +

) د
n32 nبر  +1 13  .پذير استبخش +

 

aفرض كنيد  : 6 ي مسأله 1≥ n(aيد ثابت كن nبه ازاي هر عدد طبيعي . عددي حقيقي باشد − ) na1 1+ ≥ +. 
 .كنيمروش استقراي رياضي ثابت مي حكم را به :راه حل

a)چون ) 1 ) a11 1 1+ ≥ + n، لذا حكم به ازاي ×  .دست است =1
 :ن صورتدرست باشد، در اي kفرض كنيد حكم به ازاي عددي طبيعي مانند ) 2

k(a ) ka ( )*1 1+ ≥ + 
kخواهيم حكم را به ازاي مي  :ثابت كنيم، يعني نشان دهيم +1

k(a ) (k )a ( )**
11 1 1++ ≥ + + 

)ي براي رسيدن به رابطه )ي ابتدا طرفين رابطه **( aرا در  *( aتوجه كنيد كه چون . كنيمضرب مي +1 1≥ a، لذا − 1+ ، پس با ضرب ≤
a )ي در طرفين رابطه +1  .شودجهت نابرابري عوض نمي *(

k k(a ) ka (a ) (a )( ka) a ka ka (k )a ka (k )a1 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1++ ≥ + ⇒ + ≥ + + = + + + = + + + ≥ + + 
k(aپس  ) (k )a11 1 1++ ≥ + k، درستي حكم به ازاي kلذا از درستي حكم به ازاي . +  .شودنتيجه مي +1

 .درست است nگيريم حكم به ازاي هر عدد طبيعي حال از اصل استقرا نتيجه مي
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 :ثابت كنيد. عددهايي حقيقي و نامنفي باشند naو ... ، a1 ،a2فرض كنيد  : 6 تمرين
n n( a )( a )...( a ) a a a21 2 11 1 1 1+ + + ≥ + + + + 

)nثابت كنيد  nبه ازاي هر عدد طبيعي  : 7 تمرين n)! (n!)22 2<. 
 

nثابت كنيد  nيعي به ازاي هر عدد طب : 8 تمرين n n n( )12 3 4 7− + ≥. 
 

|، bو  aدانيم به ازاي هر دو عدد حقيقي مي : 7 ي مسأله a b | | a | | b |+ ≤ بـه ازاي  ). شـود به اين نابرابري، نابرابري مثلث گفته مي( +
 :ثابت كنيد nxو ... ، x1 ،x2عدد حقيقي  nهر 

n n| x x x | | x | | x | | x |1 2 1 2+ + + ≤ + + + 
 .كنيمحكم را به روش استقراي رياضي ثابت مي :راه حل

|، x1چون به ازاي هر عدد حقيقي ) 1 x | | x |1 n، پس حكم به ازاي ≥1  .درست است =1
 :kxو ... ، x1 ،x2عدد حقيقي kدرست باشد، در اين صورت به ازاي هر  kفرض كنيد حكم به ازاي عددي طبيعي مانند ) 2

k k| x x x | | x | | x | | x | ( )*1 2 1 2+ + + ≤ + + + 
kخواهيم حكم را به ازاي مي kثابت كنيم، يعني نشان دهيم به ازاي هر  +1 kxو ... ، x1 ،x2عدد حقيقي  +1 1+: 

k k| x x x | | x | | x | | x | ( )**1 2 1 1 2 1+ ++ + + ≤ + + + 
)براي اثبات نابرابري  kaابتدا فرض مي كنيم  **( x x x1 2= + + kbو  + x  :گيريميدر اين صورت از نابرابري مثلث نتيجه م. =+1

k k k| x x x | | (x x x ) x | | a b | | a | | b |1 2 1 1 2 1+ ++ + + = + + + + = + ≤ + 
)ي حال از رابطه  :گيريمنتيجه مي *(

k k| a | | x x x | | x | | x | | x |1 2 1 2= + + + ≤ + + + 
 :گيريمي اخير نتيجه مياز دو رابطه

k k k k| x x x | | a | | b | (| x | | x | | x |) | x | | x | | x | | x |1 2 1 1 2 1 1 2 1+ + ++ + + ≤ + ≤ + + + + = + + + 
)ي و اين همان رابطه k، درستي حكم به ازاي kه ازاي پس از درستي حكم ب. است **(  .را نتيجه گرفتيم +1

 .درست است nگيريم حكم به ازاي هر عدد طبيعي حال از اصل استقرا نتيجه مي
 

b ،[aو  aدانيم به ازاي هر دو عدد حقيقي مي : 9 تمرين b] [a] [b]+ ≤  :ثابت كنيد nxو ... ، x1 ،x2عدد حقيقي  nبه ازاي هر . +

n n[x x x ] [x ] [x ] [x ]1 2 1 2+ + + ≤ + + + 

 :sو  p ،q ،rي هر چهار عدد حقيقي مثبت دانيم به ازامي : 10 تمرين
pq rs (p q)(r s)

p q r s p q r s
+ +

+ ≤
+ + + + +

 

 :ثابت كنيد nbو ... ، a1 ،a2 ،... ،na ،b1 ،b2عدد حقيقي مثبت  n2به ازاي هر 
 

n nn n

n n n n

a b (a a a )(b b b )a b a b
a b a b a b (a a a ) (b b b )

2 2 1 2 1 21 1
1 1 2 2 1 2 1 2

+ + + + + +
+ + + ≤

+ + + + + + + + + +
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د يثابت كن n يعيهر عدد طب يبه ازا : 8 ي مسأله
n n n

n n
2 1 1
1 1

− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

 .ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل
n يبه وضوح حكم به ازا) 1  .درست است =1

ن صورت يدرست باشد، در ا kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2
k k k

k k
2 1 1
1 1

− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
ن رابطه در ين ايبا ظرب طرف .

2س يماتر 1
1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 :ميريگ يجه مينت 
k k k (k ) k k ( k ) (k ) (k )

k k k k k (k )

12 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

+− − + − + − − − − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + − + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

k يحكم به ازا يقاً همان درستين دقيو ا k يحكم را به ازا ي، درستk يحكم به ازا يلذا از درست. است +1  .ميجه گرفتينت +1
 .درست است n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميحال از اصل استقرا نت

 :ديثابت كن n يعيهر عدد طب يبه ازا : 11 تمرين

) الف
n

n 16 2 6 273 1 3 1
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

) ب
ncos sin cos n sin n

sin cos sin n cos n
θ − θ θ − θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ θ θ θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

ه ي ـاول يعيچند عدد طب يم كه فقط برايكن يبرخورد م يبه احكام يگاه. درست بودند يعياعدد طب ي همه يم كه به ازايمواجه بود يتا كنون با احكام
 .راهگشا است ز روش استقراين گونه احكام نياثبات ا يبرا. ستنديدرست ن

n1 ين دو تابع را به ازاير ايمقادزير جدول . ميسه كنيگر مقايد كيرا با  n2و  !nر يم مقاديخواه يد ميمثلاً فرض كن 7≤  .دهد ينشان م ≥

n

n
n!

1 2 3 4 5 6 7
1 2 6 24 120 720 5040

2 2 4 8 16 32 64 128
 

n1 يبه ازا 3≤ ≤ ،nn! n4 يو به ازا >2 7≤ ≤ ،nn! ؟ بـا  n2ا ي ـ !n: تر اسـت  ك بزرگي كدام nر يمقاد ي هيبق يبه نظر شما به ازا. <2
nم كه از يشو يك نگاه ساده به جدول فوق متوجه مي شـود و در واقـع    يتـر م ـ  شيتر و ب شيب !nو  n2م اختلاف يرو يبه بعد هر چه جلوتر م =4

 يع ـيهـر عـدد طب   ين اسـت كـه بـه ازا   ي ـم ايم ارائه ده ـيانتو يكه از مشاهدات فوق م ين حدسيتر معقول.  تر است عيسر n2از رشد  !nرشد تابع 
n 4≥ ،nn! n يفقط به ازا ين نابرابريا يعني، <2 , ,1 2  .ستيدرست ن =3

 !ديم، اما استقرا از نوع جديكن يز از اصل استقرا استفاده مين حدس نياثبات ا يبرا
 

 :اگر. باشد n يعيدر مورد عدد طب يحكم P(n)و  يعيك عدد طبي nد يرض كنف :)افتهيم يتعم ياصل استقرا( :2 ي قضيه
1 (P(m)  درست باشد و 
P(k) ،k ياز درست) 2 m≥ي، درست P(k  جه شود،ينت +1(
n ،n يعيهر عدد طب يبه ازا P(n)گاه  آن m≥درست است ،. 

 
 .ميدر نظر گرفت mاز عدد  1عدد  ين است كه شروع استقرا را به جايه با اصل استقرا اين قضيتفاوت ا
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nهر  يبه ازا : 9 ي مسأله !nnد يثابت كن ≤4 2>. 
 .ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل

4!چون ) 1 42و  =24 !س ، پ=16 44 n ي، لذا حكم به ازا<2  .درست است =4
k ،kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2  :ن صورتي، درست باشد، در ا≤4

kk! ( )*2> 
k يازام حكم را به يخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يثابت كن +1

k(k )! ( )**11 2 ++ > 
) يدن به نابرابريرس يبرا ) ينابرابر ياز رو **( k)م كه يكن ين نكته توجه ميبه ا *( )! (k )k!1 1+ = kو  + k12 2 2+ =  ياكنون به سادگ. ×
)م از يتوان يم )* ،(  :ريبه صورت ز. ميريجه بگيرا نت **(

k k
k

k k (k )k! (k )!( ) k!*
14 1 2 1 2 2 1 2 نــــابرابري2
+≥ ⇒ + > ⎫⇒ + > × ⇒ + >⎬> ⎭

 
k ،k يحكم به ازا يلذا از درست k يحكم به ازا ي، درست≤4  .شود يجه مينت +1

n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميافته نتيم يتعم يحال از اصل استقرا  .درست است ≤4

n ،n يعيهر عدد طب يد و سپس به ازايابيب mمناسب مانند  يعيك عدد طبي : 10 ي مسأله m≥د ي، ثابت كنn n22 >. 
 

 .ميريگ يدر نظر م nر كوچك يمقاد يرا به ازا n2و  n2ر يابتدا جدول مقاد :راه حل

n
n

n2

1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 4 8 16 32 64 128 256

1 4 9 16 25 36 49 64
 

n يم به ازايريگ يجه مين جدول نتيا ي با مشاهده 1= ،n n22 n يبه ازا ي، ول< , ,2 3  يامـا مجـدداً بـه ازا   . سـت يدرسـت ن  ين نـابرابر ي ـا =4
n , , ,5 6 7 8= ،n n22 n ،n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايزن يحدس م. <  .، درست باشد≤5

5چون ) 1 22 n ي، لذا حكم به ازا<5  .درست است =5
k ،kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2  :ن صورتي، درست باشد، در ا≤5

k k ( )*22 > 
k يحكم را به ازا يم درستيخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يثابت كن +1

k (k ) ( )**
1 22 1+ > + 

) يدن به نابرابريرس يبرا ) ينابرابر ياز رو **( )نيابتدا طرف *( kم يري ـگ يجه م ـيم و نتيكن يضرب م 2را در  *( k1 22 2+ ن ي ـبـه كمـك ا  . <
)يم نابرابريتوان يم يدر صورت ينابرابر kم كه يريجه بگيرا نت **( (k )2 22 1>  :ميكن ير عمل ميصورت ز  به ين نابرابرياثبات ا يبرا. +

k (k ) k (k k ) k k (k k ) (k ) (k ــرا( − زي + = − + + = − − = − + − = − − > ≥2 2 2 2 2 2 22 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 5 
k يپس به ازا 5≥ ،k (k )2 22 1>  :ر استيند فوق به صورت زيفرآ ي خلاصه. +

k k
k( ) k k* (k )

k k (k )

2 1 2 1 2
2 2

2 نــــابرابري 2 2 2 15 2 1
+

+⎫> ⇒ > ⇒ > +⎬≥ ⇒ > + ⎭
 

k ،k يحكم به ازا يلذا از درست k يحكم به ازا ي، درست≤5  .شود يجه مينت +1
n ،n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميافته نتيم يتعم يحال از اصل استقرا  .، درست است≤5
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n ،n يعيهر عدد طب ي، حكم را به ازاmمانند  يمناسب يعيافتن عدد طبيمورد با در هر  : 12 تمرين m≥دي، ثابت كن. 
!nn) الف 3> 
n) ب n3 23 − > 
n) ج n2 9 7> + 
n) د n n3 23 7 4> + + 
n) هـ n n23 2 5> + 

n)محدب  يضلع nهر  يد تعداد قطرهايثابت كن : 11 ي مسأله n(nبرابر  ≤3( )3
2
 .است −

 .ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل
)ندارد و  يچ قطريه) يضلع 3(ثلث چون م) 1 )3 3 3

2
× −

n ي، لذا حكم به ازا=  .درست است =3

k ،kمانند  يعيطب يعدد يبه ازا حكم ديفرض كن) 2 k(kمحـدب برابـر    يضـلع  kهر  ين صورت تعداد قطرهاي، درست باشد، در ا≤3 )3
2
− 

k يم حكم را به ازايخواه يم. است kهـر   يم تعداد قطرهـا ينشان ده يعنيم، يثابت كن +1  يضـلع  +1
ــر   ــدب براب k)مح )(k )1 1 3

2
+ + ــت − ــرا. اس ــا يب ــور ن مني ــظ kك ي ــلع +1 ــد   يض ــدب مانن مح

kA A ...A1 2 ــ +1 ــر م ــگ يرا در نظ ــا. ميري kن ي ــلع +1 ــلع kو  Pرا  يض kA يض A ...A1  Qرا  2
م تعـداد  يري ـگ يجه م ـي، نتk يحكم به ازا ياز درست. باشد يز مين Pك قطر از ي Qهر قطر از . مينام يم

k(kبر ابر  Q يقطرها )3
2
 يهـا  خـط  ، پـاره Q يقطرهـا بـر  عـلاوه  مقابـل  ه به شـكل  با توج. است −

kA A1 ،kA A1 2+ ،kA A1 kو . . . ، +3 kA A1 1+ kها برابر  كه تعداد آن −  .هستند P ياز قطرهياست ن −1
 : ميريگ يجه مينت

k(k )(k ) (k )31 12
−

+ − = +  Pيتعداد قطرها =Qيتعداد قطرها −
(k k) ( k ) k k (k )(k ) (k )(k )2 23 2 2 2 1 2 1 1 3

2 2 2 2
− + − − − + − + + −

= = = = 
k يحكم به ازا ين همان درستيو ا  .است +1

n ،n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه مياز اصل استقرا نت حال  .، درست است≤3

nمحدب،  يضلعnهر  يداخل يايد مجموع زوايثابت كن : 13 تمرين )، برابر ≤3 n )90 2  .درجه است −4

n(nره برابر يك داي ينقطه رو nن يب يد تعداد وترهايثابت كن : 14 تمرين )1
2
 .است −

n ،n يعيهر عدد طب يبه ازا : 12 ي مسأله xكه  يطور وجود دارند به yو  x يعيد اعداد طبي، ثابت كن≤22 y n3 7+ =. 
 :ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل

3چون ) 1 5 7 1 22× + × n ي، لذا حكم به ازا=  .درست است =22
k ،kد مانن يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2  :كه يطور وجود دارند به yو  x يعين صورت اعداد طبي، درست باشد، در ا≤22

x y k ( )*3 7+ = 
k يم حكم را به ازايخواه يم xكـه   يا گونـه  م بـه يابي ـرا ب y1و  x1 يعياعداد طب يعنيم، يثابت كن +1 y k1 13 7 1+ = ) ي از رابطـه . + دو  *(

 :ميريجه بگيم نتيتوان ير را ميز ي رابطه
(x ) (y ) k ( ), (x ) (y ) k ( )** ***3 2 7 1 1 3 5 7 2 1− + + = + + + − = + 

A

B C

1+kA 1A

2A

3A
P

Q1−kA

kA
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xاگر  xگاه  ، آن≤3 yكه  نياست و با توجه به ا يعيطب يعدد −2 ) ي است، لذا رابطه يعيطب يز عددين +1  يحكم  را بـه ازا  يدرست **(
k xاگر . دهد يجه مينت +1 ) ي گاه از رابطه ، آن≥2  :ميريگ يجه مينت *(

y Ny k x y y167 3 22 3 2 16 37
∈= − ≥ − × = ⇒ ≥ ⎯⎯⎯→ ≥ 

yپس  xاست و چون  يعيطب يعدد −2 ) ي است، لذا از رابطه يعيطب يز عددين +5 k يحكم را به ازا يدرست ***( . ميري ـگ يجه مينت +1
xدر هر دو حالت (پس در هر صورت  xو  ≤3 k يحكم به ازا) ≥2 k ،k يحكم به ازا يلذا از درست. درست است +1 حكم  ي، درست≤22

k يبه ازا  .شود يجه مينت +1
n ،nهر  يم حكم به ازايريگ يجه ميافته نتيم يتعم يحال از اصل استقرا  .، درست است≤22

n ،n يعيهر عدد طب يبه ازا : 15 تمرين xكه  يطور وجود دارند به yو  xح يد اعداد صحي، ثابت كن≤6 ≥ ،y xو  ≤ y n3 4+ =. 

 
)را بـا   يعضـو  n ي ك مجموعـه ياز  يعضو k يها ر مجموعهيد كه اگر تعداد زيآموخت يبيز تركيدرس آنالسال گذشته در  :يادآوري )n

k   نشـان

)گاه  م، آنيده ) n!n
k k!(n k)!

=
−

 .باشد ير ميصورت ز معروف است كه به اتحاد پاسكاله ب يبيز تركيآنال ين اتحادهايتر از مهم يكي. 

)   :)اتحاد پاسكال( :3 ي قضيه ) ( ) ( )n n n
k k k

1 1
1

− −= + − 
 

 :توان نوشت يم :برهان

( ) ( ) (n )! (n )!n n
k k k!((n ) k)! (k )!((n ) (k ))!

1 11 1
1 1 1 1 1

− −− −+ = +− − − − − − −
 

(n )! (n )! (n k)(n )! k(n )!
k!(n k )! (k )!(n k)! k!((n k)(n k )!) (k(k )!)(n k)!

1 1 1 1
1 1 1 1

− − − − −
= + = +

− − − − − − − − −
 

( )(n k)(n )! k(n )! ((n k) k)(n )! n(n )! n! n
kk!(n k)! k!(n k)! k!(n k)! k!(n k)! k!(n k)!

1 1 1 1− − − − + − −
= + = = = =

− − − − −
 
 

n ،n يعيهر عدد طب يبه ازا : 13 ي مسأله  :دي، ثابت كن≤2

( ) ( ) ( ) ( )n n2 3 1
2 2 2 3

++ + + = 
 .ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل

)چون ) 1 )2 12 )و  = )3 13 )، پس = ) ( )2 3
2 n ي، لذا حكم به ازا=2  .درست است =2

k ،kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2  :ن صورتي، درست باشد، در ا≤2

( ) ( ) ( ) ( )k k ( )*
2 3 1
2 2 2 3

++ + + = 
k يم حكم را به ازايخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يثابت كن +1

( ) ( ) ( ) ( )k k ( )**
2 3 1 2
2 2 2 3

+ ++ + + = 

) ي اثبات رابطه يبرا ) ي ن رابطهيبه طرف **( )عدد  *( )k 1
2
 :ميريگ يجه ميم و نتيكن يرا اضافه م +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k2 3 1 1 1
2 2 2 2 3 2

+ + ++ + + + = + 
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)اما بنا بر اتحاد پاسكال،  ) ( ) ( )k k k1 1 2
3 2 3
+ + ++  :جهير نت، د=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k2 3 1 2
2 2 2 2 3

+ ++ + + + = 
) ي ن همان رابطهيو ا k ،k يحكم به ازا يپس از درست. است **( k يحكم را به ازا ي، درست≤2  .ميجه گرفتينت +1

n ،n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميافته نتيم يتعم يحال از اصل استقرا  .، درست است≤2
 

n ،n يعيهر عدد طب يبه ازا : 16 تمرين  :دي، ثابت كن≤3

( ) ( ) ( ) ( )n n3 4 1
3 3 3 4

++ + + = 

k ،nو  n يعيطب در دو عده يبه ازا يطور كل به k≥دي، ثابت كن: 

( ) ( ) ( ) ( )k k n n
k k k k

1 1
1

+ ++ + + = + 

) θو هر عدد حقيقي  nبه ازاي هر عدد طبيعي  : 14 ي مسأله k )θ ≠ π ثابت كنيد 
sin ncos cos cos( n )

sin
23 2 1 2
θ

θ + θ + + − θ =
θ

 

 .ميكن يثابت م ياضير يحكم را به روش استقرا :راه حل
sinچون ) 1 sin cos2 2θ = θ θ پس ،sincos

sin
2

2
θ

θ =
θ

n ي، لذا حكم به ازا  .درست است =1
 :ن صورتيدرست باشد، در ا kمانند  يعيطب يعدد يد حكم به ازايفرض كن) 2

sin kcos cos cos( k ) ( )*sin
23 2 1 2
θ

θ + θ + + − θ =
θ

 
k يم حكم را به ازايخواه يم  :مينشان ده يعنيم، يثابت كن +1

sin (k )cos cos cos( k ) ( )**sin
2 13 2 1 2

+ θ
θ + θ + + + θ =

θ
 

) ي اثبات رابطه يبرا ) ي ن رابطهيبه طرف **( )*، cos( k )2 1+ θ ميريگ يجه ميم و نتيكن يرا اضافه م: 
sin k sin k sin cos( k )cos cos cos( k ) cos( k ) cos( k )

sin sin
2 2 2 2 13 2 1 2 1 2 12 2
θ θ + θ + θ

θ + θ + + − θ + + θ = + + θ =
θ θ

 
sin: يادآوري( x cos y sin(x y) sin(x y)2 = + + −( 

sin k (sin( ( k ) ) sin( ( k ) )
sin

2 2 1 2 1
2

θ + θ + + θ + θ − + θ
=

θ
 

)sin: يادآوري( x) sin x− = −( 
sin k (sin( k ) sin( k) ) sin k sin (k ) sin k sin (k )

sin sin sin
2 2 2 2 2 2 1 2 2 1

2 2 2
θ + + θ + − θ θ + + θ − θ + θ

= = =
θ θ θ

 
) ي ن همان رابطهيو ا k يحكم را به ازا ي، درستk يحكم به ازا يپس از درست. است **(  . ميجه گرفتينت +1

 .درست است n يعيهر عدد طب يم حكم به ازايريگ يجه ميحال از اصل استقرا نت

) θ يقيو هر عدد حق n يعيهر عدد طب يبه ازا : 17 تمرين k )θ ≠ π ديثابت كن: 

) الف
n

n
n

sincos cos cos ...cos
sin

2 1 22 2 2
2

− θ
θ θ θ θ =

θ
 

cos) ب nsin sin sin( n )
sin

1 23 2 1 2
− θ

θ + θ + + − θ =
θ

 

|د يثابت كن θ يقيو هر عدد حق n يعيهر عدد طب يبه ازا : 18 تمرين sin n | n | sin |θ ≤ θ. 



12 

 

 ياستدلال استنتاج
 .شود يگفته م ياستدلال استنتاجم يا رفتهيها را پذ آن يكه درست يقيبا استفاده از حقا يريگ جهيبه روش نت

 .روزمره هستند ير زندگد ياستفاده از استدلال استنتاج ي اطراف ما وجود دارند كه نشان دهنده يايدر دن ياريبس يها مثال
 .الاضلاع است يك متوازيل يگرند و هر مستطيد كيالاضلاع قطرها منصف  يم در هر متوازيدان يم : 1 مثال

 .گرنديد كيل قطرها منصف يدر هر مستط: جهينت
 ـ يم ـ. كند ير ميس او را دستگيگذاشته باشد، پل ياز خود بر جا ياگر قاتل اثر. ر كند، قاتل اعدام خواهد شديس قاتل را دستگياگر پل : 2 مثال م يدان

 .قاتل اعدام نشده است
 .نگذاشته است ياز خود بر جا يقاتل اثر: جهينت

 .كند يسخت كار نم يم عليدان يم. برد يبرد و اگر او نگران باشد، خوابش نم يت كار نكند، خوابش مخس ياگر عل : 3 مثال
 .ستينگران ن يعل: جهينت

 ـ ين در ايم حسيدان يم. است 17بالاتر از  يبوعل ي آموزان مدرسه معدل تمام دانش : 19 تمرين  ـين مدرسـه تحص  يا جـه يچـه نت . كنـد  يل م
 توان گرفت؟ يم

 .ر استيپذ بخش 5بر  يح متواليعدد صح 5د مجموعيثابت كن : 15 ي مسأله
a ،aرا با  يح متواليپنج عدد صح :راه حل 1+ ،a 2+ ،a aو  +3  :عدد برابر است با 5ن يمجموع ا. ميده ينشان م +4

a (a ) (a ) (a ) (a ) a (a )1 2 3 4 5 10 5 2+ + + + + + + + = + = + 
 .است 5ر بر يپذ بخش يكه عدد

 .ر استيپذ بخش 3بر  يح متواليد مجموع سه عدد صحيثابت كن) الف : 20 تمرين
 .ستير نيپذ بخش 4بر  يح متواليد مجموع چهار عدد صحيثابت كن) ب

k7ح به فرم يد حاصل ضرب هر دو عدد صحيثابت كن : 16 ي مسأله k7به فرم  يعدد +3  .است +2
k7ح بـه فـرم   يدو عدد صـح  bو  aد يفرض كن :راه حل كـه   يا گونـه  وجـود دارنـد بـه    k2و  k1ح ين صـورت اعـداد صـح   ي ـدر اباشـند،   +3

a k17 3= bو  + k27 3=  :جهيدر نت. +
ab ( k )( k ) k k k k1 2 1 2 1 27 3 7 3 49 21 21 9= + + = + + + 

k k k k1 2 1 27 7 7 3 7 3 7 1 2= × + × + × + × + 

k

( k k k k ) k
3

1 2 1 2 37 7 3 3 1 2 7 2= + + + + = + 

k7به فرم  يعدد abم يريگ يجه مينت. ح استيصح يعدد k3د كه يتوجه كن  .است +2

k4د مجموع هر دو عدد به فرم يثابت كن : 21 تمرين k4به فرم  يعدد +3 k4رب هر دو عدد به فـرم  و حاصل ض +2 بـه فـرم    يعـدد  +3
k4  .است +1

 .زوج است يعدد يح متواليد حاصل ضرب هر دو عدد صحيثابت كن) الف : 22 تمرين
 .ر استيپذ بخش 8بر  يد حاصل ضرب هر دو عدد زوج متواليثابت كن) ب

k8به فرم  يد مربع هر عدد فرد عدديثابت كن : 17 ي مسأله  .است +1
aكه  يا گونه وجود دارد به qح مانند يصح ين صورت عدديفرد باشد، در ا يعدد aد يفرض كن :راه حل q2 1=  :جهيدر نت. +

a ( q ) q q q(q )2 2 22 1 4 4 1 4 1 1= + = + + = + + 
q(qاما  ح يصـح  يعدد يزوج است، لذا به ازا ين عدد، عددياقبل ن يتمر) الف(بنا بر قسمت . است يح متواليبرابر حاصل ضرب دو عدد صح +1(

t ،q(qمانند  ) t1 2+ aجه يدر نت. = q(q ) t2 4 1 1 8 1= + + = k8به فرم  a2، پس +  .است +1
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k6د مربع هر عدد به فرم يثابت كن : 23 تمرين k24به فرم  يعدد −1  .است +1

 .ا استيگو يا عدديد مجموع هر دو عدد گويثابت كن : 18 ي مسأله

aا اعداد به فرم يم كه اعداد گويكن يم يادآوري :راه حل
b

a,bهستند كه   Z∈  وb ن صـورت  يا باشند، در ايدو عدد گو yو  xد يفرض كن. ≠

axكه  يطور وجود دارند به dو  a ،b ،cح ياعداد صح
b

cyو  =
d

= )b,d  :جهيدر نت). ≠
a c ad bcx y
b d bd

+
+ = + = 

adچون  bc+  وbd ح هستند و يصح ييعددهاbd xم يريگ يجه مي، نت≠ y+ ا استيگو يعدد. 

 .ا استيگو يا عدديد حاصل ضرب هر دو عدد گويثابت كن) الف : 24 تمرين

د يناصفر باشد، ثابت كن يايك عدد گوي xاگر ) ب
x
 .ا استيگو يز عددين 1

 .ا استيگو يز عددين aد يثابت كن. ا باشنديگو ييعددها a7و  a5كه  يا گونه ناصفر باشد به يقيك عدد حقي aد يفرض كن) ج

 يهـا  ز برابر مجموع مربعين a2د يثابت كن. ح باشديدو عدد صح يها برابر مجموع مربع a يعيطب د عدديفرض كن : 19 ي مسأله
 .ح استيدو عدد صح

aكه  يا گونه وجود دارند به yو  xح يبنا به فرض، اعداد صح :راه حل x y2 2=  :جهيدر نت. +
a x y (x xy y ) (x xy y ) (x y) (x y)2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2= + = + + + − + = + + − 

 .ح استيدو عدد صح يها ز برابر مجموع مربعين a2پس 

دو  يهـا  ز برابر مجموع مربعين abد يثابت كن. ح باشنديصحدو عدد  يها برابر مجموع مربع bو  aك از يد هر يفرض كن : 25 تمرين
 .ح استيعدد صح

 .ح استيصح يك برابر مربع عددي ي به علاوه يح متواليد حاصل ضرب چهار عدد صحيثابت كن : 26 تمرين

 .ح استيصح يك برابر مربع عددي ي به علاوه يد حاصل ضرب دو عدد زوج متواليثابت كن : 20 ي مسأله
a2و  a2م به فرم يتوان يرا م يدو عدد زوج متوال :راه حل  .توان نوشت يم. ميريدر نظر بگ +2

a( a ) a a ( a )2 22 2 2 1 4 4 1 2 1+ + = + + = + 
 .شود يلذا حكم ثابت م

 .ح استيدو عدد صح يها د هر عدد فرد برابر تفاضل مربعيثابت كن : 21 ي مسأله
q ،aح مانند يصح يعدد ين صورت به ازايفرد باشد، در ا يعدد aد يفرض كن :راه حل q2 1= +. 

 :توان نوشت يم
a q (q q ) q (q ) q2 2 2 22 1 2 1 1= + = + + − = + − 

 .ح استيدو عدد صح يها برابر تفاضل مربع aپس 

 .ح استيدو عدد صح يها ر باشد برابر تفاضل مربعيپذ بخش 4ح كه بر ير عدد صحد هيثابت كن : 27 تمرين
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 مثال نقض
nمثلاً عبـارت  . برقرار باشد يجه در حالت كليك نتيم يا چند رابطه ممكن است كه حدس بزني يژگيچند و ي اوقات با مشاهده يگاه n2 17− را  +

n يرت به ازان عباير ايمقاد. ديريدر نظر بگ , , , ,1 2 3 4  .ر محاسبه شده استيدر ز =5
, , , ,2 2 2 2 21 1 17 17 2 2 17 19 3 3 17 23 4 4 17 29 5 5 17 37− + = − + = − + = − + = − + = 

nم كه يممكن است حدس بزن. اند اول يير عددهاين مقاديا يم كه همگيكن يمشاهده م n2 17− مشخص . باشداول  n يعيهر عدد طب يبه ازا +
 ـ  يچه بسا ممكن است كه ا. جه گرفتينت يك حكم را در حالت كلي يتوان درست ياز مشاهدات نم يا ست كه بر اساس پارها  ين حكـم در حالـت كل
 يع ـيطب يچـه عـدد   م؟ مثلاً در مورد حكم فوق چنـان يد بكنيست چه بايدرست ن يك حكم در حالت كليم يم ثابت كنيچه بخواه چنان. ست نباشدرد

nآن  يم كه به ازايابيب nمانند  n2 17− nمـثلاً  . ستيدرست ن ين حكم در حالت كليم ايريگ يجه مياول نباشد نت يعدد + ن ي ـاز ا يك ـي =17
2را ياعداد است، ز 217 17 17 17− + د يالبته توجه كن(ت حكم فوق را نقض كنند؟ يد كه كليابيد بيتوان يم يگريا اعداد ديآ. مركب است يكه عدد =

n يعنيك مثال، ين يكه هم  ).است يت حكم فوق كافينقض كل ي، برا=17
 .مييگو مثال نقضست يدرست ن يك حكم در حالت كليشان دهد  نكه  يبه مثال : 1 تعريف
 .ميابيآن ب يك مثال نقض براياست  يكاف يك حكم در حالت كلياثبات نادرست بودن  يپس برا

 .دير توجه كنيز يها يبه تساو : 22 ي مسأله
, , ,2 2 2 2 2 2 2 21 1 3 2 1 12 4 2 75 10 5= − = − = − = − 

 ن حكم درست است؟يا ايآ. ح استيدو عدد صح يها برابر تفاضل مربع يعيد كه هر عدد طبيريجه بگيها نت ين تساويممكن است از ا
 

aگاه  ح باشند، آنيدو عدد صح bو  aرا اگر يز. اردمورد نظر را ند يژگيو 2ر، مثلاً عدد يخ :راه حل b2 از  يكيرا اگر يز. تواند باشد ينم 2برابر  −2
a  وb گاه  زوج باشد، آن يگريفرد و دa b2 aگاه  ا هر دو زوج باشند، آني، هر دو فرد bو  aفرد است و اگر  يعدد −2 b−  وa b+ هر دو ،

aاند، لذا  زوج b (a b)(a b)2 2− = − a، پس است 4مضرب  + b2  .تواند باشد ينم 2است، لذا برابر  4ر بر يپذ بخش يا عدديفرد  يا عددي −2

 ش داد؟يح نمايدو عدد صح يها توان به صورت مجموع مربع يرا م يعيا هر عدد طبيآ : 28 تمرين

 ش داد؟يح نمايسه عدد صح يها صورت مجموع مربع توان به يرا م يعيا هر عدد طبيآ : 29 تمرين

sinكه  يا گونه باشند به يقيدو عدد حق yو  xد يفرض كن : 23 ي مسأله x sin y= .ا درست است كه يآtan x tan y=؟ 

xد ي ـر، مـثلاً فـرض كن  ي ـخ :راه حـل  6
π

yو  = 5
6
π

sinصـورت   ني ـا ، در= x sin y 1
2=  ـ= tan ي، ول x 3

tanو  =3 y 3
3= ، پـس  −

tan x tan y≠. 

[x]كه  يا گونه باشند به يقيدو عدد حق yو  xديفرض كن : 30 تمرين [y]= .ا درست است كه يآ[x ] [y ]2  ؟=2

n2ا يآ : 24 ي مسأله n ،nهر عدد فرد  يبه ازا −1  اول است؟ ي، عدد≤3
32كه  نيرغم ا يعل. ريخ :راه حل 1 7− = ،52 1 31− 72و  = 1 127− 92 ياند، ول اول ييعددها يهمگ = 1 511 7 73− = =  يعـدد  ×

 .مركب است

n2ا يآ : 31 تمرين  اول است؟ يعدد nهر عدد زوج  يبه ازا +1
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y ،[xو  x يقيهر دو عدد حق يا به ازايآ : 25 ي مسأله y] [x] [y]− =  ؟−

xد ير، مثلاً فرض كنيخ :راه حل yو  = 1
x]ن صورت ي، در ا=2 y] 1 12

⎡ ⎤− = − = −⎢ ⎥⎣ ⎦
[x]و   [y]− = − x]، لذا = y] [x] [y]− ≠ −. 

y ،[xو  x يقيهر دو عدد حق يازاا به يآ : 32 تمرين y] [x] [y]+ =  ؟+

 گنگ است؟ يا مجموع هر دو عدد گنگ، عدديآ : 26 ي مسأله
2ر، مثلاً يخ :راه حل 2و  −2 ) يعنيها،  مجموع آن يگنگ هستند ول ييعددها +2 ) ( )2 2 2 2 4− + +  .ستيگنگ ن ي، عدد=

 گنگ است؟ يا حاصل ضرب هر دو عدد گنگ، عدديآ : 33 تمرين

n ،n2هر عدد فرد  يا به ازايآ : 27 ي مسأله  ر است؟يپذ بخش nبر  −2
92 يولفرد است  يعدد 9ر، مثلاً يخ :راه حل 2 510−  .ستير نيپذ بخش 9بر  =

n ،nهر عدد فرد  يا درست است كه به ازايآ : 34 تمرين 5≥ ،n2  ست؟ير نيپذ بخش nبر  +1

 است؟ n2ستند برابر يس نچ سه تا همريخط دو به دو متقاطع كه ه nاز رسم  جاد شده در صفحه پسيا يا تعداد نواحيآ : 28 ي مسأله
n يكه حكم فوق به ازا نيرغم ا ير، عليخ :راه حل ,1 n ين حكم به ازايا يدرست است ول =2 جـاد شـده   يا يرا تعداد نواحيت، زسيدرست ن =3

 .است 7ط گفته شده برابر يدر صفحه توسط سه خط با شرا

 

 است؟ n2ستند برابر يس نچ سه تا همريدو به دو متقاطع كه ه ي رهيدا nجاد شده در صفحه پس از رسم يا يا تعداد نواحيآ : 35 تمرين
 

k8به فرم  يعيا هر عدد طبيآ : 29 ي مسأله  مربع كامل است؟ +1
k ير، مثلاً به ازايخ :راه حل 2= ،k8 1 17+  .ستيكه مربع كامل ن =

k5به فرم  يعيا هر عدد طبيآ : 36 تمرين  مربع كامل است؟ −1

k25به فرم  يچ مربع كامليدرست است كه ها يآ : 37 تمرين  وجود ندارد؟ −4

k6به فرم  يعيا درست است كه هر عدد طبيآ : 30 ي مسأله  اول است؟ يعدد −1
k ير، مثلاً به ازايخ :راه حل 6= ،k6 1 35−  .مركب است يكه عدد =

k24به فرم  يعيا درست است كه هر عدد طبيآ : 38 تمرين  اول است؟ يعدد −1

k ،k24 يعيهر عدد طب يا درست است كه به ازايآ : 39 تمرين  مركب است؟ يعدد +1

aكه  يا گونه باشند به يقيحق ييعددها dو  a ،b ،cد يفرض كن : 31 ي مسأله b≤  وc d≤ .ا درست است كه يآac bd≤؟ 
a ير، مثلاً به ازايخ :راه حل 1= − ،b = ،c 2= dو  − a يها ي، نابرابر=5 b≤  وc d≤ ينابرابر يبرقرارند ول ac bd≤ ستيبرقرار ن. 

aكه  يا گونه باشند به يقيحق ييعددها dو  a ،b ،cديفرض كن : 40 تمرين b≤  وc d≤ .ا درست است كه يآa c b d− ≤  ؟−

3
1

2
765

4
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 ر است؟يپذ بخش 60ز بر ين nا درست است كه يآ. ر باشديپذ بخش 60بر  n2ح و يصح يعدد nد يفرض كن : 32 ي مسأله
n ير، مثلاً به ازايخ :راه حل 30= ،n2  ير است وليپذ بخش 60بر n  ستير نيپذ بخش 60بر. 

 ر است؟يپذ بخش 50ز بر ين nا يآ. باشدر يپذ بخش 50بر  n2ح و يصح يعدد nد يفرض كن : 41 تمرين

k7به فرم  يعدد n2ح و يصح يعدد nد يفرض كن : 33 ي مسأله k7ز به فرم ين nا يآ. باشد +1  است؟ +1
n ير، مثلاً به ازايخ :راه حل 6= ،n2 36 7 5 1= = × k7به فرم  n2، لذا + k7به فرم  n ياست ول +1  .ستين +1

k7به فرم  يعدد n2ح و يصح يعدد nد يفرض كن : 42 تمرين k7به فرم  nجه گرفت كه يتوان نت يا ميآ. باشد +2  است؟ +3

 bز بـر  ين aا درست است كه يآ. ر باشديپذ بخش bbبر  aaكه  يطور باشند به يعيطب ييعددها bو  aد يفرض كن : 34 ي مسأله
 ر است؟يپذ بخش
a ير، مثلاً به ازايخ :راه حل bو  =10 4= ،aa  برbb راير است، زيپذ بخش: 

a b

t
a ( ) ( ) t b t10 10 10 10 8 2 10 410 2 5 2 5 2 2 5 4= = × = × = × × = × = × 

 .ستير نيپذ بخش bبر  a يول

 ـآ. باشـد ر يپذ بخش b2بر  a3كه  يطور باشند به يعيطب ييعددها bو  aد يفرض كن : 43 تمرين  ـن aا درسـت اسـت كـه    ي  bز بـر  ي
 ر است؟يپذ بخش

 

} ي از مجموعه يعضو 10 ي ر مجموعهيهر ز يا درست است كه برايآ : 35 ي مسأله , ,..., }1 2 متعلـق بـه    y و x ي، اعضـا Aمانند  20
A  وجود دارند كهx  برy ؟باشدر يپذ بخش 

} يعضو 10 ي رمجموعهير، مثلاً زيخ :راه حل , ,..., }11 12 } ي از مجموعه 20 , ,..., }1 2  .گفته شده را ندارد يژگيو 20

} ي از مجموعه يعضو 10 ي رمجموعهيهر ز يا درست است كه برايآ : 44 تمرين , ,..., }1 2 وجـود   Aمتعلق به  yو  x ي، اعضاAمانند  20
xكه  يطور ارند بهد y 2−  ؟=
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 ياثبات بازگشت
 .جه گرفتينت يگريد يك را از درستيهر  يم، هرگاه بتوان درستييگو معادلدو حكم را 

[x]« يها حكم : 4 مثال x1«و » =1 2≤  .گرفتجه يرا نت يگريتوان د يك ميرا از هر ياند، ز معادل» >
|« يها حكم : 5 مثال x | | y x«و » =| y2  .اند معادل» =2
كـه   يم تا به حكم ـيده يقدر ادامه م ن كار را آنيه باشد و ايم كه معادل با حكم اوليكن يل ميتر تبد ساده يك حكم آن را به حكمياثبات  يبرا يگاه
اثبـات  ن روش اثبـات،  ي ـبـه ا . دهـد  يجـه م ـ يه را نتي ـحكـم اول  يب بازگشت از حكم آخر درسـت ين ترتيه اب. ميما معلوم است برس يآن برا يدرست

 .شود يگفته م يبازگشت

xد يثابت كن. مثبت باشند يقيدو عدد حق yو  xد يفرض كن : 36 ي مسأله y xy2
+

≥. 

xم يريگ  يجه ميم نتيبرسان 2داده شده را به توان  ين نابرابريطرفچه  چنان :راه حل xy y xy
2 22

4
+ +

≥. 
x y x xy yxy ( ) xy ( )* **

2 22
2 4
+ + +

≥ ≥ 
) يها يد كه نابرابريتوجه كن )و  *( )را اگر ياند، ز معادل **( ن را بـه  يم طـرف يتـوان  ين رابطه، م ـين اياشد، با توجه به مثبت بودن طرفدرست ب *(

)رسانده و  2توان  )م و اگر يريجه بگيرا نت **( )ن رابطه جذر گرفته و يم از طرفيتوان يدرست باشد، م **( )ل بـودن  معاد. ميريجه بگيرا نت *( )* 
)و   :ميده ير نشان ميصورت ز را به **(

x y x xy yxy xy
2 22

2 4
+ + +

≥ ⇔ ≥ 
) ياثبات نابرابر يحات فوق برايبا توجه به توض )ينابرابر يعنياست معادل آن  يكاف *( ) ياثبات نابرابر يبرا. ميثبات كنرا ا **(  يز سـع ين **(

 . ميل كنيكه با آن معادل باشند تبد يتر ساده يها يرا به نابرابر ين نابرابريم ايكن يم
x xy y xy x xy y xy ــم  4طـــرفين را در ــي كني ــرب م +  ض +

≥ ←⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + + ≥
2 2

2 22 2 44 
xy x xy yــم  طـــرفين را بـــا ــي كني ــع م →⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯←− جم − + ≥4 2 22 

(x y)2←⎯→ − ≥ 
) ينابرابر يعنيم معادل آن، يريگ  يجه ميآخر همواره درست است نت يابركه نابر نيبا توجه به ا  .ز درست استين *(

xد يثابت كن. مثبت باشد يقيك عدد حقي xد يفرض كن) الف : 45 تمرين
x
1 2+ ≥. 

xد يثابت كن. باشد يمنف يقيدد حقك عي xد يفرض كن) ب
x
1 2+ ≤ −. 

xد يثابت كن yو  x يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 46 تمرين y x y2 2

2 2
+ +

≤. 

xد يثابت كن yو  x يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 37 ي مسأله y (x y )2 2 2 1+ ≥ + −. 
 :توان نوشت يم :راه حل

x y (x y ) x y x y2 2 2 22 1 2 2 2+ ≥ + − ⇔ + − − + ≥ 
(x x ) (y y )2 22 1 2 1⇔ − + + − + ≥ 
(x ) (y )2 21 1⇔ − + − ≥ 

 .ز درست استيه نياول ينابرابر يعنيآخر همواره درست است، لذا معادل آن  يچون نابرابر
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xد يثابت كن zو  x ،y يقيهر سه عدد حق يبه ازا : 47 تمرين y z (x y z)2 2 2 3 2+ + + ≥ + +. 

xد يثابت كن yو  x يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 48 تمرين y xy x2 22 2 2 1+ ≥ + −. 

xد يثابت كن zو  x ،y يقيهر سه عدد حق يبه ازا : 38 ي مسأله y z xy xz yz2 2 2+ + ≥ + +. 
 :توان نوشت يم :راه حل

x y z xy xz yz x y z xy xz yz x y z xy xz yz2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2+ + ≥ + + ⇔ + + − − − ≥ ⇔ + + − − − ≥ 
(x xy y ) (x xz z ) (y yz z )2 2 2 2 2 22 2 2⇔ − + + − + + − + ≥ 
(x y) (x z) (y z)2 2 2⇔ − + − + − ≥ 

 .ز درست استيه نياول ينابرابر ينيآخر درست است، پس معادل آن،  يرابرچون ناب

xد يثابت كن zو  x ،yمثبت  يقيهر سه عدد حق يبه ازا : 49 تمرين y z x y z2 2 2

3 3
+ + + +

≤. 

ab)د يثابت كن dو  a ،b ،c يقيهر چهار عدد حق يبه ازا : 39 ي مسأله cd) (a c )(b d )2 2 2 2 2+ ≤ + +. 
 :توان نوشت يم :راه حل

(ab cd) (a c )(b d ) a b abcd c d a b a d b c c d2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22+ ≤ + + ⇔ + + ≤ + + + 
a d abcd b c (ad bc)2 2 2 2 22⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ 

 .ز درست استيه نياول ينابرابر يعنيآخر درست است، پس معادل آن،  يچون نابرابر

a)د يثابت كن bو  a يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 50 تمرين b )(a b ) (a b )2 2 4 4 3 3 2+ + ≥ + 

a)د يثابت كن dو  a ،b ،cمثبت يقيهر چهار عدد حق يبه ازا : 51 تمرين b)(c d) ac bd+ + ≥ +. 

xد يثابت كن yو  xمثبت  يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 40 ي مسأله y x y xy3 3 2 2+ ≥ +. 
 :شتتوان نو يم :راه حل

x y x y xy x y x y xy (x x y) (y xy ) x (x y) y (y x)3 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3 2 2 2+ ≥ + ⇔ + − − ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ − + − ≥ 
(x y)(x y ) (x y)(x y)(x y) (x y) (x y)2 2 2⇔ − − ≥ ⇔ − − + ≥ ⇔ − + ≥ 

 .ز درست استيه نياول ينابرابر يعنيآخر درست است، لذا معادل آن،  يچون نابرابر

xد يثابت كن yو  x يقيهر دو عدد حق يبه ازا : 52 تمرين y x y xy4 4 3 3+ ≥ +. 

xد يثابت كن xمثبت  يقيهر عدد حق يبه ازا : 53 تمرين x
x x

5 3
5 3

1 1
+ ≥ +. 

aكه  يا گونه باشند به يمثبت يقيحق يعددها cو  a ،bد يفرض كن : 41 ي مسأله b c+ aد يثابت كن. < b c+ >. 
 :توان نوشت يم :راه حل

a b c ( a b) c a ab b c2 2+ > ⇔ + > ⇔ + + > 
aرا يآخر درست است ز ياما نابرابر ab b a b2+ + > aو  + b c+ a، پس < ab b c2+ + ز درست يه نياول يم نابرابريريگ يجه مينت. <

 .است
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aكه  يا گونه باشند به يمثبت يقيحق يعددها cو  a ،bد يفرض كن : 54 تمرين b c+ aد يثابت كن. > b c2+ <. 

|كه  يا گونه باشند به يقيدو عدد حق yو  xد يفرض كن : 42 ي مسأله x | |و  >1 y | |د يثابت كن. >1 x y | | xy |1+ < +. 
 :توان نوشت يم :راه حل

| x y | | xy | x xy y xy x y x y x y2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1+ < + ⇔ + + < + + ⇔ + − − < 
(x x y ) (y ) x ( y ) ( y ) (x )( y )2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1⇔ − + − < ⇔ − − − < ⇔ − − < 

|از  رايآخر درست است، ز ياما نابرابر x | x2م يريگ يجه مينت >1 1− |و از  > y | −y21م يريگ يجه مينت >1 x)، پـس  < )( y )2 21 1− − <. 
 .ز درست استيه نياول ينابرابر يعني، ين نابرابريمعادل با ا يلذا نابرابر

xد يض كنفر : 55 تمرين y 1< < yد يثابت كن. > x
xy

11
−

<
−

. 

7د يثابت كن : 43 ي مسأله 2 10 2 5+ = +. 
 :توان نوشت يم :راه حل

( )27 2 10 2 5 7 2 10 2 5 7 2 10 2 2 10 5+ = + ⇔ + = + ⇔ + = + + 
 .ز برقرار استيه نياول يآخر برقرار است، لذا تساو يچون تساو

7د يثابت  كن : 56 تمرين 4 3 7 4 3 4+ + − =. 

29د يثابت كن : 44 ي مسأله 31 2 30+ <. 
 :توان نوشت يم :راه حل

( ) ( )2 229 31 2 30 29 31 2 30 29 2 29 31 31 120+ < ⇔ + < ⇔ + × + < 
2 899 60 899 30 899 900⇔ < ⇔ < ⇔ < 

 .ز درست استيه نياول يآخر درست است، پس نابرابر يچون نابرابر

14د يثابت كن : 57 تمرين 13 11 10− < −. 

|د يثابت كن x يقيهر عدد حق يبه ازا. دلخواه باشند يقيدو عدد حق bو  aد يفرض كن : 45 ي مسأله a sin x bcos x | a b2 2+ ≤ +. 
 :توان نوشت يم :راه حل

| a sin x bcos x | a b a sin x absin x cos x b cos x a b2 2 2 2 2 2 2 22+ ≤ + ⇔ + + ≤ + 
a ( sin x) absin x cos x b ( cos x)2 2 2 21 2 1⇔ − − + − ≥ 
a cos x absin x cos x b sin x (a cos x bsin x)2 2 2 2 22⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ 

 .ز درست استيه نياول ينابرابر يعنيآخر همواره درست است،لذا معادل آن،  يچون نابرابر

x ،kx يقيهر عدد حق يبه ازا. مثبت باشند يقيدو عدد حق bو  aد يفرض كن : 58 تمرين 2
π

|د يكن ، ثابت≠ a tan x bcot x | ab2+ ≥. 
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 )مير مستقياثبات غ(برهان خلف 
م يرس ـ يك تنـاقض م ـ ي ـن حكم درست نباشد، سپس با استفاده از روش استنتاج به يم ايكن يك حكم، ابتدا فرض مي ياثبات درست ياوقات برا يگاه

ن روش اثبـات،  ي ـبـه ا . ه درسـت بـوده اسـت   يم كه حكم اوليريگ يجه مياز تناقض حاصل نت). ستيم درست نيدان يم كه ميرس يم يا جهيبه نت يعني(
 .شود يگفته م مير مستقياثبات غا ي برهان خلف

 .زوج است يز عددين nد يزوج باشد، ثابت كن n2اگر . ح باشديصح يعدد nد يفرض كن : 46 ي مسأله

q ،nح ماننـد  يصـح  يعـدد  ين صورت بـه ازا يفرد باشد، در ا يعدد nد يفرض كن يعنيد حكم درست نباشد يفرض كن :ه حلرا q2 1= در . +
 :جهينت

t

n ( q ) q q ( q q) t2 2 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1= + = + + = + + = + 

 .زوج باشد يد عدديبا nم، لذا يديبه تناقض رس nپس با فرض فرد بودن . ض مسأله تناقض داردرجه با فين نتياما ا. رد استف يعدد n2پس 

 .ح باشديصح يعدد nد يفرض كن : 59 تمرين

 .فرد است يز عددين nد يباشد، ثابت كن فرد n2اگر ) الف
n5اگر ) ب  .زوج است يعدد nد يفرد باشد، ثابت كن يعدد +3
 .ر استيپذ بخش 3ز بر ين nد ير باشد، ثابت كنيپذ بخش 3بر  n2اگر ) ج
 .ر استيپذ بخش 10ز بر ين nد ير باشد، ثابت كنيپذ بخش 10بر n2اگر ) د

 .گنگ است يعدد 2د يثابت كن : 47 ي مسأله

كـه   يطـور  وجـود دارنـد بـه    bو  aح ين صورت اعداد صحيا باشد، در ايگو يعدد 2د يفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل

aو ) ندارند 1به جز  يعامل مشترك(اند  نسبت به هم اول
b

2 aجه يدر نت. =
b

2
22 bو لذا  = a2 22  يعـدد  a2م يري ـگ  يجه مين رابطه نتياز ا. =

q ،aح مانند يصح يعدد يزوج است، پس به ازا يز عددين aقبل،  ي زوج و لذا بنا بر حكم مسأله q2= .جهير نتد: 
 b a ( q) q b q2 2 2 2 2 22 2 4 2= = = ⇒ = 

هسـتند و   2هر دو مضـرب   bو  aپس . زوج است يز عددين bقبل  ي زوج است و لذا بنا بر مسأله يعدد b2م يريگ يجه مين رابطه نتيحال از ا
د، لذا يبه تناقض رس 2ا بودن يپس فرض گو. در تناقض است bو  aه در مورد يجه با فرض اولين نتياما ا. توانند نسبت به هم اول باشند يلذا نم

 .گنگ است يعدد 2

 .گنگ است يعدد 3د يثابت كن : 60 تمرين

3د يثابت كن : 61 تمرين  .گنگ است يعدد 2

 .گنگ است يعدد 6د يثابت كن : 62 تمرين

xاز اعداد  يكيد حداقل يثابت كن. باشد يقيحق يعدد xد يفرض كن : 63 تمرين xو  +2  .گنگ است يعدد −2
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2د يثابت كن : 48 ي مسأله  .گنگ است يعدد +3
2د يفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل  يطـور  وجود دارند به bو  aح ين صورت اعداد صحيا باشد، در ايگو يعدد +3

aكه 
b

2 3+  :جهيدر نت. =
a a a a a( )
b b bb b

2 2
2 2

2 2 2 23 2 3 2 2 3= − ⇒ = − + ⇒ = + − 
a a a b a b b a b
b a abb b b

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 1 2 2 2

− − −
⇒ = − = ⇒ = × = 

پس . گنگ است يعدد 2م يدان ياما م. ا استيگو يعدد 2م يريگ يجه مين رابطه نتي، لذا از ا)چرا؟(ح و ناصفرند يصح ييعددها bو  aچون 
2ا بودن يبا فرض گو 2م، لذا يديبه تناقض رس +3  .گنگ است يعدد +3

2د يثابت كن : 64 تمرين  .گنگ است يعدد +5

5د يثابت كن : 65 تمرين  .گنگ است يعدد −3

1د يثابت كن : 66 تمرين  .گنگ است يعدد +2

32د يثابت كن : 67 تمرين  .گنگ است يعدد −2
 

log5د يثابت كن : 49 ي مسأله
 .گنگ است يعدد 2

log5كنيد فرض  يعنياشد، د حكم درست نبيفرض كن :راه حل
كـه   يا گونـه  وجود دارند بـه  bو  a يعين صورت اعداد طبيا باشد، در ايگو يعدد 2

alog
b

5
2 log5د كه يتوجه كن( =

 :توان نوشت يحال م). اند  ز مثبتين bو  aتوان فرض كرد  يذا ممثبت است، ل يعدد 2
a

b abalog
b

5
2 5 2 5 2= ⇒ = ⇒ = 

log5ا بـودن  يپس با فرض گو. زوج است يفرد و سمت راست آن عدد يعدد ين تساويرا سمت چپ ايتواند برقرار باشد، ز يآخر نم ياما تساو
بـه   2

 .گنگ است ين عدد، عدديم، لذا ايديتناقض رس

log2د يثابت كن : 68 تمرين
 .گنگ است يعدد 3

log7د يثابت كن : 69 تمرين
 .گنگ است يعدد 3

 .گنگ است يعدد sin15د يثابت كن : 50 ي مسأله
و  sin15ا بـودن  ي ـا نسبت به اعمال جمع و ضرب بسته است، لذا از گوياعداد گو ي چون مجموعه. ا باشديگو يعدد sin15د يفرض كن :راه حل

cos ي رابطه sin230 1 2 15= cosم يريگ يجه مي، نت− 3ا است، پـس  يگو يز عددين 30
32ا اسـت و لـذا   ي ـگو يعـدد  2 32× ز ي ـن =

 .گنگ است ين عدد، عدديم، لذا ايديبه تناقض رس sin15ا بودن يپس با فرض گو. گنگ است يعدد 3م يدان ياما م. ا استيگو يعدد

 .گنگ است يعدد cos15د يثابت كن : 70 تمرين

cos: ييراهنما(گنگ است  يعدد cos10د يثابت كن : 71 تمرين cos cos33 4 3α = α − α.( 
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 .مثبت وجود ندارد يقين عدد حقيتر د كوچكيثابت كن : 51 ي مسأله
چـون  . ميده ـ ينشان م εدد را با ن عيا. مثبت وجود داشته باشد يقين عدد حقيتر د كوچكيفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل
ε 2، پس <

ε
< < ε ،2 يعني

ε تر از  مثبت كوچك يعددε ن فرض كه يجه با اين نتياما ا. استε  مثبـت اسـت    يق ـين عـدد حق يتـر  كوچـك
 .مثبت وجود ندارد يقين عدد حقيتر م كوچكيريگ  يجه مياز تناقض حاصل نت. تناقض دارد

nدارد كه  وجود n يعي، عدد طبM يقيهر عدد حق يبرا يعنيكران است،  ياز بالا ب يعياعداد طب ي م مجموعهيدان يم : 72 تمرين M> . فرض

، n يعيهر عدد طب يكه برا يا گونه باشد به يقيحق يعدد εد يكن
n
1

ε εد يثابت كن. ≥ ≤. 

] ي د در بازهيثابت كن : 73 تمرين ,  .تر باشد وجود ندارد اعضا بزرگ ي كه از همه يعدد 1(

A ي د در مجموعهيثابت كن : 74 تمرين {x Q | x }2= ∈ ا ياعداد گو ي مجموعه Q(تر باشد وجود ندارد  اعضا كوچك ي كه از همه يعدد <
 .ن عدد وجود ندارديتر ترند، كوچك بزرگ 2كه از  ياعداد گنگ ي د در مجموعهيطور مشابه ثابت كن به). است

εهر  يكه برا يا گونه باشند به يقيدو عدد حق bو  aد يفرض كن : 75 تمرين > ،a b< + ε .د يثابت كنa b≤. 

 .گنگ است يك عدد گنگ، عدديا و يك عدد گويد مجموع يثابت كن : 52 ي مسأله
xكه  يطور وجود دارد به yو عدد گنگ  x ياين صورت عدد گويد حكم درست نباشد، در ايفرض كن :راه حـل  y+ فـرض  . اسـت  اي ـگو يعدد

xد يكن y z+ yن صورت ي، در ا= z x= zا هستند، لذا يهر دو گو zو  xچون . − x−امـا طبـق فـرض    ) چـرا؟ . (ا اسـت ي ـگو يز عـدد ي ـ، ن
y z x=  .م حكم درست استيريگ يجه مينت. ميديپس با فرض درست نبودن حكم به تناقض رس. گنگ است يعدد −

 .گنگ است يك عدد گنگ، عدديناصفر در  يايك عدد گويد حاصل ضرب يثابت كن : 76 تمرين

Aφد يثابت كن. دلخواه باشد يا مجموعه Aد يفرض كن : 53 ي مسأله ⊆. 
Aφد يفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل  ي وجود دارد كه در مجموعه xمانند  يعضو φ ي ن صورت در مجموعهي، در ا⊅

A ي م مجموعهيدان ياما م. قرار ندارد φ شود يجه ميحكم نت ياز تناقض حاصل درست. ندارد يچ عضويه. 

 .دير را ثابت كنيك از احكام زيبه روش برهان خلف هر  : 77 تمرين
xاگر ) الف x4 |آنگاه ، <2 x | 1>. 

xاگر ) ب y≠ ، آنگاهx y xy
2 2

2
+

≠. 

k4ح  به فرم يصح يعدد nد يفرض كن : 54 ي مسأله ح يدو عـدد صـح   يها مربع  صورت تفاضل توان به يرا نم nد يثابت كن. باشد +2
 .ش دادينما

aكه  يا گونه وجود دارند به bو  aح يصح يدهان صورت عديد حكم درست نباشد، در ايفرض كن :راه حل b n2 2−  .دو حالت وجود دارد. =
aفرد است، لذا  يگريزوج و د b2و  a2 از يكين حالت يدر ا. فرد باشد يگريزوج و د bو  aاز  يكي: حالت اول b2 چـون  . فرد است يعدد −2

n ن حالت يزوج است، لذا در ا يعددa b2  .باشد nتواند برابر  ينم −2
aن حالت هر دو عدد يدر ا. ا هر دو فرد باشندي، هر دو زوج bو  a: حالت دوم b+  وa b− ح ياند، لـذا اعـداد صـح    زوجq1  وq2    وجـود دارنـد

aكه  يطور به b q12+ aو  = b q22−  :جهيدر نت .=
a b (a b)(a b) q q q q2 2

1 2 1 22 2 4− = + − = × = 
aپس  b2 aز ينن حالت يست، لذا در اير نيپذ بخش 4بر  nاما چون . ر استيپذ بخش 4بر  −2 b2  .باشد nتواند برابر  ينم −2

aپس در هر دو حالت فرض  b n2 2−  .ميش دهيح نمايدو عدد صح يها صورت تفاضل مربع م بهيتوان يرا نم nم يريگ  يجه مينت. ديبه تناقض انجام =
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k4به فرم  يعيطب يعدد nد يض كنفر : 78 تمرين ح يدو عـدد صـح   يهـا  صورت مجموع مربـع  توان به يرا نم nد يثابت كن. باشد +3
 .ش دادينما

aكه  يا گونه ح باشند بهيصح ييعددها a20و  . . .، a1 ،a2د يفرض كن : 55 ي مسأله a a1 2 201 70≤ < < < ن يد در بيثابت كن. ≥
a يها تفاضل a2 1− ،a a3 2− ،a a4 aو . . . ، −3 a20  .د برابر وجود داردحداقل چهار عد −19
 19د مجمـوع  ي ـفـرض كن . افـت شـود  يتفاضل داده شده حداكثر سه عدد برابر  19ن يد در بيفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل

 :ك سوين صورت از يدر ا. باشد Sتفاضل داده شده برابر 
S (a a ) (a a ) (a a ) (a a ) (a a ) (a a ) a a ( )*20 19 19 18 18 17 4 3 3 2 2 1 20 1 70 1 69= − + − + − + + − + − + − = − ≤ − = 

 Sن مقـدار  يتر شود، لذا كم يافت ميها حداكثر سه عدد برابر  ن آنياست و در ب يعيطب يتفاضل داده شده عدد 19ك از يگر، چون هر يد ياما از سو
 :ينعي. باشند 7برابر  يكيو  6، سه تا برابر . . .، 2، سه تا برابر 1تفاضل، سه تا برابر  19ن يدهد كه در ب يرخ م يهنگام

S ( ) ( )**3 1 2 3 4 5 6 7 3 21 7 70≥ + + + + + + = × + = 
) ي ن رابطه با رابطهياما ا  .شود يجه ميحكم نت ياز تناقض حاصل، درست. تناقض دارد *(

aكه  يا گونه به ح باشنديصح يعددها a8و . . . ، a1 ،a2 ديكنفرض  : 79 تمرين a a≤ < < < ≤1 2 81  يها ن تفاضليد در بيثابت كن. 16
a a−2 1 ،a a−3 aو . . . ، 2 a−8  .حداقل سه عدد برابر وجود دارد 7

 ي د معادلهيثابت كن : 56 ي مسأله
x y
1 1 1+  .عداد فرد جواب نداردا ي در مجموعه =

وجود داشته باشند كه  bو  aاعداد فرد  يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل
a b
1 1 1+ جـه  ينت abدر  ين تسـاو ي ـن ايبا ضرب طـرف . =

aم يريگ يم b ab+ aفردند، لذا  bو  aچون . = b+ زوج و  يعددab فرد است، پس  يعددa b+ تواند با  ينمab  از تنـاقض  . برابر باشـد
 .شود يجه ميحكم نت يحاصل، درست

 ي د معادلهيثابت كن : 80 تمرين
x y z
1 1 1 1

2+ +  .اعداد فرد جواب ندارد  ي در مجموعه =

} ي اعداد مجموعه : 57 ي مسأله , ,..., }1 2 تـر   آن بزرگ يوجود دارد كه مجموع اعضا يا د دستهيثابت كن. ميا م كردهيدسته تقس 3را به  19
 .است 64با  يا مساوي

S1 يعن ـيد حكـم درسـت نباشـد،    ي ـفـرض كن . ميده ـ ينشان م ـ S3و  S1 ،S2ب با يها را به ترت مجموع اعداد دسته :راه حل 64< ،S2 و  >64
S3 S1اند، لذا  حيصح ييعددها S3و  S1 ،S2چون . >64 63≤ ،S2 S3و  ≥63 Sجه ي، در نت≥63 S S1 2 3 3 63 189+ + ≤ ×  ياز سو .=

Sگر با توجه به فرض مسأله يد S S1 2 3
19 201 2 19 1902
×

+ + = + + + =  ـ ي ن رابطه با رابطـه ياما ا. = از تنـاقض  . در تنـاقض اسـت   يقبل
 .شود يجه ميحكم نت يحاصل، درست

} ي اعداد مجموعه : 81 تمرين , ,..., }1 2  ـتر  آن بزرگ يرب اعضاوجود دارد كه حاصل ض يا د دستهيثابت كن. ميا م كردهيرا به سه دسته تقس 9 ا ي
 .است 72با  يمساو

} ي اعداد اول مجموعه ي هيكل kpو . . . ، p1 ،p2د يفرض كن : 58 ي مسأله , ,..., }1 2 kAباشند و  100 p p ...p1 2 1=  Aد يثابت كن. +
 .ستير نيپذ بخش kpو . . . ، p1 ،p2ك از ي چيبر ه

iس ياند يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل k1≤  qح ير باشد، پـس عـدد صـح   يپذ بخش ipبر  Aكه  يطور وجود داشته باشد به ≥
iAكه  يا گونه وجود دارد به p q= . چون حاصل ضربkp p ...p1 كـه   يا گونـه  وجـود دارد بـه   ′qح ير اسـت، پـس عـدد صـح    يپذ بخش ipبر  2

k ip p ...p p q1 2 kA يحــال از تســاو. =′ p p ...p1 2 1= iم يريــگ يجــه مــينت + ip q p q 1′= ip، پــس + (q q ) 1′−  ipبــر  1، لــذا عــدد =
 .دهد يجه ميحكم را نت يتناقض حاصل درست. ستير نيپذ بخش يچ عدد اوليبر ه 1 ميدان ير است، اما ميپذ بخش
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} ي مجموعه يك از اعضاي چيبر ه Aد يقبل ثابت كن ي با مفروضات مسأله : 82 تمرين , ,..., }1 2  .ستير نيپذ بخش 1ر از يغ 100

!nد يثابت كن. باشد يعيبط يعدد nد يفرض كن : 83 تمرين  .ستير نيپذ بخش nو . . . ، 3، 2ك از اعداد ي چيبر  ه +1

3ك جدول ي يها ن در خانهاتو يرا نم 12تا  1د اعداد يثابت كن : 59 ي مسأله  ـ  يطور د بهقرار دا) ستون 4سطر و  3( ×4 داد كه مجمـوع اع
 .گر برابر باشنديد كيواقع در هر ستون با 

3ك جـدول  ي يها را در خانه 12تا  1د بتوان اعداد يفرض كن يعنيد حكم درست نباشد، يفرض كن :راه حل قـرار   ×4
مجمـوع اعـداد هـر     دين حالت فرض كنيگر برابر باشند و در ايد كيكه مجموع اعداد واقع در هر ستون با  يطور د بهدا

 .باشد xستون برابر 
 

1گر برابر يد يو از سو x4سو برابر   كين صورت مجموع كل اعداد جدول از يدر ا 2 12+ +  :جهيدر نت. است +
x x12 13 78 394 1 2 12 782 4 2

×
= + + + = = ⇒ = = 

39تواند برابر  يح است و نميعدد صح سهبرابر مجموع  xاما 
 .شود يجه ميحكم نت ياز تناقض حاصل درست. باشد 2

5ك جدول ي  يها توان در خانه يرا م 30تا  1ا اعداد يآ : 84 تمرين ر هـر  كه مجمـوع اعـداد واقـع د    يطور د بهقرار دا) ستون 6سطر و  5( ×6
 .گر برابر باشنديد كيستون با 

 ـاز ا يال خروجيسه  يهر رأس، مجموع اعداد نوشته شده رو يرو. نوشته شده است 12تا  1اعداد  يال مكعبي 12 يرو : 85 تمرين ن رأس را ي
 ها با هم برابر باشند؟ رأس يعدد نوشته شده رو 8ا ممكن است كه يآ. ميسينو يم

x x xx



 25 )فصل اول(جبر و احتمال 

 

 كبوتر ي اصل لانه
ن روز يمتولـد . انـد  و جمعه متولد شـده . . . كشنبه، يشنبه،  ياز روزها يكين افراد در يك از ايهر . نفر حضور داشته باشند 8ك جمع يد در يفرض كن

دسـته   7نفـر بـه    8ن صـورت  ي ـدر ا. ميده يز انجام ميگر نيد ين روزهاين كار را در مورد متولديهم. ميده يك دسته در كنار هم قرار ميشنبه را در 
 ).باشند يها خال ن دستهياز ا يالبته ممكن است بعض(ند شو يم ميتقس

ــنبه ــنبه يكشــــ ــنبه پنـــج شـــنبه  ســـه شـ ــنبه چهارشــــنبهجمعه     دوشــ  شــ
 

آن است كـه   ين به معناياند و ا وجود دارد كه حداقل دو نفر در آن قرار گرفته يا دسته. توان گرفت؟ كاملاً درست است يم يا جهيد چه نتيكن يفكر م
 .اند متولد شده ك روز از هفتهين جمع در يحداقل دو نفر از ا

 .است يكل ي هيك قضياز  يخاص يمثال فوق حالت
 

mلانه شوند و nكبوتر وارد  mاگر  :)اصل لانه كبوتر( :4 ي قضيه n>اند وجود دارد كه حداقل دو كبوتر وارد آن شده يا گاه لانه ، آن. 
 

 .ميم آن را به روش برهان خلف اثبات كنيتوان يم يرسد ول ينظر م و واضح به يهيبد يليكه اصل لانه كبوتر خ نيم ارغ يعل
 

كبـوتر وارد   nلانـه حـداكثر    nك كبوتر وارد شده است، لـذا در  ين صورت در هر لانه حداكثر يه درست نباشد، در ايد حكم قضيفرض كن :برهان
م حكـم  يري ـگ يجه م ـياز تناقض حاصل نت. اند ها شده كبوتر وارد لانه nش از يرا طبق فرض بيه متناقض است، زيجه با فرض قضين نتياما ا. اند شده
 .باشد يه درست ميقض

 
ك با صـورت اصـل لانـه    ير كه هر ياز دو صورت ز يكيدر حل مسائل معمولاً از . ستاز مسائل ا ياريد حل بسي، كلين سادگياصل لانه كبوتر در ع

 .ميكن يكبوتر معادل است استفاده م
mم شوند و يدسته تقسnء به يش mاگر  -1 n>اند ء در آن قرار گرفتهيو شوجود دارد كه حداقل د يا گاه دسته ، آن. 
mدسته انتخاب شوند و  nء از يش mاگر  -2 n>اند ء از آن انتخاب شدهيوجود دارد كه حداقل دو ش يا گاه دسته ، آن. 

 .مورد نظر است يژگياء بر اساس وياش يبند دسته ن روش حل  مسائل مربوط به اصل لانه كبوتر،يتر مهم

 .كسان استيها  ل آنيك كلاس دو نفر وجود دارند كه حرف اول فاميآموز  دانش 35ن يد در بيثابت كن : 60 ي مسأله

ل ي ـل فامرا كـه حـرف او   يآموزان دانش يعنيم، يكن يم يبند لشان دستهيآموزان كلاس را بر اساس حرف اول فام ن مسأله دانشيحل ا يبرا :راه حل
ب ي ـن ترتيبه ا . …م و يده يك دسته قرار مياست در ) ب(ها  ل آنيرا كه حرف اول فام يآموزان م، دانشيده يك دسته قرار مياست در ) الف(ها  آن
 .شوند يم ميدسته تقس 32آموز به  دانش 35

...
بي الــف  پ

35چون  است كه حـرف اول   ين معنيك دسته به اياما وجود دو نفر در . رنديگ يك دسته قرار مينه كبوتر حداقل دو نفر در ، لذا بنا بر اصل لا<32
 .كسان استين دو نفر يل ايفام

 .ها با هم برابر است آني  دو تاس وجود دارند كه عدد رو شدهد يثابت كن. ميا تاس را پرتاب كرده 7 : 86 تمرين

 .دارند يكسانيخ تولد يمدرسه دو نفر وجود دارند كه تارك يآموز  دانش 400ن يد در بيثابت كن : 87 تمرين
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 ـيم تا مطمئن باشيرون آوريحداقل چند مهره از جعبه ب. رنگ مختلف وجود دارند 10از  ييها ك جعبه مهرهيدر  : 61 ي مسأله هـا   ن آنيم در ب
 رنگ وجود دارد؟ هم ي حداقل دو مهره

 .شوند يم ميدسته تقس 10ها به  با توجه به فرض مسأله، مهره. ميكن يم يبند داخل جعبه را بر اساس رنگشان دسته يها مهره :راه حل
...

1 2 10 
ك ي ـرا ممكن است كه از هر يرنگ وجود دارد، ز هم ي ها حداقل دو مهره ن آنيم كه بيم مطمئن باشيتوان يم، نميرون آوريمهره از جعبه ب 10چه  چنان

11م، چون يرون آوريمهره از جعبه ب 11اگر  يول. ب شده باشدك مهره انتخايقاً يدسته دق 10از  ، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر حـداقل دو مهـره از   <10
 .است 11م پاسخ مسأله برابر يريگ يجه مينت. رنگ وجود دارد هم ي مهره حداقل دو مهره 11ن ياند، پس در ب ك دستهي

 5هـا حـداقل    ن آنيم كه در بيم تا مطمئن باشيرون آوريد بيقبل حداقل چند مهره از جعبه با ي با مفروضات مسأله. مينك ين مسأله را مطرح ميحال ا
 رنگ وجود دارد؟ هم ي مهره
ه از هـر  ممكن اسـت ك ـ  اريرنگ وجود دارد، ز هم ي مهره 5ها حداقل  ن آنيم كه در بيم مطمئن باشيتوان يم، نميرون آوريمهره از جعبه ب 40چه  چنان

ن نكته از يا. رنگ وجود دارد هم ي مهره 5ها  ن آنيم، قطعاً در بيرون آوريمهره از جعبه ب 41اگر  يول. مهره انتخاب شده باشد 4قاً يرنگ دق 10ك از ي
 .شود يم ياصل لانه كبوتر ناش ي افتهيم يصورت تعم

mلانه شوند و  nكبوتر وارد  mاگر  :)اصل لانه كبوتر ي افتهيم يصورت تعم( :5 ي قضيه nk>وجود دارد كـه   يا گاه لانه ، آن
kحداقل   .اند كبوتر وارد آن شده +1

 

گـاه در   ه درست نباشـد، آن ياگر حكم قض. ميف ثابت كنم به روش برهان خليتوان ياصل لانه كبوتر م ي ز همانند صورت سادهيه را نين قضيا :برهان
را طبـق فـرض   ي ـه متناقض است، زيجه با فرض قضين نتياما ا. اند كبوتر وارد شده nkلانه حداكثر nاند، لذا در  كبوتر وارد شده kهر لانه حداكثر 

 .ه درست استيم حكم قضيريگ يجه مياز تناقض حاصل نت. اند ها شده كبوتر وارد لانه nkش از يب
41م و ي ـا م كردهيدسته تقس 10جعبه را به  يها ن صورت چون مهرهيم، در ايرون آوريمهره از جعبه ب 41قبل اگر  ي در مسأله 10 4> قل ، لـذا حـدا  ×

4  .خارج شده وجود دارد يها ن مهرهيرنگ در ب هم ي مهره 5حداقل  يعنياند،  ك دستهيمهره از  +1

از نامزدهـا حـداقل    يكيد يثابت كن. اند شركت كرده يريگ ينفر در رأ 200ك حوزه يدر . هستند ياست جمهورينفر نامزد ر 3 : 62 ي مسأله
 ).داده باشند ياز نامزدها رأ يكيقاً به ينفر دق 200ك از يد هر يفرض كن(است  ن حوزه به دست آوردهيدر ا يرأ 67

ك دسـته،  ي: ميكن يم ميرا به سه دسته تقس يريگ يشركت كنندگان در رأ. مينام يم Cو  A ،Bب يرا به ترت ياست جمهورير ينامزدها :راه حل
نفر به سه دسـته   200پس . اند داده يرأ Cكه به  ييها آخر، آن ي اند و دسته داده يرأ Bكه به  ييها آن  ك دستهياند،  داده يرأ Aكه به  ييها آن
200چون . شوند يم ميتقس 3 66> در  يرأ 67از نامزدها حـداقل   يكيپس . رنديگ يك دسته قرار مينفر در  67، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر حداقل ×

 .ن حوزه به دست آورده استيا

A B C
 

 .اند ك نوعيتا از  15د حداقل ين كارخانه ثابت كنيمحصول از ا 100ن يدر ب. كند يد مينوع خودرو تول 7ل ياتومب ي سازنده ي ك كارخانهي : 88 تمرين

 112ن فصل وجود دارد كـه حـداقل   يدر ا يد روزيثابت كن. خود را فروخته است يها نسخه از كتاب 10000ز ييك ناشر در فصل پاي : 89 تمرين
 .ن ناشر به فروش رفته استيا يها نسخه از كتاب

ناشر  يها نسخه از كتاب 1112آن حداقل  يز وجود دارد كه طييپادر فصل  يروز متوال 10د ين قبل ثابت كنيبا مفروضات تمر : 63 ي مسأله
 .به فروش رفته است

ازدهم مهـر تـا   ي ـدوم از  ي اول از اول مهر تا دهم مهر، دهه ي دهه: ميكن يم ميدهه تقس 9ن فصل را به يا يروزها. روز دارد 90ز ييفصل پا :راه حل
م يدسـته تقس ـ  9انـد بـه    ز به فـروش رفتـه  يياز ناشر را كه در فصل پا ييها حال كتاب. ام آذر يتا سكم آذر يست و ينهم از ب ي و دهه. . . ستم مهر، يب
نهم به فروش  ي كه در دهه ييها و كتاب. . . اند،  دوم به فروش رفته ي كه در دهه ييها اند، كتاب اول به فروش رفته ي كه در دهه ييكتابها: ميكن يم

 .اند رفته
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 دهه ي اول دهه ي نهم   دهه ي دوم
000 

10000چون . شوند يم ميدسته تقس 9جلد كتاب به  10000پس  9 1111> ك دسـته قـرار   يجلد كتاب در  1112، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر حداقل ×
 .اند ناشر به فروش رفته يها نسخه از كتاب 1112آن حداقل  يوجود دارد كه ط يروز متوال 10رند، پس يگ يم

 ـ ن شطرنجيوجود دارد كه ا يد دو روز متواليثابت كن. بار مسابقه داده است 25روز،  8 يدر طباز  ك شطرنجي : 90 تمرين بـار   7آن حـداقل   يباز ط
 .مسابقه داده است

برابـر   يره وجود دارد كه همگين دايور اد يحرف متوال 5د يثابت كن. اند ره نوشته شدهيك دايدور  يبيبه ترت bحرف  25و  aحرف  6 : 91 تمرين
b هستند. 

7 يسيد ماتريفرض كن : 92 تمرين  ـدرا 6هم حداقل  يوجود دارد كه رو يد سطر و ستونيثابت كن. صفر داشته باشد ي هيدرا 22، ×9 صـفر   ي هي
 .دارند

 ي ن كارخانه حداكثر در چند اندازهيا. اند ك اندازهيجفت از  4ك كارخانه حداقل يت جفت جوراب از محصولا 100ن هر يم در بيدان يم : 93 تمرين
 كند؟ يد ميمختلف جوراب تول

ل شود يه تشكن كلاس حداقل چند جلسيا. آورد يتخته م يآموز را پا دانش 3ك معلم يزيدر هر زنگ ف. آموز دارد دانش 25ك كلاس ي : 94 تمرين
 تخته رفته است؟ يبار پا 5ه حداقل وجود دارد ك يآموز م دانشيتا مطمئن باش

] ي از بازه يقيعدد حق 11 : 64 ي مسأله ,  .است 1/0تر از  ن عددها كميد تفاضل دوتا از ايثابت كن. داده شده است 1(
] ي اعداد بازه :راه حل ,  :ميكن يم ميدسته تقس 10ر به يصورت ز را به 1(

[ , / ) [ / , / ) [ / , / ) ... [ / , )0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 9 1 
11چون . ميار داريدسته در اخت 10ن يعدد از ا 11حال  اما با توجه به روش . ك دسته قرار دارندين اعداد در ي، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر دوتا از ا<10
 .است 1/0تر از  عدد داده شده كم 11دوتا از است، لذا تفاضل  1/0تر از  ك دسته قرار دارند كميكه در  ي، تفاضل هر دو عدديبند دسته

 .است 2ن نقاط حداكثر برابر يدوتا از ا ي د فاصلهيثابت كن. داده شده است 3به ضلع  ينقطه درون مربع 10 : 65 ي مسأله
 .ميكن يم ميمربع به ضلع واحد تقس 9را به  3مربع به ضلع  :راه حل

 

10چون . مربع داده شده است 9ن ينقطه از ا10حال  ك مربـع  ي ـن نقـاط در  ي ـ، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر دوتا از ا<9
ك مربع به ضلع واحد قرار داشته باشـند از  يكه در  يا ن هر دو نقطهيب ي فاصله مقابلبا توجه به شكل . واحد قرار دارند

 .است 2داده شده حداكثر  ي نقطه 10دوتا از  ي ست، لذا فاصلهيتر ن شيب 2
AB AC BC2 2 1 1 2= + ≤ + = 

 
 

 .است 1تر از  ن نقاط كميدوتا از ا ي د فاصلهيثابت كن. ره به شعاع واحد داده شده استيك دايط يمح ينقطه رو 7 : 95 تمرين

1ن نقاط حداكثر برابر يدوتا از ا ي د فاصلهيثابت كن. الاضلاع به ضلع واحد داده شده است يتساوك مثلث مينقطه درون  17 : 96 تمرين
 .است 4

 .است 2ن نقاط حداكثر برابر يدوتا از ا ي د فاصلهيثابت كن. داده شده است 2ره به شعاع يك داينقطه درون  5 : 97 تمرين

1

1
A

BC
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 .است 5ن نقاط حداكثر برابر يدوتا از ا ي د فاصلهيثابت كن. داده شده است 8و  6به اقطار  يك لوزيرون نقطه د 5 : 66 ي مسأله
 .ميكن يم ميتقس 5و  4، 3ه به اضلاع يالزاو مثلث قائم 4را با رسم اقطار آن به  يلوز :راه حل

5چون . مثلث داده شده است 4ن ينقطه از ا 5حال  مثلـث   4از  يك ـين نقاط در يلذا بنا بر اصل لانه كبوتر دوتا از ا ،<4
 ي ست، لذا فاصـله يتر ن شيب 5قرار دارند از  5و  4، 3ك مثلث به اضلاع يكه درون  يا هر دو نقطه ي اما فاصله. قرار دارند

 .است 5داده شده حداكثر برابر  ي نقطه 5دوتا از 
 
 

تـر از حكـم داده شـده در صـورت      يقو يم حكميتوان ينسبت به راه حل ارائه شده م بهتر يبند ك روش دستهيبا  :ادداشتي
  ني ـا  روش حل به. است 4داده شده حداكثر برابر  ي نقطه 5دوتا از  ي م فاصلهيم ثابت كنيتوان يدر واقع م. ميمسأله را ثابت كن

 .ميم كنيتقس 4و  3 به اقطار يلوز 4به رو  روبهداده شده را همانند شكل  يصورت است كه لوز
ي هـر دو   فاصـله  4و  3اما در يك لوزي بـه اقطـار   . لوزي قرار دارند 4ي داده شده حداقل دوتا در يكي از اين  نقطه 5حال از 

 .است 4ي داده شده حداكثر برابر  نقطه 5ي دوتا از  است، لذا فاصله 4نقطه حداكثر برابر 

8 يشطرنج ي ك صفحهيخانه از  33 : 98 تمرين 2 يد مربعيثابت كن. با رنگ قرمز رنگ شده است ×8 وجود دارد كه حداقل سه خانه از آن  ×2
 .رنگ شده است

 ي رنگ وجود دارند كـه فاصـله   هم ي ن خط دو نقطهيا يد رويثابت كن. رنگ موجود رنگ شده است 19از  يكيك خط با يهر نقطه از  : 99 تمرين
 .لاد استياز ارتفاع برج م يحيضرب صحها از هم م آن

8ل يك مستطينقطه درون  50 : 100 تمرين 2 يليد مستطيثابت كن. داده شده است ×9  .ن نقاط استيتا از ا 5وجود دارد كه شامل حداقل  ×3

} ي عدد از مجموعه 6 : 67 ي مسأله , ,..., }1 2  .است 11ن اعداد برابر يد مجموع دوتا از ايت كنثاب. داده شده است 10
} ي اعداد مجموعه :راه حل , ,..., }1 2 ر را بـه دسـت   يز يبند پس دسته. شود 11م كه مجموع اعداد در هر دسته برابر يكن يم يبند دسته يرا طور 10

 :ميآور يم
{ , } { , } { , } { , } { , }1 10 2 9 3 8 4 7 5 6 

6چون . است داده شده  دسته 5عدد از  6حال  عدد داده شده  6ن يك دسته قرار دارند، پس در بين اعداد در ي، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر دوتا از ا<5
 .است 11ها برابر  دو عدد وجود دارند كه مجموع آن

}ي  عدد از مجموعه 6 : 101 تمرين , ,..., }1 2  .است 5تا از اين اعداد برابر ثابت كنيد تفاضل دو. داده شده است 10

} ي عدد از مجموعه 6 : 68 ي مسأله , ,..., }1 2  .است 1ن اعداد برابر يد تفاضل دوتا از ايثابت كن. داده شده است 10
} ي اعداد مجموعه :راه حل , ,..., }1 2  :ميآور ير را به دست ميز يبند هپس دست. شود 1م كه تفاضل اعداد هر دسته برابر يكن يم يبند دسته يرا طور 10

{ , } { , } { , } { , } { , }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
} ي دسته ياست ول 1ز برابر ين 3و  2كه تفاضل اعداد  نيرغم ا يد عليتوجه كن , }2 ك دسـته  يدر  1را به همراه عدد  2 را عدديم، زيرا در نظر نگرفت 3
6چون . شده استدسته داده  5عدد از  6حال . ميا قرار داده  ـين اعداد در ي، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر دوتا از ا<5  6ن يك دسته قرار دارند، پس در ب

 .است 1ها برابر  عدد داده شده دو عدد وجود دارند كه تفاضل آن

} ي عدد از مجموعه 7 : 102 تمرين , ,..., }1 2  .است 2ن اعداد برابر يدوتا از اد تفاضل يثابت كن. داده شده است 12

} ي عدد از مجموعه 7 : 69 ي مسأله , ,..., }1 2 |، yو  xن اعداد مانند يدوتا از ا يد به ازايثابت كن. داده شده است 48 x y | 1− <. 
} ي اعداد مجموعه :راه حل , ,..., }1 2 | ك دسـته، ي ـاز  yو  xهـر دو عـدد    يم كـه بـرا  يكن ـ يم ـ يبند دسته يرا طور 48 x y | 1− لـذا  . >
 .ميآور ير را به دست ميز يبند دسته

{ , , } { , , , , } { ,..., } { ,..., } { ,..., } { ,..., }1 2 3 4 5 6 7 8 9 15 16 24 25 35 36 48 

4 5

3
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k)تا  k2ح از عدد ياعداد صح ي ام همهk ي در واقع در دسته )21 1+ ن دسـته انتخـاب شـوند،    ي ـاز ا bو  aم، لذا اگر دو عـدد  يده يرا قرار م −
kگاه  آن a (k )2 21≤ < kو  + b (k )2 21≤ < k، پس + a k 1≤ < kو  + b k 1≤ < |جه ي، در نت+ a b | 1− عـدد از   7حال . >
ك دسـته قـرار   يدر  yو  xد يمثلاً فرض كن. ك دسته قرار دارنديها در  فوق داده شده است، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر حداقل دو تا از آن ي دسته 6

|م، يچه ملاحظه كرد صورت بنا بر آن نيداشته باشند، در ا x y | 1− <. 

} ي عدد از مجموعه 8 : 103 تمرين , ,..., }1 2 |، yو  xن اعداد مانند يدو تا از ا يد به ازايثابت كن. داده شده است 21 x y | 2− ≤. 

} ي عدد از مجموعه 7 : 70 ي مسأله , ,..., }1 2  .است 13ن اعداد برابر يد مجموع دو تا از ايثابت كن. داده شده است 11

} ي اعداد مجموعه :راه حل , ,..., }1 2 ر را بـه دسـت   ي ـز يبنـد  لـذا دسـته  . شود 13م كه مجموع اعداد هر دسته برابر يكن يم يبند تهدس يرا طور 11
 :ميآور يم

{ } { , } { , } { , } { , } { , }1 2 11 3 10 4 9 5 8 6 7 
} ي مجموعه يك از اعضاي چيبا ه 1د كه چون مجموع عدد يتوجه كن , ,..., }1 2  يتـك عضـو   ي ك دسـته ين عدد را در يشود، لذا ا ينم 13برابر  11
عدد داده شـده   7ن ياند، پس در ب ك دستهيفوق داده شده است، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر حداقل دو تا متعلق به  ي دسته 6عدد از  7حال . ميقرار داد

 .است 13ها برابر  دو عدد وجود دارند كه مجموع آن

} ي عدد از مجموعه 11 : 104 تمرين , ,..., }1 2  .است 20ن اعداد برابر يمجموع دوتا از ا ديثابت كن. داده شده است 17

د يثابت كن. اند ها نشسته ين صندليتا از ا 7 ينفر رو 7. اند ده شدهيشكل چ يا رهيز دايك ميدور  يبه فواصل مساو يصندل 12 : 71 ي مسأله
 .اند گر نشستهيد كي يرو دو نفر وجود دارند كه روبه

 .رديك دسته قرار گيخود در  يرو روبه يبا صندل يكه هر صندل يطور بهم يكن يم ميتقس ييدوتا ي دسته 6ها را به  يصندل :راه حل

 
7چون . اند م شدهيدسته تقس 6نفر به  7حال   اند، لذا دو نفر وجود دارند ك دسته قرار گرفتهي، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر دو نفر وجود دارند كه در <6
 .اند هم نشسته يرو روبه يدو صندل يكه رو

ن افـراد انتخـاب شـده    يد در بيثابت كن. ميا ن جمع را انتخاب كردهينفر از افراد ا 10. حضور دارند) زن و شوهر(زوج  9ك جمع يدر  : 105 تمرين
 .ك زوج وجود دارديحداقل 

} ي ر مجموعه از مجموعهيز 33 : 106 تمرين , ,..., }1 2  ـينثابت ك. داده شده است 6  ـهـا دو ز  ن آنيد در ب ر مجموعـه وجـود دارنـد كـه مكمـل      ي
 .گرنديد كي

ك يها حداقل  ن آنيم در بيم تا مطمئن باشيرون آوريحداقل چند لنگه جوراب از كشو ب. دارد وجود جفت جوراب 7ز يك مي يدر كشو : 107 تمرين
 وجود دارد؟ جفت جوراب
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 ر است؟يپذ بخش 17داد بر ن اعيد تفاضل دو تا از ايثابت كن. ح داده شده استيعدد صح 18 : 72 ي مسأله
aكه  يطور وجود دارند به rو  qح ي، اعداد صحaح يهر عدد صح يم برايتقس ي هيبنا بر قض :راه حل q r17= rو  + 17≤  rو  qبـه  ( >
 يبنـد  دسته 17مشان بر يتقس ي مانده يعدد داده شده را بر اساس باق 18حال ). شود يگفته م 17بر  aم يتقس ي مانده يب خارج قسمت و باقيبه ترت

 .ميكن يم
...

q q q q17 17 1 17 2 17 16+ + +
 

ك يمتعلق به  nو  mد يمثلاً فرض كن. ك دسته قرار دارندين اعداد در يبنا بر اصل لانه كبوتر دو تا از ا. شوند يم ميدسته تقس 17به  عدد 18پس 
mكه  يطور وجود دارند به rو  q1 ،q2ح يصورت اعداد صح نيدسته باشند، در ا q r117= nو  + q r217=  :جهيدر نت. +

m n ( q r) ( q r) (q q )1 2 1 217 17 17− = + − + = − 
mپس  n−  ر استيپذ بخش 17شان بر عدد دو عدد وجود دارند كه تفاضل 18ن ير است، لذا در بيپذ بخش 17بر. 

با هـم   7ها بر  م آنيتقس يها مانده يعدد وجود دارند كه باق 12ن اعداد حداقل ين ايد در بيثابت كن. ح داده شده استيعدد صح 80 : 108 تمرين
 .برابر است

 ـيها  د دو دانشجو وجود دارند كه هم حرف اول اسم آنيثابت كن. دانشجو دارد 1025ك دانشگاه ي : 73 ي مسأله  ـول فاماسـت و هـم حـرف ا    يك ل ي
 .ها آن
. شـوند  دسـته تقسـيم مـي    32دانشجو به  1025گيريم  نتيجه مي. كنيم بندي مي ابتدا دانشجويان را بر اساس حرف اول اسمشان دسته :حل راه

<چون  ×1025 32 كه حرف اول اسـم   نفر وجود دارند 33گيرند، يعني  نفر در يك دسته قرار مي 33ي كبوتر حداقل  ، پس طبق اصل لانه32
 . ها يكي است آن

...
 بپ الــفي

م يدسـته تقس ـ  32نفـر بـه    33لـذا  . ميكن ـ يم ـ يبنـد  لشان دستهياست بر اساس حرف اول فام يكيها  دانشجو را كه حرف اول اسم آن 33ن يحال ا
33چون . شوند يم دانشجو كه حرف  33ن ين ايلذا در ب. رنديگ يوجود دارد كه حداقل دو نفر در آن قرار م يا ، پس بنا بر اصل لانه كبوتر دسته<32

 .است يكيز يلشان نياست دو نفر وجود دارند كه حرف اول فام يكيها  اول اسم آن

مشـابه   ي سـكه  13وجـود دارد كـه حـداقل     يد فرديثابت كن. ميا م كردهين سه نفر تقسيرا ب يتومان 50و  25، 10، 5 ي سكه 150 : 109 تمرين
 .افت كرده استيدر

 يهـا  دستگاه اتوبوس از اردوگاه بـه مكـان   3آموزان توسط  هر روز صبح دانش. اند نفر شركت كرده 110 يآموز دانش يك اردويدر  : 110 تمرين
 .اند بوده) وسك اتوبيدر (گر يد كيدا كرد كه در هر سه روز در كنار ينفر پ 5توان  يان روز سوم، ميد در پايثابت كن. شوند يمشخص شده منتقل م

 .انجام داده است يباز 4وجود دارد كه حداقل  يميد تيثابت كن. م فوتبال انجام شده استيت 9ن يمسابقه ب 14 : 74 ي مسأله
. انـد  م شـركت كـرده  يت 28مسابقه جمعاً  14كنند، لذا در  يم شركت ميچون در هر مسابقه دو ت. ميريگ يك دسته در نظر ميم يهر ت يبه ازا :راه حل

28چون ). اند م مختلفيت 9ا در واقع ي(شوند  يم ميدسته تقس 9به م يت 28ن يا 9 3> مسـابقه حاضـر بـوده     4وجود دارد كه حداقل در  يمي، پس ت×
 .است

...
ــم  1تيـ ــم  ــم 9تيـ 2تيـ   

 ـ يتـا از باز  11در هر مسابقه . بار مسابقه داده است 30م سال گذشته ين تيا. كن دارديباز 23م فوتبال يك تي : 111 تمرين ن حضـور  يكنـان در زم
 .ن بوده استيمسابقه درون زم 15وجود دارد كه حداقل در  يكنيد بازيثابت كن. داشتند

د دو نفر وجود دارند كه يثابت كن. اند داده ينفر نگهبان 9ن يشب هر شب دو تا از ا 110به مدت . سرباز حضور دارند 9ك پادگان يدر  : 112 تمرين
 .اند داده يحداقل چهار شب با هم نگهبان
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 ي ك نمـره يمثبت،  ي نمره 4ب يهر پاسخ درست، غلط و نزده به ترت يبه ازا. اند شركت كرده يسؤال 5ك آزمون ينفر در  21 : 75 ي مسأله
 .ها برابر است آن ي د دو نفر وجود دارند كه نمرهيثابت كن. شود يمنظور م و صفر نمره يمنف

تا  -5ن يب يهر فرد عدد ي با توجه به فرض، نمره. ميكن يم يبند اند دسته  كه كسب كرده يا افراد شركت كننده در آزمون را بر حسب نمره :راه حل
 4د حـداقل بـه   ي ـبا 14 ي به دست آوردن نمره يمثلاً برا(تواند باشد  ينم 9و  13، 14، 17، 18، 19برابر  يچ فرديه ي د كه نمرهياست و توجه كن 20

كننـدگان در آزمـون    پـس شـركت  ). ستيگونه ن نيسؤال داشته باشد كه ا 6د حداقل يلذا آزمون با ،ميسؤال پاسخ غلط بده 2سؤال پاسخ درست و به 
 .شوند يم ميدسته تقس 20نفر به  21توانند داشته باشند، لذا  يمختلف م ي نمره 20حداكثر 

...
20 16 15 12 11 10 8 7 5− 

21چون   .ها برابر است آن ي آن است كه دو نفر وجود دارند كه نمره ين به معنايرند و ايگ يك دسته قرار ميداقل دو نفر در ، لذا بنا بر اصل لانه كبوتر ح<20

 5و  2، 1از اعـداد صـفر،    يكياز هر پرتاب يامت. كند يدارت پرتاب م 10هر فرد . اند پرتاب دارت شركت كرده ي نفر در مسابقه 200 : 113 تمرين
 .آورند يدست م كسان بهياز يكه امت نفر وجود دارند 5د يثابت كن. است

 ـ هـر شـركت كننـده و هـم    . شركت كننده حضور دارنـد  10ك داور و يك مسابقه يدر  : 114 تمرين  ي از اعـداد مجموعـه   يگشـت ين داور جايچن
{ , ,..., }1 2 كـه   يا هـر مرتبـه   يد و به ازاكن يسه ميگشت خود مقايگشت هر شركت كننده را با جايان، داور جايدر پا. سندينو يف ميك رديرا در  9

گشـت  يمثلاً اگـر جا ( دهد ياز به شركت كننده ميك امتيعدد نوشته شده توسط شركت كننده در آن مرتبه با عدد نوشته شده توسط داور برابر بود 
 3ركت كننـده برابـر   از شيباشد، امت 375649218گشت نوشته شده توسط شركت كننده برابر يو جا 275136948نوشته شده توسط داور برابر 

 .آورند يبه دست م يكسانياز يد دو شركت كننده وجود دارند كه امتيثابت كن). ديآ يبه دست م 8و  5، 7از از ارقام ين امتياست و ا

} ي عدد از مجموعه 8 : 76 ي مسأله , ,..., }1 2  .ر باشديپذ بخش يگريبر د يكيها دو عدد وجود دارند كه  ن آنيد در بيثابت كن. داده شده است 14
} ي اعداد مجموعه :راه حل , ,..., }1 2 . ر باشـد يپـذ  بخـش  يگـر يبر د يكيك دسته يهر دو عدد متعلق به  يم كه برايكن يم يبند دسته يرا طور 14
تـوان در   يم ـ 1را فقط با عدد  13و  11را اعداد يم كرد، زيتوان تقس يگفته شده نم يژگيبا و يدو عضو ي دسته 7ن مجموعه را به يد اعداد ايتوجه كن

. ميش از دو عضو قرار دهيها ب از دسته يد در برخي، بايبند دسته يلذا برا. رديك دسته قرار گيتواند در  يفقط م 1كه عدد  يك دسته قرار داد، در حالي
 .مورد نظر را دارد يها يژگير ويز يبند دسته

{ , , , } { , , } { , } { , } { } { } { }1 2 4 8 3 6 12 5 10 7 14 9 11 13 
 ي، هر دو عدديبند اما بنا بر روش دسته. اند ك دستهيها متعلق به  كبوتر حداقل دو تا از آن  فوق داده شده است، لذا بنا بر اصل لانه ي دسته 7از عدد  8حال 

 .ر استيپذ بخش يگريبر د يكيعدد، دو عدد وجود دارند كه  8ن يپس در ب. ر استيپذ بخش يگريبر د يكيك دسته باشند، يكه متعلق به 
مثلاً . حل مسأله ارائه داد يتوان برا يز مين يگريد يها يبند قبل، دسته ي ارائه شده در راه حل مسأله يبند د كه علاوه بر دستهيتوجه كن :اشتاددي

 :ريز يبند دسته
{ , , } { , , } { , } { , } { , } { } { }2 6 12 1 3 9 4 8 5 10 7 14 11 13 

} ي عدد از مجموعه 5 : 115 تمرين , ,..., }1 2  ـ  يطـور  ها دو عدد وجود دارند به ن آنيد در بيثابت كن. داده شده است 14  ـ چيكـه ه  يگـر يك بـر د ي
 .ر نباشديپذ بخش

 ـوسط دو تا از ا ي د نقطهيثابت كن. است مختصات داده شده ي ح در صفحهينقطه با مختصات صح 5 : 77 ي مسأله بـا   يا ن نقـاط، نقطـه  ي
 .ح استيمختصات صح

Pد يفرض كن :راه حل (a,b)=  وQ (c,d)= وسـط   ي صورت مختصات نقطه نيمختصات باشند، در ا ي ح در صفحهيدو نقطه با مختصات صح
aن دو نقطه برابر يا c b d( , )2 2

+ aح دارد كـه هـر دو عـدد    ين نقطه مختصات صـح يا يدر صورت. است + c+  وb d+   لاً ا معـاد ي ـزوج باشـند
 .كسان باشندي dو  bت ين زوجيچن و هم cو  aت يزوج

 .شوند يم مير تقسيز ي دسته 4به  نقطه 5م يريگ  يجه مينت. ميكن يم يبند شان دستهيها ك از مؤلفهيت هر يداده شده را بر اساس زوج ي نقطه 5پس 

( ,  فــرد فــرد(
     

( ,  زوجفــرد(
     

( ,  فــرد زوج (
     

( ,  زوج زوج  (
 

 .ح استيبا مختصات صح يا دو نقطه، نقطهن يوسط ا ي حات فوق نقطهيبا توجه به توض. رنديگ يك دسته قرار ميبنا بر اصل لانه كبوتر حداقل دو نقطه در 
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د حاصل  ضرب دو تا يثابت كن. ستندير نيپذ بخش يگريچ عدد اول ديبر ه 5و  3، 2ر از يكه غ يطور داده شده است به يعيعدد طب 9 : 116 تمرين
 .ن اعداد مربع كامل استياز ا

 . ن جمع برابر استيها در ا ند دو نفر وجود دارند كه تعداد دوستان آيثابت كن. ك جمع حضور دارندينفر در  10 : 78 ي مسأله
 9و . . . ، 2، 1، از اعـداد   يك ـين جمـع  يتعداد دوستان هر فرد در ا. ميكن يم يبند ن جمع دستهينفر را بر اساس تعداد دوستانشان در ا 10 :راه حل

 .شوند يم ميدسته تقس 10ن جمع به يپس افراد ا. است

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
ك ي ـن جمـع حـداقل   يافراد جمع دوست است و لذا هر فرد در ا ي ن فرد با همهيگاه ا دوست داشته باشد، آن 9ن جمع يدر ا يد كه اگر فرديتوجه كن

 9كـه   يدافرا ي گاه دسته دوست نداشته باشد، آن 9ن جمع يدر ا يچ فردياست و اگر ه يكه صفر دوست دارند خال يافراد ي دوست دارد، پس دسته
پس بنـا بـر اصـل    . شوند يم ميدسته تقس 9ن جمع حداكثر به ينفر ا 10است، لذا  يفوق خال ي دسته 10از  يكيپس حداقل . است يدوست دارند خال
 .ن جمع برابر استين دو نفر در ايوجود دارد كه حداقل دو نفر در آن قرار دارند، لذا تعداد دوستان ا يا لانه كبوتر دسته

د سه نفر وجود دارنـد كـه   يثابت كن. از افراد جمع دوست است ين جمع با تعداد زوجيهر فرد در ا. ك جمع حضور دارندي نفر در 19 : 117 تمرين
 .ن جمع با هم برابر استيها در ا تعداد دوستان آن

ود دارنـد كـه   د سه نفر وجيثابت كن. از افراد جمع دوست است ين جمع با تعداد زوجيهر فرد در ا. ك جمع حضور دارندينفر در  20 : 118 تمرين
 .ن جمع با هم برابر استيها در ا تعداد دوستان آن


