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بخش سوم: معادلات مثلثاتی

فصل هشتم: مثلثات

xsin توجه کنید. اولین جواب هایی که به ذهن می رسد،   = 2
2

 به معادله ی س��اده ی مثلثاتی 

x هس��تند. با کمی دقت مشخص اس��ت که علاوه بر این دو مقدار  π π=π− = 3
4 4

x و  π=
4

بی شمار جواب دیگر هم وجود دارد که انتهای کمان آن ها بر همین دو جواب منطبق است:

x , , , , , ...π π π π π= π+ − π+ π+ − π+2 2 4 4
4 4 4 4 4

x , , , , , ...π π π π π= π+ − π+ π+ − π+3 3 3 3 32 2 4 4
4 4 4 4 4

اس��ت که در آن k هر عدد صحیح  x k π= π+π−2
4

x و  k π= π+2
4

xsin به صورت  sin π= =2
2 4

بنابراین تمامی جواب های معادله ی 

و دلخواهی می تواند باشد.

xcos cos= α یکی از جواب هاست( )α

k
x k k

k
,

π+α⇒ = π±α= ∈ π−α

2
2

2


xsin sin= α یکی از جواب هاست( )α

x k
k

x k
,

= π+α⇒ ∈ = π+π−α

2
2



xcot cot= α یکی از جواب هاست( )α
x k k,⇒ = π+α ∈

xtan tan= α یکی از جواب هاست( )α
x k k,⇒ = π+α ∈

xsin را به صورت زیر هستند:م:ـالس  + =2 1 0  جواب های معادله ی 

x k k
x x x

x k k

( )
sin sin sin sin( )

( )

π π = π+ − = π−−π+ = ⇒ =− ⇒ = ⇒ π π = π+π− − = π+


2 21 6 62 1 0
72 6 2 2

6 6
] مشخص می کنیم:م:ـالس  , ]π0 2  جواب های معادله های زیر را در فاصله ی  

xcos )الف −= 1
2
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xcos شروع می کنیم: cos π= 2
3

از 

x k

x k

π = π+
 π = π−


22
3

22
3

k

k π ππ+

0
2 22
3 3

    ,    
k

k π ππ−

1
2 42
3 3

]  عبارت اند از:   , ]π0 2 پس جواب ها در فاصله ی 

)ب xsin = 32
2

xsin می نویسیم: sin π=2
3

معادله را به صورت 

x kx k

x k x k

ππ = π+= π+ 
⇒ π π = π+ = π+

 

2 2
63

22 2
3 3

] عبارت اند از: , ]π0 2 پس جواب ها در فاصله ی 

k

k π π ππ+

0 1
7

6 6 6
   ,   

k

k π π ππ+

0 1
4

3 3 3
بنابراین جواب ها به صورت زیر است:

x , , ,π π π π= 7 4
6 3 6 3

)پ xtan =2 3

xtan را جداگانه حل می کنیم: =− 3 xtan و  = 3 دو معادله ی 

x x ktan tan π π= = ⇒ = π+3
3 3

x x ktan tan( )−π π=− = ⇒ = π−3
3 3

 
k

k π π ππ+

0 1
4

3 3 3
   ,   

k

k π π ππ−

0 1
2 5

3 3 3
] معادله  دارای 4 جواب مقابل است:   , ]π0 2 بنابراین در فاصله ی 

x روی دایره، چند نقطه اخس؟س 1تتس  xtan cot+ = +3 1 3 جواب های معادله ی 
6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

xtan ضرب می کنیم، پس داریم:	اخسس  طرفین معادله را در 
x x x xtan ( ) tan tan ( ) tan+ = + ⇒ − + + =2 23 1 3 1 3 3 0

x x k
x x

x x k

tan , , ...
(tan )(tan )

tan , , ...

π π π = ⇒ = π+ =
⇒ − − = ⇒  π π π = ⇒ = π+ =



51
4 4 41 3 0

43
3 3 3

این جواب ها روی دایره ی مثلثاتی 4 نقطه را مشخص می کنند.
بنابراین گزینه ی )3( درست است.
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معادلات خاص
xcos توجه کنید. جواب این معادله به صورت زیر محاسبه می شود: به معادله ی 1=

x x x k x kcos cos cos= ⇒ = ⇒ = π± ⇒ = π1 0 2 0 2

یعنی دو دسته جواب معادله روی هم قرار گرفته اند و معادله دارای یک دسته جواب است. یعنی ریشه های این معادله، مضاعف هستند.
به همین ترتیب می توان نشان داد، معادلات زیر همگی دارای یک دسته جواب هستند:

x x ksin π= ⇒ = π+1 2
2

)ریشه ی مضاعف(

x x ksin π=− ⇒ = π−1 2
2

)ریشه ی مضاعف(

x x kcos = ⇒ = π1 2

)ریشه ی مضاعف(

x x kcos ( )=− ⇒ = + π1 2 1
)ریشه ی مضاعف(

xcos را نیز می توان به صورت یک دس��ته ی کلی نمایش داد ولی ریشه ی مضاعف محسوب  xsin و 0= توجه کنید که پاس��خ معادلات 0=
نمی شوند:

x x kcos π= ⇒ = π+0
2

x x ksin = ⇒ = π0

x کدام اخس؟س 2تتس  xsin sin− =3 0 جواب کلی معادله ی 

x k π= π+
2

 )4  kx π=
4

 )3  kx π=
2

)2  x k= π  )1

	اخسس 

x x k

x x x x x x k

x x k

sin

sin sin sin (sin ) sin

sin


= ⇒ = π

 π− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = π+


π =− ⇒ = π−


3 2

0

0 1 0 1 2
2

1 2
2

kx نوشت. π=
2

نقاط انتهایی جواب ها را روی دایره مشخص می کنیم، بنابراین جواب کلی معادله را می توان به صورت 

بنابراین گزینه ی )2( درست است.

] چند بار دارای بیش ترین مقدار می گردد؟س 3تتس  , ]−π π y در بازه ی  xcos( )π=− −3 2
3

نمودار تابع 

4( صفر  1 )3  2 )2  3 )1

y دارای بیش ترین مقدار گردد، 	اخسس  xcos( )π=− −3 2
3

] تغییر می کند. برای این که  , ]−1 1 )xcos در فاصله ی  )π−2
3

عبارت 

)xcos باید برابر با 1− باشد، پس: )π−2
3

x x k x k x kcos( ) ( )π π π π− =− ⇒ − = + π ⇒ = π+ ⇒ = π+4 22 1 2 2 1 2 2
3 3 3 3

] خواهد بود. بنابراین گزینه ی )2( درست است. , ]−π π x در فاصله ی  ,−π π= 2
3 3

، جواب  k k و 0= به ازای 1−=
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] دارد؟س 4تتس  , ]π0 x چند جواب متمایز در بازه ی  xcos cos+ =4 0 معادله ی 

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1
معادله را به صورت ساده تر بازنویسی می کنیم:	اخسس 

kx k x x
x x x x

kx k x x

( )

cos cos cos cos( )
( )

( )

+ π
= π+π− ⇒ ==− ⇒ = π− ⇒ − π = π− π− ⇒ =

2 14 2
54 4

2 14 2
3

] را بیابیم، می توانیم به ازای مقادیر مختلف k، جواب ها را مشخص کنیم: , ]π0 2 حال اگر بخواهیم جواب های واقع در بازه ی 
k

k( )+ π π π π

0 1 2
2 1 3

5 5 5
   ,     

k
k( )− π π π

1 2
2 1

3 3
، معادله دارای 4 جواب است: x =π با توجه به مشترک بودن 

x , , ,π π π= π3
5 5 3 بنابراین گزینه ی )3( درست است.

] دارای چند جواب اخس؟س تتتس  , ]π0 x در بازه ی  xtan cot=3 5 معادله ی 

10 )4  8 )3  5 )2  4 )1
ابتدا نسبت مثلثاتی کتانژانت را به تانژانت تبدیل کرده و سپس معادله را حل می کنیم:	اخسس 

kx x x x x k x x k k x ( )
tan cot tan tan( ) ( ) ( )

+ ππ π π π= ⇒ = − ⇒ = π+ − ⇒ = π+ = + ⇒ =
2 13 5 3 5 3 5 8 2 1

2 2 2 2 16
]  به شکل زیر عمل می کنیم: , ]π0 برای پیدا کردن تعداد جواب ها در بازه ی 

 kk
k k k k    

( )
{ , , , , }∈+ π

≤ ≤π⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ → ∈
2 1 1 150 0 2 1 16 1 2 15 0 1 2 7

16 2 2


  

معادله هشت جواب دارد. بنابراین گزینه ی )3( درست است.

] دارای چند جواب اخس؟س تتتس  , ]π0 x در بازه ی  xtan tan =3 معادله ی 1

6 )4  5 )3  4 )2  3 )1
xcot ضرب می کنیم:	اخسس  3 طرفین معادله را در 

x x x x x x x xcot tan tan cot tan cot tan tan( )π⇒ = ⇒ = ⇒ = −3 3 3 3 3
2

x k x x k x k x( ) ( ) ( ) , , ,π π π π π π π⇒ = π+ − ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = 3 5 73 4 2 1 2 1
2 2 8 8 8 8 8

] دارای 4 جواب است. بنابراین گزینه ی )2( درست است. , ]π0 پس معادله در بازه ی 

] روی دایره ی م:ل:اتی چند نقطه را مشخص می کنند؟س تتتس  , ]π0 2 x در بازه ی  xsin cos− =9 13 6 2 جواب های معادله ی 

1 )4  2 )3  3 )2  4 )1
xsin می نویسیم:	اخسس  x معادله را بر حسب  xcos sin= − 22 1 2 با توجه به اتحاد 

x x x xsin ( sin ) sin sin− = − ⇒ − + =2 29 13 6 1 2 12 13 3 0
t داریم: xsin= حال با فرض 

t x
t t t

t x

sin

sin

 = =± −− + = ⇒ = ⇒ 
 = =


2
3

13 169 144 412 13 3 0
124
3

] دارای دو جواب هستند. پس معادله در بازه ی فوق دارای  , ]π0 2 xsin هر کدام در بازه ی  = 3
4

xsin و  = 1
3

معادلات 

4 جواب است و جواب ها روی دایره، 4 نقطه را مشخص می کنند. بنابراین گزینه ی )1( درست است.
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شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
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)xcos کدام اخس؟- 1 )π+ =−4 1
6

جواب کلی معادله ی 

kπ π−
2 24

 )4  kπ π+ 7
2 24

 )3  kπ π+5
2 24

 )2  k ππ+5
12

 )1

] کدام اخس؟- 2 , ]π π2 x در بازه ی  xsin cos− =22 مجموع جواب های معادله ی 1

π11
3

 )4  π3  )3  π10
3

 )2  π8
3

 )1

x کدام اخس؟- 3 x x xsin( ) cos( ) cot sin( )ππ− + + π+ =32 3 0
2

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ±22
3

 )4  k ππ±2
3

 )3   k ππ+22
3

 )2  k ππ+2
3

 )1

] چند جواب دارد؟- 4 , ]π0 2 x در بازه ی  xsin sin=2 2 معادله ی 

6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

) چند ریشه دارد؟- ت , )π0 2 x در فاصله ی  x( sin )( cos )− − =4 1 3 1 0 معادله ی 

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

x بر روی دایره ی م:ل:اتی رأس های کدام چندضلعی اخس؟- ت x xcos sin cos− =2 2 0 x از معادله ی  انتهای کمان 
4( پنج ضلعی غیرمنتظم 3( شش ضلعی منتظم  2( پنج ضلعی منتظم  1( شش ضلعی غیرمنتظم 

x به کدام صورت اخس؟- ت xsin cos sin π− =4 4 2 5
4

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ±
3

 )4  k ππ±
6

 )3  k ππ±2
3

 )2  k ππ±2
6

 )1

x کدام اخس؟- ت x x xsin cos sin cos= −6 1 6 ریشه ی معادله ی 
π2
7

 )4  π
7

 )3  π5
14

 )2  π3
14

 )1

] چند جواب دارد؟- ت , ]π0 2 x در بازه ی  x xsin ( ) cos( ) sin ( )π ππ− − = −3 4
2 2

معادله ی 

6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

] کدام اخس؟- س1 , ]−π π x در بازه ی  xcos sin+ =2 2 مجموع جواب های معادله ی 

π  )4  π3
2

 )3  π5
2

 )2  π
2

 )1

] دارد؟- 11 , ]−π π x چند جواب در بازه ی  xtan tan=3 2 معادله ي  

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

x کدام اخس؟- 12 x x
x

sin sin cos
cos

− =
+

0
1

جواب معادله ی 

k( )+ π2 1  )4  kπ2  )3  kπ  )2  kπ
2

 )1
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) در چند نقطه می نیمم دارد؟- 13محاسبات , )− π π2 3 xy در بازه ی  cos( )=−4
3

تابع 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

] چند جواب دارد؟- 14 , ]π0 2 x در بازه ی  xtan cos− =−2 2 معادله ی 1

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

k اخس؟- ت1 ππ−
3

m برابر  x x mtan cot ( )− = +3 3 1 m یکی از جواب های معادله ی  به ازای چه مقدار از 

3  )4  3 )3  2 )2 1( صفر 

] دارد؟- ت1 , ]π0 2 x چند جواب در بازه ی  xsin cos+ =3 0 معادله ی 

4 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 

] چند جواب دارد؟- ت1 , ]π π− 3
2 2

x در فاصله ی  xtan cot− =2 3
2 2

معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

x کدام اخس؟- ت1 xsin( ) sin( )π π− = + +52 1
4 2

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ+2
2

 )4  k ππ−2
2

 )3  k ππ−2
4

 )2  k ππ+
2

 )1

x به کدام صورت اخس؟- ت1 x xsin cos sin( )π− = +2 2 3
2

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

 k ππ±22
3

 )4  k ππ+2
3

 )3  kπ
3

 )2  kπ2
3

 )1

x کدام اخس؟- س2 x x(sin tan ) tan( ) cosπ π− − =3 4
2 3

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ−2
6

 )4  k ππ±2
3

 )3  k ππ−
3

 )2  k ππ−
6

 )1
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شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
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x روی دایره ی م:ل:اتی چند نقطه را مشخص مي کند؟- 1 xcos sin( )π+ + + =2 3 2 0
2

انتهای کمان جواب های معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

xsin کدام اخس؟- 2 − =22 1 0 جواب های معادله ی 

kπ2  )4  kπ  )3  kπ π+
2 4

 )2  kπ
4

 )1

ها را قطع می کند؟- 3 x ] در چند نقطه محور  , ]−π π3
2 2

y روی بازه ی  xsin( )π= −3 2
4

نمودار تابع 

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

] در چند نقطه بیش ترین مقدار را دارد؟- 4 , ]−1 1 y روی بازه ی  xcos( )π=− − π4 3
4

نمودار تابع 

2 )4  3 )3  4 )2  1 )1

x به کدام صورت اخس؟- ت
x

tan

tan
=

− 2
2 3

1
جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ−
6

 )4  k ππ+
6

 )3  kπ π+
2 6

 )2  kπ π−
2 6

 )1

x بر روی دایره ی م:ل:اتی چند نقطه اخس؟- ت xsin sin=6 2 انتهای کمان جواب های معادله ی 

16 )4  14 )3  12 )2  10 )1

) چند جواب متمایز دارد؟- ت , )π0 2 x در فاصله ی  x( cos )( sin )+ − =4 1 4 15 معادله ی 0

6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

m دو جواب متمایز دارد؟- ت x xtan cot+ =4 m معادله ی  به ازای کدام مقادیر 

m< ≤0 4  )4  m≤4  )3  m≥0  )2  m− ≤ ≤1 4  )1

x کدام اخس؟- ت xtan cot=4 مجموع جواب های حاده ی معادله ی 

π
5

 )4  π3
5

 )3  π4
5

 )2  π2
5

 )1

] کدام اخس؟- س1 , ]π0 x در بازه ی  xsin cos+ =3 0 تعداد جواب های معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

i کدام می تواند باشد؟- 11 iπ اخس. 
6

x به صورت  xsin cos− =3 یکی از ریشه های معادله ی 1

15 )4  16 )3  17 )2  19 )1

] چند جواب دارد؟- 12 , ]π0 2 x روی بازه ی  x

x

sin cos

cos( )

− =
π+

0

4

معادله ی 

3 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 
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x کدام اخس؟- 13محاسبات
x

sin
cot

+ =
+ 2

1 1 2 2
1 2

جواب کلی معادله ی 

k ππ+2
4

 )4  k ππ+
4

 )3  k ππ+
2

 )2  k ππ+2
2

 )1

] کدام اخس؟- 14 , ]−π π x در بازه ی  xtan cot+ + =2 0 تعداد جواب های متمایز معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

k اخس؟- ت1 ππ−
4

x به صورت کلی  x a x(sin cos ) sin+ + =4 2 3 a جواب معادله ی  به ازای کدام مقدار 

 −3  )4   −2  )3  2 )2  3 )1

≥x صدق می کنند، کدام اخس؟- ت1 ≤ π0 2 x که در رابطه ی  xsin( ) cos( )π π+ − =1
4 4

مجموع جواب های معادله ی 

π5
2

 )4  π5
4

 )3  π3
2

 )2  π3
4

 )1

] چند جواب دارد؟- ت1 , ]π0 2 x در بازه ی  x xcos ( ) cos ( tan )π+ + + =2 2 27 1 1
4

معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

x بر روی دایره ی م:ل:اتی رأس های کدام چهارضلعی - ت1 x
x x

sin cos
sin cos

− + =
4 4

2 3 0 انتهای کمان جواب های معادله ی 

هتتند؟
4( غیرمشخص 3( مستطیل  2( مربع  1( ذوزنقه 

] چند ریشه دارد؟- ت1 , ]π0 2 x در فاصله ی  x x(sin cos ) cos+ =2 2 معادله ی 

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

x کدام اخس؟- س2 x xsin( ) cos( ) sin( )ππ+ + − π− + =2 1 0
2

جواب کلی معادله ی م:ل:اتی 

k ππ±2
2

 )4  k ππ+2
2

 )3  k ππ+2
6

 )2  k ππ−2
2

 )1


