
پاسخ کنکور سراسرى99 

11 AB دایره‌ای به قطر B و A کوچک‌تری�ن دایرۀ گذرا از دو نقطۀ 	1
است. پس مرکز دایره وسط AB و شعاع آن نصف طول پاره خط AB است:

A B ABO  R       ( , ) ,+ += = − = = =36 16 521 3
2 2 2 2

بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است:
yx y x x

x x x x IÄ  IÄ 

( ) ( ) ( ) ( )=+ + − = → + + = ⇒ + =

+ = + =− ⇒ = =−

02 2 2 252 521 3 1 9 1 4
4 4

1 2 1 2 1 3
)O و گذرن�ده از نقطۀ 22 , )α β در ش�کل زی�ر دای�ره‌ای به مرک�ز  	2

x و محور y مماس است. چون‌ دایره بر محور  y+ =4 3 0 A بر خط   ( , )−1 4
O مرکز دایره  R( , )β y مماس است، پس طول مرکز آن برابر R است، بنابراین 

است و 
R

y O x y O R

R R       R R

 n¼d¶ IU  ¾±ÅIÎ ôi IU  ¾â ±ÅIÎ á

| |
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,

+ β
= + = ⇒ =

+
= + β − = + β

2 2

4 34 3 0
4 3

5 4 3 5 4 3
β باید منفی باشد: مرکز O در ناحیۀ چهارم مختصات قرار دارد، پس 

R R R O R R( , )− = + β⇒β=− ⇒ −5 4 3 3 3
بنابراین

OA R R R R

R R R R R R R

R R  R

( ) ( )

,

= ⇒ − + − + =

+ − + + − = ⇒ − + =

± × − × × ±= = ⇒ = =

2 2

2 2 2 2

1 3 4

1 2 9 16 24 9 26 17 0

26 26 26 4 9 17 13 4 17 1
18 9 9

′FF بیضی را در نقطۀ M قطع کرده اس�ت، پس 33 دای�رۀ به قطر  	3
، یعنی مثلث  M̂= 090 ′FF اس�ت، پ�س  زاوی�ۀ M محاط�ی و روبه‌رو به قطر 

′MFF قائم‌الزاویه است. از طرف دیگر بنابر فرض،

b b       a a,= ⇒ = = ⇒ =2 2 7 7 2 8 4

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 16 7 9 3 پس�
MFF  MF MF FF c: ( ) ( )′ ′ ′+ = = =2 2 2 22 36 1 بنابراین�

، پس  MF MF a′+ = =2 8 درضمن 
MF MF MF MF MF MF

MF MF MF MF pH( )

( )′ ′ ′+ = ⇒ + + × =

′ ′→ + × = ⇒ × =

2 2 2

1

64 2 64

36 2 64 14

 P=14 S=8 و  . با فرض  MF MF′+ =8 MF و  MF′× =14 در نتیج�ه 
می‌توان نوشت 

x Sx P x x x ± − ×− + = ⇒ − + = ⇒ = = ±2 2 8 64 4 140 8 14 0 4 2
2

4− اس�ت، پس  2 4+ و از کانون دیگر  2 بنابراین فاصلۀ M از یک کانون 
4− است.  2 فاصلۀ M تا کانون نزدیک‌تر 

y افقی است، پس عرض رأس سهمی 44 ay bx+ + + =2 1 0 سهمی  	2
2− است. معادلۀ سهمی را استاندارد می‌کنیم: با عرض کانون آن برابر و مساوی 

    

a a a ay bx y bx

a aSwH Âµ¿w tHâ n Æoø

( ) ( )

−

+ − =− − ⇒ + =− − +

→− =− ⇒ =

2 22 2

2

1 1
2 4 2 4

2 4
2

در نتیجه معادلۀ سهمی به‌صورت زیر درمی‌آید:

y bx y b x
b

( ) ( ) ( )+ =− + ⇒ + =− −2 2 32 3 2

b<0 نتیجه می‌گیریم دهانۀ س�همی رو به راس�ت اس�ت و رأس آن   ب�ا ف�رض 

. مختصات کانون این  ba −=
4

، پس  a b=−4 است و  S  
b

( , ) ( , )α β = −3 2

bF a
b

( , ) ( , ) ( , )+α β = − + − = − −3 12 2
4 4

سهمی به‌صورت مقابل است: �

بنابراین
b b b b

b b
b b b b b b IÄ ( )( )

− +− + =− ⇒ =− ⇒ − − =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2 2

2

3 1 12 1 4 4 48 0
4 4 4 4

12 0 4 3 0 4 3

3− است. پس کمترین مقدار b برابر 

A3 را 55 A2 و سپس درایه‌های سطر اول ماتریس  ابتدا ماتریس  	4
پیدا می‌کنیم. 

A A A

A A A ? ? ?

? ? ?

     
     

= × = − − = − − −     
     
          
     
     

= × = − − − − =     
     
          

2

3 2

2 1 5 2 1 5 6 2 24

3 0 4 3 0 4 2 3 7

1 0 2 1 0 2 4 1 9

6 2 24 2 1 5 30 6 86

2 3 7 3 0 4

4 1 9 1 0 2
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B نتیجه می‌گیریم 66
 

= 
  

2 3

4 5
با فرض  	3

 B−
− 

=  
− −  

1 5 31
2 4 2

C−
 

=  
  

1 3 11
2 4 2

C نتیجه می‌گیریم�
− 

= 
−  

2 1

4 3
و با فرض 

 C−1 و از راست در B−1 اکنون طرفین رابطۀ ماتریسی داده شده را از چپ در
ضرب می‌کنیم: 

X X B C

X

− −
−       

= ⇒ =       
−              
−     

=      
− −          

− −         
=− = =         

− − − −                  

1 12 3 2 1 4 0 4 0

4 5 4 3 0 8 0 8

5 3 4 0 3 11 1
2 24 2 0 8 4 2

20 24 3 1 5 6 3 1 9 71
4 16 16 4 2 4 4 4 2 4 4

حاصل دترمینان را برحسب سطر اول بسط می‌دهیم: 77 	3

x
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x
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2

2

2 2
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4 1 1
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1 2 1 0 4 1
2 3
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1 1 1 2
1 1 1 1 0
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4 6 5 2 1 3 3 12 6 3 0

16 4 20 4 3 0

4 24 20 0 6 5 0

1 5 0 1 5
2 اس�ت، پ�س 88 21 بناب�ر ف�رض س�ؤال وت�ر AB ب�ه ط�ول  	4

. با به‌دست آوردن OH شعاع OA را پیدا می‌کنیم: AH= 21

OH

OAH OA OH AH OA R

x y½oÄHj ¾â ²jI÷¶ :

| |

:

( ) ( )

+ −
= = =

+
= + = + = ⇒ = ⇒ =

− + − =
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2 2

5 36 15 26 2
1325 144

4 21 25 5 5

1 3 25



اکنون نقاط برخورد این دایره با محور x را تعیین می‌کنیم:
x x

y x x
x x

( ) ( )
− = ⇒ == ⇒ − + = ⇒ − = ⇒
− =− ⇒ =−

2 2 1 4 5
0 1 9 25 1 16

1 4 3

)N اس�ت و فاصلۀ  , )−3 0 )M و  , )5 0 نقاط تلاقی دایره با محور x نقطه‌های 
MN=8 است.  این دو نقطه مساوی 

اس�ت. در واقع عرض مرکز 99 O R( , )α مطابق ش�کل مرکز دایره  	1

 y=0 و x y− =3 4 0 برابر شعاع دایره است. در ضمن فاصلۀ مرکز O از دو خط 
برابر است.

y O x y O

R RR R
R R

R R

IU â¾±ÅIÎ IU ¾â ±ÅIÎ( ) ( )

| | | |
| |

= = − =

= α−α− α− = ⇒ = ⇒
=− α++ 

0 3 4 0

5 3 43 4 3 4
5 5 3 49 16

α مثبت باشد: چون O در ناحیۀ اول دستگاه مختصات قرار دارد، پس باید 
R R R R O R R( , )= α− ⇒ α= ⇒α= ⇒5 3 4 3 9 3 3

از طرف دیگر،

OA R R R R

R R R R R R R

R

R R

»j ·H¼U

( ) ( )

,

= ⇒ − + − =

→ + − + + − = ⇒ − + =

± × − × × ± × − ×= =
×

± − ±= = ⇒ = =

2 2

2 2 2 2

3 3 2

9 9 18 4 4 9 22 13 0

22 22 22 4 9 13 11 11 11 9 13
2 9 9

11 121 117 11 2 13 1
9 9 9

بنابر فرض سؤال،101 	2
 b b       a a,= ⇒ = = ⇒ =2 4 6 2 6 2 14 7 �

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 49 24 25 5 پس�
′AA اس�ت، پ�س  نقط�ۀ O مرک�ز بیض�ی و در نتیج�ه مرک�ز دای�رۀ ب�ه قط�ر 

OM OA= =7

 AF a c

MF b

OMF MF OM OF MF a c b MF b

AMF AM MF AF AM b a c

AM AM

:

: ( )

( ) ( )

= −

=

= − ⇒ = − = ⇒ =

= + → = + −

= + − = + = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 22 6 7 5 24 4 28 2 7





111a ay bx( )+ =− + +
22 9

2 4
معادلۀ سهمی را استاندارد می‌کنیم: 	1

a a− = ⇒ =−1 2
2

y=1 محور تقارن سهمی است، پس � چون 

پس معادلۀ سهمی به صورت زیر در می‌آید:

y bx y b x
b

( ) ( ) ( )− =− + ⇒ − =− −2 2 101 10 1



S است و چون علامت  h k
b

( , ) ( , )= 10 1 پس این سهمی افقی است و رأس آن 

 ، b>0 b مش�خص نیس�ت دهانۀ سهمی یا به چپ یا به راست باز می‌شود. اگر 

=ba و
4

، پس  a b=4 آن‌گاه دهانه سهمی به چپ باز می‌شود 

x

b

bx a h
b

b b b b

b b b b

nj

´Ã¹¨ïÂ¶ Joò

ÁjIÀ ôi â¾²jI÷¶ :

( )( ) ,

=
= + → = +

→ = + ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

13
4

4 2 2

13 10
4 4

13 40 13 40 0

8 5 0 8 5

چون این مقادیر در گزینۀ )1( وجود دارند، پس لزومی به بررسی حالت b<0 نیست.

A2 را به‌دست می‌آوریم:121 ابتدا ماتریس  	2

A A A

− − −     
     

= × = − − = −     
     

− − − −          

2
3 3 4 3 3 4 3 4 4

2 3 4 2 3 4 0 1 0

0 1 1 0 1 1 2 2 3

A4 را پیدا می‌کنیم: اکنون فقط درایه‌های سطر اول ماتریس 

A A A ? ? ?

? ? ?

− −     
     

= × = − − =     
     
− − − −          

4 2 2
3 4 4 3 4 4 1 0 0

0 1 0 0 1 0

2 2 3 2 2 3

A−1 ضرب 131 AX را از سمت چپ در  A−= 1 طرفین تس�اوی  	2
می‌کنیم تا ماتریس X به‌دست آید:

AX A X A       ( ) ( )− −= ⇒ =1 1 2 1 از طرف دیگر،�

A A A

A X A( ) ( )

− −

− −

     − −    = ⇒ = ⇒ =−     − −   −         
− − −     

= → = =     
− − −          

− 
= 

−  

1 1

11 1 2

1 1 1 13 1
1 2 24 2 4
3 2 3 2 32 1 1
4 4 4

4 2 4 2 4 2

8 3 8 3 8 3

32 14

56 25

دترمینان را برحسب سطر اول بسط می‌دهیم:141 	3

x x
x

x
x

x x x
x

x x x x x

x x x x x x

x x

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

,

÷

+ − +
− + = ⇒ − + −

− − −
− −

−
+ − = ⇒ − − − + − − − +

−

+ − − + = ⇒− − + + − − − =

− − = → − − = ⇒ − + =

= =−

2 3

4 2

2

22 2

1 2 3
4 5 2 5

2 4 5 0 1 1 2 1
6 1 1 1

1 6 1

2 4
3 1 0 4 6 30 2 2 4 5

1 6

3 12 4 4 0 6 34 2 8 14 24 12 0

2 10 72 0 5 36 0 9 4 0

9 4
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11 045 a و مح�ور z در فضا برابر    ( , , )= − α1 1 زاوی�ۀ بین بردار  	1
است. بنابراین

k   

 

a k
a k

·H¼U

( , , )cos
| || |

=⋅= → =
+α ×

→ = ⇒α=
+α

0 0 10
2

2
2

2 145
2 2 1

1 1 0
2 2











b از ب�ردار    ( , , )= − 4 2 2
3 3



. اکن�ون به‌ج�ای ب�ردار  a   ( , , )= −1 0 1 بنابرای�ن 

b استفاده می‌کنیم. در این صورت    ( , , )= −3 2 1 3
2


i j k

a b i j k× = − =− + −

−

3 1 0 1
2

2 1 3

  

   



a و  b×3
2


 θ زاویۀ بین بردار  ، پس  a b a b( )× = ×3 3
2 2
 

  توجه کنید که چون 

محور z است، بنابراین

a b k     

a b k

( ) ( , , ) ( , , )
cos

| || |

× ⋅ − − ⋅
θ= = =− =−

××

3
1 1 1 0 0 1 1 32

3 33 1 3
2

 



 



TB انتقال‌یافت�ۀ مثلث ABC تحت 22 C′ ′ در ش�کل زی�ر، مثلث  	1
AT و مثل�ث TPQ ناحیۀ محدود بین مثلث اولی�ه و مثلث انتقال‌یافته 



ب�ردار 
TPQ

ABC

S
     

S
( )= 1 1

16
است. بنابر فرض تست،�

از ط�رف دیگ�ر، چ�ون اضلاع مثل�ث TPQ با اضلاع مثل�ث ABC دوبه‌دو 
موازی‌ان�د، پ�س زاویه‌های ای�ن دو مثلث مس�اوی‌اند. در نتیجه ای�ن دو مثلث 
متش�ابه‌اند. بنابراین نسبت مساحت‌های این دو مثلث مساوی توان دوم نسبت 

میانه‌های نظیر آن‌ها است، پس

 TPQ  

ABC

S TM TM TM    
S AM AM AM

pH( )( ) ( ) ( )= → = ⇒ =12 2 1 1 2
16 4

چ�ون در مثل�ث قائم‌الزاوی�ه، میان�ۀ وارد ب�ر وت�ر نص�ف وت�ر اس�ت، پ�س 

. در نتیجه از )2( به‌دست می‌آید BCAM= = =8 4
2 2

TM TM AT AM TM= ⇒ = ⇒ = − = − =1 1 4 1 3
4 4

سطر سوم ماتریس A را به‌صورت زیر به‌دست می‌آوریم:33 	1

Ï»H uÄoUI¶ »j Joòï®ÅIe ³¼w oõw

? ? ?

? ? ?

   
   

=   
   

−      
 
 

= 
 

−  

1 0 1 7 8 4

0 1 0 3 2 5

0 1 1 6 9 3

3 7 2

اکنون سطر سوم ماتریس A را پیدا می‌کنیم:

A ³¼w oõw

? ? ? ? ? ?

? ? ? ? ? ?

−     
     

= =     
     

− −          

0 1 1

1 0 0

3 7 2 0 1 1 7 1 5

+ است. − =7 1 5 3 بنابراین مجموع درایه‌های سطر سوم ماتریس A مساوی 
توجه کنید که 44 	4

TBA A I B I

B I     ( )

− 
   

= ⇒ =   
−    

  
 

= 
  

1 1
1 2 3

52 2 1 52
1 1 1

3 1

14 4
52 1

4 3

اکنون برای پیدا کردن ماتریس B، طرفین تس�اوی )1( را از س�مت راس�ت در 

ک�ه  کنی�د  توج�ه  می‌کنی�م.  ض�رب   
 
 
  

14 4

4 3
ماتری�س  وارون 

. بنابراین
−

−   
=   

−      

114 4 3 41
264 3 4 14

B I I
−

−   
= = ×   

−      
− − −     

= = =     
− − −          

114 4 3 4152 52
264 3 4 14

3 4 3 4 6 852 2
26 4 14 4 14 8 28

بنابراین ماکزیمم مقدار درایه‌های ماتریس B برابر 28 است. 
. مکان هندس�ی 55 k>0 ف�رض کنید  	1

′d به فاصلۀ  نقاط�ی از فضا که از خط‌های موازی d و 
 d′ k هس�تند، دو سطح اس�توانه‌ای با محورهای d و 
هستند )شکل مقابل را ببینید(. صفحه‌هایی که بر این 
 d′ دو سطح استوانه‌ای مماس هستند، از دو خط d و 
به یک فاصله هستند که در اینجا تعداد آن‌ها حداکثر 4 
تا است. در واقع دو تا از این صفحه‌ها می‌توانند طوری 
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بر این دو سطح استوانه‌ای مماس باشند که هر دو سطح در یک طرف این صفحه‌ها باشند 
و دو تا از این صفحه‌ها می‌توانند طوری بر این دو س�طح اس�توانه‌ای مماس باشند که دو 
سطح در طرفین این صفحه‌ها باشند. با تغییر مقدار k، تعداد نامتناهی صفحه با این ویژگی 
خواهیم داش�ت. بنابراین گزینۀ )1( درس�ت اس�ت. در ضمن، چون گزینۀ )1( درست 
اس�ت، پس گزینۀ )2( نادرس�ت خواهد بود. گزینه‌ه�ای )3( و )4( در صفحه به‌ترتیب 

تعریف سهمی و بیضی هستند. در فضا این مکان‌ها سهمی‌گون و بیضی‌گون هستند. 

معادلۀ استاندارد سهمی به‌صورت زیر است:66 	2

x y x y x y( ) ( ) ( ) ( )− − = ⇒ − = + ⇒ − = +2 2 2 11 12 6 1 12 6 1 12
2

، یعنی  a=4 12 F اس�ت و   ( , )− 11
2

پ�س این س�همی قائ�م رو به ب�الا با رأس 

. بنابراین کانون این سهمی به مختصات زیر است: a=3

F  a    ( , ) ( , ) ( , )′= α +β = − =1 51 3 1
2 2

F F  O  ÂñÃM q¨o¶ ( , )′+= = 1 1
2

اکنون مرکز بیضی را پیدا می‌کنیم:�

RI~Th¶ Há kL¶ pH ÂñÃM q¨o¶ ¾â ±ÅIÎ= + =1 1 2 بنابراین �
x مرکز دایره است:77 y− =3 x و  y+ نقطۀ تلاقی قطرهای 1= 	4

x y
x x y O  

x y
 q¨o¶( , )+

+ = → = ⇒ = ⇒ =− ⇒ −
− =

1
2 4 2 1 2 1

3

x برابر ش�عاع  y+ + =4 3 5 0 O تا خط مماس   ( , )−2 1 همچنین فاصلۀ مرکز 

R
| ( ) ( ) |+ − +

= = =
+

4 2 3 1 5 10 2
516 9

دایره است، یعنی�

از طرف دیگر، طول پاره‌خط OM برابر است با

M O M OOM x x y y( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − + =2 2 2 24 2 2 1 5

، پس نقطۀ M بیرون دایره است. بنابراین  OM R> چون 
M OM R ½oÄHj pH ¾â ±ÅIÎ ¸ÄoUï¦Äjqº= − = −5 2

88 a b×


 c موازی است، پس 
 a یا بردار  b a b( )( )⋅ ×

 

  چون بردار  	2
c موازی اس�ت. در ضمن برای س�اده‌تر ش�دن محاس�بات به ج�ای بردار 

 ب�ا 

b اس�تفاده می‌کنیم. در واقع بردار   ( , , )= −3 2 1 3
2


b از بردار  ( , , )= − 4 2 2
3 3



a موازی است. توجه کنید که  b×3
2


 a با بردار  b×




i j k

a b  i j k( ) ( )× = − α = α− − + − + α

−

3 1 2 3 2 1 2
2

2 1 3

  

   



c موازی باشد. بنابراین
 a با  b×3

2


 بنابر فرض سؤال قرار است بردار 

α− − − + α= =
− −

3 2 1 1 2
1 1 1

در نتیجه 
α− = ⇒α=


− + α= ⇒α=

3 2 1 1

1 2 1 1

c موازی‌اند.
 a و  b a b( )( )⋅ ×

 

  α=1 دو بردار  پس به‌ازای 

توجه کنید که 99 	1
b b b b b

a b b b ab b
× × ×

− −         
= ⇒ =         

+                  

1 1 1 2 1

2 2 1 2 22 2 2 1 2 1

5 2 4 5 2 4

4 4 4 4

b b b b b    ( )− = ⇒ =1 2 1 1 25 2 4 2 1 بنابراین �
. اکنون می‌توان نوشت b  b, ≠1 2 0 چون b ماتریسی ناصفر است، پس 

b 
b  

b ab b b ab b

a a

 oM ´Ãv£UpH( )
≠

+ = → + = →

+ = ⇒ =−

2
2

1
1 2 2 2 2 2 04 4 8 4

8 4 4
توجه کنید که 101 	4

 

A

     
     

=     
     
          
     
     

= =     
     
          

0 0 1 7 8 4 0 1 0

1 0 0 3 2 5 1 0 0

0 1 0 6 9 3 0 0 1

6 9 3 0 1 0 9

7 8 4 1 0 0 7

3 2 5 0 0 1 5

 

+ است.  + =9 7 5 بنابراین مجموع درایه‌های قطر اصلی ماتریس A برابر 21

111 . TA a

 −
 

= 
 
  

1 1

1

3 1

، پ�س 
a

A
 

= 
−  

1 3

1 1 1
چ�ون  	4

بنابراین 

T
a a a

AA a
a

 −
     + +
 = =   
 −    +     

21 1
1 3 10 2

1
1 1 1 2 3

3 1

|B تعریف می‌شود،  TAA و | B I=52 2× است،  2 TAA ماتریس�ی  چون 

2× هس�تند. اکن�ون اگ�ر از دو ط�رف تس�اوی  2 پ�س B و I ماتریس‌های�ی 
TAA دترمینان بگیریم، به‌دست می‌آید B I=52

T TAA B I AA B I

a a
a a

a

a
a a a a a a a

a

| | | | | || | | |

( ( ) )

( )

= ⇒ =

+ +
× = ⇒ + − + = =

+

=+ − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒
=

2

2 22 2 2

2 2 2

52 52

10 2 52104 52 3 30 2 26
1042 3

0
3 30 4 4 26 2 4 0 2 2 0

2

+ است.  =0 2 2 پس مجموع مقادیر ممکن برای a مساوی 
خطوط�ی ک�ه ب�ر d عمودند، اگر م�وازی باش�ند، در یک صفحه 121 	1

هس�تند؛  اگر متقاطع باش�ند، در صفحه‌هایی عمود بر خط d هستند؛ اگر متنافر 
باش�ند، هر کدام از آن‌ها در صفحه‌هایی مختلف واقع هستند. در نتیجه چون در 
فض�ا بی‌نهایت خط بر یک خط مفروض عمودند، پس خطوط عمود بر یک خط 

در فضا بی‌نهایت صفحه در فضا تشکیل می‌دهند. 
اکنون به نادرستی سایر گزینه‌ها توجه کنید:

مجموعۀ نقاط متساوی‌الفاصله از یک خط در فضا روی سطحی 
استوانه‌ای قرار می‌گیرند. پس گزینۀ )2( نادرست است. 

مجموع�ۀ نقاطی از فضا که مجموع فواصل آن‌ها از دو نقطۀ 
ثابت به یک اندازه اس�ت، ش�کلی به نام بیضی‌گون اس�ت. 

پس گزینۀ )3( نادرست است. 



)3(

خط�وط گذرا از یک نقطه ک�ه با محور گذرا از آن نقطه زاویۀ 
یکس�ان می‌سازند، س�طح مخروطی اس�ت. پس گزینۀ )4( 

نادرست است. 

طرفین معادلۀ بیضی را بر 100 تقسیم می‌کنیم:131 	3

 x y
x y

( ) ( )
( ) ( )

− +
− + + = ⇒ + =

2 2
2 2 1 125 1 16 1 100 1

4 25
4

 

O است و   ( , )′ −1 1 پس این بیضی یک بیضی قائم با مرکز 

 
a a

b b

 = ⇒ =

 = ⇒ =

2

2

25 5
4 2
4 2

بنابراین 

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 25 9 34
4 4 2

�

، پس کانون‌ها به  OF OF′< . چون  O F O F c′ ′ ′= = =3
2

با توجه به ش�کل 

′F کانون سهمی  F هستند. اکنون F رأس و   ( , )′ − 51
2

F و   ( , )11
2

مختصات 

م�ورد نظر اس�ت. با توجه ب�ه جایگاه رأس و کانون، این س�همی قائم رو به پایین 
FF′=3 اس�ت. با توجه به معادلۀ سهمی  اس�ت و مقدار a در س�همی مساوی 

قائم رو به پایین، 

x a y x y x y( ) ( ) ( ) ( ) ( )−α =− −β ⇒ − =− − ⇒ − =− +2 2 214 1 12 1 12 6
2

● توجه کنید معادلۀ بیضی در کتاب هندسۀ 3 نظام جدید حذف شده است.  

BC را پیدا می‌کنیم:141


BA و 


راه‌حل اول مختصات پیکان‌های  	2
BA A B

BC C B   

( , , )

( , , )

= − = −

= − = − −

2 2 1

1 1 2





BC است، پس


BA روی پیکان 


BH تصویر پیکان 


چون پیکان 
BA BC

BH
BC

| | | |
| |

| |

⋅ − +
= = =

+ +

2 2 2 2
1 1 4 6

 





. بنابراین BA  | |= + + =4 4 1 3


در ضمن 

ABH AH AB BH AH

AH

: = − ⇒ = − = − =

= =

2 2 2 2 4 2 259 9
6 3 3

5 5 3
33



راه‌حل دوم مساحت مثلث ABC را به کمک ضرب خارجی پیدا می‌کنیم

ABC

i j k

BA BC i j k

S BA BC| |

× = − = + +

− −

= × = + + =

2 2 1 5 3 4

1 1 2

1 1 5 225 9 16
2 2 2

  

 

  

 

. بنابراین BC  | |= + + =1 1 4 6


در ضمن 

ABCS AH BC AH AH= × ⇒ = × ⇒ = =1 5 2 1 5 2 5 36
2 2 2 36



)1(
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ابتدا ماتریس AB را پیدا می‌کنیم:11 	2

zx x

AB z y

y z z

xz z x y

y zyz z y yz

 
− −   

   
= −   
   
    

 
− + 

 
= 
 
 + + −  

2

12 21 2
0 0 4 2 0 4

10 0
2

2 2 0 2 4

0 2 0

2 2 2 4
2 2

ماتریس AB ماتریس اسکالر است، پس درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی صفر 
و درایه‌های روی قطر اصلی همگی برابر یکدیگرند. بنابراین

 

 

z  

xz z xz z xy y

y yz y yz y y

x y x y

yz z y z    

y z y z

pH

pH

( )

( )

( )≠

 − = ⇒ − = →− + =
 − = ⇒ − = → + =
 + = ⇒ =−


+ = → =−

 + = ⇒ =−


1

1 2

02

2 2 2 1 1

2 4 2 2 1 2 1

2 4 0 2

2 2 0 1

0
2 2

در نتیجه

y
y y y

y ¡.¡.ù( )

=−
− ± + − ±+ − = ⇒ = = ⇒

=

2
1

1 1 8 1 32 1 0 14 4
2

y  xy y xy xy= −− + = →− − = ⇒ =−11 1 1 2 بنابراین�

xz برابر صفر اس�ت و  z−2 2 z≠0 زیرا در غیر این صورت مقدار  دقت کنید 
با اسکالر بودن ماتریس AB در تناقض است. 

ابتدا دترمینان A را به‌دست می‌آوریم:22 	3

A    

  

| | ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

− −

= = − + − −

+ − − = − + − − − = + − =

2 3

4

1 1 3
1 2 4 2

4 1 2 1 1 1 1
1 3 2 3

2 1 3

4 1
3 1 1 3 2 1 12 4 3 4 2 1 8 6 3

2 1

بنابراین
A A

X   X  

A

| | | |

| |

         = ⇒ =      − −           

2 6 33 0 3 0
2 21 2 1 2 11

3

 یعنی 
 
 
 
  

6 3

21
3

اکن�ون طرفین تس�اوی ماتریس�ی ب�الا را در وارون ماتریس 

   از سمت چپ ضرب می‌کنیم. در نتیجه
 − 
 
−  

2 31 3
1 1 6

ماتریس 

X
  −   − = =     − −   −      

2 3 0 8 33
3

2 1 15 61 6

پس کوچک‌ترین درایۀ قطر اصلی ماتریس X برابر 6 است. 

ب�ا انتخاب دو مق�دار دلخواه ب�رای m دو قطر دایره را به‌دس�ت 33 	1
آورده از تلاقی این دو قطر مرکز دایره به‌دست می‌آید.

m y y
  O  

m x x
½oÄHj q¨o¶ ( , )

= ⇒ = ⇒ = ⇒ −
=− ⇒− = ⇒ =− 

2 3 6 2
2 2

1 3 6 2

چون A روی دایره است، پس

R OA ( ) ( )= = − + + − = + =2 21 2 1 2 1 1 2

R½oÄHj ôÃd¶= π = π2 2 2 بنابراین�

اگر در س�همی افقی از معادلۀ س�همی نس�بت به y مشتق گرفته 44 	2
مساوی صفر قرار دهیم، آن‌گاه عرض رأس سهمی به‌دست می‌آید، پس

y  
yf y a a a=′ = ⇒ − = → − = ⇒ =10 4 2 0 4 2 0 2

در ضمن رأس سهمی در معادلۀ سهمی صدق می‌کند، پس
aa b b b=− − + = → − − + = ⇒ =22 2 8 0 2 4 8 0 10

a
b
= =2 1
10 5

بنابراین�

h برابر 4 55


ارتفاع ب�ردار  	4
h روی صفحۀ 



است، پس انتهای بردار 
h بر 


z=4 قرار دارد. در ضمن بردار 
b عم�ود نیس�ت زیرا 



a و  برداره�ای 
 h


، بنابراین بردار  b h⋅ ≠0
 

a و  h⋅ ≠0




z=4 قرار دارد. در نتیجه  روی صفحۀ 
c به  z=4 واقع اس�ت، بنابراین مخصات بردار  c روی صفحۀ  انتهای بردار 

) x y است. بنابر فرض سؤال، , , )4 صورت 
a c    x y  x y

b c   x y x y

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ + =

⋅ = ⇒ − ⋅ = ⇒− + =

1 1 1 0 4 1 1

5 1 2 0 4 5 2 5

 





x y
y y  x

x y
´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

,
+ = → = → = =−

− + =

1
3 6 2 1

2 5
بنابراین�

. c  | |= + + =1 4 16 21 c و    ( , , )= −1 2 4 پس 
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66 . a  b| | | |=2


 در نظر بگیرید  	1
a مطابق ش�کل  b−



 در این صورت بردار 
مقاب�ل خواهد ب�ود. در مثلث OAB یک 
 060 060 و اندازۀ دو ضلع این زاویۀ  زاویۀ 

، پس  Â= 090 به نسبت 1 به 2 هستند. پس مثلث OAB قائم‌الزاویه است و 
030 است.  a برابر  b−



 a و  . در نتیجه زاویۀ بین بردارهای  B̂= 030
 ABC نکت��ه: توجه کنی�د اگر در مثل�ث
 ، BC x=2 و   AB x=  ، B̂= 060

. زیرا اگر میانۀ AM وارد  Â= 090 آن‌گاه 
 ABM را رسم کنید، آن‌گاه مثلث BC بر
 AMC مثل�ث  و  متس�اوی‌الاضلاع 
Â و  = 0

1 60 متساوی‌الساقین است؛ پس 

. Â= 090 ، در نتیجه  Â = 0
2 30

براب�ر 77  A
− 

= 
−  

1 2

4 3
ماتری�س  وارون  	2

−A است. پس
− − 

=  
− − −  

1 3 21
5 4 1

A I A−
− − −     

α +β = ⇒α +β =     
−− − −          

1 1 2 1 0 3 21
54 3 0 1 4 1

 
−α+β α   

=   
α − α+β    

 

3 2
2 5 5

4 3 4 1
5 5

بنابراین
−α+β= ⇒− +β= ⇒β=

 α= ⇒α=

3 1 3 4
5 5 5 5

2 12
5 5

. β = =
α

4
5 4
1
5

در نتیجه 

A2 را به‌دست آوریم:88 ابتدا درایه‌های ماتریس  	1
A A A= ×

     − − −
     

= − − = −     
     

− − − −          

2

3 3 4 3 3 4 3 4 4

2 3 4 2 3 4 0 1 0

0 1 1 0 1 1 2 2 3

A3 را به‌دست می‌آوریم: اکنون فقط درایه‌های سطر اول ماتریس 
A A A

? ? ?

? ? ?

= ×

     − − −
     

= − − =     
     
− − −          

3 2

3 4 4 3 3 4 1 1 0

0 1 0 2 3 4

2 2 3 0 1 1

 است. − 1 1 0 A3 به‌صورت  بنابراین درایه‌های سطر اول ماتریس 

برای مشخص شدن راه‌حل هر دو دایره را ترسیم می‌کنیم؛ سپس 99 	2
مرکز و شعاع دایره‌ها را پیدا می‌کنیم:

a bx x y O

a b cR

a bx x y O  

a b cR

( , ) ( , )

( , ) ( , )

− + + = ⇒ − − =

+ − −= = =

′− + = ⇒ − − =

+ −′= = =

2 2

2 2

2 2

2 2

8 15 0 4 0
2 2

4 64 60 1
2 2

2 0 1 0
2 2

4 4 1
2 2

 x مرکزش روی محور R′′ ′′O و ش�عاع  مطابق ش�کل دایرۀ خط‌چین به مرکز 
قرار دارد و بر هر دو دایره مماس خارج است. در شکل AB قطر دایرۀ خط‌چین 

و   A BO ( , )+′′= = 5 0
2 2

اس�ت. پ�س   B( , )3 0 و   A( , )2 0 اس�ت چ�ون 

. بنابراین معادلۀ این دایره به صورت زیر است: ABR′′= =1
2 2

x y x x y

x y x

( ) ( )− + − = ⇒ + − + =

+ − + =

2 2 2 2

2 2

5 1 25 10 5
2 4 4 4

5 6 0

ابتدا معادلۀ بیضی را به‌صورت استاندارد می‌نویسیم:101 	3
x y y x x x y y

x y x y

y
x

( ) ( )

( ) [( ) ] ( ) ( )

( )
( )

+ − − + = ⇒ − + − + =

− − + − − + = ⇒ − + − =

−
− + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2
2

4 16 2 16 0 2 4 4 16 0

1 1 4 2 4 16 0 1 4 2 1

21 1
1
4

b است، پس =2 1
4
a و  =2 1 بنابراین بیضی افقی با مقادیر 

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 1 3 31
4 4 2

c=2 اس�ت. »توجه کنید معادلۀ بیضی در  3 بنابراین فاصلۀ دو کانون برابر 
کتاب درس�ی هندس�ه 3 مطرح نشده اس�ت، پس این س�ؤال خارج از سرفصل 

کتاب درسی است«.
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