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11 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4
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21 ف�رض کنید س�رعت آب برابر v باش�د. در این صورت،   1نیزگ 1  3
v+100 و در جهت مخالف حرکت  س�رعت قایق موتوری در جهت حرکت آب 

v−100 است. در نتیجه آب برابر 
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31 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  1
x x x x   x
x x x
x x x x
x x x x

x  x

IÄ

IÄ 

( )

( )

− − −> ⇒ − > ⇒ > ⇒ > <−
+ + +
− − − − +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ >
+ + + +
<− >−

2 3 2 3 41 1 0 0 4 1 1
1 1 1

2 3 2 3 6 63 3 0 0 0
1 1 1 1
6 1 2

مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر اش�تراک جواب های )1( و )2( است که 
] است. , ]− −6 4 از روی شکل زیر معلوم می شود برابر 

7− در نامعادله صدق می کنند: راه حل دوم اعداد 5 و 

      

( )
,

× − −× −< = < < = <
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2 7 32 5 3 7 171 3 1 3
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بنابراین گزینۀ )1( جواب نامعادله است.
41 باید دس�ته های چهارتایی، پنج تایی یا ش�ش تایی از هشت  1نیزگ 1  3

شئ متمایز انتخاب کند. تعداد راه های مورد نظر برابر است با
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51 توجه کنید که  1نیزگ 1  4
a a a a a a a a a a
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7

، تس�اوی مورد نظر درست نیست )سمت چپ بیشتر  a=2 توجه کنید که اگر 
 . a

a a
/+ = + = + =1 1 71 1 4 5

2
. در نتیجه  a=2

7
از 2 است(. بنابراین 

61 فرض کنید طول قاعده ها a و b باشد )شکل رسم شده را  1نیزگ 1  2
ببینی�د(. در ای�ن صورت ط�ول پاره خطی که وس�ط های س�اق ها را به هم وصل 

a اس�ت. توج�ه کنید که ارتفاع ذوزنقۀ بالای�ی و پایینی برابر  b+
2

می کند برابر 

است. در نتیجه اگر این ارتفاع برابر h باشد، آن گاه
a b a bh a a

a b
a b a b a bh b b

aa b a b a b
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71 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس 1نیزگ 1  4

 BC AB AC BC( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 5 6 81 9  
از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 AC CH CB CH CH= × ⇒ = × ⇒ =2 36 9 4  

. اکنون توجه کنید که BCHM CM CH CH= − = − = − =9 14
2 2 2

بنابراین 

ABC

AMH

S BC
S HM

= = =9 18
1
2

81 ابتدا توجه کنید که طول ضلع دیگر مثلث ABC برابر 5  1نیزگ 1  2
است. از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویه ارتفاع وارد بر وتر، دو مثلث متشابه با 
 ABC مثلث اصلی ایجاد می کند. بنابراین، با نمادگذاری ش�کل زیر، مثلث های
و AHC متش�ابه اند. در نتیج�ه نس�بت ارتفاع های آن ها برابر نس�بت تش�ابه 

آن هاست یعنی
. h AC

h BC
= =2

1

4
5
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لگو
شرا

ن
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91 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

 

sin( ) sin( ) sin
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sin( ) sin( ) sin( ) ( sin ) sin

π π π= π+ =− =−
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بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

( )( ) ( )( )− − + − =3 3 1 11
2 2 2 4

101 ابتدا توج�ه کنید که نمودار تابع مورد نظر از روی نمودار  1نیزگ 1  3
y با تبدیلات به دست آمده است. چون نمودار تابع مورد نظر و  xsin= تابع 
نمودار تابع س�ینوس در یک همس�ایگی راست نقطۀ صفر بالای محور x هستند، 

 y a b xsin( )π= + +
3

پس مقدار b مثبت است. بنابراین بیشترین مقدار تابع 

a اس�ت. از روی نمودار معلوم اس�ت که این بیش�ترین مقدار برابر  b+ براب�ر 

)  روی  , )π − 3
2

. از طرف دیگر، چ�ون نقطۀ  a b+ = 3 3 اس�ت، پس 
نمودار تابع مورد نظر است. پس 

 y a b a bsin( ) ( )π= + π+ =− ⇒ − =−3 3 3
3 2 2 2

بنابراین
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111 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
x x x x x x( / ) ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )− − − −= ⇒ = ⇒ =

2 2 22 1 2 1 3 2 1 3125 2 5 2 20 4
8 5 2 5 5

بنابراین

x x x x x x x   x( )( ) ,− =− ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 2 12 1 3 3 2 1 0 3 1 1 0 1
3

x+9 منف�ی می ش�ود ک�ه لگاریت�م آن در مبنای 8  ، مق�دار 1 x=−1 ب�ه ازای
x=1 و

3
تعریف نمی شود. بنابراین 

 xlog ( ) log ( ) log log+ = + = = =3
2 2

8 8 22
2 29 1 3 1 2
3 3

121 y به صورت زیر است: 1نیزگ 1 xlog= 2 نمودار تابع   2

y به صورت زیر است: xlog=− 2 بنابراین نمودار تابع 

اگ�ر ای�ن نم�ودار را ی�ک واح�د به س�مت چ�پ انتق�ال دهیم ب�ه نم�ودار تابع 
y می رسیم که همان نمودار داده شده است: xlog ( )=− +2 1

 
، بنابراین  y x xlog ( ) log ( )−=− + = + 1

2 21 1 توجه کنید که 

U x x( ) ( )−= + 11

131 x=−2 فقط از چپ پیوس�ته  1نیزگ 1 برای اینکه تابع f در نقطۀ   1
باشد، باید داشته باشیم:
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اکنون توجه کنید که
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x

f x
( )
lim ( )
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=

2
12 . توجه کنید که  a=−12 ، پس باید  f a( )− =2 چون 

.
x

f x f
( )
lim ( ) ( )

+→ −
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2
2 و در نتیجه

141 فرض کنید A و B به ترتیب پیشامدهای قبولی این فرد  1نیزگ 1  1
 P B( ) /=0 6  ، P A( ) /=0 7 در آزمون های اول و دوم باش�ند. در این صورت 

. اکنون توجه کنید که P B A( | ) /=0 8 و 
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در نتیجه، 
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151 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
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چ�ون ضریب تغییرات گروه دوم کمتر اس�ت، پس گروه دوم بهتر اس�ت. البته 
بهتر اس�ت که در صورت س�ؤال پرس�یده شود »پراکندگی مس�ئولیت پذیری در 

کدام گروه کمتر است«.

161 نمودار تابع f به صورت زیر است: 1نیزگ 1  1

 
)  اکیداً نزولی است. , )−∞ −2 از روی این نمودار معلوم است که تابع f روی بازۀ 

لگو
شرا

ن



)3(

171 .  1نیزگ 1  x xsin( ) cosπ − =−3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

x x x x xsin ( cos ) sin cos sin sin( )π− = ⇒− = ⇒ =− = −1 14 1 2 2
2 2 6

]  به صورت زیر  , ]π0 2 بنابرای�ن جواب های کلی معادله و جواب های درون بازۀ 
هستند:
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. π− ππ+ = π14 24 5
12

مجموع جواب های )1( و )2( برابر است یا 

181 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 x x x x( )( )+ + = + +2 10 16 2 8  

بنابراین
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راه حل دوم با استفاده از قاعدۀ هوپیتال به دست می آید
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191 چون تابع در هیچ همسایگی چپ نقطۀ صفر تعریف نشده  1نیزگ 1  4
است، پس دربارۀ حد چپ آن در نقطۀ صفر نمی توان حرف زد. از طرف دیگر، 

 
x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
+ + +→ → →

− −= =
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1 1
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 و در یک همسایگی راست نقطۀ 
x  
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=
0

2 0  ،
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0
1 چون 1

صفر مقادیر 2x مثبت اند، پس
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+ +→ →

−= =−∞
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1
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201 خارج از برنامۀ درسی 1نیزگ 1  3
211 . از  1نیزگ 1

x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه   3
طرف دیگر، 

x x
xf x f

x

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

− − − + − +
′ ′= ⇒ = =

− −2 2

1 15 2 2 1 3 2 3
72 44
125 2 3

221    1نیزگ 1  مش�تق پذیر اس�ت، پس روی  چ�ون تابع f روی   2
x=2 پیوسته و مشتق پذیر است: پیوسته است و در نتیجه در 

 x x x x
f x f x x ax b

x

a b a b

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim
− + − +→ → → →

= ⇒ − + + =
−

− + + = = ⇒ + =
−

2

2 2 2 2

1
1

14 2 1 2 5
2 1

 

همچنین،

 
x x

x x

f f f x f x

x a a a
x

( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
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− +

− +

− +
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′ ′ ′ ′= ⇒ =
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−

2 2

22 2

2 2
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. b a= − =−5 2 1 بنابراین 

231 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= ×2 2 2 1  

 . x xg x g
x x

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = ⇒ =−
− −2 2

2 1 1 2 1 3 2 3
1 1

از ط�رف دیگر، 

 ، f( ) ( )′= −6 3 5 . بنابراین از تس�اوی )1( نتیجه می شود  g( )=2 5 همچنین، 

. f ( )′ =−5 2 پس 

241 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
f f

f

ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA

( )( ) ( )

( )

− − −−
= = =

−
′=

1 18 14 1 114 2
4 1 3 4
2

 

. بنابراین اختلاف مورد نظر  f ( )′ =92
4

، پس  f x x
x

( )′ = +
2
1 از طرف دیگر، 

.  /− = =11 9 1 0 5
4 4 2

می شود 

251 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x

f x
x x x

( )
− + ≤=

− >

2

2

4 4

4 4
 

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر اس�ت. از روی این ش�کل معلوم می شود که 
) نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f است.  , )2 4 ) نقطۀ مینیمم نس�بی تابع f و  , )4 0

 . ( ) ( )− + − = =2 24 2 0 4 20 2 5 فاصلۀ این نقطه ها برابر است با 

261 اگر مطابق ش�کل زی�ر، طول یکی از ضلع های مس�تطیل  1نیزگ 1  3
. بنابراین x−12 برابر x باشد، طول ضلع دیگرش می شود 

 x x®ÃõTv¶ SeIv¶= −12  

لگو
شرا

ن
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f را پی�دا کنیم. توجه  x x x( )= −12 در نتیج�ه، باید بیش�ترین مقدار تابع 
کنید که

 
f x x x

x
f x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−′ = − +
−

′ = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ =

11 12
2 12

0 12 2 12 212 8
 

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f ، یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت مستطیل مورد 
. =8 4 16 x=8 به دست می آید و برابر است با  نظر به ازای 

271 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4
 FF c c c′= ⇒ = ⇒ =2 8 2 4  

b=3 و در نتیجه ، پس  b=2 6 از طرف دیگر، 
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 9 16 25 5  

. ce
a

/= = =4 0 8
5

به این ترتیب 

281 n2 دایره و  1نیزگ 1 توج�ه کنی�د ک�ه ش�کل n ام از مربع�ی ب�ا   1
ردیف هایی از 1 ، 2 ، … و n−1 دایره درست شده است. بنابراین

 ×+ + + + + = + =2 8 99 1 2 3 8 81 117
2

  

291 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
f x x x x f x x

x f x

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= − − = − − ⇒ + = −

= + +

2 2 22 3 1 4 4 1

4 1
 

. در نتیجه طول نقطۀ تقاط�ع نمودار تابع های  f x x( )− = + +1 4 بنابرای�ن 1
f و g جواب معادلۀ زیر است: −1

xx x x x x

x x x x x x x

x   x

( )

( ) ( )( )

,

−+ + = ⇒ + + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − + = ⇒ − − =

= =

2 2

94 1 2 4 2 9 2 4 11 1
2

4 4 22 121 26 105 0 5 21 0

5 21
x=5 سمت چپ معادلۀ )1(  x=5 جواب نیست، زیرا به ازای  توجه کنید که 

. x=21 مثبت ولی سمت راست آن منفی است. بنابراین 
. طول نقط�ۀ برخورد  f x x( ) ( )= − −21 4 راه ح��ل دوم ابتدا توجه کنی�د که 
f اس�ت. اکنون توجه  x g x( ) ( )− =1 f و g جواب معادلۀ  نمودار تابع های 1−

کنید که
f x g x f f x f g x x f g x

x xx g x x x

x x x x x x x

x   x

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ) ( ) ( )

( )( )

,

− −= ⇒ = ⇒ =

− −= − − ⇒ + = − ⇒ + =

+ = − + ⇒ − + = ⇒ − − =

= =

1 1

2 2 2

2 2

9 111 4 4 1 4
2 2

4 16 22 121 26 105 0 5 21 0

5 21
f مثبت اند. اما  ، پس مقادی�ر1− ff

R D  [ , )− = = +∞1 1 اکنون توج�ه کنید که

. x=21نیست. بنابراین f x g x( ) ( )− =1 ، پسx=5 جواب معادلۀ g( )<5 0

301 A1 پیش�امد این باش�د که مهرۀ خارج شده  1نیزگ 1 فرض کنید   2
A2 پیشامد این باش�د که مهرۀ خارج شده س�یاه باشد. در این  س�فید باش�د و 

صورت اگر B پیشامد مورد نظر باشد، بنابر قانون احتمال کل،

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

   
   
   
   = + = × + ×
   
   
   
   

= × + × = =
×

1 1 2 2

4 5

2 25 6
11 10 11 10

2 25 6 6 10 90 2
11 45 11 45 11 45 11

311 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

π+ = = = < <π
−

2
2
1 1 11

2
بنابراین

 

x x xx
x xx

x
x xx x x x

x x

tan tan sin( sin ) ( )
sin sintan

cos

cos costan cos sin cos
sin sin

−− =
+ −

=− × =− × =−

2

2

2 2 2

1 1
11  

321 فرض می کنیم سرعت پرنده در هوای آرام برابر v باشد.  1نیزگ 1  4
چون سرعت باد 5 کیلومتر در ساعت است، پس سرعت پرنده در جهت موافق 
v−5 اس�ت. چ�ون پرنده یک  v+5 و در جه�ت مخالف باد برابر  ب�اد براب�ر 

 و مدت 
v+
1
5

کیلومتر رفته و یک کیلومتر برگشته است، پس مدت زمان رفت 

 است. به این ترتیب،
v−
1
5

زمان برگشت 

 
v

v v v
v v v v v( )( )

+ = = ⇒ =
+ − −
− − = ⇒ + − = ⇒ =

2

2

1 1 9 3 2 3
5 5 60 20 2025

3 40 75 0 3 5 15 0 15
 

331 راه حل اول توجه کنید که  1نیزگ 1  3
x x xx x x x

x x x x x xx x

x x x xx x
x x x x x x

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− − +− −> ⇒ − > ⇒ >
− + − − + −− −

− − − − −− + − > ⇒ > ⇒ <
+ − + − + −

2

2

7 8 17 8 7 8 0 0
2 1 2 2 1 22

2 4 2 46 8 0 0 0
1 2 1 2 1 2

x

x x
x x

( )( )

( )( )

−∞ − +∞

− −
+ − − +

+ −

1 2 4

2 4 0
1 2

)  می شود. , ) ( , )−1 2 2 4 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 
راه حل دوم توجه کنید که اعداد صفر و 3 در نامعادله صدق می کنند:

 ,− −> ⇒ > > ⇒ >
− − − − − −
0 8 0 21 8 3 134 0 3
0 0 2 0 2 9 3 2 3 2 4

 

بنابراین گزینۀ )3( جواب نامعادله است.
341   1نیزگ 1

 
 
 
 

5

3
باید سه مدرس�ه از پنج مدرسه انتخاب کنیم )به   4

 طریق(. 
 
 
 
 

4

1
طریق( و از هر کدام از آن ها یک نفر را انتخاب کنیم )هر کدام به 

بنابراین پاسخ مسئله برابر است با

 
       
       = × × × =
       
       

5 4 4 4
10 4 4 4 640

3 1 1 1
 

لگو
شرا

ن



)5(

351 توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 

a a a a a a

a a a a a

a a a a   

( )

( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − − =

+ − = ⇒ =− =

2 2

2 2

2 3 16 1 3 16 1 2 3 16 1 2

3 16 1 4 4 4 7 15 0

54 5 3 0 3
4

 

−=a در  5
4

a=3 در تس�اوی داده ش�ده صدق نمی کند، ولی  توجه کنید که 

. a+ =4 9 4 −=a و  5
4

تساوی داده شده صدق می کند. بنابراین 

361 راه حل اول توجه کنید که در مثلث BCD، از نقطۀ M،  1نیزگ 1  2
وس�ط ضلع BC، خطی موازی ضلع CD رس�م شده است. در نتجه، این خط از 

 . BD AB= =2 8 وسط ضلع DB نیز می گذرد. یعنی 

،BCD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، AM DC|| راه حل دوم چون 

 BA BD BD BD
BM BC /

= ⇒ = ⇒ =4 8
3 5 7

 

371 توج�ه کنید که در مثلث ایجاد ش�ده هم ضلع ها به س�ه  1نیزگ 1  2
 AEF و ABC قس�مت برابر تقس�یم می ش�وند. از ط�رف دیگ�ر، مثلث ه�ای

متشابه اند، پس
 ABC

ABC AEF
AEF

S
S S

S
(1)( )= ⇒ =21 1

2 4
 

AMN متشابه اند، پس AEF و  همین طور، مثلث های 

 

AEF
AMN AEF

AMN

AMN AEF AEF AEF

EFNM AEF

S
S S

S

S S S S

S S (2)

( )= ⇒ =

− = −

=

22 9
3 4

9
4

5
4

 

اگر تساوی های )1( و )2( را بر هم تقسیم کنیم، به دست می آید 

ABC

EFNM

S
S

=1
5

381 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه ABD، 1نیزگ 1  1

AB BH BD BD BD= × ⇒ = × ⇒ = = =
22 2 17 289 417 15 19

15 15 15
4 واحد از عدد 19 بیشتر است.

15
پس طول قطر مستطیل 

391 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 
      sin( ) cos , cos( ) sin

tan( ) tan( ) cot

π π+α = α −α =− α

π πα− =− −α =− α

9 7
2 2

3 3
2 2

 

 ) cosα<0 α ربع سوم است،  بنابراین )چون 

 

cos cos
tan

sin tan cos ( )

cot
tan

α= = = ⇒ α=−
+ α +

α= α α= × − =−

α= =
α

2
2

1 1 9 3
16 25 51 1
9

4 3 4
3 5 5

1 3
4

 

 .( )( ) /− + =3 4 3 0 27
5 5 4

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

401 . از روی نمودار  1نیزگ 1 y a b xsin= + ابت�دا توجه کنید ک�ه   2
 a b+ تابع معلوم می ش�ود که b مثبت اس�ت، پس بیش�ترین مقدار تابع برابر 
. همچنین، نمودار تابع از  a b+ =3 اس�ت. چون این مقدار برابر 3 اس�ت، پس 

) گذشته است، پس , )π− 5 0
6

نقطۀ 

 ba b a b asin( ) ( )π= + − = + − = −5 10
6 2 2

 
بنابراین

a b a
b ba

+ = = ⇒ 
=− = 

3 1

20
2

y می ش�ود، که مقدار آن به ازای  xsin= +1 2 بنابراین ضابطۀ تابع مورد نظر 

 . sin π+ =1 2 2
6

x برابر است با  π=
6

411 .   1نیزگ 1 x x x x( )− = = =
2 2 4 43 81 3 3 ابتدا توج�ه کنید که   3

بنابراین

 
x x x x

x   x,

− = ⇒ − − =

= − = +

2 22 4 4 2 0

2 6 2 6
 

xlog را  ( )−6 2 x−2 منفی می ش�ود و  ، مق�دار  x= −2 6 چ�ون ب�ه ازای 
=x و در نتیجه +2 6 می خواهیم، پس 

 xlog ( ) log log− = = =6 6 6
1 12 6 6
2 2

 

421 )a است و از روی نمودار  1نیزگ 1 , )− +∞
2

چون دامنۀ تابع بازۀ   2

. از طرف دیگر  a=−1 است، پس ( , )+∞1
2

تابع معلوم می ش�ود که این بازه 

: y( )=2 0 ) گذشته است، پس  , )2 0 نمودار تابع از نقطۀ 

 b

b b

log ( )

log

− + − =

= ⇒ =

1 4 1 0

3 1 3
 

y می ش�ود. طول نقط�ۀ برخورد  xlog ( )=− + −31 2 1 بنابرای�ن ضابطۀ تابع 
y=1 جواب معادلۀ زیر است: نمودار تابع مورد نظر با خط 

x x

x x

log ( ) log ( )− + − = ⇒ − =

− = ⇒ =
3 31 2 1 1 2 1 2

2 1 9 5
  

لگو
شرا

ن
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431 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

x x x x

x x x x

x xx xf x
x x

x xx xf x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( ( ))

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( )

− − − −

+ + + +

→ → → →

→ → → →

− +− += = = =−
− − − −

− +− += = = =
− −

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

x=2 فقط از راست پیوسته است. ، پس تابع f در نقطۀ  f( )=2 2 چون 

441 ف�رض کنی�د A پیش�امد موفقیت این فرد و B پیش�امد  1نیزگ 1  4
موفقیت دوستش باشد. در این صورت 

 
P A P B P A B

P AP A B P A P B

      ( ) ( ) , ( )

( ( ))
( ) ( ) ( )

= =

= =
2

72
9

2





 

اکنون توجه کنید که
P A B A P B P A B

P A P AP A   

P A P A P A P A    (¡.¡.ù)

( ) P( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))
( )

( ( )) ( ) ( ) , ( )

= + −

= + −

− + = ⇒ = =

2

2

7
9 2 2

14 2 143 0
9 3 6

 

451 . بنابراین 1نیزگ 1 Bx /=14 5 Ax و  =14 ابتدا توجه کنید که   1

 
A

B
/ / /

+ + + +σ = =

+ + + +σ = =

2 2 2 2 22

2 2 2 2 22

2 1 0 1 2 2
5

2 1 5 1 1 5 3 3 7
5

 

چون

 A B
A B

A B
CV CV

x x
/,
/

σ σ
= = = =2 3 7

14 14 5

، یعنی دقت عمل A بیش�تر اس�ت. البته بهتر اس�ت در  A BCV CV< پس 
صورت سؤال پرسیده شود »نمرات مهارت« کدام کارگر پراکندگی کمتری دارد.

461 نم�ودار تابع f به ص�ورت زیر اس�ت. از روی این نمودار  1نیزگ 1  3
)  اکیداً صعودی است.  , )−1 2 معوم است که تابع f روی بازۀ 

471 توجه کنید که  1نیزگ 1  2
 x x x x xcos cos cos cos cos( )+ = ⇒ =− = π−3 0 3  

 k( )∈ بنابراین 

 
kx k x x

x k x x k( )

π π= π+π− ⇒ = +

π= π− π− ⇒ = π−

3 2
2 4

3 2
2

 

k قبول نیس�تند. در  ππ−
2

، پ�س جواب های به ش�کل  xcos ≠0 چ�ون باید 

 . k( )∈ kπ هستند  π+
2 4

نتیجه، جواب های کلی معادلۀ مورد نظر به صورت 

481 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

x

x

x

x

x

x
x x

x xx
x x x x

x

x x x x

x

x x x x

x x

lim

( )
lim( )

( )( ) ( )

( )
lim

( )( )( ( ) )

( )
lim

( )( )( ( ) )

lim
( )( (

→

→

→

→

→

− +
− +

+ + + +− += ×
− − + + + +

− +
=

− − + + + +

− −
=

− − + + + +

−=
− + + +

3

22

3 3 23

3 3 22

3 3 22

3 3 22

32

2 3 2
5 18 16

4 2 3 2 3 22 3 2
5 8 2 4 2 3 2 3 2

8 3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3
5 8 4 2 3 2 x ) )

( )( )

+

−= =−
+ × +

3 2

2

3 2

3 1
82 4 2 2 2

 

راه حل دوم بنابر قاعدۀ هوپیتال،

 
x x

xx
xx x

( )
lim lim
→ →

− −
+− + = = =−

− −− +

3 23 2

22 2

3 1
3 3 22 3 2 12
10 18 20 18 85 18 16

 

491 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x  x  

x xlim sin , lim ( cos )
+ +π π→ →

= + =
2 2
3 3

3 1 2 0
2

xcos+1 منفی هس�تند.  2 ، مقادیر  π2
3

و در ی�ک همس�ایگی راس�ت نقط�ۀ 
بنابراین 

x  

x
x

sinlim
cos+π→

=−∞
+2

3
1 2

501 خارج از برنامۀ درسی 1نیزگ 1  4

511 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

h  

f h f
f

h

( ) ( )
lim ( )
→

+ −
′=

0

1 1
14 4
4

از طرف دیگر، 

x x
xf x

x

( )( ) ( )
( )

( )

− − − −
′ =

2

11 1
2

پس

 f
( )( )

( )
− + +

′ = =

1 11 1
1 2 4 3
4 1

4

 

لگو
شرا

ن



)7(

521 x=2 مش�تق پذیر اس�ت، پس در  1نیزگ 1 چون تابع f در نقطۀ   3
این نقطه پیوسته نیز هست. بنابراین

 
x x

f x f a b
ax b a b

lim ( ) ( ) lim
+ +→ →

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
+ +2 2

8 82 4 4 2 2
2

 

. پس
a x

ax bf x
x x

( )( )

− > +′ =
− + <

2

2

8 2

3 6 2
از طرف دیگر 

 x x

x x

a a af f x a
ax b a b

f f x x

( ) lim ( ) lim
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− − −′ ′= = = = =−
+ +

′ ′= = − + =−

2 2 22 2
2

2 2

8 8 82 2
2 2

2 3 6 6
 

بنابراین
 f f a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒− =− ⇒ =2 2 2 6 3  

531 . پس 1نیزگ 1 xf x x
x

( ) ( )+=
+

1
33 1

2
توجه کنید که   2

 x xx xf x x
x xx

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )

−+ − ++ +′ = + ×
+ ++

1 1 1
3 3

2
3 2 1 3 13 1 1 3 11

2 3 22
 

در نتیجه

 f ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )( )

( )

−− − −− −′ − = + − = − × =
− −−

1 2
3 3

2
3 1 88 1 8 1 33 3 2 5

1 3 1 4 41
 

541 ابت�دا توجه کنید ک�ه نقطه های ابتدای�ی و انتهایی نمودار  1نیزگ 1  3
)f هس�تند. ش�یب خطی که این دو نقط�ه را به هم  , ( ))8 8 )f و  , ( ))0 0 تاب�ع 

. اکنون طول نقطه ای  f f( ) ( ) ( )− − −
= =

−
8 0 3 5 1
8 0 8

وصل می کند برابر اس�ت با 

را روی نم�ودار تابع f پیدا می کنیم که ش�یب خ�ط مماس در این نقطه بر نمودار 
تابع برابر 1 است:

 
f x f x

x x

x x x     (¡.¡.ù)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ,

′ ′= ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = ⇒ = =−

2 2

2

9 91 1
1 1

1 9 2 4
 

 . f( )=2 بنابراین طول نقطۀ مورد نظر برابر 2 اس�ت و عرض آن برابر است با 1
) می گذرد و ش�یب آن برابر 1 اس�ت به صورت  , )2 1 معادل�ۀ خطی که از نقطۀ 
 y است. عرض نقطه ای که این خط محور y x= y یعنی 1− x( )( )− = −1 1 2

 . y= − =−0 1 1 را قطع می کند برابر است با 

551 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x x x

f x
x x x

( )
− − ≤=

− >

2

2

2 0

2 0
 

پ�س نمودار تابع f ب�ه صورت زیر اس�ت. بنابراین نقطه های ماکزیمم نس�بی و 
)  هستند که فاصلۀ آن ها برابر  , )−1 1 )  و  , )−1 1 مینیمم نسبی تابع f نقطه های 

 . ( ) ( )− − + + =2 21 1 1 1 2 2 است با 

561 راه حل اول فرض می کنیم مستطیل موردنظر ABCD  1نیزگ 1  4

باشد و طول نقطۀ C برابر x باشد )شکل زیر را ببینید(. چون نقطۀ B روی دایرۀ 

. x− 236 x اس�ت، پ�س ع�رض نقط�ۀ B براب�ر اس�ت ب�ا  y+ =2 2 36

. بای�د بیش�ترین مق�دار تاب�ع  ABCDS x x= − 22 36 ب�ه ای�ن ترتی�ب، 

f را پیدا کنیم. توجه کنید که  x x x( )= − 22 36

 
xf x x

x

f x x x x x  x

 ( )

( ) ( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = >

22
2

2 2 2

22 36
36

0 36 18 3 2 0

 

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیشترین مساحت مستطیل ABCD، به 

 . ( ) − =2 3 2 36 18 36 x=3 به دست می آید و برابر است با  2 ازای 

راه حل دوم با نمادگذاری ش�کل زیر، فرض می کنیم طول ضلع های مس�تطیل 
. بنابراین y sin= α6 x و  cos= α6 x2 و y باشند. در این صورت 

 xy®ÃõTv¶ SeIv¶ ( cos )( sin ) sin= = α α = α≤2 2 6 6 36 2 36  
 .α= 045 ، یعنی  α= 02 90 توجه کنید که تساوی وقتی به دست می آید که 

571 از نمادگذاری ش�کل زیر اس�تفاده می کنی�م. فاصلۀ مرکز  1نیزگ 1  1
x برابر است با y− + =2 3 1 0 دایره تا خط 

 OH | ( ) ( ) |

( )

− − +
= = =

+ −2 2

2 1 3 4 1 13 13
132 3

 

، OHB ، پس بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ  ABHB= = 7
2

چون 

 OB OH HB OB( ) ( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 213 7 20 2 5  
2 اس�ت. بنابراین معادل�ۀ این دایره به  5 یعنی ش�عاع دای�رۀ مورد نظر برابر 
x اس�ت. طول نقطه های برخ�ورد این دایره با  y( ) ( )+ + − =2 21 4 20 صورت 

y=2 جواب معادلۀ زیر هستند: خط 

 x x x   x( ) ( ) ( ) ,+ + − = ⇒ + = ⇒ =− =2 2 21 2 4 20 1 16 5 3  

581 )n دایره  1نیزگ 1 )× +2 1 توجه کنید که شکل nام از مستطیلی با   3
و نواری با n دایره درس�ت شده اس�ت. بنابراین تعداد دایره های شکل nام برابر 
. پ�س تعداد دایره های ش�کل دوازده�م برابر  n n n( )+ + = +2 1 3 2 اس�ت با 

 . × + =3 12 2 38 است با 

لگو
شرا

ن
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591 .  1نیزگ 1 g of g f( )( ) ( ( ))− − − −=1 1 1 18 8 ابتدا توجه کنید که  4
. در این صورت  f a( )− =1 8 اکنون فرض کنید 

f a a a( )= ⇒ − = ⇒ =28 4 8 30
5

. در این صورت  g b( )− =1 30 اکنون فرض کنید 

g b b b b( )= ⇒ + = ⇒ =330 30 3
بنابراین

g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 18 8 30 3  

601 ف�رض کنی�د B ،A و C به ترتی�ب پیش�امد انتخ�اب  1نیزگ 1  2
بس�ته های ریاضی، تجربی و علوم انس�انی باشند. اگر پیشامد برنده شدن بهروز 

X باشد، آن گاه
P X P A P X A P B P X B P C P X C( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / /

= + +

= × + × + × = + + = =5 7 6 35 56 54 145 290 7 0 8 0 9
18 18 18 180 180 180 180 36

 

611 اگ�ر گ�روه ورزش را با A و گروه روزنام�ۀ دیواری را با B  1نیزگ 1  4
. بنابراین n A B( )− =9 n و  B( )=12  ، n A( )=16 نمایش دهیم، آن گاه 

 
n A B n A n A B

n A B n A n B n A B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= − − = − =

= + − = + − =

16 9 7

16 12 7 21



 

 

− نفر عضو هیچ یک از دو گروه نیستند. نمودار زیر تعداد  =39 21 18 بنابراین 
افراد هر گروه را نشان می دهد.

621 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 A ( )
−

= = × × = =
4 2 4 4

5 3 23 5 15 314 16 2 2 2 2 4
2

 
بنابراین

  
A( ) /

− −
= = = =

1 1
3 3

3
1 12 8 0 5

28
631 ابتدا توجه کنید که معادلۀ  1نیزگ 1 ؟1

 m x x m( )− + + − =22 1 6 2 0

−x درمی آید که تنها جواب  =36 0
2

m=1 درجۀ دوم نیست و به صورت 
2

به ازای 

1 در ه�ر چهار گزینه وج�ود دارد، پس هیچ ک�دام از گزینه ها 
2

1 اس�ت. چ�ون 
4

آن 

جواب نیستند ولی منظور طراح سؤال حالتی بوده که دلتای معادله  مثبت است. 
در این صورت

m m m m m( )( ) ( )( ) /∆= − − − > ⇒ + − < ⇒− < <36 4 2 1 2 0 1 2 7 0 1 3 5
یعنی منظور طراح، گزینۀ )3( بوده است.

641 y را س�ه  1نیزگ 1 x x=− + +2 2 5 راه ح��ل اول اگر نمودار تابع   1
های منفی انتقال دهیم،  y های مثبت سپس دو واحد به طرف  x واحد به طرف 

f به دست می آید. ساده شدۀ  x x x( ) ( ) ( )=− − + − + −23 2 3 5 2 نمودار تابع 

f اس�ت. بنابراین می خواهیم  x x x( )=− + −2 8 12 ضابطۀ این تابع به صورت 
y قرار دارد. x=  ب�ازه ای را معی�ن کنیم که در آن ب�ازه نمودار تابع f بالای خ�ط 

) نمودار تابع f بالای  , )3 4 y توجه کنید. در بازۀ  x= ب�ه نمودار این تابع و خط 
این خط قرار دارد.

 y x= راه ح��ل دوم برای اینکه بدانیم در چه ب�ازه ای نمودار تابع f بالای خط 
f را حل کنیم: x x( )> قرار دارد، کافی است نامعادلۀ 

 x x x x x

x x x( )( )

− + − > ⇒ − + <

− − < ⇒ < <

2 28 12 7 12 0

3 4 0 3 4
 

)f را به  )4 )f و  )3 f مقادی�ر  x x x( )=− + −2 8 12 راه حل س��وم در تابع 
دست می آوریم:

 f  f     ( ) , ( )=− + − = =− + − =3 9 24 12 3 4 16 32 12 4  
y قرار ندارد،  x= x=4 نمودار تابع f بالای خط  x=3 و  بنابرای�ن در نق�اط 
بلکه منطبق بر این خط اس�ت. پس گزینه های )2(، )3( و )4( که شامل عدد 3 

یا 4 هستند، جواب نیستند و گزینۀ )1( جواب است.

651 مجموع اعداد طبیع�ی دو رقمی مضرب هفت به صورت  1نیزگ 1  2
=S است. به راحتی می توانید این اعداد را جمع بزنید و به  + + +14 21 98

ع�دد 728 برس�ید. البت�ه می توانید از فرم�ول مجموع جملات دنبالۀ حس�ابی 
اس�تفاده کنید. در این مجموع جمل�ۀ اول برابر 14، جملۀ آخر برابر 98 و تعداد 

جملات برابر 13 است. پس

 n
nS a a( ) ( )= + = + =1

13 14 98 728
2 2

 

661 فرض کنید بهروز به تنهایی در t س�اعت این کار را انجام  1نیزگ 1  4
t+9 ساعت این کار را انجام می دهد. پس بهروز در  می دهد. بنابراین فرهاد در 

 از ای�ن کار را انجام 
t+
1
9

 از ای�ن کار و فره�اد در ه�ر س�اعت 
t
1 ه�ر س�اعت 

 از این کار 
t t
+
+

1 1
9

می دهند. اگر هر دو با هم کار کنند، در هر ساعت به مقدار 

را انج�ام می دهند. چون با هم در 20 س�اعت کار را تم�ام می کنند، پس در یک 

1 کار را با هم انجام می دهند. بنابراین 
20

ساعت 

 
t t t t t t

t t
t t t t  (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( )( ) ,

+ = ⇒ + + = + ⇒ − − =
+

− + = ⇒ = =−

21 1 1 20 9 20 9 31 180 0
9 20

36 5 0 36 5

671 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1
f {( , ),( , ),( , ),( , )}− =1 2 1 5 2 4 3 6 4

بنابراین

 gof g gof g
gof g gof g

 ½kzº þÄo÷U 

 

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

− −

− −
= = = =

= = = =

1 1

1 1
2 1 5 2 3
4 3 1 6 4 2

 

، در نتیجه
gof

D { , , }− =1 5 4 6 بنابراین 

 g g gof
gof

D D D x gof x{ |( )( ) } { , }−

−

−= − = =1
1

1 0 4 5  

} است. , }4 5 در توابع داده شده در گزینه ها فقط تابع گزینۀ )1( دامنه اش 

لگو
شرا

ن



)9(

681 )g و  1نیزگ 1 )=1 0 ، آن گاه  g x x x( )= −2 توج�ه کنید که اگر   4
. بنابراین  g( )=2 2

 Ax Bf x  f  f          ( ) ( ) , ( ) , ( )+=− + = =12 1 0 2 2
2

 
بنابراین

A B A B

A B A B

f A B A B

f A B A B

( ) ( )

( ) ( )

+ − −

+ − −

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−2 2

11 2 0 2 2 1 1
2
12 2 2 2 4 2 2 2 2
2

. در  B=0و A=−1نتیجه می شود A B
A B
+ =−

 + =−

1
2 از حل دس�تگاه معادلات2

نتیجه 
 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− −=− + ⇒ =− + =31 12 3 2 6

2 2
 

691 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

  

tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

11 3 1
4 4 4

15 24
4 4 4 2

13 23
4 4 4 2

 

بنابراین

 tan sin cos ( )( )π π π+ =− + − − =−11 15 13 2 2 11
4 4 4 2 2 2

701 راه حل اول  1نیزگ 1  3

 

x

x x

x x

x x x

a x a x a
x

a x a x
x x

xa
a x

x x
x

x xa a
x x

a a a

 

  

  

   

sin cos cos sin sinlim

sin (cos ) cos sinlim lim

sin sin
cos sinlim lim

sin
sinsin lim lim sin cos lim

sin cos cos

→

→ →

→ →

→ → →

+ −

−
= +

−
= +

=− × +

=− × + × =

0

0 0
2

0 0

0 0 0

1

2
2

2
2

2
0 1

 

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 
x x

x a aa x a x a
x x  

sin( ) sinsin cos cos sin sinlim lim
→ →

+ −+ − =
0 0

 

 f مقدار حد فوق برابر مقدار مشتق تابع ، f x x( ) sin= اکنون اگر فرض کنیم 
acos است. x یعنی  a= در نقطۀ 

، حد مورد نظر به صورت زیر در می آید a=0 راه حل سوم اگر قرار دهیم 

 
x x

x x x
x x  

sin cos cos sin sin sinlim lim
→ →

+ − = =
0 0

0 0 0 1  

cos =0 را قرار می دهیم و فقط گزینۀ )3( به صورت1 a=0 اکن�ون در گزینه ها
در می آید.

راه حل چهارم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم

 x

x

a x a x a
x

a x a x a

 

 

sin cos cos sin sinlim

sin sin cos coslim cos

→

→

+ −

− + −= =

0

0
0

1

 

711 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

x x

x x x

x x

x

f a
f x ax a

x x xxf x
x x x x x x

x x x x x x
x xx x

x x
x

( )

lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )( ) ( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

− −

+ + +

+ +

+

→ →

→ → →

→ →

→

= −

= − = −

− + +−= =
− + − + + +

− + + − + +
= =

− +− −
+ + +

= = =
+ +

2 2

2 2 2

22 2

2

2 2 1
1 2 1

3 2 23 6
2 2 2

3 2 2 3 2 2
2 12

3 2 3 2 2 4
1 2 1

 

−a برقرار  =2 1 4 x=2 پیوسته باشد باید تساوی  بنابراین برای اینکه تابع f در 
. توجه کنید که حد راس�ت تابع را می توانید به  a=5

2
باش�د که نتیجه می ش�ود 

کمک قاعدۀ هوپیتال نیز به دست آورید:

 
x x

x
x x   

x

lim lim
+ +→ →

− = = =
− + − −

+
2 2

3 6 3 3 4
1 12 1 1

42 2

 

721 . بنابراین دورۀ  1نیزگ 1 af x bx( ) sin= +1 2
2

ابتدا توجه کنید که   3

|a است. با توجه به نمودار  |+1
2

 و حداکثر مقدار تابع برابر 
b| |
π2
2

تناوب تابع f برابر 

3 اس�ت. 
2

) و حداکثر مقدار تابع برابر  )π π− − =π3
4 4

تاب�ع f دورۀ تن�اوب برابر 
بنابراین

 ab  a
b

     | | , | | | |
| |
π =π⇒ = + = ⇒ =2 31 1 1
2 2 2

 

 a صعودی اس�ت، مقادیر x=0 با توجه به اینکه نمودار تابع f در اطراف نقطۀ 
 a b+ . پس  b=−1 و a=−1 یا b=1 و b هم علامت اند. بنابراین a=1 و 
a در گزینه ها وجود دارد. b+ =2 2− باشد که فقط حالت  می تواند برابر 2 یا 

731 ابتدا توجه کنید که مطابق اتحاد چاق و لاغر 1نیزگ 1  1
x x x x x x x x

x x  x

sin cos (sin cos )(sin cos sin cos )

(sin cos )( sin )

+ = + + −

= + −

3 3 2 2

11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

 

x x x x

x x x

x x

x x  (.¡.¡.ù)

(sin cos )( sin ) sin

(sin cos )( sin )

sin cos

sin sin

+ − = −

+ − − =

+ − =


− = ⇒ =

1 11 2 1 2
2 2
11 1 2 0
2

1 0
11 2 0 2 2
2

 

x و  π=
2

 ، x=0 ] جواب های  , ]π0 2 x در بازۀ  xsin cos+ − =1 0 معادل�ۀ 

π5 است.
2

=x را دارد که مجموع آن ها برابر  π2

741 . بنابراین اولًا  1نیزگ 1
x

xlim( )
→

− =−
2
2 5 ابتدا توجه کنید ک�ه 1  2

 براب�ر صف�ر باش�د ثانی�اً بای�د علام�ت عب�ارت 
x

x ax blim( )
→

+ +2
2

بای�د 

 x ax b+ +2 x=2 مثبت باشد. پس  x در یک همسایگی نقطۀ  ax b+ +2

)x باشد، در نتیجه )− 22 باید برابر 

 x ax b x x a b,+ + = − + ⇒ =− =2 2 4 4 4 4  
. a b+ =0 پس 

لگو
شرا

ن



پاسخ تشریحی کنکور سراسری 98
)10(

751 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

x

g
g x x x

g x  g  
x

f x f f
x

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim ( )
→

=
= + ⇒

′ ′= + ⇒ = + =


− ′= ⇒ =
−2

1 2

1 1 31 1 1
2 22

2 4 42
2 3 3

 

بنابراین
 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =3 41 1 1 1 2 2

2 3
 

761 x=2  1نیزگ 1 ابتدا توجه کنید که در یک همس�ایگی چپ نقطۀ   1
. در  x x x x| |− = −2 22 2 x منف�ی اس�ت، بنابراین  x−2 2 علامت عب�ارت 

واقع تابع f به صورت زیر است

 

x x x x x

x x x f x x x

x a xx ax b x

( )

 − ≤  − <  ′− < < ⇒ = − < <
 + >+ + ≥



2

2

2

2 0 2 2 0

2 0 2 2 2 0 2

1 22
2

 

. بنابراین f f( ) ( )+ −′ ′=2 2 x=2 مشتق پذیر است، پس  چون تابع f در نقطۀ 
 a a+ = − ⇒ =−2 2 4 4  

x=2 پیوسته است. پس  از طرف دیگر تابع f در نقطۀ 

 
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= =
2 2

2

بنابراین
 a b b a+ + = − ⇒ =− − =2 2 4 4 2 2 6  

. a b+ =2 در نتیجه 

771 ] برابر است با 1نیزگ 1 , ]0 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

 f f( ) ( )− −= =
−

2 0 12 2 5
2 0 2

 

: f ( )′ 3
4

x=3 برابر است با 
4

آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در 

 xf x x  f
x

( )
( ) ( )

+′ ′= + + ⇒ = + =
+

4 2 3 11 194 1 2
4 4 42 4 1

 

] از آهنگ لحظ�ه ای آن در  , ]0 2 بنابرای�ن آهن�گ تغییر متوس�ط تابع f در ب�ازۀ 

1 بیشتر است.
4

x=3 به اندازۀ 
4

781 ب�ا توجه ب�ه نمودار تاب�ع f ، در نقط�ۀ x=1 جهت تقعر  1نیزگ 1  1
بنابرای�ن  اس�ت.  افق�ی  نم�ودار  ب�ر  مم�اس  خ�ط  و  می کن�د  تغیی�ر  نم�ودار 

. پس f f( ) ( )′ ′′= =1 1 0

 

f x x ax bx cx

f x x ax bx c

f x x ax b

f a b c

f a b

( )

( )

( )

( )

( )

= + + +

′ = + + +

′′ = + +

′ = ⇒ + + + =

′′ = ⇒ + + =

4 3 2

3 2

2

3

12 3 2

36 6 2

1 0 12 3 2 0

1 0 36 6 2 0

 

. بنابرای�ن از حل دس�تگاه معادلات  c=0 f پس  ( )′ =0 0 چ�ون طبق نم�ودار، 
. b=6 a=−8 و  به دست آمده نتیجه می شود 

791 خط x=1 مجانب قائم نمودار تابع f است. اکنون توجه  1نیزگ 1  3
کنید که

 

x x x x xx xf x f x
x x

f x x x x x x x  (.¡.¡.ù)

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

+ − − − ++ ′= ⇒ =
− −

′ = ⇒ − − − − = ⇒ =− =

2 22

2 4

2 2

2 2 1 2 1 22
1 1

10 2 1 1 2 0 1
2

 

−=x طول تنها نقطۀ بحرانی تابع f است: 1
2

بنابراین 

 x x

x

f  f x f x

f x
 

     ( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( )
→+∞ →−∞

→

− =− = =

=+∞
1

1 1 1
2 3

 − 1
3

) برابر  , )+∞1 ) و  , )−∞ 1 بنابراین مینیمم مطلق تابع f روی هر دو بازۀ 

3 است.
2

) از مجانب قائم نمودار تابع f برابر  , )− −1 1
2 3

است. فاصلۀ نقطۀ 

801 x ی�ک همس�ایگی ع�دد 3 اس�ت،  1نیزگ 1 x( , )+ −1 2 1 ب�ازۀ   1

بنابراین بایستی
 x x+ < < −1 3 2 1

>x را به دست می آوریم: −3 2 +x و 1 <1 3 مجموعۀ جواب های نامعادله های 

 
x x

x x

( )

( )

+ < ⇒ <

< − ⇒ >

1 3 2 1

3 2 1 2 2
اشتراک مجموعۀ جواب های نامعادله های )1( و )2( برابر تهی است.

811 اگر گروه آزمایش�گاهی را A و گ�روه فوتبال را B بنامیم.  1نیزگ 1  4
. بنابراین n A B( )=7 n و  B( )=12  ، n A( )=15 آن گاه 

 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =12 15 7 20   
− نفر عضو هیچ یک از دو گروه نیستند. نمودار زیر تعداد  =42 20 22 بنابراین 

افراد هر گروه را نشان می دهد.

821 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 A  /( )
−− − − −= = × × × = × =

2 1 3
5 1 5 3 1 35 10 2 19 3 12 3 3 3 2 3 2

24
 

 . A( ) ( )−+ = + = =
1 1

1 2 21 1 24 25 5 بنابراین 

831 y همواره  1نیزگ 1 ax bx c= + +2 برای اینکه سهمی به معادلۀ   2
. بنابراین در س�همی به  b ac− <2 4 0 a<0 و  پایی�ن مح�ور x قرار بگیرد، باید 

y باید شرایط زیر برقرار باشد: m x m x( ) ( )= − + − −21 2 3 1 معادلۀ 

 
m m

m m m m
m m m
( ) ( )

( )( )

− < ⇒ >

− + − < ⇒ − + <
− − < ⇒ < <

2 2
1 0 1
4 3 4 1 0 7 10 0

2 5 0 2 5
 

، آن گاه س�همی م�ورد نظر هم�واره پایین مح�ور xها m< <2 5  بنابرای�ن اگ�ر 
قرار دارد.

لگو
شرا

ن



)11(

841 y را دو واحد به طرف  1نیزگ 1 x x= − −2 3 اگ�ر نم�ودار تاب�ع   1
های منفی انتق�ال دهیم، نمودار تابع  y x های منفی س�پس نُ�ه واحد به طرف 

 f به دست می آید. ساده شدۀ ضابطۀ تابع f x x x( ) ( ) ( )= + − + − −22 2 3 9

f اس�ت. نم�ودار تابع f به  x x x x x( ) ( )( )= + − = + −2 3 10 5 2 به صورت 
) نم�ودار تابع f زیر محور  , )−5 2  ص�ورت زیر اس�ت و واضح اس�ت که در بازۀ 
xها قرار دارد. توجه کنید که اگر نمودار تابع f زیر محور xها قرار داش�ته باش�د، 

. بنابراین f x( )<0 آن گاه 
 x x x( )( )+ − < ⇒− < <5 2 0 5 2  

851 مجموع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 
    ( ) ( ) /

+ + + +
× × × ×

= − + − + − + + − = − = =

1 1 1 1
2 5 5 8 8 11 17 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 0 15
3 2 5 5 8 8 11 17 20 3 2 20 20





 

861 x  1نیزگ 1 x− + + =2 1 2 3 ، آن گاه معادله به صورت  x≥1
2

اگر   2

، آن گاه معادله به  x− < <12
2

x=2 اس�ت. اگ�ر 
3

در می آی�د ک�ه ج�واب آن 

x=0 ج�واب آن اس�ت. اگ�ر  x در می آی�د ک�ه  x− + + + =2 1 2 3 ص�ورت 

x در می آی�د ک�ه  x− + − − =2 1 2 3 ب�ه ص�ورت  آن گاه معادل�ه   ، x≤−2

−=x جواب آن اس�ت ولی قابل قبول نیس�ت. بنابراین جواب های معادله  4
3

2 است.
3

x=0 هستند که مجموع آن ها برابر  x=2 و 
3

871 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
g

f

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

− =

=

1 3 2 2 4 6 5 1 3

1 2 2 5 3 4 4 6
 

بنابراین
 g of g of f{( , ),( , )} ( ) {( , ),( , )}− −= ⇒ − = −1 11 4 4 5 1 2 4 1  

} است. , }−2 1 g مجموعۀ  of f( )− −1 بنابراین برد تابع 

881 y را در  1نیزگ 1 x= 2 Ax نمودار تابع  Bf x( ) +=3 نمودار تابع   3
) و  , )1 1 دو نقط�ه ب�ه طول ه�ای 1 و 3 قطع می کند. پس نمودار تاب�ع f از نقاط 

) عبور می کند.  , )3 9
بنابراین

 
A B

A B

f A B

f A B

( )

( )

+

+

= ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ + =3

1 1 3 1 0

3 9 3 9 3 2
 

B=−1 و در نتیجه A=1 و  از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات بالا نتیج�ه می ش�ود 
. پ�س ع�رض نقط�ۀ تلاق�ی نم�ودار تاب�ع f با مح�ور yه�ا برابر xf x( ) −= 13

است. f()=10
3

891 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 

tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

17 33
6 6 6 3

11 34
3 3 3 2
10 13
3 3 3 2

 

بنابراین

 tan sin cos ( )( )π π π+ = − − − = − =17 11 10 3 3 1 3 1 0
6 3 3 3 2 2 6 2

 

901 ابتدا توجه کنید که در یک همس�ایگی راست x=1 تابع  1نیزگ 1  2
y=1 برابر است. پس y با تابع  x[ ]=

x x

x x

x x
x x x

x x x
x

  

  

sin coslim lim
[ ] cos cos

( cos )( cos )
lim lim ( cos ) cos

cos

+ +

+ +

→ →

→ →

π − π=
+ π + π

− π + π
= = − π = − π=

+ π

2 2

1 1

1 1

1
1

1 1 1 1 2
1

911 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x

x x x

f a b  f x ax b a b

f x x x
  

   

     ( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim [ ] lim

+ +

− − −

→ →

→ → →

= + = + = +

= = =
1 1

1 1 1

1

0 0
 

. از طرف دیگر a b+ =0 x=1 پیوسته است، پس  تابع f در 

 x  x  

x  x  x  

f a b  f x ax b a b

f x x x x
 

 

     

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim [ ] lim ( )

− −

+ + +

→ − → −

→ − → − → −

− =− + = + =− +

= = − =
1 1

1 1 1

1

1
 

. از حل دس�تگاه معادلات  a b− + تابع f در x=−1 پیوس�ته اس�ت، پس 1=

. b=1
2

−=a و  1
2

 نتیجه می شود 
a b

a b

+ =

− + =

0

1

921 ابتدا توجه کنید  1نیزگ 1  1

 

f x x x

x x x x
x x x x

x x x

( ) tan( ) cot( )

sin( ) cos( ) sin ( ) cos ( )

cos( ) sin( ) sin( )cos( )

cos( )
cot( ) tan( )

sin( x)

= π − π

π π π − π
= − =

π π π π

− π π= =− π =− − π
π

2 2

2 2 2 2 2
1 22
2

 

 است.
| |
π =
− π

1
2 2

پس دورۀ تناوب تابع برابر 

931 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  4

x x x x x x

x x x

sin cos (sin cos ) sin cos

sin sin sin

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ = ⇒ =±

4 4 2 2 2 2 2

2 2

1 12
2 2

1 11 2 2 1 2 1
2 2

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند

 kx k x k      ,π π π= π+ ⇒ = + ∈2
2 2 4

  

 π π+3
2 4

+ππ و 
4

 ، π π+
2 4

 ، π
4

] عبارتند از  , ]π0 2 جواب ه�ای واقع در بازۀ 

π4 است. که مجموع آن ها برابر 

لگو
شرا

ن
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941 y=2 مجانب افقی نمودار تابع f است. زیرا  1نیزگ 1 خط   1
 
x x

f x f x
  

lim ( ) lim ( )
→+∞ →−∞

= =2  

از طرف دیگر،

 

x x xf x  
x x x x

x 
x

( )

( )

− − += = −
+ +

+= −
+ −

2

2 2

2

2 2 5 22
2 2
5 22
1 1

 

x مثبت اس�ت و در نتیجه 
x( )

+
+ −2
5 2
1 1

، آن گاه علامت عبارت  x→+∞ اگ�ر 

x منفی است و 
x( )

+
+ −2
5 2
1 1

، آن گاه علامت عبارت  x→−∞ . اگر  f x( )<2

∞+ پایین مجانب افقی آن و  . بنابراین نمودار تاب�ع f در  f x( )>2 در نتیج�ه 
∞− بالای مجانب افقی آن قرار دارد. در 

951 ) ب�ر نم�ودار تاب�ع y  1نیزگ 1 , )2 1 y در نقط�ۀ  x= −3 5 خ�ط   4
. از طرف دیگر، g ( )′ =2 3 )g و  )=2 1 مماس است. پس 

 x x

f x f f x f
x x

f f

  

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

− −
= ⇒ =

− −

′ ′= ⇒ =

1 1

1 12 1 2
2 2 3 2 1 3

1 2 41 1
2 3 3

 

بنابراین

 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =42 2 2 2 1 3 4
3

 

961 x=0 تعریف نش�ده پس در این  1نیزگ 1 راه حل اول تابع f در   3
x در ضابطۀ f داخل قدرمطلق قرار  x−3 2 نقطه مش�تق پذیر نیس�ت. عبارت 
 f برابر صفر می شود و در نتیجه تابع x=± 2 x=0 و  دارد و این عبارت در 

در این نقاط مشتق پذیر نیست. بنابراین در سه نقطه تابع f مشتق ندارد.
راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 
x xx x x xf x

x x x x

| || | | || |
( )

| |

 − >− − = = =
− − <

23 2

2

2 02 2
2 0

 

 x= 2  ، x=0 بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است. واضح است که در 

−=x تابع f مشتق پذیر نیست. 2 و 

971 ] برابر است با 1نیزگ 1 , ]0 4 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

 f f ( ) ( )( ) ( ) + − +−
= =

−

13 1 14 0 35
4 0 4 10

 

f است: ( )′ 3
2

x=3 برابر 
2

آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در 

 
f x x f x  

x x x

f

( ) ( )
( )

( )

′= + + ⇒ = −
+ + +

′ = − =

2
1 1 12 1
1 2 1 1

3 1 4 17
2 2 25 50

0/ است. 04 17 مورد سؤال است که برابر 
50

3 و 
10

بنابراین اختلاف 

981 با توجه به نمودار تابع f معلوم اس�ت که این تابع فقط در  1نیزگ 1  4
x=3 اکسترمم نسبی دارد. از طرف دیگر، 

 
f x x ax bx

f x x ax bx x x ax b

( )

( ) ( )

= + +

′ = + + = + +

4 3 2

3 2 24 3 2 4 3 2
 

x=3 باید تغییر کند. x=0 نباید تغییر کند و فقط در  f در  x( )′ علامت 
b=0 و بنابراین باید 

 f x x x ax x x a  f a     ( ) ( ) ( ) , ( )′ ′= + = + = ⇒ =−2 24 3 4 3 3 0 4  
بنابراین

 f x x x f( ) ( )= − ⇒ − =4 34 2 48  

991 y=−1 مجانب افقی نمودار تابع f است. زیرا 1نیزگ 1 خط   3

 
x x  x

xf x f x
x

lim ( ) lim ( ) lim
→+∞ →−∞ →+∞

−= = =−
2

2
1 

اکنون نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f را معین می کنیم:

 

x x x x xx xf x f x
x x

f x x x x x x x  (¡.¡.ù)

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

− + − + −− ′= ⇒ =
+ +

′ = ⇒ + − − + = ⇒ = =−

2 22

2 4

2 2

2 2 1 2 1 22
1 1

10 2 1 1 2 0 1
2

 

x=1 ط�ول تنه�ا نقطۀ بحران�ی تابع f اس�ت. پس باید ط�ول نقطۀ 
2

بنابرای�ن 

y=−1 مورد سؤال  ) از خط  , )1 1
2 3

ماکزیمم نسبی تابع هم باشد. فاصلۀ نقطۀ 

4 است.
3

است که برابر 

1001 xf را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 x
x

( ) −=
−

29
1

ابتدا دامنۀ تابع   4

 fx x  x x x D , , [ , ) ( , ]− ≠ ⇒ ≠ − ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤ = −2 21 0 1 9 0 9 3 3 3 1 1 3

k زیرمجموع�ۀ دامن�ۀ تابع f باش�د ی�ا باید  k( , )− +2 3 2 ب�رای این ک�ه ب�ازۀ 

) باشد. پس دو حالت زیر  , ]1 3 ] باشد یا باید زیرمجموعۀ  , )−3 1 زیرمجموعۀ 
را در نظر می گیریم:

−k و  ≥−2 3 . در ای�ن حال�ت بای�د  k k( , ) [ , )− + ⊆ −2 3 2 3 1 حال��ت اول 
. k− ≤ ≤− 11

3
. پس  k+ ≤3 2 1

و   k− ≥2 1 بای�د  حال�ت  ای�ن  در   . k k( , ) ( , ]− + ⊆2 3 2 1 3 دوم  حال��ت 

k که در گزینۀ )4( بازۀ  [ , ]∈ − − 11
3

+k که ممکن نیس�ت. بنابراین  ≤3 2 3

] آمده است. , )− − 11
3

لگو
شرا

ن
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11 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
( )( )

( )( )

+ ++ + + += =
−− − +

+= = +

2 2 3 3 5 68 27 10 2 4 3 15 3 9 2
25 65 6 5 6 5 6

19 2 19 3 2 3
19 از طرف دیگر،

( ) ( )
( )

( )( )
− + +

− = = = = +
−− − +

4 1 2 3 1 2 3 122 9 1 3 1
3 13 1 3 1 3 1

( )+ − + = −2 3 3 1 2 1 بنابراین مقدار خواسته شده برابر است با  
21 اعداد مربع کامل به صورت زیر هستند: 1نیزگ 1  3

, ,2 2 21 2 3 , , , ,2 28 9   
 29 28 و آخرین عدد دستۀ نهم عدد  بنابراین آخرین عدد دس�تۀ هش�تم عدد 
28+ اس�ت. پس واسطۀ حسابی بین  اس�ت. همچنین اولین عدد دس�تۀ نهم 1

+ + =
2 28 1 9 73

2
29 را باید حساب کنیم که برابر است با   28+ و  1

31 x بخش پذیر اس�ت،  1نیزگ 1 −2 1 p بر  x( ) چون چند جمله ای   2
. از طرف  p p( ) ( )− = =1 1 0 پس بر x−1 و x+1 هم بخش پذیر است. یعنی 

)Q است. بنابراین  )2 x−2 برابر  Q بر  x( ) دیگر باقی ماندۀ تقسیم 
Q x p x p x Q p p( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − ⇒ = + − =1 1 2 1 1 0

« که  x−2 Q بر  x( ) توجه در صورت سؤال نوشته شده است »حاصل تقسیم 
معلوم نیست چیه! ولی احتمالًا منظور همین »باقی مانده« بوده است. 

41 مجم�وع جواب ه�ا و حاصل ض�رب جواب ه�ا در معادل�ۀ  1نیزگ 1  1

m−2 هستند، پس 
3

m−1 و  2
3

x به ترتیب برابر  m x m( )+ − + − =23 2 1 2 0

m m m m m
m

m m m 

( )( )

( )( ) m ,

− = ⇒ − − = ⇒ − − =
−

+ − = ⇒ =− =

21 2 3 1 2 2 9 2 5 7 0
3 2

71 2 7 0 1
2

x در می آی�د که جواب  x− + =23 3 3 0 ب�ه ازای m=−1 معادل�ه به صورت 

m=7 قابل قبول است. 
2

ندارد، پس فقط 

51 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4
x x x
x x x

x x x
x

| | | | | |

+ + − +< < ⇒− < − < ⇒− < <
− − −

− + < ⇒ − < −
−

1 1 3 31 3 1 2 1 1 1
2 1 2 1 2 1

3 3 1 3 3 2 1
2 1

بنابراین نامعادله به صورت زیر حل می شود:
x x x x

x x x x

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( ) ( / , )

− < − ⇒ − − − <

− + − − − + <

− − < ⇒ < < ⇒ ∈

2 2 2 23 3 2 1 3 3 2 1 0

3 3 2 1 3 3 2 1 0

45 4 2 0 2 0 8 2
5

. +< <
−

1 11 3
2 1

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که عدد 1 در نامعادله صدق می کند، زیرا 

( )

+
< < ⇔ < <

−

3 1
521 3 1 3

3 42 1
2

3 در نامعادله صدق می کند  
2

همچنین عدد 

این اعداد فقط عضو بازۀ گزینۀ )4( هستند. 
راه حل سوم نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:

x x x x x
x x x
x x x x x
x x x

( , ) ( , )

( , )

+ + − + − +< ⇒ < ⇒ < ⇒ ∈ −∞ +∞
− − −
+ + − + − +> ⇒ > ⇒ > ⇒ ∈
− − −

1 1 6 3 5 4 1 43 0 0
2 1 2 1 2 1 2 5

1 1 2 1 2 11 0 0 2
2 1 2 1 2 1 2



از اشتراک دو مجموعۀ جواب به دست آمده نتیجه می شود

x ( , ) ( / , )∈ =4 2 0 8 2
5

61 راه حل اول مختصات نقاط را در معادلۀ سهمی قرار می دهیم: 1نیزگ 1  1
y ax bx c

x x
c c ,   a b c a b

y y

x
a b c a b b a

y

= + +

= =  ⇒ + + = ⇒ = ⇒ + + = ⇒ + = 
= =  
=− ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =
=

2

0 1
0 0 5 5 11 6

5 11

2
4 2 5 4 2 0 2

5

. پس معادلۀ  b=4 و a=2  نتیجه می شود 
a b

b a

+ =


=

6

2
از حل دستگاه معادلات 

) می گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 سهمی به صورت 

  ،( , )0 5 y از نقاط  ax bx c= + +2 راه ح��ل دوم چ�ون س�همی ب�ه معادل�ۀ 

 y ax bx c= + + −2 5 ) می گذرد، پس س�همی به معادلۀ  , )1 11 ) و  , )−2 5

) می گذرد و معادلۀ س�همی ای که از این نقاط  , )1 6 ) و  , )−2 0 ،( , )0 0 از نقاط 

y است. این سهمی از  a x x a x x( )( ) ( )= − + = +20 2 2 می گذرد به صورت 
a a( )= + ⇒ =6 1 2 2 ) می گذرد. پس  , )1 6 نقطۀ 

y اس�ت که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 بنابرای�ن معادلۀ س�همی اولیه به صورت 
) می گذرد.  , )−1 3

)یکسان است، پس طول رأس  , )0 5 ) و  , )−2 5 راه حل س��وم چون عرض نقاط 

 y m x n( )= + +21 این سهمی برابر 1− است. بنابراین معادلۀ سهمی به شکل کلی 
) می گذرد. پس  , )1 11 ) و  , )0 5 است. این سهمی از نقاط 

m n

m n

Âµ¿w

Âµ¿w

( , )

( , )

∈ ⇒ + =

∈ ⇒ + =

0 5 5

1 11 4 11

. در نتیجه  n=2 و m=2  به دست می آید 
m n

m n

+ =


+ =

5

4 11
از حل دستگاه معادلات 

) می گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x( )= + +22 1 معادلۀ سهمی به صورت 3
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)2(

71 y را دوازده واح�د به راس�ت  1نیزگ 1 x= اگ�ر نم�ودار تاب�ع   3
y به دست می آید. اگر این نمودار را دو واحد به  x= −12 ببریم، نمودار تابع 
y حاصل می ش�ود. نقطۀ برخورد  x= − +12 2 بالا انتقال دهیم، نمودار تابع 
g مد نظر است که طول آن  x x( )= − +12 2 f و  x x( )= نمودار توابع 

f به دست می آید: x g x( ) ( )= از حل معادلۀ 
x x x x x x x

x x x

= − + ⇒ − = − ⇒ + − = −

= ⇒ = ⇒ =

12 2 2 12 4 4 12

16 4 4 16
)A اس�ت ک�ه فاصلۀ آن از مب�دأ مختصات برابر  , )16 4 پ�س نقطۀ مورد نظر 

+ =2 216 4 4 17 است با 

81 و  1نیزگ 1  f x x x( ) | | | |= − = −2 22 4 2 2 تابع ه�ای  نم�ودار   1

 f نمودار تابع a b( , )′ ′ g به صورت زیر است. واضح است که در بازۀ  x x( )=2
′b را معلوم کنیم که  ′a و  زیر نمودار تابع g قرار دارد. پس کافی اس�ت نقاط 

f هستند:  x g x( ) ( )= جواب معادلۀ 

x x x x

x x x  xx x
x

x x x x x  x

 .¡.¡.ù

 .¡.¡.ù

| | | |

, ( )

, ( )

− = ⇒ − =

 − − = ⇒ = =− − = ≥ ⇒ ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

22

2 2

2 2 2 2

2 0 2 12
0

2 2 0 1 2

b و در  b′= =2 a و  a′= =1 b وقتی اس�ت که  a− بنابراین بیش�ترین مقدار 
 . b a− =1 نتیجه 

91 ، بنابراین  1نیزگ 1 f gD D= =  راه حل اول ابتدا توجه کنید   2

. از طرف دیگر، gofD = 

 
gof x g f x f x f x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) )

( [ ] )

= =− + = − −

= − − −

2 2

2

4 4 2

4 2 2 2
 

اکنون توجه کنید که 
x x x x

x x x x

x x gof x

[ ] [ ]

( [ ] ) ( [ ] )

( [ ] ) ( )( )

≤ − < ⇒− ≤ − − <−

< − − ≤ ⇒− ≤− − − <−

≤ − − − < ⇒ ≤ <

2 2

2

0 2 2 1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 4 4 2 2 2 1

0 4 2 2 2 3 0 3
] است.  , )0 3 gof بازۀ  بنابراین برد تابع 

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 
x x f x

gof x g f x g t t t t

[ ] ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ,

≤ − < ⇒ ≤ <

= = =− + ≤ <2

0 2 2 1 0 1

4 0 1

، یعنی  g t( )≤ <0 3 بنابراین نمودار تابع g به صورت زیر است و در نتیجه 

gofR [ , )= 0 3

101 ، پس 1نیزگ 1 g x f x( ) ( )−= 1 چون   3

g g f f( ) ( ) ( ) ( )− −+ = +1 16 12 6 12

 . f( )= + =9 9 3 12 )f و  )= + =4 4 2 6  ، f x x x( )= + از ط�رف دیگ�ر، 

f و در نتیجه حاصل عبارت خواسته شده  ( )− =1 12 9 f و  ( )− =1 6 4 بنابراین 
برابر 13 است.

111 f در نقطۀ  1نیزگ 1 −1 راه حل اول ف�رض می کنیم نمودار تاب�ع   2
a>0 نیمس�از ناحی�ۀ چه�ارم را قط�ع کن�د. در ای�ن ص�ورت  a ک�ه  a( , )−

. بنابراین  f a a( )− = f و در نتیجه  a a( )− =−1

a a a a a
a a

− − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

22 22 1 1

راه حل دوم ابتدا تابع وارون تابع f را به دست می آوریم:
xy x       x y xy x x yx

x x

y yx    

y yx

.¡ .¡ .ù

,

( )

−= − < ⇒ = ⇒ = − ⇒ − − =

 + + = >


 − +

=

2 2 2

2

2

2 20 2 2 0

8 0
2

8
2

f با  . ط�ول نقطۀ برخ�ورد نم�ودار تابع 1− x xf x( )− − +=
21 8

2
بنابرای�ن 

f به دست می آید: x x( )− =−1 ( از حل معادلۀ  y x=− نیمساز ناحیۀ دوم )خط 

x x x x x     x

x x x x   x    .¡.¡.ù

( )

, ( )

− + =− ⇒ + = >

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

8 8 3 0
2
8 9 1 1 1

121 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  1

log log log= ⇒ = ⇒ =4 2 2
8 1 4 83 3 3
10 2 5 5

log log log
log

log log log

++
= = = =

+ +

2 2 2
12

2 2 2

8 16 3 2 1356
12 3 2 2 8 182

5

بنابراین  

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

log /= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
4

4 5 8 554
43 0 8 4 3 4 3 2 3
5

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.( 
بنابراین 

( ) ( ) ( ) ( )

log log log log log

log log log log

log log log log

× ×

× × × ×

= + = +

= + = +

= + = + = + =

2 2

8 4 10 5 5 4 10 8

9 18

12 12 12 2 3 2 3

2 3 2 3 3 3 2 2

3 23 2

6 3 2 3 2

4 3 5 2 4 3 5 2

4 5 4 5 134 3 5 2 3 2
9 18 9 18 18



)3(

131 و  1نیزگ 1  f( )− =1 0
3

ک�ه  اس�ت  معل�وم   f تاب�ع  نم�ودار  از   2

. بنابراین  f( )=−0 2
b

ax b a b

b

a

f
f x

f

b

a a

( )
( )

( )

+
− +

− +

 =− + =−


=− + ⇒
 − =− + =


 = ⇒ =


 = ⇒− + = ⇒ =−


3

1
3

0 4 2 2
4 2

1 4 2 0
3

2 2 1

2 4 1 2 3
3

xf x f( ) ( )− +=− + ⇒ − =− + =3 1 654 2 4 2 60
3

پس 

141 . در ای�ن  1نیزگ 1 f a( )− = >1 2 0 راه ح��ل اول ف�رض کنی�د   4
a a

a
a

( )+
= ⇒ + =

12
12 2 2 4

2 2
f و در نتیجه  a( )=2 صورت 

=ab معادله به صورت زیر در می آید: >2 0 با فرض 

b b b b b
b

.¡.¡.ù, ( )+ = ⇒ − + = ⇒ = + = −21 4 4 1 0 2 3 2 3

a که با توج�ه به دامنۀ داده  log ( )= − <2 2 3 0 ، آن گاه  b= −2 3 )اگ�ر 
a a log ( )= + ⇒ = +22 2 3 2 3 شده قابل قبول نیست.( پس 

] را  , )+∞0  ب�ا دامن�ۀ 
x x

f x
( )

( )
+

=

12
2

2
راه ح��ل دوم تاب�ع وارون تاب�ع 

x x
x

x
y y

( )+
= ⇒ = +

12
12 2 2

2 2
به دست می آوریم: 

، آن گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 
xy t t yt t y y y y

t
= + ⇒ − + = ⇒ = ± − ⇒ = ± −2 2 212 2 1 0 1 2 1

y قابل قبول است. بنابراین  y+ −2 1 ، پس فقط  x≥0 چون 

x y y f x x xlog ( ) ( ) log ( )−= + − ⇒ = + −2 1 2
2 21 1

. f ( ) log ( )− = +1
22 2 3 در نتیجه 

151 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

tan tan( ) tan

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan( ) cot

sin sin( ) sin( ) cos

= − =− =−

= + =− =−

= + = × + =− =−

= + = × + = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

300 360 60 60 3

3210 180 30 30
2

480 450 30 5 90 30 30 3

3840 810 30 9 90 30 30
2
بنابراین

tan cos tan sin

( )( ) ( )( )

+

= − − + − = − =

0 0 0 0300 210 480 840

3 3 3 33 3 0
2 2 2 2

161 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

y a b x a b xsin( ) cosπ= + + = +
2

a اس�ت که با توجه به ش�کل برابر 3 اس�ت. از  b| |+ پس ماکزیمم تابع برابر 

) عبور می کند. پس , )π7 0
3

طرف دیگر نمودار تابع از نقطۀ 

a b a b a b

b ba a

cos cos( ) cosπ π π+ = ⇒ + π+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =−

7 0 2 0 0
3 3 3

0
2 2

ba b b| | | |+ = ⇒− + =3 3
2

بنابراین 

با توجه به نمودار تابع واضح است که b مقداری منفی است، پس
b b b− − = ⇒ =−3 2
2

171 y  1نیزگ 1 a bx csin( )= + حداکثر مقدار و حداقل مقدار تابع   4

3− نشان  a اس�ت که روی ش�کل برابر 1 و  c| |− + a و  c| |+ به ترتیب برابر 

a c c

a c a

| |

| | | |

+ = =−  ⇒ 
− + =− =  

1 1

3 2
داده شده است. پس 

 اس�ت ک�ه روی ش�کل براب�ر 
b| |
π2 از ط�رف دیگ�ر، دورۀ تن�اوب تاب�ع براب�ر 

b
b

| |
| |
π= π⇒ =2 16

3
) نشان داده شده است. پس  )π π− − = π9 3 6

2 2

a a
b b

| |= = ⇒ =±2 6 6
1
3

پس 

ولی چون نمودار رسم شده در یک همسایگی راست صفر نزولی است، a و b باید 

. a
b
=−6 غیرهم علامت باشند، پس 

181 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x

x x

sin( ) cos( ) sin( ) sin( )

sin( ) sin( )

π π π π π− = + ⇒ − = − −

π π− = −

2 2
4 4 4 2 4

2
4 4

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

kx k x x
     k

x kx k x
( )

( )

π π π π− = π+ − = + ⇒ ∈ 
π π  = + π− = π+π− + 

22 2
4 4 3 6

2 12 2
4 4



x قابل قبول نیست. k( )= + π2 1 x قرار داده شده است، پس  k≠ π چون شرط 

191 x=−2 تابع  1نیزگ 1 توجه کنید که در یک همسایگی چپ نقطۀ   3
y=−3 برابر است. بنابراین y با تابع  x[ ]=

x x x

x
x x( ) ( ) ( )

[ ]
lim lim lim

− − −→ − → − → −

+ − += = =
+ +2 2 2

3 3 3 0 0
2 2
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)4(

201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

n nx x

n
ax x ax

ax x
lim lim
→+∞ →+∞

=
− − = = ⇒

=− 

3 2 1
1 1

264 12 4
3

بنابراین راه حل اول

x x x

x

x

x

x

x x
x xf x

x x
x x

x x x x x

x x x
x

x x x x

x x

lim ( ) lim lim

( )
lim( )

( )

( )( )
lim

lim
( )

lim( )

(

→ → →

→

→

→

→

− −
− −= =

− −
− −

= ×
− + − + −

− − −
=

−

×
+ − + −

= − − ×
+ +

= × −

3 2 3 2

3 3 3
3 2

3 33 2 2 2 2

2

3

3 33 2 2 2 2

2
3

2 1
1 2 3 13

4 12 12 3
8 27 11 1

12 3 4 6 1 9 1
3 8 3 91

12 3
1

4 6 1 9 1
1 18 3 9
12 36 36 36
1 72 9
12

)− × =
×
1 19

36 3 24
راه حل دوم به کمک قاعدۀ هوپیتال مقدار حد خواسته شده را به دست می آوریم:

x x x

x
x x x

f x
x

( )
lim ( ) lim lim
→ → →

−− − −
= =

−
×−
×= =

3 2 3 2 2

3 3 3

2 22 1 3 3 13
4 12 4

2 2 3
13 3 4

4 24
211 x=−2 مش�تق پذیر است، پس در  1نیزگ 1 چون تابع f در نقطۀ   3

این نقطه پیوسته نیز هست. بنابراین

x x
f f f f x f x

xx x
f x f x x

x b

f
b b

f

x

f

x b

b

c x x

b

                  

  

      

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( ) , ( )

( ) ( ), ( )

( )

( ) ( )

( )

− +→ − →

−

−
− +

+

=

≤− − ≤− − ′= = − 
− + + >−

′ ′− = − − =

 ′ − =− =− ⇒ + =− ⇒ =−+


 − +

′ − =− − + = +

>−

−




=

2 2

2

1 25 2 2
5 21 2 22

2 2 2

1 12 1 73 25 4
3 32 2 2

2

x x

c

f x x bx c b c c

c

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

+ +→ − → −

 + =





+ =

= − + + =− − + =

⇒

+

=

2

2 2

5 4 3

8 13
3

1 82 2
2 3

3
221 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

x xx x x x xf x
x x x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

++ + += = = =
− − − −

3 2 23
2 2 3 3 3 2 3

22 2 2
1 1

x x x x x x x
f x

x x

( ) ( ( ) ( ) )( )
( )

( ( ) )

− − − + − +′ =
−

2 3 3 2 2

2 3 2
1 2 1 3 1 2

1
بنابراین 

f
( ( ) ( ) )( )

( )
( ( ) )

× − + ×′ = =−
3 3 2

3 2
4 1 4 1 3 1 4 4 152

44 1
در نتیجه  

231 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
x x x xf x x x x f x

x x x x
( ) ( ) − − + −′= + − ⇒ = + =

− −

22
2 2

4 2 4 24 1
2 4 4

x=4 نقاط بحرانی تابع اند ول�ی چون تابع f در یک  x=0 و  واض�ح اس�ت که 
همس�ایگی آن ها تعریف نمی ش�ود، پس این نقاط اکس�ترمم نسبی تابع نیستند. 
f را ح�ل کنیم تا طول نقاط اکس�ترمم نس�بی  x( )′ =0 بنابرای�ن بای�د معادل�ۀ 

به دست آید:
x x x x x x x

x x x x x x

x x x x .¡.¡.ù

,

, ( )

− + − = ⇒ − = − >

− = − + ⇒ − + =

− + = ⇒ = + = −

2 2

2 2 2

2

4 2 0 4 2 2

4 4 4 2 8 4 0

4 2 0 2 2 2 2

)A نقطۀ اکسترمم )ماکزیمم( نسبی تابع f است  , )+ +2 2 2 2 2 بنابراین نقطۀ 

| ( )|+ − +
= =

+2 2

2 2 2 2 2 2 1
21 1

که فاصلۀ آن از نیمساز ناحیۀ اول برابر است با 

241 .  1نیزگ 1 y x= −2 210 . پس  x y+ =2 2 ابتدا توجه کنید که 10  4
اگر مثلث را حول ضلع AC دوران دهیم، مخروطی به دست می آید که شعاع قاعدۀ 

V خواهد  y xπ= 2
3

آن برابر y و ارتفاع آن برابر x است، پس حجم حاصل برابر 

V حاصل شود.  x x x( ) ( )π= − 210
3

بود. بنابراین می خواهیم حداکثر مقدار تابع 

V x x x x x

x x y y

( ) ( ) V ( ) ( )

V ( )

π π′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =

3 2

2

10 10 3
3 3

10 10 100 10 2
3 3 3

y
x
= =

102
23
110

3

بنابراین 

251 ابتدا معادلۀ خط BC را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  4

BC

B BC B

m

y y m x x y x

( )

( ) ( )

− −
= =

−
− = − ⇒ − = × −

3 2 1
7 2

3 1 7

x است. طول ارتفاع AH برابر فاصلۀ  y− − =4 پس معادلۀ خط BC به صورت 0

. | |

( )

− −
= =

+ −2 2

1 5 4 8 4 2
21 1

نقطۀ A از خط BC است که برابر است با 



)5(

261 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
− − − − − += × =

−+ + −
−= = −

27 1 3 3 1 4 3 12 3 9 4 3
16 34 3 4 3 4 3

13 3 13 3 1
13

همچنین

 ( )
( )( )

− + +− = = = = +
−− − +

1 1 2 3 2 32 3 2 3
4 32 3 2 3 2 3

بنابراین

 ( )−− + − = − + + = +
+

127 1 2 3 3 1 2 3 2 3 1
4 3

271 جم�لات س�وم، هفت�م و ش�انزدهم دنبالۀ حس�ابی را به  1نیزگ 1  4
a در نظ�ر می گیری�م. چ�ون این اع�داد جملات  d+13 a و  d+4  ،a ترتی�ب

متوالی یک دنبالۀ هندسی اند، پس

  
a a d a d a ad a ad d

ad d a d

( ) ( )+ = + ⇒ + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

13 4 13 8 16

165 16
5

  

q=1 که در گزینه ها وجود  . چون در غیر ای�ن صورت،  d≠0 )توج�ه کنید که 

ندارد.( بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی برابر است با

 
d d

a d dr
a dd

+
+= = = =

16 4
4 36 95

16 16 4
5

   

281 x+2 به  1نیزگ 1 x−4 و  p ب�ر  x( ) چ�ون باقی ماندۀ تقیس�م   1

تقس�یم  باقی مان�دۀ   . p( )− =2 1 و   p( )=4 3 پ�س  اس�ت،   1 و   3 ترتی�ب 

)A اس�ت و  )2 x−2 براب�ر  A ب�ر  x p x p x( ) ( ) ( )= + −2 4 چندجمل�ه ای 

برابر است با 
  A p p( ) ( ) ( )= + − = + × =2 4 4 2 3 4 1 7   

291 راه ح��ل اول چ�ون معادل�ه دو جواب مثب�ت دارد، پس  1نیزگ 1  4

b و  m=  ، a=2 b برقرار هس�تند. در اینجا 
a

− >0 c و 
a
>0  ، ∆>0 ش�رایط 

. پس c m= +6

 

b ac m m m m

m m m m

c m m
a

b m m
a

 IÄ 

( )

( )( ) ( )

( )

( )

∆= − = − × + > ⇒ − − >

− + > ⇒ > <−

+> ⇒ > ⇒ >−

− > ⇒− > ⇒ <

2 2 24 4 2 6 0 8 48 0

12 4 0 12 4 1

60 0 6 2
2

0 0 0 3
2

 

با توجه به ش�کل زیر، اش�تراک مجموعۀ جواب ه�ای )1(، )2( و )3( به صورت 
m است. ( , )∈ − −6 4

ص�ورت  ب�ه  معادل�ه   m=−5 ازای  ب�ه  ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم  راه ح��ل 
x در می آی�د ک�ه ب�ه وض�وح دو ج�واب مثب�ت دارد چ�ون  x− + =22 5 1 0

. پ�س گزینه ه�ای )1( و )2( ج�واب  b
a

− = >5 0
2

c و 
a
= >1 0
2

 ، ∆= >17 0

 x x− + =22 5 0 نیس�تند. از طرف دیگر به ازای m=−1 معادله به صورت 
. پ�س گزین�ۀ )3( هم جواب  ∆=− <39 0 در می آی�د ک�ه جواب ن�دارد، زیرا 

نیست و گزینۀ )4( جواب است.

301 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 

x x x x
x x x
x

x x x x
x x x
x

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

− − − − +< ⇒ < ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − − +∞

− − + +>− ⇒ > ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − +∞

2 1 2 1 3 3 43 0 0
1 1 1

4 1 1

2 1 2 1 1 31 0 0
1 1 1

1 0 2





  

از اشتراک )1( و )2( نتیجه می شود
 x ( , ) ( , ) [ , ]∈ −∞ − +∞ = − −4 0 4 0 

راه حل دوم نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:

 

x x x
x x x

x x x x x x x
x

x x x

| | | | | |

( , ) ( , )

− − −− < < ⇒− < − < ⇒− < <
+ + +

− < ⇒ − < + ⇒ − + < + +
+
+ > ⇒ ∈ −∞ − +∞

2 2

2

2 1 2 1 21 3 2 1 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 1 4 4 4 8 4
1
4 0 4 0

  

x=0 در نامعادله صدق نمی کند، پس گزینۀ )4(  راه حل سوم واضح است که 
x=−5 در نامعادل�ه ص�دق می کن�د، پس  ج�واب نیس�ت. از ط�رف دیگ�ر، 

گزینه های )1( و )2( جواب درست نیستند، بنابراین گزینۀ )3( جواب است.

311 ) است، پس معادلۀ آن  1نیزگ 1 , )−1 9 چون رأس س�همی نقطۀ   2

) می گذرد، پس , )3 1 y است. این سهمی از نقطۀ  a x( )= + +21 9 به صورت 

 a a( )= + + ⇒ =−2 11 3 1 9
2

  

 ( , )−5 9 y است که از نقطۀ  x( )=− + +21 1 9
2

پس معادلۀ سهمی به صورت 

می گذرد:

 ( )− + + =− + =−21 5 1 9 18 9 9
2

321 y را نسبت به محور x  1نیزگ 1 x x x,( )= − >2 2 1 اگر نمودار تابع   1

y به دست می آید. اگر نمودار اخیر را شانزده  x x=− +2 2 قرینه کنیم، نمودار تابع 

y به دست می آید. نقطۀ  x x=− + +2 2 16 واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

برخورد نمودار تابع اخیر و نمودار تابع اولیه به صورت زیر به دست می آید:

 
x x x x x x

x x x x   .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− =− + + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 22 2 16 2 8 0

4 2 0 4 2
  

)A از مبدأ مختصات را پیدا کنیم که برابر است با , )4 8 بنابراین باید فاصلۀ نقطۀ 

 OA= + =2 24 8 4 5    
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331 در نقاط�ی که ط�ول آن ها عض�و مجموع�ۀ جواب های  1نیزگ 1  2

y بالاتر از نمودار  x( )= − 21 x باش�د، نم�ودار تابع  x( )− >2 41 4 نامعادلۀ 

y ق�رار دارد: x= 44 تاب�ع 

 x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )( )< − ⇒ − − < ⇒ + − − + <4 2 2 2 2 24 1 2 1 0 2 1 2 1 0

=∆. بنابراین باید  − <1 8 0 x هم�واره مثبت اس�ت، زی�را  x− +22 عب�ارت 1

 x x x( )( )+ − < ⇒− < <11 2 1 0 1
2

x را حل کنیم:   x+ − <22 1 نامعادلۀ0

b برابر  a− ) چنین اتفاقی می افتد. در نتیجه بیش�ترین مقدار  , )− 11
2

در ب�ازۀ 

y و  x( )= − 21 ) اس�ت. توج�ه کنی�د ک�ه نم�ودار تابع ه�ای  )− − =1 31
2 2

y به صورت زیر است: x= 44

341 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3
 x x x x f x[ ] [ ] ( )≤ − < ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤0 1 1 0 1 0    

) اس�ت، برابر  , ]−1 0 ty که دامنۀ آن بازۀ 
t
−=
+

1 2
1

بنابرای�ن تاب�ع gof ب�ا تابع 

است. برد این تابع را به دست می آوریم:
راه حل اول نمودار تابع به صورت زیر رسم می شود:

 ty
t t
−= =− +
+ +

1 2 32
1 1

] است. , )+∞1 واضح است که برد تابع gof بازۀ 

y
t

=− +
+
32
1

راه حل دوم به کمک نابرابری ها برد تابع را به دست می آوریم: 

 t t y
t t t

− < ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒− + ≥ ⇒ ≥
+ + +
1 3 31 0 0 1 1 1 3 2 1 1
1 1 1

  

y≥1 مقداری  ] اس�ت. توجه کنید که به ازای هر  , )+∞1 بنابراین برد تابع بازۀ 

. این مقدار به صورت زیر به دست می آید: y
t

=− +
+
32
1

مانند t وجود دارد که 

y t t
t y y

+ = ⇒ + = ⇒ =− +
+ + +
3 3 32 1 1
1 2 2

   

) پیوس�ته و نزولی اس�ت.  , ]−1 0 tg روی بازۀ  t
t

( ) −=
+

1 2
1

راه حل س��وم تابع 

 
t

g g t
( )

[ ( ), lim ( )) [ , )
+→ −

= +∞
1

0 1 بنابراین برد آن برابر است با  

351 راه حل اول توجه کنید که   1نیزگ 1  3
 f x x x x( ) ( )= + = + −22 1 1

بنابراین تابع وارون تابع f به صورت زیر به دست می آید:

 

y x x y y

x y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )−

= + − ⇒ + = + ≥−

+ = + ⇒ = + −

= + − ⇒ = + −

2 2

2 1 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

  

بنابراین

 
g x f x x x

g g f f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

−

− −

= = + − ≥−

+ = + = + =

1 2

1 1

1 1 1

3 15 3 15 1 9 10
   

راه حل دوم توجه کنید که

 
f f

f x x x
f f

( ) ( )
( )

( ) ( )

−

−

 = ⇒ == + ⇒
= ⇒ =

1

1

1 3 3 1
2

9 15 15 9
   

بنابراین
 g x f x g g f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −= ⇒ + = + = + =1 1 13 15 3 15 1 9 10

361 راه حل اول ابتدا تابع وارون تابع f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  4

 

y x x
x

xy xy x x yx
x

y y y yx x

y y y yx x    .¡.¡.ù

,

( )

= − >

−= ⇒ = − ⇒ − − =

 + + + + = =
 ⇒ 
 − + − +

= = <  

2 2 2

2 2

2 2

1 0
2

2 1 2 2 1 2 2 1 0
2
2 4 8 2

4 2
2 4 8 2 0

4 2

 

  x xf x( )− + +=
21 2

2
بنابراین  

y از  x ôi( )=− f با نیمس�از ناحیۀ دوم  ط�ول نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع 1−

f به دست می آید: x x( )− =−1 حل معادلۀ 

 
x x x x x x

x x x x x(.¡.¡.ù)

( )

,

+ + =− ⇒ + =− <

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

2 2 3 0
2

1 1 12 9
4 2 2
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f با خط  a نقطۀ برخورد نمودار تابع 1− a( , )− راه ح��ل دوم فرض کنید نقطۀ 
. بنابراین a( )<0 y )نیمساز ناحیۀ دوم( باشد  x=−

 
f a a f a a a a

a

a a a
a

( ) ( )− =− ⇒ − = ⇒− − =
−

= ⇒ = ⇒ =−

1

2

1
2

1 12 4 1
2 2

  

371 ، پس  1نیزگ 1 log =3
52
8

راه ح��ل اول ابت�دا توجه کنید ک�ه   2

. بنابراین  log =2
83
5

 
log log

log
log log log log

= = = = =
+ + × +

2 2
18

2 2 2 2

8 3 2 3 3 58
18 9 2 2 3 1 8 72 1

5

   

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 log = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
5

5 8 10 1683
52 3 2 3 2 3 2
8

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.(
بنابراین

 
log log log log

log log log

× × ×

×

= = = ×

= = = =

2 2 10 5

16 5 21

3
18 3 2 3 2 3 2

22 2 2

8 2 3 2 3 5 2

15 515 2 15 2 2
21 7

   

381 )f و  1نیزگ 1 )=−0 6 ب�ا توجه ب�ه نم�ودار تابع واضح اس�ت که   1

. بنابراین  f( )=1 0
2

 

ax b

b b

a
a b

f x

f b

a af

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

− ++

=− +

 =− + =− = ⇒ =−  ⇒ 
  = ⇒− + = ⇒ =−=− + = 

1 1
22

19
3
10 9 6 3 3 1
3

1 1 3 9 1 2 29 0 22 3

   

پس

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− − −=− + ⇒ =− + =2 1 51 19 2 9 234
3 3

391  را  1نیزگ 1
x x

f x
( )

( )
−

=

12
2

2
راه ح��ل اول تاب�ع وارون تاب�ع   3

به دست می آوریم:

 
x x

x
x

y y
( )−

= ⇒ = −

12
12 2 2

2 2
  

، آن گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 

 

x

t y y
y t t yt

t t y y

y y x y y

    .¡.¡.ù( )

log ( )

 = + += − ⇒ − − = ⇒
 = − + <

= + + ⇒ = + +

2
2

2

2 2
2

112 2 1 0
1 0

2 1 1

   

بنابراین 
 f x x x f( ) log ( ) ( ) log ( )− −= + + ⇒ = +1 2 1

2 21 2 2 5

f و در نتیجه a( )=2 . پس  f a( )− =1 2 راه حل دوم فرض کنید 

 
a a

a a a
a

( )
( )

−
= ⇒ − = ⇒ − × − =2

12
12 2 2 4 2 4 2 1 0

2 2
  

، آن گاه a b= >2 0 اگر فرض کنیم 
 b b b b (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = + = − <2 4 1 0 2 5 2 5 0    

 a a log ( )= + ⇒ = +22 2 5 2 5 بنابراین 

401 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

tan tan( ) cot

tan( ) tan( ) tan

sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) sin

= + =−

− = − + =

= + = × + =

= − =−

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

285 270 15 15

165 180 15 15

1095 1080 15 6 180 15 15

255 270 15 15

   

بنابراین

 

tan tan( ) sin cos

( cot )(tan ) (sin )( sin )

sin cos

− −

= − − −

=− + =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

285 165 1095 255

15 15 15 15

1 15 15

 

411 تاب�ع  1نیزگ 1 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل معل�وم اس�ت ک�ه نم�ودار   3

) می گذرد و حداکثر مقدار آن برابر  , )π 0
2

f از نقطۀ  x a b x( ) sin( )π= + +
3

3 است. پس
2

 

f a b a b

b ba a

ba b b

( ) sin( ) cos

| | | |

π π π π= ⇒ + + = ⇒ + =

+ = ⇒ =−

+ = ⇒− + =

0 0 0
2 2 3 3

0
2 2

3 3
2 2 2

همچنین با توجه به وضعیت نمودار واضح است که b باید منفی باشد. پس

 b b b a− − = ⇒ =− ⇒ =3 11
2 2 2

  

421 با توجه به نمودار واضح است که کمترین مقدار تابع برابر  1نیزگ 1  1

 ( , )π 1
6

. از طرف دیگ�ر نمودار تابع از نقطۀ  a c| |− + =−3 3− اس�ت، پس 

. همچنی�ن دورۀ تن�اوب تاب�ع برابر  ba csin( )π= +1
6

عب�ور می کن�د، پ�س 

. با توجه به نمودار  b| |=3  و در نتیجه 
b| |
π π=2 2

3
π اس�ت. پس  π π− =5 2

6 6 3
معلوم است که a و b باید هم علامت باشند، پس دو حالت زیر را در نظر می گیریم:

b=3 و در نتیجه حالت اول اگر a و b مثبت باشند، آن گاه 

 
a c a c a

a c ca csin

− + =− − + =− =   ⇒ ⇒  π + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2

   

b=−3 و در نتیجه حالت دوم اگر  a و b منفی باشند، آن گاه 

 
a c a c a

a c ca csin( )

+ =− + =− =−   ⇒ ⇒  −π − + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2
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431 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x xsin cos sin sin sin π= ⇒ = ⇒ =4 3 3 1 2 6 1 6
6

  

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
kx k x

k
kx k x

     ,

π π π = π+ = +  ⇒ ∈ 
π π π = π+π− = +

  

6 2
6 3 36

56 2
6 3 36

   

k=1 حاصل می شوند: k=0 و  ] به ازای  , )π0
2

جواب های واقع در بازۀ 

 x x x x, , ,π π π π= = = =5 13 17
36 36 36 36

  

] چهار جواب دارد. , ]π0
2

بنابراین معادله در بازۀ 

441 ، آن گاه 1نیزگ 1 x π≠
2

ابتدا توجه کنید که اگر   4

 x xx x x
x x xx

(sin )( sin )sin sin sin
( sin )( sin ) sincos

− +− − − −= =
− + +

2

2
1 2 12 1 2 1

1 1 1
  

بنابراین 

 
x x

xf x
x

sinlim ( ) lim
sinπ π→ →

− − − −= = =−
+ +

2 2

2 1 2 1 3
1 1 1 2

  

x پیوسته باشد، باید π=
2

برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
x

f f x a( ) lim ( )
π→

π = ⇒ =−

2

3
2 2

   

451 چ�ون حد تاب�ع f در بی نهایت برابر 2 ش�ده اس�ت، پس  1نیزگ 1  2
f با درج�ۀ چندجمله ای مخرج آن برابر  x( ) درجۀ چند جمله ای صورت کس�ر 

است. اکنون دو حالت ممکن است اتفاق بیفتد.
. در این صورت  n=2 a=0 و  حالت اول 

 
x x x

x x xf x
x x

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− + −= = =−
−

2 2 2

2 2
4 6 1 2 2

77 2 7
   

بنابراین حالت اول قابل قبول نیست.
. در این صورت a≠0 n=3 و  حالت دوم 

 
x x x

x x xf x a
aax x ax

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− += = = = ⇒ =
+ −

3 2 3

3 2 3
4 6 1 4 4 2 2

7 2
   

بنابراین

 
x x x

x

x x xx xf x
x x x x x

x x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− − −− += =
+ − − + +

−
− −= = =−
+ +

23 2

3 2 21 1 1
2 2 2

2

21
2

2 1 2 2 14 6 1
2 7 2 2 1 4 2

3
2 2 1 62

17 174 2
4

   

461 سؤال با این ادبیات دارای بی شمار جواب است. کافی است  1نیزگ 1  4
A می گذرند، بنویسیم که هر کدام بر نمودار  m( , )2 معادلۀ دو خط را که از نقطۀ 
یکی از تابع های داده شده مماس باشند. بی شمار نقطۀ مانند A می توان پیدا کرد و 
بی ش�مار مقدار برای a و b وجود دارد. ولی احتمالًا منظور طراح س�ؤال این بوده که 

)m بگذرند و  , )2 g از نقطۀ  x ax bx( )= +2 xf و  x
x

( ) +=
−
2
1

نمودار دو تابع 

یک خط در این نقطه بر هر دو نمودار مماس باشد. در این صورت

 
f g a b a b

f g a b a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + ⇒ = −

′ ′= ⇒− = + ⇒ =− −

2 2 4 4 2 4 4 2

2 2 3 4 4 3
     

بنابراین
 b b b− =− − ⇒ =4 2 3 7

توجه کنید که

 
xf x f x
x x

g x ax bx g x ax b

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ −′= ⇒ =
− −

′= + ⇒ = +

2

2

2 3
1 1

2
   

471 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x

x x xf x f x
x x x

x

( )
( ) ( ) ( )

− ′
− +′= ⇒ =
+ −

+

2
2 23

2
3

22
2 3 5
3 5 23

3 5

   

از طرف دیگر،

 x x x xx xy y
x x

( )( ) ( )

( )

− + − −− ′= ⇒ =
+ +

22

2
2 2 3 5 3 22

3 5 3 5

بنابراین

 

x x x x
f x

x xx
x

f

(( )( ) ( ))
( )

( )

(( )( ) ( ))
( )

( )

− + − −′ =
−+
+

+ − + − − −′ − = =
− −− +
− +

2

22 3

2 3

2 2 2 3 5 3 2

23 3 5
3 5

2 2 4 6 5 3 4 42 6
4 43 6 5
6 5

    

481 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  1

 

x x x x xx xf x f x
x x

x x

x

f x x x x x

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ,

+ + − + −+ − ′= ⇒ =
+ +

− − −
=

+

′ = ⇒ − − = ⇒ = + = −

2 22

2 2 2

2

2 2

2

2 2 1 2 2 32 3
1 1

2 4 1
1

0 4 1 0 2 5 2 5

    

f توجه کنید: x( )′ اکنون به جدول تعیین علامت 

 
x

f x( )
min max

−∞ − + +∞

′ − + −

2 5 2 5

0 0   

=x طول نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f اس�ت. مقدار ماکزیمم  +2 5 بنابراین 
نسبی تابع f برابر است با

 

f
( ) ( )

( )
( )

+ + + − + + + + −+ = =
+ + ++ +

+ + −= = ×
+ + −

− + − −= = = −
− −

2

2
2 5 2 2 5 3 4 5 4 5 4 2 5 32 5

4 5 4 5 12 5 1
6 5 10 3 5 5 2 5 5
4 5 10 2 5 5 2 5 5
30 15 5 10 5 25 5 5 5 5 1

20 25 5
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491 مطابق ش�کل زیر فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ B روی نمودار  1نیزگ 1  1
y برابر است با x= +2 7 تابع  

 d x y x x

x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + + −

= − + + + = − +

2 2 2 2

2 2

5 0 5 2 7 0

10 25 2 7 8 32
  

x=4 به دس�ت می آید که برابر  x به ازای  x− +2 8 32 کمترین مقدار عبارت 
16 است. پس کمترین مقدار d برابر 4 است.

501 ابتدا رئوس مثلث را مشخص می کنیم. 1نیزگ 1  2

 

y y
x x

y x y x

y x x

y x y

,
= =  ⇒ =− ⇒ = 
− = + =  
− = =  ⇒ 
+ = =  

0 0
2 8

2 2 2 16

2 2 6

2 16 4

   

پ�س مثل�ث مورد نظر به صورت زیر اس�ت و اندازۀ میان�ۀ AM را می خواهیم. 

AM ( ) ( )= − + − = + =2 26 3 4 0 9 16 5 ) است، پس , )3 0 چون M نقطۀ 

511 P ب�ر x−1 براب�ر 8 اس�ت، پ�س  1نیزگ 1 x( ) باقی مان�دۀ تقس�یم   3

. P( )− =1 5
2

x+2 برابر 5 است، پس  P بر 1 x( ) . باقی مانده تقسیم  P( )=1 8

x یک چندجمله ای درجۀ اول به صورت  x− −22 P بر 1 x( ) باقی مانده تقسیم 
ax است. بنابراین  b+

P x x x Q x ax b x x Q x ax b

P a b a
a bP b

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

= − − + + = − + + +

= + = = ⇒ 
=− =− + = 

22 1 1 2 1

1 8 2
1 65
2 2

x+2 است. 6 x برابر  x− −22 P بر 1 x( ) بنابراین باقی ماندۀ تقسیم 

521 و  1نیزگ 1  f x x x x( ) | |= − + = −2 4 4 2 تاب�ع  دو  نم�ودار   4

g به صورت زیر اس�ت. مطابق ش�کل داده شده مساحت مثلث  x x( )= +1 2
2

قائم الزاویۀ ABC مد نظر است.

x x x a b− = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =12 2 8 8 8 2 6
2

)C هستند. پس  , )0 2 )B و  , )2 0  ، A( , )8 6 بنابراین رئوس مثلث نقاط 

 AB BC( ) ( ) , ( ) ( )= − + − = = − + − =2 2 2 28 2 6 0 6 2 2 0 0 2 2 2

پس مساحت مثلث ABC برابر است با

S AB BC= × = × × =1 1 6 2 2 2 12
2 2

 

531 ، بنابراین  1نیزگ 1 g of a( )( )− − =1 1 20 فرض کنید   1

g f a g a f f g a( ( )) ( ) ( ) ( ( ))− − −= ⇒ = ⇒ =1 1 120 20 20

، زیرا f( )=16 20 واضح است که 
f x x x f( ) ( )= + ⇒ = + = + =16 16 16 16 4 20

. بنابراین f ( )− =1 20 16 پس 
ag a a a a

a
( ) += ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =

−
9 6 216 16 9 6 16 16
1 5

541 y نسبت به محور y را رسم  1نیزگ 1 x= اگر قرینۀ نمودار تابع   3
y به دست می آید. اگر نمودار جدید را چهار واحد به  x= − کنیم، نمودار تابع 
y به دست می آید. بنابراین  x( )= − −4 سمت راست منتقل کنیم، نمودار تابع 
نمودار دو تابع اولیه و نهایی به صورت زیر است. با توجه به شکل معلوم است که 

x=2 است. نمودار تابع g قرینۀ نمودار تابع f نسبت به خط 

توجه ادبیات س�ؤال ایراد دارد چون پرسیده شده است: »منحنی اخیر و منحنی 
 g و f اصلی نس�بت به کدام خط متقارن هس�تند؟« این سؤال یعنی نمودار توابع
x متقارن هستند و مقدار a چند است؟ )شکل زیر را  a= هر دو نسبت به خط 
ببینید( در حالی که مقصود طراح این بوده اس�ت که قرینۀ نمودار تابع f نس�بت 
x نمودار تابع g می شود و a چند است؟ از طرف دیگر سؤال خارج  a= به خط 
از مباحث کتاب درسی است. چیزی که سؤال پرسیده مثلًا این طوری می شود:

551 Ĉsin به دست می آوریم: 1نیزگ 1 Ĉcot را با معلوم بودن  ابتدا   4

C C
C

C C

ˆ ˆcot cot
ˆsin

ˆ ˆcot cot

+ = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2
2

2

1 1691 1
25

144 12
25 5

بنابراین در مثلث AHC می توان نوشت:
CHC AH
AH AH

ˆcot /= ⇒ = ⇒ =12 9 3 75
5
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561 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

A cos( ) cos( ) cos( )

(cos cos sin sin ) (sin cos )

π π π= +α = π− +α =− α−

π π=− α + α =− α+ α

11 3
4 4 4

2
4 4 2

، پس sinα= 2
10

از طرف دیگر، 

cos sin cos −α= − α= − = ⇒ α= =−2 2 2 49 7 7 21 1
100 50 105 2

 cosα α در ربع دوم ق�رار دارد و  توج�ه کنی�د که انتهای کمان نظی�ر زاویۀ 

. A ( )=− − =2 2 7 2 3
2 10 10 5

منفی است. در نتیجه 

571 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  2

x x x x
x

x x

tan tan tan cot
tan

tan tan( )

= ⇒ = =

π= −

13 1 3

3
2

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:
kx k x x k k( ) ( )π π π π= π+ − ⇒ = + = + ∈3 2 1

2 4 8 8


] را تعیین می کنیم: , ]π π2 اکنون جواب های واقع در بازۀ 

k x k x

k x k x

,

,

π π= ⇒ = = ⇒ =

π π= ⇒ = = ⇒ =

9 114 5
8 8
13 156 7
8 8

π6 اس�ت. توجه  ] برابر  , ]π π2 بنابرای�ن مجم�وع جواب ه�ای معادله در بازۀ 
xtan برابر صفر نیست. کنید که به ازای هیچ یک از جواب ها، مقدار 

581 تعداد اعداد واقع در نوزده دستۀ اول برابر است با: 1نیزگ 1  3
×+ + + = =19 201 2 19 190
2



بنابراین عدد اول دس�تۀ بیس�تم 191 و عدد آخر آن 210 اس�ت. مجموع این 

. ( )+ =20 191 210 4010
2

اعداد برابر است با 

591 مق�دار ج�رم باقی مان�ده در بازه ه�ای زمان�ی 30 روزۀ متوال�ی  1نیزگ 1  1
به صورت زیر است.

a=24 گرم موجود است. • در ابتدا 
• پس از 30 روز مقدار باقی مانده برابر است با

a a a− =1 9
10 10

• پس از 30 روز دیگر مقدار باقی مانده برابر است با

a a a a( ) ( )− = = 29 1 9 81 9
10 10 10 100 10

)a خواهد بود. )39
10

• پس از 30 روز دیگر مقدار باقی مانده برابر 

بنابراین پس از n بازۀ زمانی 30 روزه مقدار باقی مانده از جرم برابر است با
n na( ) ( )=9 924

10 10

چون 8 گرم از ماده قرار است باقی بماند، پس
n n n

n

( ) ( ) ( )

log
log loglog ( )

log

= ⇒ = ⇒ =

= = = = = =
− − −

10
3 39 3

9 9 1 1024 8 3
10 10 3 9

1 1 1 13 12
10 10 9 1 1002 2
9 3 48

پ�س ب�رای باقی ماندن 8 گ�رم از این عنصر 12 تا 30 روز طی می ش�ود که برابر 
360 روز است.

601 این سؤال مربوط به حد دنباله هاست که خارج از مباحث  1نیزگ 1  1
کتاب درس�ی اس�ت ولی تا حد امکان س�عی می کنیم با کمک مطالب موجود در 

کتاب درسی به آن توضیح دهیم. ابتدا توجه کنید که
n n n n n n

n n n n n n

n
n

n n

( )

( )

+ − − −

+ − − −

−

−

− × − × −= =
+ × × + × × + ×

−
−= =
+ × +

2 1 1 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 2

4

4

2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 2

11
1 2 16

11 3 2 1 3
16

xy واض�ح اس�ت ک�ه  ( )= 1
16

از ط�رف دیگ�ر ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار تاب�ع 

. بنابراین حد مورد نظر برابر است با x
x
lim ( )
→+∞

=1 0
16

n

n n

( )
lim

( )→+∞

−
−= =
− ×+

11
1 016 1

1 1 3 01 3
16

611 راه حل اول از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم: 1نیزگ 1  2

x x

x x

x

x

x x x x x x
x x x xx x

x x x x
x xx x

x x
x x

x
x

( ) ( )
lim lim( )

( )( )

lim lim
( )

( )( )
lim

( )( )

lim ( ) /

→ →

→ →

→

→

+ − + − + += ×
− + + +− +

− + + += ×
+ +− −

− − += ×
− + + +

−= = × − =−
+

2

21 1

2

21 1

1

1

2 5 7 2 5 49 2 3 1
2 3 1 2 5 74 3 1
4 29 25 2 3 1

2 5 74 3 1
1 4 25 2 2
1 4 1 2 5 7

4 4 25 2 21 1 2
14 4 1 7 5

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

x x

x x x
x x

x

lim lim /
→ →

− −
+ − = = =−
− + − −

×+
1 1

7 72 2
2 5 7 2 2 1 2

3 32 3 1 2 2
2 22 3 1

621 ابتدا توجه کنید که تابع f به صورت زیر است: 1نیزگ 1  1
x x x

x x x
f x

x xx ax b IÄ

| |

( )[ ]
( )

− < ⇒− < − < ⇒ < <

− < <=
≤ ≥+ +

2

1 1 1 1 1 0 2

1 0 2

0 2
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x=2 پیوسته است، پس x=0 و  چون تابع f در نقاط 

x x

x x

x x

x x

f x f x

b x ax b x x b

f x f x

a b x ax b x

a a

f

f

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (( )[ ])

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (

(

( )[ ])

)

(

)

)

(

− +

− +

+ −

+ −

→ →

→ →

→ →

→ →

=

= + + = − ⇒ =

=

+ + = + + = −

+ = − ×

=

⇒ =−

=
0 0

2

0 0

2 2
2

2 2

1 0

4 2

0

1

34 2 2 1

2

1
2

631 y=−1 مجانب افقی نمودار تابع f است، پس 1نیزگ 1 چون خط   1

x x

x xf x a
aax bx c

lim ( ) lim
→±∞ →±∞

− + −=− ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =
+ +

2

2
2 3 21 1 1 2

x=−2 مجانب های  x=1 و  . چون خطوط  x xf x
x bx c

( ) − +=
+ +

2

2
2 3

2
بنابراین 

x=−2 ریش�ه های چندجمله ای  قائ�م نم�ودار تابع f هس�تند، پ�س x=1 و 
x هستند. پس  bx c+ +22

x bx c x x x x b c( )( ) ,+ + = − + = + − ⇒ = =−2 22 2 1 2 2 2 4 2 4

x xf x f
x x

( ) ( ) /− + − −= ⇒ − = = =
− −+ −

2

2
2 3 2 3 51 1 25

2 2 4 42 2 4
در نتیجه 

641 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
g x f x x x f x

x x
g x f x

x

( ) ( tan ) g ( ) ( tan ) ( tan )

tan ( tan )
( ) ( tan )

tan

′ ′ ′= + ⇒ = + +

+′ ′= +
+

2 2 2

2
2

2

1 1 1

2 1 1
2 1

بنابراین

g f f f
( )

( ) ( ) ( ) ( )
+π′ ′ ′ ′= + ⇒ = ⇒ =
+

2 3 1 3 3 11 3 2 3 2 2
3 2 42 1 3

651 ] برابر است با 1نیزگ 1 , ]5 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

f f( ) ( )− −= =−
−

6 5 3 4 1
6 5 1

f است. x( )′ از طرف دیگر آهنگ تغییر لحظه ای این تابع در نقطۀ x برابر 
x xf x x x f x
x x x x

( ) ( ) − + − +′= − + ⇒ = =
− + − +

2
2 2

2 4 221 4
2 21 4 21 4

بنابراین 
x x x x
x x

x x x x x x

x x .¡.¡.ù

( ) ( )*

, ( )

− + =− ⇒ − + = −
− +

− + = + − ⇒ − − =

= + = −

2 2
2

2 2 2

2 1 21 4 2
21 4

21 4 4 4 2 8 17 0

5 2 5 22 2
2 2

) مقدار x باید بیشتر از 2 باشد. )* توجه کنید که طبق معادلۀ 
661 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

xf x x f
x x

f x m f
x x x

( ) ( )

( ) ( )

−= = − ⇒ = × − =

′ ′= + ⇒ = = + =

5 4 4 45 4 5 2 8
2

5 2 5 2 34
4 8 22

3 می گذرد، به صورت زیر است:
2

) با شیب  , )4 8 معادلۀ خطی که از نقطۀ 

y x y x( )− = − ⇒ = +3 38 4 2
2 2

، عرض نقطۀ تقاطع با محور y برابر 2 به دست می آید.  x=0 اگر قرار دهیم 
671 معادل�ۀ  1نیزگ 1 جواب ه�ای   tanβ و   tanα چ�ون   4

x هستند، پس مجموع و حاصل ضرب جواب ها معلوم است: x+ − =22 3 1 0

tan tan , tan tanα+ β=− α β=−3 1
2 2

. tan tan
tan( )

tan tan ( )

−α+ βα+β = = =−
− α β − −

3
2 1

1 11
2

بنابراین 

681 x−2 بخش پذیر اس�ت. پس  1نیزگ 1 P بر 1 x( ) چند جمل�ه ای   1

. بنابراین  P( )=1 0
2

P a a

P x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + + − = ⇒ =

= + + −

4 3 2

4 3 2

1 1 1 1 12 2 3 0 7
2 2 2 2 2

2 7 2 3
x+2 برابر است با P بر  x( ) پس باقی ماندۀ تقسیم 

 P( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − − =−4 3 22 2 2 7 2 2 2 3 2 10  
691 f  1نیزگ 1 x  x   x( ) | | | |= − + +2 طول نقاط تقاطع نمودار تابع های 1  4

f به دست می آید. پس  x g x( ) ( )= g از معادلۀ  x x( )= +7 و 

 

f x g x x x x

x x x x x

x x x x x  

x x x x x

(.¡.¡.ù)

( ) ( ) | | | |= ⇒ − + + = +

≥ ⇒ − + + = + ⇒ =

− ≤ ≤ ⇒− + + + = + ⇒ =−

≤− ⇒− + − − = + ⇒ =−

2 1 7

2 2 1 7 8

1 2 2 1 7 4

1 2 1 7 2

 

B نقاط تقاطع هس�تند ک�ه فاصلۀ آن ها برابر    ( , )−2 5 A و    ( , )8 15 بنابرای�ن 

 AB ( ) ( )= + + − =2 28 2 15 5 10 2 است با   

701 ، پس  1نیزگ 1 og a(f )( )− − − =1 1 9 راه حل اول فرض کنید   4

f g a f a g

a a a g

a a
g a a

a a a a a     a  (.¡.¡.ù)

( ( )) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )( ) ,

− − −

−

− = ⇒ = −

≥ ⇒ − + = −

− − +
− + =− ⇒ =−

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

1 1 1

2 1

2
2

2

9 9

2 4 9 9

3 4 94 9 9 9
2

4 12 0 6 2 0 6 2
راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

 x  

y f x x x y x y x

x   y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

| |

( )

≥

−

= = − + ⇒ = − + ⇒ − = −

− = − → − = −

= + − ⇒ = + −

2 2 2

2

1

4 9 2 5 5 2

2 5 2 5

2 5 2 5
از طرف دیگر،

 xy g x y x x y g x x( ) ( )−−= = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −13 2 3 3 2 3 2
2

 
بنابراین 

f og g f

f

( )( ) f ( ( )) ( ( ))

( )

− − − − −

−

− = − = − −

= = + − =

1 1 1 1 1

1

9 9 3 2 9

21 2 21 5 6
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711 f را نسبت  1نیزگ 1 x x( ) ( )= − 21 اگر بخواهیم قرینۀ نمودار تابع   2
به مبدأ مختصات رسم کنیم، ابتدا باید آن را نسبت به محور x سپس نسبت به محور 
y قرینه کنیم )یا ابتدا نس�بت به محور y س�پس نس�بت به محور x قرینه  کنیم(. 
y خواهد بود. اگر این نمودار را چهار واحد  f x( )=− − ضابطۀ این تابع به صورت 
g رس�م می شود. طول نقاط  x f x( ) ( )=− − +4 به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

f به دست می آید: x g x( ) ( )= تلاقی نمودار تابع های f و g از معادلۀ 

 f x g x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − =− − − +

− + =− − − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

1 1 4

2 1 2 1 4 1 1

721 را  1نیزگ 1  Ĉsin مق�دار   C
C

ˆcot
ˆsin

+ =2
2
11 از  ابت�دا   3

 C C
C

ˆ ˆ( ) sin sin
ˆsin

+ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

5 1 4 21
2 9 3

به دست می آوریم:  

 AH AHAHC C AH
AC

ˆ:sin = ⇒ = ⇒ =2 64
3 96

 بنابراین   

731 مثل�ث  1نیزگ 1 ب�ه  توج�ه  ب�ا   1

 ، tanα=1
7

قائم الزاوی�ۀ مقاب�ل ک�ه در آن 

نتیجه می شود

 sin , cosα= α=1 7
50 50

 

بنابراین 

 

sin( ) sin( ( )) sin( )

sin cos cos sin (sin cos )

( )

π π π+α = π+ +α =− +α

π π=− α− α=− α+ α

−= + =−

13 3
4 4 4

2
4 4 2

2 1 7 4
2 550 50

741 ابتدا معادله را ساده می کنیم  1نیزگ 1  1

 

x x x

x x x x x

x x x x x

x x

sin( ) cos( ) cos

(sin cos sin cos ) (cos cos sin sin ) cos

( sin cos ) ( cos sin ) cos

cos cos

π π+ + + =

π π π π+ + − =

+ + − =

=

2
6 3

2
6 6 3 3

3 1 1 3 2
2 2 2 2

2
بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 kx k x x x k k, ,π= π± ⇒ = = π ∈22 2 2
3

  

kπ2 هس�تند.  kπ2 ش�امل جواب های ب�ه صورت 
3

جواب ه�ای ب�ه ص�ورت 

kx است. k,π= ∈2
3

 بنابراین جواب های کلی معادله به صورت 

751 ابت�دا توج�ه کنید که تعداد اعداد نوش�ته ش�ده در چهل  1نیزگ 1  3
دستۀ اول برابر است با 

   ( )+ + + + = + =401 2 3 40 1 40 820
2

  

بنابراین آخرین عدد واقع در دس�تۀ چهلم همان هشتصدوبیستمین عدد طبیعی 
. × − =2 820 1 1639 فرد است که برابر است با 

761 مق�دار م�ادۀ خال�ص در محل�ول در روز ه�ای متوال�ی به  1نیزگ 1  2
صورت زیر است )فرض می کنیم محلول 100 درصد خالص داریم(. 

 ) %100 100 )غلظت  روز اول: 
 ) %96 − )غلظت  =100 4 96 روز دوم: 

) % /92 16 ) )غلظت:  )− × = −96 496 4 96 1
100 100

روز سوم: 

روز چهارم: … 
اکنون توجه کنید که همین مقادیر را می توانیم به صورت زیر بنویسیم 

       , ( ), ( ) ,− − …24 4100 1001 1001
100 100

 

ام، یعن�ی پس از گذش�ت n روز مقدار م�ادۀ خالص برابر  n( )+1 بنابرای�ن در روز 

100 لیتر باشد. پس 
3

1 مادۀ خالص اولیه، یعنی 
3

)n خواهد بود که باید  )− 41001
100

n n

n

( ) ( )

log log
log ( )

log loglog

log log
log log log loglog log log( )

log /
log log / /

− = × ⇒ =

− −= = =
−

− −= =
+ − ++ −

− −= = =
+ − × + −

24
25

4 1 24 11001 100
100 3 25 3

3 31
3 24 24 25

25
3 3

100 3 2 3 100 48 3
4

3 0 48 24
5 2 3 2 5 0 3 0 48 2

771 ، آن گاه  1نیزگ 1 x −→0 ابتدا توجه کنید که اگر   1

 x x xx   cos sin |sin | sin− = = =−21 2 2 2
2 2 2

 

از طرف دیگر،

 

x x x x
x x

x x
x x x
x x x x

( )( )

( )

+ − − + + −
+ − − =

+ + −
+ − −

= =
+ + − + + −

2 3 2 2 3 22 3 2
2 3 2

2 3 2 4
2 3 2 2 3 2

 

بنابراین 

 
x

x x

x x
x

x
x x x

lim
cos

lim lim
sin

−

− −

→

→ →

+ − −
−

= ×
+ + −−

= × =−
+− ×

0

0 0

2 3 2
1
4 1

2 3 22
2

4 1 2
1 2 22
2
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781 ]   در نظر گرفته شده است، بنابراین  1نیزگ 1 , ]−2 2 دامنۀ تابع بازۀ   2
x=−2 حد ندارد و پیوس�ته نیست. در نقاط غیرصحیح  x=2 و  تابع در نقاط 
y پیوسته اند. بنابراین حاصل ضرب  xsin= π y و  x[ ]= )، توابع  , )−2 2 بازۀ 
f نیز پیوسته است. در نقاط صحیح این بازه  x x x( ) [ ]sin= π آن ها، یعنی تابع 
y ناپیوس�ته اس�ت ولی چون تابع  x[ ]= ( تابع  x=−1 و x=1 ، x=0 )یعنی 
y پیوسته است و مقدار آن برابر صفر است، تابع f پیوسته خواهد بود.  xsin= π

x=−2 ناپیوسته است.  x=2 و  بنابراین تابع f فقط در دو نقطۀ 

791 ax  1نیزگ 1 xf x
x bx c

( ) +=
+ +

2

2
7

2
در دو حالت ممکن اس�ت تابع   2

x=2 داشته باشد.  فقط یک مجانب قائم به معادلۀ 
f باشد، یعنی  x( ) x=2 ریشۀ مضاعف چند جمله ای مخرج  حالت اول 

x bx c x x x

ax xb     c f x
x

( )

, ( )
( )

+ + = − = − +

+=− = ⇒ =
−

2 2 2

2

2

2 2 2 2 8 8

78 8
2 2

 a x xa f x
x

( )
( )

+ − += ⇒ =− ⇒ =
× −

2

2
9 21 76 1
2 1 2 2

، پس    f( )=3 6 چون 

−=y است.  1
2

پس معادلۀ مجانب افقی نمودار تابع f به صورت 

 f x( ) f باشد و یکی از ریشه های صورت  x( ) x=2 ریشۀ مخرج  حالت دوم 
f اعداد  x( ) ، آن گاه ریشه های صورت  a≠0 ریش�ۀ دیگر مخرج آن باش�د. اگر 

f باید به صورت های زیر باشد: x( ) x هستند. بنابراین 
a

=− 7 x=0 و 

x=0 ریشۀ مشترک صورت و مخرج باشد، آن گاه   اگر 
x ax x ax axf x c     b f x

x x xx bx c

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

+ + += = ⇒ = =− ⇒ =
− −+ +2

7 7 70 4
2 2 2 22

 
x

a a f x
x

( )
+

+ = ⇒ = ⇒ =
× −

5 7
3 7 5 36
2 1 3 2 4

، پس   f( )=3 6 چون 

y=5 است. 
6

در این حالت معادلۀ مجانب افقی نمودار تابع f به صورت 

x ریشۀ مشترک صورت و مخرج باشد، آن گاه 
a

=− 7  اگر 

 

x ax x ax
f x a     b     c

x axx bx c
x x xf x

x x x

( ) ( )
( ) , ,

( )( )

( )
( )

( )( ) ( )

+ +
= = ⇒ = = =−

− ++ +
+

= =
− + −

2
7 7 1 10 28

2 2 72
7

2 2 7 2 2

)f که مخالف فرض مسئله است.  )=33
2

در این حالت 

xf ک�ه در این صورت باید داش�ته باش�یم  x
x bx c

( )=
+ +2
7

2
، آن گاه  a=0 اگ�ر 

xf ک�ه ب�از ه�م ش�رط  x
xx x

( )
( )

= =
−−2

7 7
2 22 4

، یعن�ی  b=−4 c=0 و 

y=5 می توانن�د مجانب افقی 
3

y و  −= 1
2

)f برقرار نیس�ت. پ�س خطوط  )=3 6

نمودار تابع f باشند.

801 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 

x x xg x f g x f
x x x

x x x x xg x f
xx

x xf
xx

sin sin sin( ) ( ) ( ) ( ) ( )
sin sin sin

cos ( sin ) cos ( sin ) sin( ) ( )
sin( sin )

cos sin( )
sin( sin )

− − −′ ′ ′= ⇒ =
+ + +

− + − − −′ ′=
++

− −′=
++

2

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1
11

2 1
11

 

بنابراین 

 
g f f

f

cos sin
( ) ( ) ( )

( sin ) sin

( )

π π− −
π −′ ′ ′= = =

π π+ +

′ =−

2

2 1
4 3 1 36 6

6 9 3 31 1
6 6

1 3
3 4

811 و  1نیزگ 1  f x x x( )= تابع ه�ای  نم�ودار  اگ�ر   4

x=4 بر یک خط مماس باشند، آن گاه g در نقطۀ مشترک  x x ax b( )= + +2

 
f g a b b a

f g a a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + + ⇒ =− −

′ ′= ⇒ = + ⇒ =− ⇒ =

4 4 8 16 4 8 4

4 4 3 8 5 12
 

توجه کنید که 

 f x x x x f x x f

g x x ax b g x x a g a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= = ⇒ = ⇒ = × =

′ ′= + + ⇒ = + ⇒ = +

3 1
2 2

2

3 34 2 3
2 2
2 4 8

 

821 f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 ( )′ 2 ابتدا   1

 xx f x x x f x f
x x

( ) ( ) ( )+′ ′≤ < ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+

2
2

2 6 50 4 6 2
42 6

 

]x برقرار  ]=1
4

، تس�اوی  x=5 اکن�ون توجه کنید که در یک همس�ایگی نقطۀ 

است. پس در این همسایگی می توان نوشت 
 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =2 9 2 9 5 10 9 1 

. f f( ) ( )′ ′− =12 5
4

بنابراین 

831 با توجه به شکل زیر، 1نیزگ 1  3

 
AT
OAOA AB     BT

AB   
OA

tan( )
,

tan

+ α+β = = == = = ⇒
 β= = =

1 2 3
11 2

1 1
1

 

بنابراین 

 

tan tan tantan( )
tan tan tan

tan tan tan

α+ β α+α+β = ⇒ =
− α β − α

− α= α+ ⇒ α=

13
1 1

13 3 1
2
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11 ، معادلۀ مورد نظر به صورت  1نیزگ 1 t x= ≥2 0 اگر فرض کنیم   4

t درمی آید. جواب های این معادله به صورت زیر هستند: t− − =2 7 5 0

t t   (.¡.¡.ù),+ −= = <7 69 7 69 0
2 2

 t +=7 69
2

چون جواب های معادلۀ  بالا باید نامنفی باش�ند، پس فقط جواب 
قابل قبول است. پس جواب های معادلۀ  اصلی به صورت زیر هستند:

x x,+ += =−1 2
7 69 7 69

2 2
پس حاصل ضرب و مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر است با

P x x

S x x

( )+ += =− =−

+ += + = − =

2
1 2

1 2

7 69 7 69
2 2

7 69 7 69 0
2 2

بنابراین مقدار عبارت خواسته شده برابر است با

P SP S P ( )

( )

+− + = − + = −

+ += = +

2 2 27 692 3 2 2 0 0 2
2

49 69 14 692 59 7 69
4

21 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
log log

(log ) (log )
log log

(log log )(log log )

log log log log

= −

= + −

= × = × =

2 2

10

5 2
5 2

2 5

5 2 5 2

5 5 510 1
2 2 2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:
x

x x x x

log log ( )

log ( )

× − =

− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

10 5
2

10

5 3 2 1
2

3 2 1 3 2 10 3 12 4

31 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4
log log log log

log log

= × = +

= +
21 21 21 21

21 21

1323 9 147 9 147

2 3 147

بنابراین عبارت مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

(log ) log ( log log )

(log ) log log (log )

(log log ) (log ( )) (log )

(log ) ( log ) ( )

+ +

= + +

= + = × =

= = = × =

2
21 21 21 21

2 2
21 21 21 21

2 2 2
21 21 21 21

2 2 2 2
21 21

3 147 2 3 147

3 2 3 147 147

3 147 3 147 441

21 2 21 2 1 4

راه حل دوم توجه کنید که 

log log log log log

log log ( ) log log log

log log ( ) log log log

= = − = −

= × = + = +

= × = + = +

21 21 21 21 21

21 21 21 21 21
2

21 21 21 21 21

213 21 7 1 7
7

147 21 7 21 7 1 7

1323 21 3 2 21 3 2 3

پس عبارت مورد نظر به صورت زیر است:
( log ) ( log )( log )

(log ) log log

log log log

log (log )(log log )

log log log

log log log

− + + +

= + − + +

+ +

= + + +

= + +

= + + = + = + =

2
21 21 21

2
21 21 21

21 21 21

21 21 21 21

21 21 21

21 21 21

1 7 1 7 2 3

1 7 2 7 2 3

2 7 7 3

3 3 7 7 3

3 3 7 21

3 3 7 3 21 3 1 4

41 x−2 مثبت  1نیزگ 1 3 ، آن گاه عبارت  x>3
2

توجه کنید که اگر   2

است و در نتیجه نامعادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:
m x mx x x(( ) )( )− − + − + >2 21 4 4 3 2 0

از طرف دیگر،
A x x x x( )( )= − + = − −3 2 1 2

x>3 به صورت زیر است:
2

بنابراین علامت عبارت A با شرط 

x

A

−∞ +∞

− +

3 4
2
0 0

) منفی اس�ت و این ب�ازه مجموعۀ جواب های  , )2 4 چ�ون علام�ت A روی بازۀ 

B در این بازه  m x mx( )= − − +2 21 4 4 نامعادله است، پس علامت عبارت 
باید منفی باشد تا حاصل ضرب AB مثبت شود. همچنین علامت A روی بازۀ 

) منفی است و این بازه جواب نامعادله نیست. پس علامت B روی این  , )3 2
2

x=2 باید ریشۀ  B باشد. پس بازه باید مثبت باشد. بنابراین 
m

m m m m
m

( )
=− − + = ⇒ − = ⇒
=

2 2 2
1 4 8 4 0 2 0

0
 

، آن گاه m=2 اگر 
B x x x x( ) ( )( )= − + = − −23 8 4 3 2 2

) مثبت است که قابل قبول نیست. , )2 4 در این صورت علامت B روی بازۀ 
، آن گاه m=0 اگر 

B x x x( )( )=− + =− − +2 4 2 2

) منفی است و قابل قبول است. , )2 4 در این صورت علامت B روی بازۀ 
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55 توجه کنید که 5نیزگ 5  2

tan ( )
tan

tan ( )

tan ( )
sin

tan ( )

tan ( )
cos

tan ( )

α

α= = =
α− −

α

α= = =
α+ +

α− −
α= = =

α+ +

2 2

2 2

2 2

2 2

12 2
82 4

1 151 1
2 4

12 2
82 4

1 171 1
2 4

11 1
152 4

1 171 1
2 4

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

tan sin
sin cos

−
α− α= =−
α− α −

8 8
1615 17

8 15 105
17 17

66 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 6نیزگ 6  1
f( ) sin cos sin

sin ( cos ) sin (cos cos )

sin (cos cos )

(sin cos sin cos )

(sin cos sin cos ) sin( )

sin

α = α α+ α

= α α+ = α α+ + α

= α α+ α

= α α+ α α

= α α+ α α = α+ α

= α

2

2

4 2 2

2 2 2 1 2 2 1 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 3
بنابراین 

f( ) sin( ) sin( ) sinπ π π π= = π− =− =− × =−41 41 32 2 14 2 2 3
9 3 3 3 2

راه حل دوم توجه کنید که 
f( ) sin ( sin ) sin

sin sin sin

sin sin ( sin sin ) sin

α = α − α + α

= α− α+ α

= α− α= α− α = α

2

3

3 3

4 1 2 2

4 8 2

6 8 2 3 4 2 3
بنابراین

f( ) sin( ) sinπ π π= =− =−41 412 2 3
9 3 3

75 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 5نیزگ 5  4

( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )

(cos cos cos )

sin cos cos cos( )
sin

( sin cos cos ) sin

+ α + α + α =

α α α =

α α α =

α α α α =
α

α α α = α

2 2 2

2

2

2 2

11 2 1 4 1 8
8
12 2 2 2 4
8

12 4
64

2 4 1
64

1 12 2 4
2 64

( sin cos ) sin ( sin ) sin

cos cossin sin

cos cos

α α = α⇒ α = α

− α − αα= α⇒ =

α= α

2 2 2 2

2 2

1 1 1 14 4 8
4 64 8 64

1 16 1 28
2 2

16 2

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:
k

k
k

kk

πα=α= π+ α  ⇒ ∈ 
πα= π− α  α=



16 2 2 7
16 2 2

9



π8 است.
9

] قرار دارد، برابر  , ]π0 بنابراین بزرگ ترین جواب معادله که در بازۀ 

85 . در ای�ن صورت  5نیزگ 5 P x ax bx c( )= + +2 ف�رض کنی�د   3

P تقس�یم کنیم و خارج قس�مت  x( )′ P را بر  x( ) . اگ�ر  P x ax b( )′ = +2

2− باشد، آن گاه تساوی زیر همواره برقرار است: x+1 و باقی مانده برابر  1
2

برابر 

P x P x x

ax bx c ax b x

( ) ( )( )

( )( )

′= + −

+ + = + + −2

1 1 2
2

12 1 2
2

این تساوی را به صورت زیر ساده می کنیم:
bax bx c ax a x b( )+ + = + + + −2 2 2 2
2

برای این که تساوی بالا به ازای هر مقدار x برقرار باشد، باید 
ba b b a

c b c a

 + = ⇒ =

 = − ⇒ = −

2 4
2
2 4 2

ax اس�ت که مجموع  ax a+ + −2 4 4 2 P برابر  x( ) بنابرای�ن چندجمل�ه ای 
a a a a+ + − = −4 4 2 9 2 ضرایب آن برابر است با 

واضح اس�ت که کمترین مقدار این مجموع وقتی a عددی طبیعی است، برابر 7 
است که به ازای a=1 به دست می آید.

95 ابتدا توجه کنید که 5نیزگ 5  1

n
n

ka a
a a m a

k m ma
a m k m

+ = + ⇒ = + ⇒ = +

−= ⇒ =
−

1 100
99 99

99
99

1 1 11 1 1

1

بنابراین
m m m ka

a k m a a k m k m

k ma
m k

−= + ⇒ = + ⇒ = − =
− − −

−=
−

99
98 98 98

98

1 1 1 21 1 1

2
105 ده جملۀ اول دنباله را پیدا می کنیم. 5نیزگ 5  1

k

n

n k

a k n k

n a n k
k

 

[ ]


=

= − + = +

 + = + +

2 3

2 4 3 1

3 2
2



)3(

a

k a

a a a[ ]


= =

= ⇒ =− × + =


× + = + = + +

0
0

1

2

2 1

0 2 0 4 4

3 0 2 1
0 2

a

k a

a a a

a

k a

a a a

k a

 

 

[ ]

[ ]


= =

= ⇒ =− × + =


× + = + = + +


= =
= ⇒ =− × + =


× + = + = + +
= ⇒ = =

1
3

4

5

2
6

7

8

3
9

2 2

1 2 1 4 2

3 1 2 1
1 2

2 4

2 2 2 4 0

3 2 2 2
2 2

3 2 8

مجموع ده جملۀ اول دنباله برابر 19 است. پس
a a a

a a

+ + + + + + + + + + + + =

+ = ⇒ =−

1 4 1 2 2 1 4 0 2 8 19

3 25 19 2
، آن گاه n k= +3 2 بنابراین اگر 

n
n ka a

k k k k
a a a a a a a a a a    

[ ] [ ] [ ] [ ]

, ,

+ −= + = − = − − = +
+ + + +

=− =− = = = = = = = =2 5 8 11 14 17 20 23 26 29

3 2 4 42 3 2 1
2 2 2 2

1 1 0

2− است. بنابراین مجموع جملات بالا برابر 

111 ، آن گاه ضابطۀ تابع  1نیزگ 1 t xcos= −3 29 1 اگر فرض کنیم   4

t در می آید. از طرف دیگر، ty −= −2 2 f به صورت 

x x x

x t

cos cos cos

cos

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2 2

3 2

0 1 0 9 9 1 9 1 8

1 9 1 2 1 2

] را به دست بیاوریم.  , ]−1 2 t و دامنۀ  tf t( ) −= −2 2 بنابراین باید برد تابع با ضابطۀ 

ty اکیداً نزولی است  −=2 ty=2 اکیداً صعودی است. پس تابع  توجه کنید که تابع 

t نیز اکیداً صعودی  ty −= −2 2 ty اکیداً صعودی است. پس تابع  −=−2 و تابع 

است. بنابراین

f

t f f t f

f t R

( ) ( ) ( )

( ) [ , ]

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤

− ≤ ≤ ⇒ = −

1 2 1 2

3 15 3 15
2 4 2 4

 

. b a− =21
4

b=15 و در نتیجه 
4

−=a و  3
2

بنابراین 

121 راه ح��ل اول دامنۀ تابع f مجموع�ۀ جواب های نامعادلۀ  1نیزگ 1  1

، آن گاه نامعادله   x t| |= ≥0  اس�ت. اگ�ر ف�رض کنی�م 
x x| | | |

>
+ −

1 0
6

به صورت زیر درمی آید:



t t t t t t
t t

t t
SLX¶

( )( )> ⇒ + − > ⇒ − − < ⇒ − + <
+ −

− < ⇒ ≤ <

2 2
2

1 0 6 0 6 0 3 2 0
6

3 0 0 3

|x به ازای  |≤0 |x را ح�ل کنیم. نابرابری  |≤ <0 3 بنابرای�ن باید نامعادلۀ 

|x را حل کنیم. |<3 هر مقدار x برقرار است. پس باید نامعادلۀ 

x x x| | | |< ⇒ < ⇒− < <3 9 9 9

x=−4 در دامنۀ تابع قرار دارد. راه حل دوم واضح است که 

f( ) log ( ) log− = =
+ −

6 6
1 14

46 4 4

) قرار دارد و عضو بازه های دیگر گزینه ها نیست.  , )−9 9 4− فقط در بازۀ  عدد 

پس گزینۀ )1( درست است.

131 y را k واحد در راس�تای قائم  1نیزگ 1 x= −4 اگر نمودار تابع   3

y به دس�ت می آی�د و اگ�ر نمودار  x k= − +4 انتق�ال دهی�م، نم�ودار تابع 

k−2 واحد در راس�تای افقی انتق�ال دهیم، نم�ودار تابع زیر  به دس�ت آم�ده را 
به دست می آید:

y x k k k x k f x( ( )) ( )= − − − + = + − + =4 2 2
چ�ون نمودار تابع f نم�ودار تابع وارونش را در نقطه ای به عرض 1 قطع می کند، 

پس اگر طول نقطۀ تقاطع a باشد، آن گاه

k

k

f a k a k

k a k a k k

f a f a k k a a k k

( )

( )

( ) ( )

− ≥

≥−−

= ⇒ + − + =

+ − = − → = + − −

= ⇒ = ⇒ + − + = → = + +

1 0 2

11

1 2 1

2 1 2 1

1 1 2 1 1

−k می توانند برقرار باشند. ≤ ≤1 1 توجه کنید که تساوی های فوق فقط برای 

k k k k k k k( )+ − − = + + ⇒ + − = +2 22 1 1 1 2 1

، طرفین را ب�ه توان دو  k− ≤ ≤ +1 2 1 2 ، یعنی  k k+ − ≥21 2 0 ب�ا ش�رط 
می رسانیم و معادله را ساده می کنیم:

k k k k k k k k

k

k k k k k

k

( )

( )( )

− + + = ⇒ − + + =


 =
− − − = ⇒ =


± =

4 3 2 3 2

2

4 2 3 0 4 2 3 0

0

3 1 0 3

1 5
2

، پ�س فقط  k− ≤ ≤1 2 1 ، پ�س  k− ≤ ≤ +1 2 1 2 −k و  ≤ ≤1 1 چ�ون 
f و طول نقطۀ برخورد نمودار  x x( )= −2 k=0 قابل قبول است. بنابراین 

y با محور طول ها به صورت زیر است: f x( )= تابع 1−

y f x x x( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =0 1 0 2 1 1

141 ابتدا توابع fog و gof را معین می کنیم. 1نیزگ 1  3
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)4(

x

fog x f g x f x x x

x

x
x x

x x
x x

x

  IÄ  

( )( ) ( ( )) ( )

− − <−

= = − = − − ≤ − ≤


− >
− >
 − > <− = − ≤ ≤ = 

− − ≤ ≤ <

2

2 2 2

2

2

2 2
2

2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 2
1 2 2

1 0 2
1 2 2

1 0

x

gof x g f x f x x x

x

  x x

x x

  IÄ  

( )

( )( ) ( ( )) ( )

 − − <−

= = − = − − ≤ ≤

− >

<− >=
− − ≤ ≤

2

2 2

2

2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

0 1 1

1 1 1

بنابراین نمودار تابع های fog و gof به صورت زیر است و هرکدام از آن ها در دو 
نقطه مشتق پذیر نیستند.

151 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع f به صورت زیر است: 1نیزگ 1  2
x x xf x xlog log log( ) ( ) ( )= = = =3 3 32 2 29 3 3

) اس�ت.  , )+∞0 از ط�رف دیگر، دامنۀ تابع f بازۀ 
پس نمودار تابع f به صورت زیر است:

161   1نیزگ 1
x

+− →
− 2
1 1 0

1
، آن گاه  x +→0 توجه کنید که اگر  ؟6

. بنابراین می توانیم از هم ارزی های زیر استفاده کنیم: x +→2 0 و 

: tan , cosα→ α∼α − α∼ α210 1
2

در این صورت حد مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

nnx  x  

nx  x  

nx  x  x  

n nx  x  

x
x x

xx

x

x x
x

x xx

x x
  

( ) ( )

lim lim
( ( ) )

( )
lim lim

( ( ))
lim lim lim

( )

lim lim
( )

+ +

+ +

+ + +

+ +

→ →

→ →

→ → →

− −→ →

− −−
− −=

− −
= ×

−
− −

= × ×
−+ −

= × × =
+

22 2
2 2

20 0

2 2

20 0
2 2

22 20 0 0

4 2 40 0

1 1 11
1 1

1 2
2
1 1 1

1
1 1 1 1

11 1
1 1 1 1

11 1 4

 a آن گاه حد بالا نامتناهی است و نمی تواند برابر ، n>4 اکنون توجه کنید که اگر 

 . a n+ =17
4

a=1 و 
4

1 است و در نتیجه 
4

، آن گاه حد بالا برابر  n=4 باشد. اگر 

. پس  a n+ <4 a=0 و  ، آن گاه حد بالا برابر صفر است و در نتیجه  n<4 اگر 

) را داشته باشد. , ) { }−∞ 174
4

 a می تواند تمام مقادیر مجموعۀ  n+

171 )  1نیزگ 1 , )−∞ 0 y روی بازۀ 
x
−=
2
2 y و 

x
=

2
3 توجه کنید که توابع   1

، آن گاه x ( )−→ − 1
2

به ترتیب اکیداً صعودی و اکیداً نزولی هستند. پس اگر 

 ,
x x

     ( )− +−→ → −
2 2
3 212 8

 y
x

[ ]−=
2
2  و 

x
y [ ]=

2
3 ، تواب�ع  x=− 1

2
بنابرای�ن در ی�ک همس�ایگی چ�پ 

y=−8 برابرند. پس y=11 و  به ترتیب با تابع های 

x x

x

x
xx
xx

x
x
x

    

  

( ) ( )

( )

[ ]
lim lim

( )[ ]

lim

− −

−

→ − → −

→ −

− +
− +=
− −− −

+= =−∞
+

2

1 1
2 22

1
2

310 5
10 5 11

2 16 816

10 6
16 8

181 راه حل اول چون تابع f در دو نقطه ناپیوس�ته است، پس  1نیزگ 1  4
f دو ریش�ه دارد. چ�ون تاب�ع f دو مجان�ب موازی ب�ا محورهای  x( ) مخ�رج 

مختصات دارد، پس یا هر دو مجانب آن قائم هستند و مجانب افقی ندارد یا یک 

 bxf x
bx

( ) − +=
− +

2 2
2

، آن گاه  a=0 مجانب قائم و ی�ک مجانب افقی دارد. اگر 

f فقط یک ریشه دارد و قابل قبول نیست )واضح  x( ) که در این صورت مخرج 

، آن گاه  a≠0 (. اگر  b≠0 است که 

x  x  
axf x
ax

lim ( ) lim
→±∞ →±∞

= =
3

3
1

یعن�ی خط y=1 مجانب افقی تابع اس�ت. پس این تاب�ع فقط یک مجانب قائم 
f ریشۀ صورت آن نیز هست. اگر این  x( ) دارد، یعنی یکی از ریشه های مخرج 

x باشد، آن گاه n= ریشه 
an bn

bn bn bn n
an bn

( )
 − + = ⇒ − = ⇒ − =

− + =

3 2
2

3

2 0
0 1 0

2 0

، در نتیجه n=1 ، پس  n≠0 b≠0 و  چون 
a b b a− + = ⇒ = +2 0 2

f علاوه بر x=1 یک ریشۀ  مضاعف دارد. پس x( ) اکنون توجه کنید که مخرج 

ax bx ax a x ax x x

x a x x x ax ax

( ) ( ) ( )

( )( ( ) ) ( )( )

− + = − + + = ⇒ − − − =

− + − = ⇒ − + − =

3 3 2

2 2

2 2 2 0 1 2 1 0

1 2 0 1 2 0

ax ریشۀ مضاعف دارد، یعنی ax+ − =2 2 0 پس معادلۀ 
aa a a b ,≠∆= + = → =− =−02 8 0 8 6



)5(

را ه ح��ل دوم مقادیر a و b را از گزینه ها در ضابطۀ f قرار دهید و درس�ت بودن 
شرایط مسئله را بررسی کنید.

191 x=0  1نیزگ 1 f در  x
x
( ) ابت�دا توجه کنید که حد مخرج کس�ر   2

برابر صفر است و اگر حد صورت آن در این نقطه برابر صفر نباشد، حد این کسر نامتناهی 
x=0 برابر صفر باشد. پس f هم باید در  x( ) می شود، پس حد صورت کسر، یعنی 

x x
f x x ax b b blim ( ) lim (cos )

+ +→ →
= + + = + + = ⇒ =−3 2

0 0
2 1 0 0 1

از طرف دیگر،
f x x ax f x x x ax( ) cos ( ) sin cos′= + − ⇒ =− +3 2 22 1 6 2 2 2

بنابراین

x x

f x x x ax
x x x

a a a

( ) sin coslim lim ( )
− −→ →

′ −= +

=− × × + =− + = ⇒ =

2

0 0
2

6 2 2 2

6 2 1 2 12 2 2 7
. a b+ =6 بنابراین 

201 f در نقط�ۀ  1نیزگ 1 x x( ) |sin |= +2 1 توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع   3

x=0 مشتق پذیر نیست:
x f x x f x x f

x f x x f x x f

( ) sin ( ) cos ( )

( ) sin ( ) cos ( )

+

−

′ ′> ⇒ = + ⇒ = ⇒ =

′ ′< ⇒ =− + ⇒ =− ⇒ =−

0 2 1 2 2 0 2

0 2 1 2 2 0 2

x=0 بر نمودار تابع f رس�م  بنابرای�ن ش�یب نیم مماس های راس�ت و چپ ک�ه در 
2− است. معادلۀ  این نیم مماس ها به صورت زیر است: می شوند، به ترتیب برابر 2 و 

y f f x y x y x

y f f x y x y x

SwHn tIµ¶´Ãº : 

Oa tIµ¶´Ãº : 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

+

−

′− = − ⇒ − = ⇒ = +

′− = − ⇒ − =− ⇒ =− +

0 0 0 1 2 2 1

0 0 0 1 2 2 1

نقاط تلاقی امتداد این نیم مماس ها و نیمساز ناحیۀ دوم و ناحیۀ چهارم را پیدا می کنیم:
y x

x x x y
y x

y x
x x x y

y x

= + ⇒ + =− ⇒ =− ⇒ =
=−
=− + ⇒− + =− ⇒ = ⇒ =−
=−

2 1 1 12 1
3 3

2 1
2 1 1 1

)B را پیدا کنیم: , )− 1 1
3 3

)A و  , )−1 1 پس باید فاصلۀ نقاط 

AB ( ) ( )= + + − − = × =2 21 1 16 41 1 2 2
3 3 9 3

211 fD و  1نیزگ 1 [ , ) { }= +∞ −0 1 توجه کنید که   2

f x x x( ) ( )
−

= − −
1 1

22 332 1
2

xf x x x x
x x

( ) ( ) ( )( )( )
( )

− −
′ = − − − = +

−

1 4
22 3

3 2 4
1 3 1 12 2 1
2 2 3 1

) مثبت است. از طرف دیگر، , ) { }+∞ −0 1 f روی  x( )′ بنابراین 

x x
f x f x    lim ( ) ( ) , lim ( ) ( )

+ −→ →
= − +∞ =−∞ = − −∞ =+∞

1 1
2 2

] و  , )0 1 بنابرای�ن تاب�ع f روی دامن�ه اش صع�ودی نیس�ت ول�ی روی بازه های 

) صعودی است. , )+∞1

221 مشتق تابع f را تعیین علامت می کنیم: 1نیزگ 1  1

f
xf x D

x
  ( ) , { }= = −

−

4

3
2

8


x x x x x xf x
x x

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

− − −′ = =
− −

3 3 2 4 3 3

3 2 3 2
4 8 3 32

8 8

x

f x( )

−∞ +∞

′ + − − +

30 2 32

0 0

) و هر زیرمجموعۀ آن ها اکیداً  , ]32 32 ] و  , )0 2 f روی بازه های  x( )′ بنابراین 

] است که برابر  , )0 2 نزولی است. بیشترین مقدار طول این بازه ها مربوط به بازۀ 

2 است.

231 ابتدا اکسترمم های نسبی تابع f را معین می کنیم: 1نیزگ 1  3

f x x x x

f x x x x x x x

x y
f x

x y

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

= − − +

′ = − − = − − = + −

=− ⇒ =− − + + =′ = ⇒
= ⇒ = − − + =−

3 2

2 2

2 3 12 1

6 6 12 6 2 6 1 2

1 2 3 12 1 8
0

2 16 12 24 1 19

)B نقاط اکس�ترمم نس�بی تابع f هس�تند و  , )−2 19 )A و  , )−1 8 پس نقاط 

( )
− − =−
− −
19 8 9

2 1
شیب پاره خط AB برابر است با 

f اس�ت.  a( )′ ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطه ای به طول a  برابر 

f برقرار است. a( )′ =−9 پس می خواهیم بدانیم به ازای چند مقدار a تساوی 

f a a a a a a a( ) ( )( )′ = + − =− ⇒ − − =− ⇒ − − =2 26 1 2 9 2 2 4 3 2 2 1 0

  f به دس�ت می آید. پس دو نقطه روی نمودار تابع a از معادلۀ  بالا دو جواب برای
وجود دارد که خط مماس بر نمودار تابع f در آن نقاط موازی پاره خط AB است.

241 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

a b
cc

c c c c c c c

c c
ba

b a a b ab a b

log log
loglog

log log log log log ( ) log log

+ = ⇒ + =

+ = × ⇒ = ×

1 11 1

251 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3
x x xxlog ( ) ++ = + ⇒ + = 3

2 4 15 3 4 15 2  
x x x x( ) ( )( )− × + = ⇒ − − =22 8 2 15 0 2 5 2 3 0  

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 
x x

x x

x

x

log

log

 − = ⇒ = ⇒ =


− = ⇒ = ⇒ =

2

2

2 5 0 2 5 5

2 3 0 2 3 3
 

پس مجموع جواب های معادله برابر است با
log log log log+ = × =2 2 2 25 3 5 3 15
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261 ابتدا توجه کنید ب�رای اینکه عبارت های رادیکالی موجود  1نیزگ 1  3
در معادله تعریف شده باشند، باید شرایط زیر وجود داشته باشد:

 

x x x x x x

x

x x

x I

( )( )

( )( )

( )

− + − ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤

−∞ +∞

− − + − +

≤ ≤

2 26 8 0 6 8 0 2 4 0

2 4

2 4 0 0

2 4

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

− + + − ≥ ⇒ − − + ≤

− − − ≤ ⇒ − − − ≤

− − ≤ ⇒ − + − ≤

3 2 3 2

3 2 2 2

2

4 25 100 0 4 25 100 0

25 4 100 0 25 4 25 0

25 4 0 5 5 4 0

x

x x x( )( )( )

−∞ − +∞

− + − − + − +

5 4 5

5 5 4 0 0 0

x   x IIIÄ ( )≤− ≤ ≤5 4 5

x=4 عبارت های رادیکالی موجود  )II نتیجه می ش�ود فقط به ازای  ) )I و  ) از 
x=4 جواب  در معادله تعریف شده هستند. اکنون کافی است مشخص کنیم 

معادله هست یا نه.

 x x x x x x x x+ − + + − + + − + − = +

+ + + = + ⇒ + = +

3 2 2 24 25 100 6 8 2

4 0 16 0 4 2 2 4 4 2
 

x=4 تنها جواب معادله است. پس 

271 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1 2و36 
 x x x x( )( )− + = − −3 2 1 2  

xA مطابق جدول زیر است:
x x

−=
− +
2 3
3 2

بنابراین علامت عبارت 

 
  x  

A

−∞ +∞

− + − +

30 1 4
2
0

، می خواهی�م مجموع�ۀ  B m mx( )x= − − +2 21 4 4 اکن�ون ف�رض کنی�د 
AB≥0 یک بازه باش�د. اگر B چندجمل�ه ای درجۀ دوم  جواب ه�ای نامعادلۀ 
باش�د و ریش�ه نداشته باش�د یا ریشۀ مضاعف داش�ته باش�د، آن گاه با توجه به 
 B نمی تواند یک بازه باشد. پس AB≥0 مجموعۀ جواب های نامعادلۀ A علامت

3 و 4 باشند، بنابراین سه حالت 
2

دو ریش�ه دارد و این ریش�ه ها باید از اعداد 1، 
را بررسی می کنیم:

x=1 ریشۀ B است. حالت اول: 

 
m m m m m   m  

B x x x x

(.¡.¡.ù),

( )( )

− − + = ⇒ − + = ⇒ = =

= − + = − −

2 2

2

1 4 4 0 4 3 0 3 1

8 12 4 4 1 2 1
در این صورت جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است:

 
x

AB

−∞ +∞

− + + − +

1 30 1 4
2 2
0 0

AB≥0 یک بازه نیست. واضح است که مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

x=3 ریشۀ B است.
2

حالت دوم: 

 
m m m m

m m m m m   m

( ) ( )

( )( ) ,

− − + = ⇒ − − + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

9 31 4 4 0 9 9 24 16 0
4 2

1 79 24 7 0 3 1 3 7 0
3 3

، آن گاه m=1
3

اگر 

 B x x x x( )( )=− − + = − − −28 4 4 44 2 3
9 3 9 3

و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است:

 
x

AB

−∞ +∞

− + + −

30 1 4
2
0

)   است.  , )1 4 AB≥0 بازۀ  و مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

، آن گاه  m=7
3

اگر 

 B x x x x( )( )= − + = − −240 28 44 5 3 2 3
9 3 9

و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است:

 
x

AB

−∞ +∞

− + − − +

3 30 1 4
5 2
0 0

AB≥0 یک بازه نیست. در این صورت مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 
x=4 ریشۀ B است. حالت سوم: 

 m m m m m   m( ) ,− − + = ⇒ − − = ⇒ =− =2 2 1 316 1 16 4 0 4 4 3 0
2 2

 

، آن گاه  m=− 1
2

اگر 

 B x x x x( )( )=− + + = − − −23 32 4 4 1
4 4

و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است:

 
x

AB

−∞ +∞

− + − −

30 1 4
2
0

)   است. , ]31
2

AB≥0 بازۀ  و مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

، آن گاه  m=3
2

اگر 

 B x x x x( )( )= − + = − −25 56 4 4 1
4 4

و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است:

 
x

AB

−∞ +∞

− + − + +

4 30 1 4
5 2
0 0

AB≥0 یک بازه نیست. در این صورت مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 
، آن گاه چندجمله ای B از درجۀ  m=−1 ی�ا m=1 اکن�ون توج�ه کنید که اگر

اول است. این دو حالت را هم باید بررسی کنیم.
B و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است: x=− +4 4 ، آن گاه  m=1 اگر

 
x

AB

−∞ +∞

− − + −

30 1 4
2
0



)7(

] است. , )3 4
2

AB≥0 بازۀ  و مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

B و جدول تعیین علامت AB به صورت زیر است: x= +4 4 ، آن گاه  m=−1 اگر

 
x

AB

−∞ +∞

− + − +

30 1 4
2
0

AB≥0 یک بازه نیست. در این صورت مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

−=m و m=1 مجموعۀ جواب ه�ای نامعادلۀ  1
2

 ، m=1
3

بنابرای�ن ب�ه ازای 

AB≥0 یک بازه است.
281 راه حل اول مخرج مشترک می گیریم و ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3

 

sin cos sin cos sin
cos sin ( cos )sin ( cos )sin

sin cos cos
sin cot
cos sin sin

θ + θ θ+ − θ θ+ = =
− θ θ − θ θ − θ θ

θ θ θ×
θ θ= = = =

− θ θ θ

2 2 2

2

1 1 2
1 1 1

4 2
2 2 2 2 2
1 22

2 2
راه حل دوم ابتدا هریک از کسرها را ساده می کنیم، سپس حاصل را ساده می کنیم.

 

sin cos cos
sin cos
cos sin sin sin cos

cot cot cot

θ θ θ
θ + θ+ = +

− θ θ θ θ θ

θ θ θ= + =

2

2

2 2
1 2 2 2

1 2 2
2 2 2

2
2 2 2

=πθ حساب می کنیم:
3

راه حل سوم حاصل عبارت را به ازای 

 
sin cos

cos sin

π π+ +
+ = + = + =

π π− −

3 11 1
33 3 2 2 3 2 3

1 3 31 1
3 3 2 2

=πθ حساب می کنیم:
3

اکنون مقدار گزینه ها را به ازای 

 cos cosθ π= = 3
2 6 2

گزینۀ )1( 

 sin sinθ π= =1
2 6 2

گزینۀ )2( 

 cotcot θ π= =2 2 2 3
2 6

گزینۀ )3( 

tan tanθ π= =2 32 2
2 6 3

گزینۀ )4( 

291 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 

( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )

( cos cos cos )

+ α + α + α =

α α α =

α α α =

2 2 2

2

11 1 2 1 4
8
12 2 2 2

2 8

8 2 1
2

 

sin و معادله را  α≠0
2

=kα جواب معادله نیست، پس  π2 واضح اس�ت که 

می توان به صورت زیر نوشت:

 

sin cos cos cos
( )

sin

( sin cos cos ) sin

cos cos( sin cos ) sin

cos cos

α α α α
=

α

αα α α =

α − α − αα α = ⇒ =

α= α

2

2 2

2 2

8 2
2 2 1

2

4 2
2
1 8 12 2 2

2 2 2
8

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 
k

k
      k

kk
,

πα=α= π+α  ⇒ ∈ 
πα= π−α  α=



2
8 2 7

28 2
9



]   به صورت زیر به دس�ت می آید. )توجه  , ]π0 2 تع�داد جواب ه�ای واقع در بازۀ 

) kα≠ π2 کنید که 

 
k k k

k k k

{ , , , , , }

{ , ,..., }

π< < π⇒ < < ⇒ ∈

π< < π⇒ < < ⇒ ∈

20 2 0 7 1 2 3 4 5 6
7

20 2 0 9 1 2 8
9

] دارد. , ]π0 2 پس معادله 14 جواب در بازۀ 
301 بنابر قضیۀ تقسیم، تساوی زیر به ازای هر مقدار x برقرار است: 1نیزگ 1  4

 P x x x Q x x( ) ( ) ( )= + + +2 2 3 1
از طرفین این تساوی مشتق می گیریم.

 P x x Q x x Q x( ) ( ) ( ) (x ) ( )′ ′= + + + +22 2 2 3
x=−2 و نتیجه می شود در تساوی بالا قرار می دهیم 

 
P Q Q

P Q

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

′ ′− = − + − + − − +

′ − =− − + =− × + =−

2 4 2 2 4 4 2 3

2 2 2 3 2 3 3 3
3− است. x+2 برابر  P بر  x( )′ پس باقی ماندۀ تقسیم 

311 ابتدا چند جمله از دنباله را مشخص می کنیم. 1نیزگ 1  2

 

n
n

a       a
a

a a
a

a a
a

a a
a

a a
a

, +=− = −

× −= − = + = ⇒ =
× −

× −= − = − = ⇒ =
× −

× −= − = − = ⇒ =
× −

× −= − = − = ⇒ =
× −

1 1

2 2
1

3 3
2

4 4
3

5 5
4

11 2

1 2 2 12 2 1 3
2 2 3

1 1 5 2 3 12 2
3 3 2 3 3

1 3 7 2 4 12 2
5 5 2 4 3

1 5 9 2 5 12 2
7 7 2 5 3

بنابراین می توان حدس زد که

 a       a,× − × −= = = =
× − × −99 100
2 99 1 197 2 100 1 199
2 99 3 195 2 100 3 197

در نتیجه حاصل ضرب صد جملۀ اول دنباله برابر است با

 a a a ( )( )( )( )( ) ( )( )= − =−1 2 100
3 5 7 9 197 1991 199
1 3 5 7 195 197

 



پاسخ تشریحی کنکور سراسری 1400
)8(

321 ده جملۀ اول دنباله را پیدا می کنیم. 1نیزگ 1  2

k

n

n k

a k n k

n a n k
k

a

k a

a a a

a

k a

a a a

a

k a

a a a

k

 

 

 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]


=

= − + = +

 + = + +


= =
= ⇒ =− × + =


× + = + = + +


= =
= ⇒ =− × + =


× + = + = + +


= =
= ⇒ =− × + =


× + = + = + +
= ⇒

0
0

1

2

1
3

4

5

2
6

7

8

2 3

2 4 3 1

3 2
2

2 1

0 2 0 4 4

3 0 2 1
0 2

2 2

1 2 1 4 2

3 1 2 1
1 2

2 4

2 2 2 4 0

3 2 2 2
2 2

3 a = =39 2 8

مجموع ده جملۀ اول دنباله برابر 19 است. پس
a a a

a a

+ + + + + + + + + + + + =

+ = ⇒ =−

1 4 1 2 2 1 4 0 2 8 19

3 25 19 2

a29 را پیدا کنیم. a28 و  بنابراین باید میانگین 

 a       a, [ ]=− × + =− = − = − =
+28 29
292 9 4 14 2 2 2 0
9 2

)a برابر است با   )29 )a و سی ام  )28 پس میانگین جملات بیست و نهم 

 − + =−14 0 7
2

331 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

x

x x x

x x

f xsin

sin sin sin

sin sin

( )− − −

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤

≤ − ≤ ⇒− ≤− − ≤

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
2

2 2 2

2 2

2 5 1 0

0 1 0 5 5 1 5 1 4

0 5 1 2 2 5 1 0

12 2 2 1
4

. در نتیجه fR [ , ]= 1 1
4

بنابراین 

 a   b a b,= = ⇒ + =1 51
4 4

341 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 t t
t

log log log−
−= =1
1

1 22
2

1

، آن گاه t x x[ ] [ ]= + −12 بنابراین اگر فرض کنیم 

 f x t
t

( ) log log= − = −1 2
2

1 1 1

، پس fR   {log , log }= 2 23 5 چون 

 
t t t

t t t

log log log log log

log log log log log

− = ⇒ = + = ⇒ =


− = ⇒ = + = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 3 1 3 6 6

1 5 1 5 10 10

u داریم x[ ]= ≥0 بنابراین با فرض 

 
u u u u u   u  

u u u u u   u  

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)

,

,

 + − = ⇒ − − = ⇒ = =−


+ − = ⇒ − − = ⇒ = =−

2 2

2 2

12 6 6 0 3 2

12 10 2 0 2 1

بنابراین

 
x x x

x x x

[ ] [ ]

[ ] [ ]

= ⇒ = ⇒ ≤ <

= ⇒ = ⇒ ≤ <

2 4 4 5

3 9 9 10
بنابراین حداکثر عددهای صحیح 4 و 9 در دامنۀ تابع f قرار دارند.

351 تابع f اکیداً صعودی اس�ت و اگر نمودار آن را k واحد به  1نیزگ 1  3
بالا یا پایین منتقل کنیم، باز هم تابعی اکیداً صعودی حاصل می ش�ود که نمودار 
y قط�ع می کن�د. پ�س نقط�ۀ تقاط�ع نم�ودار تابع  x= وارون�ش را روی خ�ط 

) است، پس , )11 y و وارونش نقطۀ  f x k( )= +

 f k k k( )+ = ⇒ + + = ⇒ =−1 1 1 3 1 1

اکن�ون اگ�ر نم�ودار حاص�ل را نس�بت ب�ه مح�ور x قرین�ه کنی�م، نم�ودار تابع 

y به دس�ت می آید و اگر این نمودار را 4 واحد در جهت افقی به  f x( ( ) )=− −1

y به دست می آید. پس  f x( )=− + +4 س�مت چپ منتقل کنیم، نمودار تابع 1

ضابطۀ تابع مورد نظر به صورت زیر است:

 y x=− + + +4 3 1 

) عبور می کند. , )−0 1 5 واضح است که نمودار این تابع از نقطۀ 

361 ابتدا توابع fog و gof را معین می کنیم. 1نیزگ 1  4

x

fog x f g x f x x x

x

x
x x

x x
x x

x

  IÄ  

( )( ) ( ( )) ( )

− − <−

= = − = − − ≤ − ≤


− >
− >
 − > <− = − ≤ ≤ = 

− − ≤ ≤ <

2

2 2 2

2

2

2 2
2

2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 2
1 2 2

1 0 2
1 2 2

1 0

x

gof x g f x f x x x

x

  x x

x x

  IÄ  

( )

( )( ) ( ( )) ( )

 − − <−

= = − = − − ≤ ≤

− >

<− >=
− − ≤ ≤

2

2 2

2

2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

0 1 1

1 1 1



)9(

h به صورت زیر است: gof fog= − بنابراین تابع 

 

x

x x

h x x x x

x x

x

x     x

h x x x     x

x

IÄ

IÄ

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

 − − <−

 − − − ≤ <−

= − − − − ≤ ≤

− − < ≤


− − ≥

 <− ≥

= − − ≤ <− < ≤


− ≤ ≤

2

2 2

2

2

0 1 2

0 1 2 1

1 1 1 1

0 1 1 2

0 1 2

1 2 2

1 2 1 1 2

0 1 1

پس نمودار تابع h به صورت زیر است و ماکزیمم مقدار آن برابر 1 است.

371 ]x ، پس 1نیزگ 1 ]=0 ، آن گاه  x +→0 ابتدا توجه کنید که اگر   1
xtan[ ] tan= =0 0

)x و می توان از هم ارزی های  ) −− − →31 1 0 x و  +→3 0 از طرف دیگر، 

−cos استفاده کرد. پس α α211
2
 sinα∼α و 

 
n nx x

nnx x

x x x
x x x x

x
xxx

sin( ) tan[ ]
lim lim

( cos ) ( ( ))

lim lim

+ +

+ +

→ →

−+→ →

− − − − −=
−

− − −= × =
− +

3 3

0 0

3

2310 0

1 1 2 1 1
11 3 3
2

1 1 1 1
3 31 1
2

 ، n=2 ، آن گاه حد بالا موجود نیس�ت. اگر  n>2 اکن�ون توج�ه کنید که اگ�ر 

na . اگر  =1
9

−=a و در نتیج�ه  1
3

− اس�ت. پس  1
3

آن گاه ح�د ب�الا برابر 

na . بنابراین  =0 ، آن گاه حد مورد نظر برابر صفر اس�ت و در نتیجه  n< <0 2

1 در گزینه ها وجود دارد.
9

1 یا صفر باشد که فقط 
9

na می تواند برابر  مقدار 

381  و  1نیزگ 1
x

( )−− → −
2
2 8 ، آن گاه  x ( )+→ − 1

2
توجه کنید که اگر   2

 . پس حد مورد نظر به صورت 
x

[ ]=
2
3 12  و 

x
[ ]− =−

2
2 9 . بنابراین 

x
+→

2
3 12

زیر است:

 
x  

x
x( )

( )
lim

+ +
→ −

− −
= =+∞

+1
2

16 9 1
24 12 0

 

391 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 x x xx xf x
x a x x x a x

( )( )
( )

( )( ) ( )( )

− + −− += =
− − + − −

23

2 2
1 45 4

4 4 1 2 1

x=1 مجانب قائم نمودار تابع f است. 
2

y=1 مجانب افقی و 
4

واضح است که 

پس این تابع نباید مجانب قائم دیگری داشته باشد. سه حالت ممکن است:

. a=1
2

x=1 باشد، یعنی 
2

x همان  a= حالت اول: 

. a=1 باشد، یعنی x=1 x همان  a= حالت دوم: 
x باش�د ک�ه در این حالت  x+ − =2 4 0 x ریش�ۀ معادلۀ  a= حالت س��وم: 
1− اس�ت. پس مجم�وع تمام مقادیر  مجم�وع مقداره�ای ممکن برای a برابر 

ممکن a برابر است با

+ − =1 11 1
2 2

401 ابتدا مشتق تابع f را پیدا می کنیم. 1نیزگ 1  3
 n nf x x f x nx x x( ) sin ( ) ( ) cos( )sin ( )−′= ⇒ =2 2 1 22

بنابراین

 

n n

m mx  x

n

mx  

f x f x x nx x x

x x

nx x x

x

( ) ( ) sin ( ) cos( )sin ( )
lim lim

( cos ) ( cos )

sin ( )cos( )
lim

( cos )

+ +

+

−

→ →

−

→

′
=

− −

= =
−

2 2 1 2

0 0
2 1 2 2

0

2
1 1

2 32 2
1

−cos استفاده می کنیم. α α211
2
 sinα و  α اکنون از هم ارزی های 

 
n m n

mmx x

nx x x n x
xx

( ) cos( )
lim lim

( )+ +

− + −

→ →

×= =
2 2 1 2 1 4 1

220 0

2 2 32 2
1
2 بنابراین

 
nm

m n m n

n n n m
++

 = − ⇒ = −

 × = ⇒ × = ⇒ = ⇒ =

121 2

12 4 1 2
2

72 32 2 2 32 2 2
2

. m n+ =2 9 پس 
411 f اکیداً صعودی است و محل تقاطع  1نیزگ 1 x x( )= +2 تابع   4

y اس�ت. پس کافی اس�ت معادلۀ  x= نم�ودار آن ب�ا نم�ودار وارون�ش روی خط 
f را حل کنیم. x x( )=

 
x x x x x x x

x x x   x  (.¡.¡.ù),

+ = ⇒ = − ⇒ = − +

− + = ⇒ = =

2

2

2 2 4 4

5 4 0 4 1

x=4 پیدا می کنیم. f را در نقطۀ  اکنون شیب خطوط مماس بر نمودار تابع های f و 1−

 
f x x f x f

x
f x x f x x f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −

′ ′= + ⇒ = ⇒ =

′ ′= − ⇒ = − ⇒ =1 2 1 1

1 12 4
42

2 2 2 4 4
تس�اوی  از   m2 و   m1 ش�یب های  ب�ا  خ�ط  دو  بی�ن  زاوی�ۀ  تانژان�ت 
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 به دست می آید. پس
m m

m m
tan | |

−
α=

+
1 2

1 21

        
( )

tantan | | , sin
tan( ) ( )

−
αα= = α= = =

+ α+ +
2 2

1 154 2
15 2 2404 82

1 8 15 28911 4 1
4 8

421 مشتق تابع را تعیین علامت می کنیم. 1نیزگ 1  1

 

x x x
f x x x

x x x

x
xf x

x
x

  
xf x

x x x
x

¡.¡.ù

( ) | |

( )

(. )

( )

 + ≥= + =
 − ≤

 + >′ =
 − <


 + =′ = ⇒
 − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−


3
3

3

3 2

3 2

3 2

3 2 2
3 2

3 0
3

3 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0
0

1 1 0 1 1 1

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + +

1 0

0

]  صعودی است. , )− +∞1 بنابراین تابع f روی بازۀ 

431 مشتق تابع را تعیین علامت می کنیم. 1نیزگ 1  4

 

x x x xxf x f x
x x

x x x x x xx x x
x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

− − −− ′= ⇒ =
− −

− + − −− += = =
− − −

3 2 44

2 2 2

4 2 2 25 3

2 2 2 2 2 2

4 2 2 33
2 2

2 4 3 2 1 32 8 6
2 2 2

x

f x

 

( )

−∞ − − − − +∞

′ − + + − + − − +

2 3 2 1 0 1 2 3 2

0 0 0 0 0

و   ( , )1 2  ،( , )−1 0  ،( , )− −2 3 بازه ه�ای  روی   f تاب�ع  بنابرای�ن 

3 )پنج بار(  ، 0 ، 1 و  −1 ، − 3 ) اکیداً نزولی است و در نقاط  , )2 3
جهت صعودی و نزولی نمودار تابع f تغییر می کند.

441 مش�تق اول و مشتق دوم تابع را تعیین علامت می کنیم و  1نیزگ 1  1
نقاط مینیمم نسبی و عطف تابع را معین می کنیم.

 

f x x x f x x x f x x

f x x x x   x

f x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( )

′ ′′= − + ⇒ = − ⇒ = −

′ = ⇒ − = ⇒ = =±

′′ = ⇒ − = ⇒ =±

4 2 3 2

2

2

6 5 4 12 12 12

0 4 3 0 0 3

0 12 1 0 1
x

f x

f x
þõø þõø

( )

( )
min max min

−∞ − − +∞

′ − + + − − +

′′ + + − − + +

3 1 0 1 3

0 0 0

0 0

و   A   ( , )− −3 4 نق�اط  پ�س 
 f مینیمم نسبی تابع B   ( , )−3 4
و   C   ( , )−1 0 نق�اط  و  هس�تند 
D نق�اط عط�ف ای�ن تاب�ع    ( , )1 0
هس�تند. ش�یب پاره خط های AB و 
CD برابر صفر است. بنابراین زاویۀ 

بین آن ها برابر صفر است.

451 عبارت مورد نظر را A می نامیم. در این صورت 1نیزگ 1  4
A a b ab a b ab a b a b

a b a b

( ) ( ) (( ) ) (( ) )

((( )( )) )

= + − + + = − +

= − +

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم.
 A a b a a b b(( ) ) ( )= − = − +2 2 2 2 4 2 2 4 22

اکنون توجه کنید که

a b

a b

     ( ) , ( )

( ) ( )

( )( )

= − = − = + = +

= − × + = − × +

= − + = − =

4 44 4 4 4

4 42 2 2 2

6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 4 2
بنابراین

A a a b b( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − + = − − + +

= − = − = + −

4 2 2 4 2 2

2 2

2 6 2 2 2 6 2

2 6 2 2 4 6 2 4 6 2 2 12

، پس =12 2 3 چون 
A ( ) ( )= − = −4 8 4 3 16 2 3

461 . در این ص�ورت معادلۀ مورد  1نیزگ 1 x t=3 ف�رض می کنیم   4
نظر به شکل زیر در می آید:

t tt t t t t
t t

( )( ) ( )( )+ ++ + − = ⇒ − =
4 22 2 2

2 2
1 11 1 2 1 2

t2 ضرب می کنیم برای اینکه معادله را ساده کنیم، دو طرف آن را در 

t t t t( )( )+ + − =4 2 2 31 1 2

اکنون توجه کنید که می توانیم س�مت چپ معادله را به کمک اتحاد چاق و لاغر 
ساده کنیم

t t t t( ) ( ) ( )− = ⇒ − − = ∗2 3 3 3 3 2 31 2 2 1 0

 ، x x− − =2 2 1 0 ) می شود  )∗ ، در نتیجه معادلۀ  x t= 3 ، پس  x t=3 چون 

. ( )−
− =

2 2
1

که مجموع جواب های آن برابر است با 

471 x2 جواب های  1نیزگ 1 x1 و  راه حل اول توجه کنی�د که چون   1

. اکنون  x x =−1 2 5 x و  x+ =−1 2 1 x هس�تند، پس  x+ − =2 5 0 معادلۀ 

می توانیم مجموع جواب های معادلۀ  جدید را به صورت زیر حساب کنیم:
x x

S S
x x x x

¥oTz¶ Zoh¶ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

+ + +
= + → =

+ + + +

3 3
1 2

3 3 3 3
1 2 1 2

1 11 1
1 1 1 1



)11(

a استفاده می کنیم و صورت کسر  b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 از اتحاد 

را به صورت زیر می نویسیم:

 

x x x x x x
S

x x

x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( )

(( )( ))

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

+ + + − + + + + +
=

+ +

+ + − + + + + +
=

+ + +

− + − − − + − + − −
= = =−

− − + −

3
1 2 1 2 1 2

3
1 2

3
1 2 1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2

3

3 3

1 1 3 1 1 1 1

1 1

2 3 1 2

1

1 2 3 1 5 1 1 2 1 3 5 1 16
1251 5 1 5

همچنین حاصل ضرب جواب های معادلۀ جدید به صورت زیر به دست می آید:

P
x x x x

x x x x

( ) ( ) (( )( ))

( ) ( )

= × =
+ + + +

= = =−
+ + + − − +

3 3 3
1 2 1 2

3 3
1 2 1 2

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1251 1 5 1

x اس�ت، که اگر دو  x  + − =2 16 1 0
125 125

بنابرای�ن معادلۀ  جدی�د به صورت 

. x x+ − =2125 16 1 0 طرف آن را در 125 ضرب کنیم، می شود 
راه حل دوم توجه کنید که

  x x x x
S

x xx x
( ) ( )

( ) ( )

+
= + = + = + =

+ ++ +

3 3 3 3
1 2 1 23 3

3 3 1 21 2

1 1 1 1
1 1 125 125 1251 1

a اس�تفاده می کنیم. چون  b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 اکن�ون از اتحاد 
، پس x x =−1 2 5 x و  x+ =−1 2 1

x x x x x x
S

( ) ( ) ( ) ( )( )+ − + − − − −
= = =−

3 3
1 2 1 2 1 23 1 3 5 1 16

125 125 125
از طرف دیگر، 

 
x x x x

P
x xx x

( )
( ) ( )

( ) ( )
= × = × = × =

+ ++ + ×

3 3 3
1 2 1 23 3

3 3 3 3 3 31 21 2

1 1 1 1
1 11 1 5 5 5 5

. در نتیجه معادلۀ  P=− 1
125

، یعنی  P ( )−
=

×

3

3 3
5

5 5
، پس  x x =−1 2 5 چون 

x اس�ت، که اگر دو طرف آن را در  x+ − =2 16 1 0
125 125

م�ورد نظر به صورت 

. x x+ − =2125 16 1 0 125 ضرب کنیم، می شود 

481 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

f( ) cos cos cos cos

cos cos cos cos

cos ( ) ( ) ( ) cos

π π π π π=

π π π π=

π π= − =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 6 12 2416
36 36 36 36 36

216
12 6 3 3

3 1 1 316
12 2 2 2 4 12

cos را حس�اب کنی�م، از اتح�اد مثلثات�ی  π2
12

اکن�ون ب�رای اینک�ه مق�دار 

cos استفاده می کنیم. بنابراین ( cos )α= + α2 1 1 2
2

f( ) ( cos ) ( )

( )

π π= × + = +

+ += =

3 1 2 3 31 1
36 4 2 12 8 2

3 2 3 6 3 3
8 2 16

راه حل دوم عبارت داده شده را به صورت زیر می نویسیم:
f x x x x x( ) (cos cos cos cos )= 216 3 6 12 24

xsin ضرب و تقسیم می کنیم 3 اکنون عبارت داخل پرانتز را در 
x x x x xf x

x
sin cos cos cos cos( ) ( )

sin
= 23 3 6 12 2416

3

sin به دست می آید cos sinα α= α1 2
2

از اتحاد مثلثاتی 

x x xsin cos sin=13 3 6
2

در نتیجه

x x x x
f x

x

sin cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 6 6 12 24
216

3

، پس x x xsin cos sin=16 6 12
2

به طور مشابه 

x x x
f x

x

sin cos cos
( ) ( )

sin

×
= 2

1 1 12 12 24
2 216

3
به طور مشابه با انجام دو مرحلۀ دیگر عبارت را به ساده ترین صورت می نویسیم.

 

x x
f x

x

x
x

x x

sin cos
( ) ( )

sin

sin
sin( )

sin sin

× ×
=

× × ×
= =

2

22
2

1 1 1 24 24
2 2 216

3
1 1 1 1 48

482 2 2 216
3 16 3

بنابراین 

   
                  

   

f

f

 

sin( ) sin

sin cos

sin sin sin ( )
( )

sin sin sin

( sin ) sin ( )
( )

( )( cos ) ( cos ) ( )

π+α = − α

α = − α

π π ππ+
π = = = →

π π π

π π−
π = = = =

π π −− − −

2

2 2 2

2 1 22 2 2

2 2 2

48 4
36 3 3

36 316 16 16
36 12 12

3 3
3 3 2 4

36 2 3 4 2 38 1 8 1 8 112 6 2
2+ ضرب می کنیم 3 ، یعنی  −2 3 در نهایت صورت و مخرج را در مزدوج 

f ( )
( )

( )( )

+π + += × = =
−− +

3 2 33 2 3 6 3 3
36 16 4 3 1616 2 3 2 3

f را به شکل زیر ساده می کنیم: x( ) راه حل سوم عبارت 

  f x x x x x

x x x x

( ) ( cos )( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )( cos )

=

= + + + +

2 2 2 22 3 2 6 2 12 2 24

1 6 1 12 1 24 1 48
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بنابراین 

f

  

( ) ( cos )( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )( cos )

( )( )( )( )

π π π π π= + + + +

π π π π= + + + +

+ += + + − − = × × × =

6 12 24 481 1 1 1
36 36 36 36 36

2 41 1 1 1
6 3 3 3

3 1 1 1 2 3 3 1 1 6 3 31 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 16

491 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

      cos( ) sin , cos( ) cosπα− = α α+π =− α2 2
2

.اکن�ون مقادیر  sin cos
cot
α− α

α
2

2
بنابرای�ن عب�ارت م�ورد نظر برابر اس�ت ب�ا 

، پس می توان نوشت  tanα=3
4

sin را حساب می کنیم. چون  α2 cosα و 

tan cos
cos cos

+ α= ⇒ + = ⇒ α=
α α

2 2
2 2
1 9 1 161 1

16 25

، یعنی  cosα<0 α در ناحیۀ س�وم مثلثاتی اس�ت، پس  چ�ون انته�ای کمان 

. از طرف دیگر، cosα=− 4
5

 
 

( )
tansin
tan

tancos
tan

coscot
sin

αα= = =
+ α +

−
− αα= = =
+ α +

αα= = =
α

2

2

2

32
2 2442

9 251 1
16
91

1 7162
9 251 1
16

7
2 7252
2 24 24

25

sin cos
cot

+
α− α= =

α

24 4
2 105625 5

2 7 175
24

در نتیجه، عبارت مورد نظر برابر است با

501 می توان نوشت 1نیزگ 1  3

x x x  x x x

x x x x x

x x x k k

kx x k x k

  

  

cos sin cos cos sin cos

sin sin cos sin ( cos )

sin sin ,

( )
cos ( ) ,

− = ⇒ − + =

+ = ⇒ + =

 = ⇒ = ⇒ = π ∈

 + π
 =− ⇒ = + π⇒ = ∈


2 2 2 2

2 2 2

2

3 1 1 3 0

3 0 1 3 0

0 0

2 13 1 3 2 1
3





] را پیدا کنیم، جدول زیر را تشکیل می دهیم: , ]π0 2 برای اینکه جواب های واقع در بازۀ 

3210k

π3π2π0kπ

π7
3

π5
3

ππ
3

k( )+ π2 1
3

 π2 π5 و 
3

 ، π  ، π
3

از این جدول معلوم می ش�ود که جواب ه�ای مورد نظر 0، 

هستند، که تعداد آن ها پنج تاست.

511 g که در آن  1نیزگ 1 xf x
h x
( )

( )
( )

= راه حل اول ابتدا توجه کنید که   1

. ب�رای پی�دا کردن دامنۀ  h x x( )= − +2 1 g و 1 x x x( ) log ( )= − −2
4 2

تابع f ، دامنۀ تابع های g و h را به دست می آوریم، از آن ها اشتراک می گیریم و در آخر 
h را از آن حذف می کنیم، یعنی x( جواب های معادلۀ 0=(

f g h hD D D x  x D h x( ) { | , ( ) }= − ∈ =0

x را حل کنیم: x− − >2 2 0 برای پیدا کردن دامنۀ  تابع g باید نامعادلۀ 

x x x x x x¥oTz¶ ¾â ±µ] jIdUH

 IÄ ( )( )− − > → − + > ⇒ <− >2 2 0 2 1 0 1 2

. از طرف دیگر، برای پیدا کردن دامنۀ تابع  gD ( , ) ( , )= −∞ − +∞1 2 پ�س 

x x x x IÄ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ≤−2 21 0 1 1 x را حل کنیم:1 − ≥2 1 h باید نامعادلۀ 0
h جواب  x( )=0 . توجه کنید ک�ه معادلۀ  hD  ( , ] [ , )= −∞ − +∞1 1 پ�س 

x همواره مثبت است. بنابراین − +2 1 1 ندارد، زیرا 

fD  (( , ) ( , )) (( , ] [ , )) ( , ) ( , )= −∞ − +∞ −∞ − +∞ = −∞ − +∞1 2 1 1 1 2   

راه حل دوم توجه کنید که عدد 3 در دامنۀ تابع f است، زیرا

f
log ( ) log

( )
− −

= = =
− + + +

4 49 3 2 4 13
9 1 1 8 1 2 2 1

پس گزینه های )2( و )4( حذف می شوند، زیرا 3 عضو آن ها نیست. از طرف دیگر، 
چون 2 عضو مجموعۀ گزینۀ )1( نیست، ولی عضو مجموعۀ گزینۀ )3( است، پس 

کافی است ببینیم 2 در دامنۀ  تابع f هست یا خیر. توجه کنید که 

f
log ( ) log

( )
− −

= =
− + +

4 44 2 2 0
2

4 1 1 3 1
log4 تعریف نش�ده اس�ت، پس عدد 2 در دامنۀ تابع f نیس�ت، یعنی  0 چون 

گزینۀ  )3( نیز حذف می شود. بنابراین گزینۀ  )1( دامنۀ تابع f است. 

521 .  1نیزگ 1 x− ≤ <3 33
2 2

، پس  x− ≤ <1 1
2 2

راه حل اول چون   2
بنابراین

x x  x f x

x x  x f x

x x  x f x

x x  x f x

[ ] , ( ) | |

[ ] , ( ) | |

[ ] , ( ) | |

[ ] , ( ) | |

− ≤ <− ⇒ =− − ≤ <− ⇒ = − − =

− ≤ < ⇒ =− − ≤ < ⇒ = − − =

≤ < ⇒ = ≤ < ⇒ = − =−

≤ < ⇒ = ≤ < ⇒ = − =

3 1 13 1 3 2 2 2 1 3
2 2 3

11 3 0 3 1 0 2 1 1 1
3
10 3 1 3 0 0 2 0 1 1
3

3 1 11 3 3 1 21 1 1
2 3 2

در نتیجه نمودار تابع f به صورت زیر است:



)13(

 . x[ ]=−3 ، پس 1 x −→3 0 ، آن گاه  x −→0  راه ح��ل دوم توجه کنید که اگر 

x  x  
f x xlim ( ) lim ( |[ ]| ) | |

− −→ →
= − = − − =

0 0
2 3 1 2 1 1 1 در نتیجه 

. در نتیجه x[ ]=3 0 ، پس  x +→3 0 ، آن گاه  x +→0 همچنین اگر 

x  x  
f x xlim ( ) lim ( |[ ]| ) | |

+ +→ →
= − = − =−

0 0
2 3 1 2 0 1 1

فقط گزینۀ  )2( این شرایط را دارد.

531 راه حل اول نقطۀ برخورد منحنی ها جواب دستگاه زیر است: 1نیزگ 1  4
y x

x y y

 =


= + − −

22

3 3

 : y2 x2 قرار می دهیم  دو طرف معادلۀ دوم را به توان دو می رسانیم و به جای 

x y y y y y y y

y y y y y y

( ) ( )( )= + − − ⇒ = + + − − + −

= − − ⇒− − = ⇒ − = ⇒ =±

2 2

2 2 2

3 3 2 3 3 2 3 3

2 2 2 9 2 9 0 9 0 3

y=3 قبول است. در نتیجه  ، پس فقط  y x= ≥22 0 توجه کنید که چون 

x y y= + − − = − =3 3 6 0 6

) است، که فاصله اش از مبدأ برابر است با , )6 3 بنابراین نقطۀ برخورد منحنی ها 

( ) + = + =2 26 3 6 9 15

، متوجه  x y y= + − −3 3 راه ح��ل دوم ب�ا توج�ه ب�ه ضابط�ۀ منحن�ی 
 ، y=3 . اکن�ون اگر در ضابطه های داده ش�ده قرار دهیم  y≥3 می ش�ویم که 

) نقطۀ تلاقی دو منحنی  , )6 3 ، یعنی  x= 6 برای هر دو به دس�ت می آید 

. ( ) + =2 26 3 15 است که فاصلۀ آن از مبدأ مختصات برابر است با 

541 x−22 فاکتور می گیریم: 1نیزگ 1 x3 و در مخرج از  در صورت از   2
x x

x x

x x x
x x

x x

( )

( )

( ) ( )

− −

− − −
− −

+ + + + + ×= ⇒ =
+ + + + + ×

× × × = ⇒ = ⇒ = = ⇒ − = ⇒ =
× ×

2 3 4 5

2 2 3 4 5 2

2 2 2 0
2 2

3 1 3 3 3 3 3 3 36452 52
2 1 2 2 2 2 2 2 63
3 9 52 7 3 3 352 1 1 2 0 2

2 22 9 7 2

551 π در امتداد محور  1نیزگ 1
2

ابتدا توجه کنید ک�ه انتقال به اندازۀ   3

3 در 
2

π واحد انتقال به راس�ت و انتق�ال به اندازۀ 
2

x در جه�ت مثب�ت معادل 

3 واحد فقط یک فاصله انتقال به پایین 
2

امت�داد مح�ور y در جهت منفی معادل 

است. پس

  x    x y y
SwHn ¾M keH» |sin( )||sin |

π π−
= → =2 22 2

، پس x  xsin( ) cosπ− =−
2

چون که 

 
 

  x  x  x y y  
¸ÃÄIQ ¾M keH» 

| cos | |cos | |cos |−= = → = −
3
2 32 2 2

2

ضابط�ۀ  ب�ا  تاب�ع  نم�ودار  ش�ده،  خواس�ته  انتقال ه�ای  انج�ام  ب�ا  بنابرای�ن 

x y  به دست می آید. برای پیدا کردن تعداد نقاط برخورد نمودار   |cos |= − 32
2

، بای�د تع�داد جواب ه�ای معادل�ۀ  [ , ]π0 تاب�ع ب�الا ب�ا مح�ور x در فاصل�ۀ 

x  |cos  را در این فاصله پیدا کنیم. اکنون با اس�تفاده از تعریف تابع  |− =32 0
2

لگاریتم داریم 

 x  x    x  |cos | |cos | |cos | log− = ⇒ = ⇒ = 2
3 3 32 0 2
2 2 2

. اکنون  log< <2
30 1
2

، پ�س  log log log< <2 2 2
31 2
2

توج�ه کنی�د که 

y را روی بازۀ    x|cos |= y و نمودار تابع  log= 2
3
2

تعداد نقاط برخورد خط 

] از روی شکل زیر پیدا می کنیم که دوتاست. , ]π0

561 .  1نیزگ 1 y x
a

log=1 ، آن گاه  xa ylog= اگ�ر فرض کنی�م   1

بنابراین از تساوی داده شده به دست می آید

aa a a a a
a

( ) ×− = → − = ⇒ − − =2 212 1 2 2 0

به کمک اتحاد جملۀ مشترک عبارت بالا را تجزیه می کنیم

 a a a  a( )( ) ,+ − = ⇒ =− =1 2 0 1 2  

a=2 قابل قبول است،  ، در نتیجه فقط  xa ylog= >0 ، پس  x y, چون 1<

پس

x y y xlog = ⇒ = 22

571 xsin و در نتیجه  1نیزگ 1
−

→1
2

، آن گاه  x
−

π→
6

راه حل اول اگر   1

، یعنی  x[ sin ]− =−2 1 . بنابراین 1 xsin −− →2 1 0 ، پس  xsin −→2 1

x  

xlim [ sin ]
−π→

− =−

6

2 1 1

 ، k راه ح��ل دوم چ�ون ب�ه ازای ه�ر ع�دد حقیق�ی x  و ه�ر ع�دد صحی�ح 
. اکنون به نمودار تابع  x x[ sin ] [ sin ]− = −2 1 2 1 ، پ�س  x k x k[ ] [ ]+ = +

y در شکل زیر توجه کنید.  xsin=2
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از روی این نمودار معلوم می شود که 

x x xsin [ sin ]
−

π→ ⇒ < < ⇒ =0 2 1 2 0
6

بنابراین

x  x  

xlim ([ sin ] ) lim ( )
− −π π→ →

− = − =−

6 6

2 1 0 1 1

581 راه ح��ل اول ابتدا توج�ه کنید که برای به دس�ت آوردن  1نیزگ 1  3

ضابطۀ تابع وارون، x را برحسب y به دست می آوریم

f x y x y x

y x x y

»j ·H¼U ¾M( )

( ) ( )

= = + − ⇒ − = − →

− = − ⇒ = − +2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

. اگر ای�ن نمودار را 2 واح�د در جهت مثبت  f x x( ) ( )− = − +1 22 بنابرای�ن 1

مح�ور x و س�پس 3 واح�د در جهت منف�ی محور y انتق�ال دهیم، نم�ودار تابع 
g به دست می آید. بنابراین x f x( ) ( )−= − −1 2 3

g f f( ) ( ) ( ) ( )− −= − − = − = − + − =−1 1 24 4 2 3 2 3 2 2 1 3 2

 y x= f نس�بت به خط  x x( )= + −2 1 راه ح��ل دوم  قرین�ۀ نمودار تابع 

. ق�رار می دهیم  g x f x( ) ( )−= − −1 2 3 f اس�ت. بنابراین  −1 نم�ودار تاب�ع 

g و از تعریف تابع معکوس استفاده می کنیم. در نتیجه  a( )=4

g f a f a

f a·»nH» ÍMIU þÄo÷U

( ) ( ) ( )

( )

− −= − = ⇒ = +

→ + =

1 14 2 3 2 3

3 2

پس

a a a+ + − = ⇒ + = ⇒ =−2 3 1 2 2 0 2

591 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
f x

gof x g f x f x

f x

( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )

 >
= = =

− <

1 0

0 0

1 0

به صورت زیر است: f x( ) از طرف دیگر، جدول تعیین علامت 
x

x

−∞ − +∞

− − + −2

1 1

1 0 0

بنابراین
x  

gof x x

x  

( , )

( )( )

( , ) ( , )

 ∈ −
= =±

− ∈ −∞ − +∞

1 1 1

0 1

1 1 1

x=±1 ناپیوسته است. پس نمودار تابع gof به صورت زیر است، که در نقاط 

601 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
x x x

xf x
x x x  x

x

( )

( )
( )

,

 −
≥

 −=
− − ≤ ≠± −

2 2
2

2

2 2
2

2

4 4
1

4 4 1
1

، آن گاه x x x xg x
x x

( )
( )

− −= =
− −

2 2 4 2

2 2
4 4

1 1
از طرف دیگر، اگر 

x x x x x x x xg x
x x

( )( ) ( )( ) (( ) )
( )

( ) ( )

− − − − − +′ = =
− −

3 2 4 2 2 2

2 2 2 2
4 8 1 2 4 2 1 3

1 1

بنابراین 
g x x x

f x
g x x  x

 IÄ ( )
( )

( ) ,

′ > <−′ =
′− − < < ≠±

2 2

2 2 1

2− مش�تق پذیر نیس�ت، زیرا این عددها  توجه کنید که تابع f در نقطه های 2 و 
ریشه های سادۀ عبارت داخل قدرمطلق هستند. همچنین، 

f x g x x( ) ( )′ ′= ⇒ = ⇒ =0 0 0

2− و صفر هستند، که مطابق جدول زیر  پس نقاط بحرانی تابع f نقطه های 2، 
: x( )≠±1 هر سه طول نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند 

x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + − +

2 0 2

0

611 f  1نیزگ 1 x x( )= 2 اگ�ر مختص�ات نقط�ۀ A واق�ع بر س�همی   3

، یعنی قرینۀ A نس�بت به  A′ x باش�د، مختص�ات نقط�ۀ  x( , )2 به ص�ورت 

x است. بنابراین x( , )2 نیمساز نواحی اول و سوم، به صورت 

AA x x x x x x x x( ) ( ) ( ) | |′= − + − = − = −2 2 2 2 2 2 22 2
از طرف دیگر، چون طول نقطۀ A بین دو طول متوالی از محل برخورد تابع f با خط 
)  قرار دارد،  , )1 1 )  و  , )0 0 (، یعنی نقاط  y x= نیمس�از نواحی اول و س�وم )خط 
)  پیدا کنیم. برای پیدا کردن ماکزیمم  , )0 1 ′AA را در بازۀ  پ�س باید ماکزیمم 

) از روش رسم نمودار تابع استفاده می کنیم. , )0 1 y در بازۀ   x x| |= −2 تابع 

x=1 به دس�ت می آید، 
2

) به ازای  , )0 1 ′AA در بازۀ  بنابراین بیش�ترین مقدار 

AA    | |′= − = × =1 1 1 22 2
4 2 4 4

که برابر می شود با  
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621 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′=3 3 3
8 8 8

. پ�س بای�د مق�دار  g( )
( )

= = =
− −2 33

3 1 1 2
8 3 91 1

88

توج�ه کنی�د ک�ه 

g را به سادگی می توان حساب کرد ( )′ 3
8

g را حساب کنیم. مقدار  f( ) ( )′ ′3 2
8

   

 

 

g x x g x x x

x x

g

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

( ) ( )( )

− − −

−

−

′= − ⇒ = − −

=− −

′ =− − =−

1 1 12 23 3

4
2 3

4
3

11 2 1
3

2 1
3

3 2 3 9 1 8 2
3 88 8

f ابتدا ضابط�ۀ تابع f را در یک همس�ایگی نقطۀ  ( )′ 2 ب�رای پیدا ک�ردن مقدار 

x=2 پیدا می کنیم. توجه کنید که 

x x x x[ ]→ ⇒ → ⇒ < + < ⇒ + =2 2 21 12 4 4 5 4
2 2

f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′= + = + ⇒ = ⇒ =2 24 1 16 1 32 2 64 در نتیجه 

fog( ) ( ) ( )( ) ( )′ = − = −3 8 2 64 4 128 2
8

بنابراین  

631 .  1نیزگ 1 g x a( )′′ =2 g و  x ax b( )′ = +2 توج�ه کنی�د ک�ه   3
بنابراین

g x x k g x x k
f x f x

g x x k g x x k

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′≥ ≥  ′= ⇒ = 
′ ′′< <  

x مشتق پذیر است، پس k= چون تابع f در نقطۀ 

g k g k ak bk c ak b

g k g k ak b a b a ak

( ) ( )

( ) ( )

′= ⇒ + + = +

′ ′′= ⇒ + = ⇒ = −

2 2

2 2 2 2

b می توان نتیجه گرفت    c a+ = b و شرط  a ak= −2 2 اکنون از تساوی 

a

aak bk a b a ak a ak k a ak a

a k k k k a k k

k k k k k k¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

 

( ) ( )

( )

( )( ) ,

≠

+ + − = ⇒ + − + − − =

+ − + − + = →− + − =

− + = → − − = ⇒ = =

2 2

02 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 4 1 2

4 3 0 1 3 0 1 3

پس بیشترین مقدار k برابر با 3 است.
641 ش�کل  مقاب�ل را ببینی�د.  1نیزگ 1  2

 . S rh= π2 مساحت جانبی استوانه برابر است با 
از طرف دیگر، بنابر قضیۀ  فیثاغورس،

h hr r  

hr  

( ) ( )+ = ⇒ = −

= −

22 2 2 2

2

4 2 32
2 4

32
4

 

h hhS  h h h( )−
= π − × = π =π − +

2 22 4 21282 32 2 128
4 4

h ماکزیمم باشد. توجه کنید که  h− +4 2128 برای اینکه S ماکزیمم باشد، باید 
y h h y h h

y h h h( )

′=− + ⇒ =− +

′= ⇒− − = ⇒ =

4 2 3

2 2

128 4 256

0 4 64 0 64

h به دست می آید، که برابر است با  =2 64 بنابراین ماکزیمم S به ازای 
S=π − + × = π264 128 64 64

651 اول  1نیزگ 1 راه ح��ل   3
ابتدا معادلۀ خطی را که ضلع AB روی 

آن است، می نویسیم
y x x y( )− = − ⇒ − − =4 3 2 3 2 0

فاصلۀ نقطۀ C از خط به دست آمده برابر است با 

CB | ( ) ( ) |

( )

− − − −
= = =

+ −2 2

3 3 1 2 10 10
103 1

AC ( ) ( )= + + + =2 22 3 4 1 50 از طرف دیگر، 
اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس در مثلث ABC ، طول AB را به دست می آوریم

AB BC AC AB AB+ = ⇒ + = ⇒ = =2 2 2 2 10 50 40 2 10
. ( )+ =2 10 2 10 6 10 پس محیط مستطیل برابر است با 

راه حل دوم ابتدا معادلات اضلاع AB و BC را می نویسیم

BC
AB

AB x y

BC AB m y x
m

BC x y

:

( ) ( ( ))

:

− − =

⊥ ⇒ =− =− ⇒ − − =− − −

+ + =

3 2 0

1 1 11 3
3 3

3 6 0
محل تلاقی اضلاع AB و BC همان نقطۀ B است.
x y

B
x y

( , )
− − = ⇒ −
+ + =

3 2 0
0 2

3 6 0

اکن�ون ط�ول پاره خط ه�ای AB و BC را به دس�ت می آوری�م و س�پس محیط 
مستطیل را محاسبه می کنیم.

AB

BC

( ) ( )

( ) ( )

= − + + = + = =

= + + − + = + =

2 2

2 2

2 0 4 2 4 36 40 2 10

0 3 2 1 9 1 10
AB BC®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + = + =2 2 2 10 10 6 10 در نتیجه 

661 ک�ه  1نیزگ 1 کنی�د  توج�ه   2

نتیج�ه  در   ، a h= 2
3

پ�س   ، a h=3
2

یعن�ی   ، ha h×= =3 23 2 3
3

 270 . از طرف دیگر، چون محیط مثلث برابر  a hW±X¶ ôÃd¶= =3 2 3

است، پس 

h h= ⇒ = =270 32 3 270 10
22 3

a باشد، آن گاه  b( , ) اگر مختصات نقطۀ A به صورت 

a b a bh AH

a b  

| | | |

( )

| | ( )

− − − −
= = = =

+ −

− − = × = ∗

2 2

3 5 3 5 3 10
2103 1

33 5 10 10 15
2
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از طرف دیگر، ش�یب خطی که ضلع BC روی آن اس�ت، برابر 3 اس�ت. چون 
AH بر BC عمود است، پس شیب خطی که ارتفاع AH روی آن است، قرینۀ 

− است. به این ترتیب، 1
3

معکوس 3، یعنی برابر 

b b a a b
a
− =− ⇒ − = − ⇒ = −
−
1 1 3 3 2 5 3
2 3

، به دست می آید b−5 3 ) به جای a  قرار دهیم  )∗ بنابراین اگر در تساوی 
b b  

b ab
b  

b b a

| ( ) |

| |

− − − =

 =− ⇒ =− =  − = ⇒ ⇒ 
− =−  = ⇒ =−

3 5 3 5 15

1 13
10 10 15 2 210 10 15
10 10 15 5 5

2 2

) باشد. , )− 5 5
2 2

) و  , )−13 1
2 2

در نتیجه A  می تواند یکی از نقطه های 

671 راه حل اول با استفاده از اتحاد مزدوج می توان نوشت 1نیزگ 1  2

a a a
a a a

a a a
a a a

( ) ( ) (( ) ( ) )

( ) ( )

+ + + − = + −

= + + − = + = + +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 4
2 2 4

1 1 12 2 2

1 1 12 2 2

a a= − ⇒ = −4 47 4 3 7 4 3 اکنون توجه کنید که  

a
+ += × = = +

−− +4
1 1 7 4 3 7 4 3 7 4 3

49 487 4 3 7 4 3

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

a
a

( ) ( )+ + = − + + + =4
4
1 2 7 4 3 7 4 3 2 16

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

a a

a

( )= − = − = − ⇒ = −

+ += × = = +
−− +

4 4 2 2

2

7 4 3 2 3 2 3 2 3

1 1 2 3 2 3 2 3
4 32 3 2 3

بنابراین

a a a a
a a a a

a
a

( ) ( ) (( ) ( ) ) ( )

( ) ( )

+ + + − = + − = + + −

= + = − + + =

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2
2

1 1 1 12 2 2 2 2

1 2 3 2 3 16

681 فرض می کنیم پول اولیۀ علی x و پول اولیۀ اکرم y باشد.  1نیزگ 1  3

در این صورت
x y

x y( )( )

+ =


− + =

100

10 10 475

x و در نتیجه معادل�ۀ دوم را می توان  y= −100 از معادل�ۀ اول به دس�ت می آی�د 

این طور نوشت
y y y y

y y y y

( )( ) ( ( ))( )

( ) ( ) ( ) ( )

− − + = ⇒ − + + =

+ − + = ⇒ + − + + =2 2

100 10 10 475 100 10 10 475

100 10 10 475 10 100 10 475 0

، معادله به صورت زیر درمی آید: y A+ =10 اگر فرض کنیم 

A A− + =2 100 475 0

از اتحاد جملۀ مشترک استفاده و سمت چپ معادله را تجزیه می کنیم.
A y y  

A A
A y y

(.¡.¡.ù)

 ·I¶¼U

( )( )
= ⇒ + = ⇒ =−− − = 
= ⇒ + = ⇒ =

5 10 5 5
5 95 0

95 10 95 85

691 x2 جواب های  1نیزگ 1 x1 و  راه حل اول توجه کنی�د که چون   1

. اکنون  x x =−1 2 4 x و  x+ =1 2 1 x هس�تند، پ�س  x− − =2 4 0 معادل�ۀ 

می توانیم مجموع جواب های معادلۀ جدید را به صورت زیر حساب کنیم:

S x x x x
x x x x

( ) ( )= + + + = + + +3 3 3 3
1 2 1 2

2 1 1 2

1 1 1 1

a و نیز مخرج مشترک  b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 با استفاده از اتحاد 

گرفتن، عبارت را به صورت زیر می نویسیم: 

 
x x

S x x x x x x  
x x

( ) ( ) ( )( )
+

= + − + + = − − + =
−

1 23
1 2 1 2 1 2

1 2

1 513 1 3 4 1
4 4

همچنین حاصل ضرب جواب های معادلۀ جدید به صورت زیر به دست می آید:

P x x x x x x
x x x x

x x x x x x  
x x

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + + = + + +

= + + − + = − + − − +
−

=−

3 3 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

2 1 1 2
3 2 3

1 2 1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 12 4 1 2 4
4

221
4

x اس�ت، ک�ه اگر دو   x  − − =2 51 221 0
4 4

بنابرای�ن معادل�ۀ جدید به صورت 

. x x− − =24 51 221 0 طرف آن را در 4 ضرب کنیم، می شود 
راه حل دوم توجه کنید که

x×→ x x x x x x( )= + = + + = +3 2 4 4 4 5 4

 x x x x= − ⇒ = +2 24 4

. از طرف دیگر، x x= +3
2 25 4 x و  x= +3

1 15 4 بنابراین 

x x
x x       

x x
,=− ⇒ =− =−2 1

1 2
1 2

1 14
4 4

اکن�ون می توانیم مجم�وع و حاصل ضرب جواب ه�ای معادلۀ جدی�د را به ٌصورت زیر 
به دست آوریم:

x x
S x x x  x  

x x

x x

x x
P x x x  x  

x x

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

= + + + = + − + + −

= + + = + =

= + + = + − + −

= + + = + + + =−

1 23 3
1 2 1 2

2 1

1 2

1 23 3
1 2 1 2

2 1
2

1 2 1 2 1 2

1 1 5 4 5 4
4 4

19 19 518 1 8
4 4 4

1 1 5 4 5 4
4 4

19 19 19 2214 4 19 16
4 4 4 4
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بنابراین معادلۀ جدید به صورت زیر است:

x  x x x− − = ⇒ − − =2 251 221 0 4 51 221 0
4 4

701 راه حل اول می توان نوشت 1نیزگ 1  1

f( ) cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos

cos ( ) ( ) ( ) ( ) cos

π π π π π π=

π π π π π=

π π= − − =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 4 8 1632
12 12 12 12 12 12

2 432
12 6 3 3 3

3 1 1 1 332
12 2 2 2 2 8 12

مثلثات�ی   اتح�اد  از  کنی�م،  حس�اب  را   cos π2
12

اینک�ه  ب�رای  اکن�ون 

cos استفاده می کنیم. بنابراین ( cos )α= + α2 1 1 2
2

f( ) cos ( ( cos )) ( )π π π += = + = + =

+=

23 3 1 3 3 6 3 31 1
12 8 12 8 2 6 16 2 32

6 27
32

f x x x x x x( ) (cos cos cos cos cos )= 232 2 4 8 16 راه حل دوم 

xsin ضرب و تقسیم می کنیم اکنون عبارت داخل پرانتز را در 
x x x x x xf x

x
sin cos cos cos cos cos( ) ( )

sin
= 22 4 8 1632

x به دست می آید x xsin cos sin=1 2
2

از اتحاد مثلثاتی 

x x x x x
f x

x

sin cos cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 2 2 4 8 16
232

، پس x x xsin cos sin=12 2 4
2

به طور مشابه 

x x x x
f x

x

sin cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 4 4 8 16
432

به طور مشابه با انجام سه مرحلۀ دیگر عبارت را به ساده ترین صورت می نویسیم.

x xx x x
f x

x x

x
x

x x

sin cossin cos cos
( ) ( ) ( )

sin sin

sin
sin( )

sin sin

= =

= =

2 2

22
2

11 16 168 8 16
16832 32

1 32
323232

32

بنابراین

f
sin sin ( ) sin

( )
sin sin ( cos )

( )

( )( )( )

π π ππ−
π = = =

π π π× −

+ += = = =
−−−

2 2 2

2 2

32 43
12 12 3

12 1 232 32 32 1
12 12 2 12

3
3 2 33 6 274
32 4 3 323 32 2 316 1

2

711 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

      sin( ) cos , sin( ) sinπα+ = α α−π =− α
2

α در  . چون انتهای کمان   sin cosα= − α= − =2 2 4 51 1
9 9

از ط�رف دیگر، 

. در نتیجه  sinα=− 5
3

، یعنی  sinα<0 ناحیۀ چهارم مثلثاتی است، پس 

sintan
cos

−
αα= = =−
α

5
53

2 2
3

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

( )cos sin

|tan | | |

−− −α+ α= = =
α− −

2

2 5 2 5
4 2 53 3 3

5 1 31 1
4 4

721 معادلۀ مثلثاتی را به صورت زیر می نویسیم:  1نیزگ 1  2

x x x x

x xx x

sin cos sin (cos )

sin ( cos ) sin cos

+ + = ⇒ + + =

+ = ⇒ + =

2 2

2 2 2 2

5 2 3 2 0 5 2 3 1 0

3 35 2 2 0 5 4 0
2 2

xcos2 غیرمنفی ان�د، پ�س بای�د ه�ر دو برابر صفر  34
2

xsin25 و  چ�ون 

xsin و  =2 0 بنابرای�ن جواب ه�ای مش�ترک معادله ه�ای مثلثات�ی  باش�ند، 

xcos جواب های معادلۀ مثلثاتی مورد نظر هستند: =2 3 0
2

x x x k k

x x x k x k k

 sin sin ,

cos cos ( ) ( ) ,

= ⇒ = ⇒ = π ∈

π π= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = + ∈

2

2

0 0

3 3 30 0 2 1 2 1
2 2 2 2 3





] را پیدا کنیم، جدول زیر را تشکیل می دهیم: , ]−π π برای اینکه جواب های در بازۀ 

210−1−2k

π2π0−π− π2kπ

π5
3

ππ
3

π−
3

−πk( ) π+2 1
3

x=π هستند  x=−π و  از این جدول معلوم می شود که جواب های مورد نظر 

که تعداد آن ها دوتاست.

731 x را حل کنیم: 1نیزگ 1  x| |− − >2 2 0 راه حل اول باید نامعادلۀ   4
x  x  x  x| | | |− − > ⇒ − >2 22 0 2

x=0 در این  ، پس تمام xهای منفی و نیز  x  | |− ≥2 2 0 توجه کنید که همواره 
x   ( , ] ( )∈ −∞ 0 1 نامعادله صدق می کنند: 

اکنون فرض می کنیم x مثبت باشد. در این صورت
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x x x x x x

x  x
x x x x x x

x x  

x x  

( )( )

| |
( )( )

( , ) ( )

( , ) ( )

+

+

 − > ⇒ − − = + − >
− > ⇒

− <− ⇒ + − = − + <


− > ∈ +∞  ⇒ 
− < ∈  

2 2

2
2 2

2 2 1 2 0

2
2 2 1 2 0

2 0 2 2

1 0 0 1 3

بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر، یعنی دامنۀ تابع f برابر اجتماع 
جواب های )1(، )2( و )3( است:

fD    ( , ] ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= −∞ +∞ = −∞ +∞0 0 1 2 1 2  

زی�را  نیس�ت،   f تاب�ع  دامن�ۀ  در   2 ع�دد  ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم  راه ح��ل 
بنابرای�ن  اس�ت.  نش�ده  تعری�ف  ک�ه   f( ) log (| | ) log= − − =4 42 4 2 2 0
گزینه های )2( و )3( حذف می ش�وند. زیرا عدد 2 عضو آن ها هس�ت. همچنین 

 . f( ) log (| | ) log= − − = =4 4
10 0 2 0 2
2

عدد صفر در دامنۀ تابع f هست، زیرا 

بنابرای�ن گزین�ۀ )1( حذف می ش�ود، زیرا عدد صفر عضو آن نیس�ت. در نتیجه 
گزینۀ )4( درست است.

741 f با دامنۀ 1نیزگ 1 x x( )= + −3 1 ابتدا نش�ان می دهیم تابع   2
fD اکیداً صعودی است. می توان نوشت [ , )= − +∞3

x x x x x x x x

x x f x f x

, :

( ) ( )

≥− < ⇒ + < + ⇒ + < +

+ − < + − ⇒ <

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

3 3 3 3 3

3 1 3 1

چ�ون تابع f اکیداً صعودی اس�ت، پس نمودار تابع f نم�ودار تابع وارون خود را 
x را حل  x+ − =3 1 y قطع می کن�د. در نتیجه باید معادلۀ  x= روی خ�ط 

کنیم تا طول نقطۀ M به دست بیاید:
 

x x x x

x x x x x x x

x x x x

´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾M Hn ýoö »j

¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

( )

( )( ) ,

+ − = ⇒ + = + →

+ = + ⇒ + = + + ⇒ + − =

→ − + = ⇒ = =−

2

2 2 2

3 1 3 1

3 1 3 2 1 2 0

1 2 0 1 2

x=−2 در معادلۀ مورد نظر صدق نمی کند. بنابراین x=1 و  توج�ه کنید که 
f( )= + − = − =1 1 3 1 2 1 1 M برابر است با   عرض نقطۀ 

. OM= + =2 21 1 2 در نتیجه فاصلۀ نقطۀ M از مبدأ مختصات برابر است با 
751 توجه کنید که هر بار که توپ بالا می رود، به همان اندازه  1نیزگ 1  1

هم پایین می آید. بنابراین مجموع مورد نظر برابر است با
S ( / ( / ) ( / ) )

( / ( / ) ( / ) )

= + × + × + + ×

= + × + + +

2 99

2 99

6 2 0 8 6 0 8 6 0 8 6

6 2 6 0 8 0 8 0 8





عبارت داخل پرانتز مجموع 99 جملۀ نخس�ت یک دنبالۀ هندس�ی با جملۀ اول 
q است. بنابراین /=0 8 a و قدرنسبت  /=1 0 8

S ( / )
/

/

−
= + × ×

−

990 8 16 12 0 8
0 8 1

) صرف نظر کنیم، زیرا عددی بسیار کوچک  / )990 8 توجه کنید که می توانیم از 

S oT¶/
/

+ × × =
−
16 12 0 8 54

1 0 8
 است. بنابراین 

761 ابتدا توجه کنی�د که 3 واحد انتقال در امتداد محور x در  1نیزگ 1  1
جهت منفی معادل 3 واحد انتقال به چپ و 2 واحد انتقال در امتداد محور y در 
جهت منفی معادل 2 واحد انتقال به پایین است. اکنون به تبدیلات زیر توجه کنید:

x  x x  x

x  |x+

y y

y

Oa ¾M keH» 3

¸ÃÄIQ ¾M keH» 2

| | | |

|

+ + + +

+ +

= → =

→ = −

3 3

3 3

2 2

2 2

ضابط�ۀ  ب�ا  تاب�ع  نم�ودار  ش�ده،  خواس�ته  انتقال ه�ای  انج�ام  ب�ا  بنابرای�ن 

x به دست می آید. برای یافتن طول نقطۀ تلاقی نمودار این   |x+y |+ += −3 32 2

تابع با محور x باید جواب معادلۀ زیر را پیدا کنیم:
x  x x  x x  x  

x x x
 x x

x x   jnHkº JH¼]

| | | | | |

| |
( )

+ + + + + +− = ⇒ = ⇒ + + + =

 + =− − ⇒ =−+ =− − ⇒
− + =− −

3 3 3 3 12 2 0 2 2 3 3 1

53 2
23 2

3 2

771 راه حل اول مقدار x را براب�ر 9 قرار می دهیم و معادله را  1نیزگ 1  3
ساده می کنیم. 

a a

a

a a

a a
a

log log log log

( log ) log log
log

+ = ⇒ + =

× + = ⇒ + =

29 3

3 3
3

2 9 2 2 3 2

1 12 3 2 2
2

alog3 ضرب می کنیم: دو طرف معادله را در 

a a a a(log ) log (log ) log+ = ⇒ − + =2 2
3 3 3 31 2 2 1 0

اکنون با استفاده از اتحاد مربع تفاضل دو جمله می توان نوشت

a a a(log ) log− = ⇒ = ⇒ = =2 1
3 31 0 1 3 3

راه حل دوم می توان نوشت

 
x a a

x

ax x
x

a x a x

a x a
a

log log log log

log log log
log

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

1
2

2 2 2

12 2
 

x و  alog چون هر عدد حقیقی و معکوس�ش هم علامت هس�تند و مجموع 

. همچنین، چون  x alog >0 معکوس�ش براب�ر ع�ددی مثبت اس�ت، پ�س 

x و معکوس�ش برابر 2 اس�ت، پس این  alog مجم�وع ع�دد حقیقی مثبت 

عدد برابر 1 است. بنابراین
x  

x
a a a alog log log== → = ⇒ = ⇒ = =9 1

39
1 1 1 3 3

781 x=2 محور تقارن سهمی است و  1نیزگ 1 راه حل اول چون خط   3
) نی�ز می گذرد.  , )4 0 )  می گ�ذرد، پس س�همی از نقطۀ  , )0 0 س�همی از نقط�ۀ 



)19(

 y ax x( )= −4 y یا  a x x( )( )= − −0 4 بنابرای�ن معادلۀ س�همی به ص�ورت 

)   نیز می گذرد، پس مختصات این نقطه  , )2 1 اس�ت. چون این س�همی از نقطۀ 

در معادلۀ سهمی صدق می کنند. بنابراین

a a( )= × − ⇒ =− 11 2 2 4
4

، از طرف دیگر، چون خط راست مورد نظر از  f x x x( ) ( )=− −1 4
4

در نتیجه 

) می گذرد، معادلۀ آن به صورت زیر است: , )4 0 )  و  , )0 1 نقطه های 

y x y x( ) ( )−− = − ⇒ =− −
−
0 1 10 4 4
4 0 4

. اکنون توجه کنید که g x x( ) ( )=− −1 4
4

بنابراین 

x x

x x

x x  xf x g x
x x

x x
x

x

( ) ( )( ) ( )
lim lim

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

→ →

→ →

− − − −+
=

− −

− − +
+= = =

− −

4 4

4 4

1 14 4
4 4

4 4
1 4 1

1 54
4 4 4

، پس حد مورد نظ�ر را می توان به صورت  f g( ) ( )= =4 4 0  راه حل دوم چ�ون 

زیر نوشت:

 x x

x x

f x g x f x f g x g
x x

f x f g x g f g
x x

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
( lim lim ) ( ( ) ( ))

− −

− −

→ →

− −
→ →

+ − + −
=−

− −
− − ′ ′=− + =− +
− −

4 4

4 4

4 4
4 4

4 4 4 4
4 4

 

از طرف دیگر، س�همی f و خط راس�ت g همه جا مش�تق پذیرند. پس مقدار حد 
. اکنون توجه کنید که  f g( ( ) ( ))′ ′− +4 4 مورد نظر برابر است با 

 
f x x x x x f x x f

g m

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′=− − =− + ⇒ =− + ⇒ =−

′ = =−

21 1 14 1 4 1
4 4 2

14
4

 . ( )− − − =1 51
4 4

در نتیجه مقدار حد مورد نظر برابر است با 

791 f را پیدا می کنیم. برای این کار x را  1نیزگ 1 ابتدا ضابطۀ تابع 1−  1
بر حسب y به دست می آوریم:

xy x y x y x y x y
x

y yx y y x x
y y

( ) ( ) ( )

+= ⇒ + = − ⇒ − =− −
−

+ +
− =− + ⇒ = ⇒ =

− −
2

1 1 1
1

1 11 1
1 1

. به این ترتیب xf x
x

( ) ( )− +=
−

1 21
1

بنابراین 

xxf x
x x x

ftIµ¶ ôi KÃ{

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

−

−

− ++ −′ = =
− − −

− +′= = =−
−

1
2 3

1
3

4 11 22
1 1 1

4 2 12 12
2 1

801 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

f x

f xfog x f g x

f x

( )

( )( )( ) ( ( ))

( )

= >
 = == =


− = <

1 0 0

0 0 0

1 0 0

. در نتیجه  fog x( )( )=0 بنابراین 

fof og x fo fog x f fog x f(( ) )( ) ( ( ))( ) (( )( )) ( )= = = =0 0

fof تابع ثابت صفر است، پس نقطۀ ناپیوستگی ندارد. og( ) یعنی 

811 ابت�دا توجه کنید ک�ه مطابق جدول تعیی�ن علامت زیر،   1نیزگ 1  2
] نامنفی است.  / , ]−1 5 3 −x روی بازۀ  23 عبارت 

x          

x      

/−∞ − − +∞

− − + −2

3 1 5 3

3

f x x x x x( ) ( )= − = −2 33 3 x و در نتیجه    x| |− = −2 23 3 بنابراین 

)  مشتق پذیر است، پس طول های  / , )−1 5 3 چون تابع f در هر نقطه از بازۀ 

f به دس�ت می آیند. اکنون  x( )′ =0 نق�اط بحرانی آن در این بازه از حل معادلۀ 

توجه کنید که

f x x x f x x x( ) ( ), ( )′ ′= − = − = ⇒ − = ⇒ =±2 2 23 3 3 1 0 1 0 1

)f را با هم مقایسه کنیم: )3 )f و  / )−1 5  ، f( )±1 بنابراین باید مقادیر 

f       f       f       f( ) , ( ) , ( / ) , ( )= − =− − =− =91 2 1 2 1 5 3 0
8

)f )توجه کنید که چون  )− =−1 2 در نتیجه مینیمم مطلق تابع f برابر است با 

مقادی�ر f به ازای عددهای مثبت، مثبت ان�د، پس کافی بود مقادیر تابع f را فقط 
برای عددهای منفی حساب می کردیم(.

821 x  1نیزگ 1 x( , )−3 ، یعن�ی نقطۀ  x x( , )−3 اگ�ر A نقط�ۀ   2

، یعنی قرینۀ A نس�بت به نیمس�از نواحی دوم و چهارم نقطۀ  A′ باش�د، آن گاه 

x است. بنابراین x( , )−3

AA x x x x x x x x( ) ( ) ( ) | |′= − + − + = − = −3 3 3 32 2 22 2

. بنابراین  AA x x( )′= −32 x و در نتیجه  x≤ 3 ، پس  x  [ , ]∈ 0 1 چ�ون 

]  پیدا کنیم.  , ]0 1 g را روی بازۀ  x x x( ) ( )= −32 بای�د ماکزیمم مطلق تابع 

توجه کنید که
g x  

x

g x  x x
x

( ) ( )

( )

′ = −

′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =

3 2

3 2
3 2

12 1
3
1 1 1 10 1 0

3 27 3 33

=x به دست  1
3 3

، پس ماکزیمم مطلق تابع g به ازای  g g( ) ( )= =1 0 0 چون 

 ) x =3 1
3

، پس  x =3 2 1
3

می آید و برابر است با )توجه کنید که 

g  ( ) ( )= − = × =1 1 1 2 42 2
3 3 3 3 3 3 3 3 6

0 0
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831 آن گاه  1نیزگ 1  ، x ( )−→ 5
2

وقت�ی  توج�ه کنی�د ک�ه  ابت�دا   4

، ضابطۀ تابع f به صورت  x= 5
2

. پس در یک همسایگی چپ  g x( ) +→2

f است، اکنون می توان نوشت x x( ) ( )= 32

fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )− + +′ ′ ′ ′ ′= =5 5 5 5 2
2 2 2 2

g را به سادگی می توان حساب کرد ( )′ 5
2

مقدار 

  xg x x g x x x
x

g

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

− − −′= − ⇒ =− − =
−

−
′ = =−

1 3
2 22 2

2 3

3

11 2 1
2 1

5
5 2 4 5
2 1

2

از طرف دیگر،

f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )+′ ′= = ⇒ = ⇒ =3 3 22 8 24 2 96

پس

fog( ) ( ) ( ) ( )( )−′ = − × = −5 4 5 96 48 5 8
2

48− است.  5 )fog هشت برابر  ) ( )−′
5
2

یعنی 

841 .  1نیزگ 1 g x a( )′′ =2 g و  x ax( )′ = +2 5 توج�ه کنی�د ک�ه   1

بنابراین

g x x g x x
f x f x

g x x g x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′≤ ≤  ′= ⇒ = 
′ ′′> >  

2 2

2 2

x=2 مشتق پذیر است، پس چون تابع f در نقطۀ 

g g a b a b
a b

g g a a a

( ) ( )

( ) ( )

′= ⇒ + + = + ⇒ =−
⇒ + =−

′ ′′= ⇒ + = ⇒ =−

2 2 4 10 4 5 5
15

5 22 2 4 5 2
2

851 tA  1نیزگ 1 t( , )
2

4
y به صورت  x=2 4 هر نقطه روی س�همی   3

)M برابر است با , )3 0 است. فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ 

t tAM  t   t t

t t t

( ) ( )

( )

= − + − = − + +

− += = − +

2 42 2 2 2

4 2 2 2

33 0 9
4 16 2

8 144 1 4 128
16 4

t به دست می آید و برابر است با =2 4 بنابراین کمترین مقدار AM به ازای 

=1 128 2 2
4

861 ابت�دا توجه کنی�د که چون عرض از مب�دأ خط مورد نظر  1نیزگ 1  4
)  می گذرد. بنابراین معادلۀ این  , )−0 1 برابر 1− اس�ت، پس این خط از نقط�ۀ 

خط به صورت زیر است:

y x y x( )+− = − ⇒ = −
−
0 10 1 1
1 0

طول نقطه های برخورد این خط و س�همی داده ش�ده، یعنی A و B جواب های معادلۀ 
زیر هستند:

A B

x x x x x

x x x x

¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

( )( ) ,

− + + = − ⇒ − − = →

+ − = ⇒ = =−

2 22 1 1 2 0

1 2 0 2 1

y هس�تند، پس عرض آن ها برابر اس�ت با  x= چ�ون این نقطه ها روی خط 1−
 A  ( , )2 1 . بنابراین نقطه های مورد نظر  By =− − =−1 1 2 Ay و  = − =2 1 1

یعن�ی   ، M( , )− −2 1 1 2
2 2

آن ه�ا  وس�ط  نقط�ۀ  ک�ه  هس�تند   B  ( , )− −1 2 و 

y نقطۀ  x x=− + +2 2 )M اس�ت. از ط�رف دیگ�ر، رأس س�همی 1 , )−1 1
2 2

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  فاصل�ۀ  بنابرای�ن  اس�ت.    ( , )1 2

26 است. 1 برابر 
2

. پس این فاصله   ( ) ( )− + + =2 21 1 261 2
2 2 2

871 a باشد.  1نیزگ 1 b( , ) فرض کنید مختصات نقطۀ A به صورت   2
چون مثلث ABC متساوی الس�اقین اس�ت، پس میانۀ AM ارتفاع نیز هست، 

 BCm =− 1
2

یعنی خط AM بر خط BC عمود است. اما شیب خط BC برابر 

AM است. اکنون می توان نوشت
bm
a
−=
−
2
3

است و شیب خط AM برابر 

BC AMBC AM m m

b b a b a
a

( )

⊥ ⇒ × =−

−− × =− ⇒ − = − ⇒ = −
−

1

1 2 1 2 2 3 2 4
2 3

5 است. بنابراین 5 از طرف دیگر، فاصلۀ نقطۀ A از خط BC برابر با 
b  aa b a a

a a
a  

a a

| | | |

| |

= −+ − + − −
= → =

+
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =−  

2 4
2 2

2 7 4 8 75 5 5 5
51 2

5 15 25 8
5 15 25

5 15 25 2

2− می تواند باش�د که با توجه  در نتیجه طول نقطۀ A هرکدام از دو مقدار 8 و 
a=−2 درست است. به گزینه ها، 
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11 فرض کنید جملۀ نخس�ت دنباله برابر a و قدرنسبت آن  1نیزگ 1  4
ای�ن دنبال�ه عض�و مجموع�ۀ  . چ�ون جمله ه�ای  r≥2 باش�د، ک�ه   r براب�ر 

} هستند، پس , , , }…1 2 100

a ar     ,≥ ≤41 100

، پس r≥2 اکنون توجه کنید که 

r ar r r≤ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ <44 4 4100 100 100 4

 . r=3 r=2 یا  ، پس  r≤ <2 4 چون r عددی طبیعی است و 
 ، a≤16 100 a16 اس�ت، که چون  ، آن گاه بزرگ ترین جملۀ  دنباله  r=2 اگ�ر 
، یعنی a یکی از شش عدد 1، 2، 3، 4، 5 و 6 است. بنابراین در این  a≤6 پس 

حالت  شش دنباله با ویژگی مورد نظر به دست می آیند.
، پس   a≤81 100 a81 است، که چون  ، آن گاه بزرگ ترین جملۀ  دنباله  r=3 اگر 
. بنابرای�ن در ای�ن حالت یک دنباله ب�ا ویژگی مورد نظر  a=1 در نتیج�ه ، a≤1

به دست می آید. 
در کل تعداد دنباله های مورد نظر هفت تا است.

21 کمترین مقدار تابع درجۀ  دوم داده شده برابر است با 1نیزگ 1  1
m m m m

a m m
( ) ( )− − − −∆− =− =

144 4 5 1 5 1 36
4 4

بنابراین
m m

m m m m m
m

m m m m

( )

( )( ) ,

− −
= ⇒ − − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 25 1 36 2 5 36 2 5 3 36 0

123 5 12 0 3
5

x2 باید عددی  چون تابع درجۀ دوم داده شده کمترین مقدار دارد، پس ضریب 
m=3 قابل قبول اس�ت. در نتیجه معادلۀ س�همی به  مثبت باش�د، یعنی فقط 
y اس�ت، که معادل�ۀ محور تق�ارن آن به صورت  x x= − +23 12 14 ص�ورت 

bx است.
a

−=− =− =12 2
2 6

31 x ب�ه  1نیزگ 1 x a+ + =2 6 0 راه ح��ل اول جواب ه�ای معادل�ۀ   1

صورت زیر هستند:
a aa a      ,− − − − + −=− − − =− + −6 36 4 6 36 43 9 3 9

2 2

. در نتیجه  aβ=− + −3 9 −=aα و  − −3 9 α<β، پس  چون 

a a a a a

a a a a a

( )

( )

α = − − − = + − + − = − + −

β = − + − = + − − − = − − −

2 2

2 2

3 3 3 9 27 27 3 18 9 54 3 18 9

2 2 3 9 18 18 2 12 9 36 2 12 9

a aα + β = − + −2 23 2 90 5 6 9 بنابراین 

در نتیجه
a a

a a

α + β = + ⇒ − + − = +

− + − =

2 23 2 12 2 85 90 5 6 9 12 2 85

5 5 6 9 12 2

توجه کنید که لازم نیست این معادله را حل کنیم و کافی است ببینیم عدد کدام 

. a=1 گزینه در این معادله صدق می کند. به این ترتیب معلوم می شود که

راه حل دوم توجه کنید که

( ) ( )α + β = α + α + β − β = α +β + α −β2 2 2 2 2 2 2 2 2 25 1 5 1 5 13 2
2 2 2 2 2 2

از طرف دیگر،
a a

a a

( ) ( )

( )( ) ( )( )

α +β = α+β − αβ= − − = −

∆α −β = α−β α+β = − − = ∆= − = −

2 2 2 2

2 2

2 6 2 36 2

6 6 6 36 4 12 9
1

بنابراین

a a

a a a a

( ) ( )α + β = + ⇒ − + − = +

− + − = + ⇒ − + − =

2 2 5 13 2 12 2 85 36 2 12 9 12 2 85
2 2

90 5 6 9 12 2 85 5 5 6 9 12 2

در میان گزینه ها فقط a=1 جواب این معادله است.

41 ابتدا توجه  کنید که از فرض مسئله نتیجه می شود 1نیزگ 1  3
a a a

a a a a a

a a a a

( )( )

− + ++ = ⇒ = ⇒ =
+ − + − −

= − ⇒ = +

3 3 3

3 3 3 3 6

3 6 6 3

1 1 1 1 22 2 2
1 1 1 1 1

1 1

اکنون توجه کنید که

a a a a

a a a a a a

a a aa
a a a a a a a a

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

+ + + − ++ =
− + + + + −

+ + ++= = = = =
+ + − + + + + + +

3 3 3 3

3 3 3 3 3 2 3 2

3 3 33

6 3 3 6 3 3 3 3

1 1 1 1
1 1 1

2 1 2 1 2 12 2 1
2 1 1 1 1 2 1

پس

a a a a
( )+ =

− + + +

1401
3 3 3 3

1 1 1
1 1

51 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4
x x

f x x x x x
x x

( ) | |
 ≥= = =
− ≤

3
2 2 2

3

0

0

) نزولی اس�ت. پ�س تابع f نیز روی بازۀ  , ]−∞ 0 g روی بازۀ  x x( )=− 3 تابع 

g ب�ا دامنۀ  x x( )=− 3 ) نزول�ی اس�ت. در نتیج�ه بای�د وارون تاب�ع  , ]−∞ 0
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)2(

) را به دست بیاوریم. توجه کنید که , ]−∞ 0

y x x y x y y=− ⇒ =− ⇒ = − =−3 3 3 3

. از طرف دیگر، g x x( )− =−31 در نتیجه 

g g g
D R D( , ] [ , ) [ , )−= −∞ ⇒ = +∞ ⇒ = +∞10 0 0

61 x باشد.  چون نقطۀ A  1نیزگ 1 y( , )0 0 فرض می کنیم A نقطۀ   1

. اکنون توجه کنید که x y a+ =0 0 x است، پس  y a+ = روی خط 

AB x y

x y x y x y

AC x y

x y x y x y

    

    

( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

= ⇒ − − + − =

+ + − = ⇒ + + − =

= ⇒ − − + − =

+ + − = ⇒ + + − =

2 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

29 3 2 29

3 2 29 6 4 16 1

5 1 4 5

1 4 25 2 8 8 2

اگر تساوی )2( را از تساوی )1( کم کنیم، به دست می آید
x y x y a+ = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 04 4 8 2 2

71 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
ax bf x
cx d f x f x fof x x

a d

( )
( ) ( ) ( )( )−

+ = + ⇒ = ⇒ =
 =−

1

fofof x f fof x f x( )( ) (( )( )) ( )= = بنابراین در تابع داده شده 

fofof f( )( ) ( ) ×= = = =
−

2 2 2 12 2
3 2 2 2 2 2

در نتیجه 

81 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
f x f x( ) ( ) log log log log= ⇒ = = + = +2 2 2 22 20 20 4 5 2 5

x x log log log log= ⇒ = = + = +5 5 5 55 10 10 2 5 2 1 از طرف دیگر 

x
x

log log= − ⇒ =
−5 2
12 1 5
1

در نتیجه 

. xf x
x x

( ) log −= + = + =
− −2
1 2 12 5 2
1 1

بنابراین 

91 . در نتیجه 1نیزگ 1 C A Bˆ ˆ ˆ( )= − +0180 ابتدا توجه کنید که   2

C A B A B

A B A B

ˆ ˆ ˆˆ ˆsin sin( ( )) sin( )

ˆ ˆˆ ˆsin cos cos sin

= − + = +

= +

0180

بنابراین
A B C A B A B A B

A B A B B A

B B

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos sin sin cos cos sin

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆcos sin sin cos sin( )

ˆ ˆsin( ( )) sin( )

sin

− = − −

= − = −

= − + = −

=− =−

0 0

0

2 2

45 45

245
2

101 ابتدا توجه کنید که چون نمودار تابع f در یک همس�ایگی  1نیزگ 1  1
. همچنین مینیم�م تابع f برابر با  a>0 x=0 نزولی اس�ت، پس  راس�ت نقطۀ 

 − 1
4

|a اس�ت و چ�ون از روی نمودار معلوم می ش�ود که ای�ن مینیمم برابر  |−

a a| |− =− ⇒ =1 1
4 4

است، پس

 ،
b| |
π× =1 2 1

4 2
. پس  − =5 3 1

4 4 2
همچنین، یک چهارم دورۀ  تناوب تابع برابر است با 

. از  f x x c( ) cos( )= π +1
4

. بنابراین  b=π ، پس  b>0 و چون b| |=π پس 

طرف دیگر، 
f c c

c k c k k  

( ) cos( ) cos( )

,

= ⇒ π+ = ⇒ π+ =

π ππ+ = π+ ⇒ = π− ∈

5 1 5 50 0 0
4 4 4 4

5 3
4 2 4



. ac
b
= 1
16

. در نتیجه  c π π=π− =3
4 4

، پس  c< <π0 چون 

111 دو طرف معادله را بر 2 تقسیم می کنیم: 1نیزگ 1  3

x x x x

x k x k
x k

x k x k
  

sin cos cos sin sin cos sin

sin( ) sin ,

π π π+ = ⇒ + =

π π π + = π+ ⇒ = π−π π+ = ⇒ ∈
π π π + = π+π− ⇒ = π+

1 3 2
2 2 2 3 3 4

2 2
3 4 12

3 4 52 2
3 4 12



−110k

π− π−2
12

ππ−2
12

π−
12

k ππ−2
12

π− π+52
12

ππ+52
12

π5
12

k ππ+52
12

] برابر است با  , ]−π π2 بنابراین مجموع جواب های معادله در بازۀ 
π π π π− + + π− =5 92
12 12 12 4

121 راه حل اول با اس�تفاده از اتحاده�ای مزدوج و چاق و لاغر  1نیزگ 1  4
رفع ابهام می کنیم:

x  x  

x  x  

x xx x x x
x x xx

x x x x x
x x x x x

( ) ( )
lim lim

lim lim ( )

( )

→− →−

→− →−

+ − ++ − + − += ×
+ + + ++

− − − + − += × = − ×
+ + + + + + +
+ += − × =−
+

33 2

31 1

3 33 32 2

1 1

2 3 3 42 3 3 4 1
1 2 3 3 41

1 1 11
1 2 3 3 4 2 3 3 4
1 1 1 31
1 1 2

راه حل دوم با استفاده از قاعدۀ هوپیتال می توان نوشت

x  x  

x x x x
x

x

lim lim
→− →−

−
+ − + + +=
+

− −
× ×= = =−

×

31 1
3 2

2 3
2 3 3 4 2 2 3 2 3 4

11
3

2 3 31
32 1 2 1 2

1 1 2
3 1 3

131 ابتدا شرط هایی را که دامنۀ تابع را مشخص می کنند ساده  1نیزگ 1  3
می کنیم:

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x  x x

 

 IÄ  

| | | | | | | | , ( , ) ( , )

| | | | | | | | { , , }

| | | | | | | | , ( , ) ( , )

< ⇒ < ⇒ < ≠ ⇒ ∈ −

= ⇒ = ⇒ = = ⇒ ∈ −

> ⇒ > ⇒ > ≠ ⇒ ∈ −∞ − +∞

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2

1 0 1 0 0 1

1 0 0 11

1 0 1 1







)3(

بنابراین
x x x

x xf x

x x x

| | [ ] ( , ) ( , )

cos { , , }( )

[ ] [ ] ( , ) ( , )

+ − ∈ −
 + π ∈ −=


− ∈ −∞ − +∞
2

1 0 0 1

1 0 11

1 1





x2 عددی صحیح )به جز صفر( اس�ت  y در نقاطی که  x[ ]= 2 توج�ه کنید که تاب�ع 

y در همۀ نقاطی که x صحیح است ناپیوسته است.  x[ ]= ناپیوسته است. همچنین تابع 

x2 صحیح است و x صحیح نیست  y در همۀ نقاطی که  x x[ ] [ ]= −2 بنابراین تابع 

) بی شمار است. , )−∞ −1 )یا  , )+∞1 ناپیوسته است، که تعداد این نقطه ها در بازۀ 

141 p به ازای هر عدد طبیعی n بر  1نیزگ 1 x( ) ابتدا توجه کنید که   4

، آن گاه n=1 x+2 بخش پذیر است. بنابراین اگر 
p x x x x x a( )= + + + +4 3 6 52 3 16

x+2 بخش پذیر است. در نتیجه بر 
p a a a( )− = ⇒ − + − + = ⇒− + = ⇒ =2 0 16 16 64 96 16 0 32 16 0 2

p x x x x x( )= + + + +4 3 6 52 3 32 بنابراین  

x یک چندجمله ای درجۀ دوم اس�ت، پس می توان باقی ماندۀ  x+ −2 2 3 چون 
cx نوش�ت. اکنون توجه کنید که بنابر  d+ p بر آن را به صورت  x( ) تقس�یم 

قضیۀ تقسیم،
p x x x Q x cx d x x Q x cx d( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )= + − + + = − + + +2 2 3 1 3

3− را قرار دهیم، به دست می آید اگر در این تساوی به جای x مقادیر 1 و 
p c d c d c

p c d c d d

( )

( )

= + = + =−    ⇒ ⇒  
− =− + =− + =    

1 39 5

3 3 59 3 44

براب�ر   x x+ −2 2 3 ب�ر   p x( ) تقس�یم  باقی مان�دۀ   ، n=1 ب�رای  بنابرای�ن 

−x است. +5 44

151 عددهای آخر دسته ها به صورت زیر هستند: 1نیزگ 1  3
, , , , ,1 3 6 12 24

توج�ه کنی�د که این عدده�ا به جز عدد اول، دنباله ای هندس�ی با قدرنس�بت 2 
× است. در  103 2 تش�کیل می دهند. بنابراین آخرین عدد دس�تۀ دوازدهم برابر 
× است. همچنین، آخرین عدد  +103 2 نتیجه اولین عدد دس�تۀ سیزدهم برابر 1
× اس�ت. چون عضوهای دستۀ س�یزدهم دنباله ای  113 2 دستۀ س�یزدهم برابر 
حسابی تشکیل می دهند، پس میانگین آن ها برابر است با میانگین جمله های اول 

و آخر این دنبالۀ حسابی، که می شود
( )

/
× + +× + + × × += = =

1010 11 103 2 1 2 13 2 1 3 2 9 2 1 4608 5
2 2 2

161 x و  1نیزگ 1 b=− مجانب ه�ای قائ�م نم�ودار تاب�ع f خط های   1
 f مجانب های افقی نمودار تابع .)f هس�تند )یعنی ریشه های مخرج تابع x b=

خط های زیر هستند:

x  x  x  

x  x  x  

ax x a x x
y f x a

x x
ax x a x x

y f x a
x x

| | | |
lim ( ) lim lim | |

| |

| | | |
lim ( ) lim lim | |

| |

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

+ +
= = = = +

+ − +
= = = = −

−

2 2 2

2 2 2

، آن گاه نمودار تابع f فقط یک مجانب قائم دارد و اگر  b=0 توج�ه کنید که اگر 
، آن گاه نم�ودار تاب�ع f مجانب قائم ندارد، زیرا مخرج تابع ریش�ه ندارد.  b>0

|a برابر باشد. پس |+2 بنابراین b منفی است و نمی تواند با 
b a

a a b
b a

| |
| |

| |
+

= − → = ⇒ = ⇒ =−
− = +

2
2 0 0 2

2

x  x  

xf x
x

lim ( ) lim
| |+ +→ →

+ += = =−
− −1 1

2 1 2 1 3
2 1 2

xf و   x
x

( )
| |

+=
−

2 1
2

بنابراین 

171 ] پیدا می کنیم.  1نیزگ 1 , ]π0 ابتدا نقطۀ  تلاقی منحنی ها را در بازۀ   2
] است: , ]π0 f در بازۀ  x g x( ) ( )= طول این نقطه جواب معادلۀ 

x x x x x

x x k k     

sin cos sin cos sin

tan ,

+ = ⇒ =

π= ⇒ = π+ ∈

1 3
2 2

1
4



k=0 و در  ] اس�ت، پ�س  , ]π0 f در بازۀ  x g x( ) ( )= چ�ون ج�واب معادل�ۀ 

، بنابرای�ن نقط�ۀ  تلاق�ی منحنی ها نقطۀ  f( )π =3 2
4 4

. چ�ون  x π=
4

نتیج�ه 

) است. اکنون توجه کنید که , )π 3 2
4 4

f x x x f( ) cos sin ( )π′ ′= − ⇒ = − =1 2 2 2
2 4 2 4 4

2 است و معادلۀ آن به صورت زیر است:
4

پس شیب خط مماس مورد نظر برابر 

y x( )π− = −3 2 2
4 4 4

y=0 به دست می آید که می شود طول نقطۀ برخورد این خط با محور x به ازای 

x x x( )π π π− = − ⇒− = − ⇒ = −3 2 2 3 3
4 4 4 4 4

181 چون f تابعی متناوب با دورۀ تناوب 5 است، پس  1نیزگ 1  3
f x f x f x f x        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = ⇒ + =5 5 1

از طرف دیگر،
g x f x f x

g x f x f x g f f      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + ⇒ − = − +

1 3 10

1 3 3 10 2 1 3 4 2

، از تساوی )1( نتیجه می شود f ( )′ − =31
2

چون 

f f f f( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′− + = − ⇒ = − =31 5 1 4 1
2

بنابراین از تساوی )2( نتیجه می شود

g ( ) ( )′ − = + = × =3 3 32 3 4 6
2 2 2

191 بنابر قاعدۀ هوپیتال، 1نیزگ 1  2

h  

h  

f h f h
h h

f h f h f h
h

f f

( ) ( )
lim

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) f ( )

→

→

− − − +
−

′ ′− − − − − −
=

−
′ ′− +

=

2

0

0

5 3 5 2
5

2 1 5 5 3 1 5
5 2

2 5 5 3 5
5
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)4(

)f و  )=5 2 اکنون توجه کنید که 

f x x x
x

f

( ) ( )
( )

( ) ( )

′ = + + × −
+

′ = + × − = + =

3
3 2

3
3

13 4
3 3

1 1 255 8 5 4 2
12 123 64

بنابراین مقدار حد مورد نظر برابر است با

− × × + × −
= =−

25 25 252 2 3
512 12 12

5 5 12

201 تاب�ع  1نیزگ 1 نم�ودار  روی   A( , )−11 نقط�ۀ  چ�ون   1

f است، پس x x x ax b( ) | |= + +2 23

f a b b a     ( ) ( )− = ⇒ + + = ⇒ =−1 1 1 3 1 3 1

)A نقط�ۀ  اکس�ترمم نس�بی تابع f اس�ت، پس  , )−11 همچنی�ن چ�ون نقط�ۀ 

، x=−1 . اکنون توجه کنید که در یک همسایگی  f ( )′ − =1 0

f x x x ax b x ax b f x x ax

f a a

( ) ( ) ( )

( )

′= − + + =− + + ⇒ =− +

′ − = ⇒− − = ⇒ =−

2 2 3 2 23 3 3 6

11 0 3 6 0
2

. البته توجه  b
a
= =−
−

3
2 3
1
2

. بنابرای�ن  b a ( )=− =− − =1 33 3
2 2

در نتیج�ه 

کنی�د ک�ه بدون اینک�ه مقدارهای a و b را حس�اب کنیم، از تس�اوی )1( نتیجه 

. b
a
=−3 می شود 

211 axf خط ه�ای  1نیزگ 1 x
a x a

( )
( )

+=
+ + −

3
1 1

مجانب ه�ای تاب�ع   4

 a a
a a

( , )−
+ +

1
1 1

ay هس�تند ک�ه مح�ل تلاقی آن ه�ا نقطۀ 
a

=
+1

ax و 
a
−=
+

1
1

g نقط�ۀ  x x x( )= + +23 5
2 6

اس�ت. از ط�رف دیگ�ر نقط�ۀ مینیم�م تاب�ع 

)g است. بنابراین , ( ))− −1 1
3 3

a a a a
a
− =− ⇒ − =− − ⇒ =
+

1 1 3 3 1 2
1 3

. بنابراین طول نقطۀ برخورد نم�ودار تابع f با  xf x
x

( ) +=
+

2 3
3 1

ب�ه این ترتی�ب، 

محور x به صورت مقابل به دست می آید:
xf x x x
x

( ) += ⇒ = ⇒ + = ⇒ =−
+

2 3 30 0 2 3 0
3 1 2

221 اگر طول ضلع مربع اول برابر a باش�د، مس�احت آن برابر  1نیزگ 1  1
a29 می شود. بنابراین طول ضلع مربع دوم  a2 است و مساحت مربع دوم برابر 

 a12 a4 و  a3 است. در نتیجه محیط های مربع های اول و دوم به ترتیب برابر 

 . a
a
=12 3

4
هستند. بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی مورد نظر برابر است با 

231 y مماس است، پس معادلۀ  1نیزگ 1 x=− چون نمودار سهمی بر خط   3

x باید ریشۀ مضاعف داشته باشد. در نتیجه m x m x( )+ − + + =−2 43 2 1
3

x m x m x x mx m

m m m m

m m m  m

   ( ) ( )

( )

( )( ) ,

+ − + + + = ⇒ + + + =

∆= ⇒ − × + = ⇒ − − =

+ − = ⇒ =− =

2 2

2 2

4 43 2 1 0 3 2 0 1
3 3
40 4 4 3 0 3 4 0
3

1 4 0 1 4

 

اکن�ون بای�د ببینیم ب�ه ازای کدام مق�دار m طول نقطۀ تماس )ریش�ۀ مضاعف 
معادلۀ )1((منفی می شود تا نقطۀ تماس در ناحیۀ دوم واقع شود. توجه کنید که 

  m m
tIµU â¾õ£º Ï¼ö=− =−2

6 3
 

m=4 منفی است. بنابراین طول رأس سهمی مورد نظر برابر است با  که فقط به ازای 

 m− × −− =− =−2 1 2 4 1 7
6 6 6

241 .  1نیزگ 1 a =αβ2 β است، پس  α و  چون a واس�طۀ هندسی   4
 x a x a( )+ + + − =2 2 1 2 1 0 β جواب های معادلۀ  α و  از ط�رف دیگر، چون 

. در نتیجه  aαβ= −2 1 هستند، پس 

 a a a a a a( )= − ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 22 1 2 1 0 1 0 1

251 β جواب ه�ای معادلۀ درجۀ  1نیزگ 1 α و  ابت�دا توج�ه کنید که   3
دوم زیر هستند:

 t t t t t  t( )( ) ,− − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 2 0 1 2 0 1 2  
1− جواب  1− اس�ت. در نتیج�ه،  β برابر  α و  بنابرای�ن یک�ی از عدده�ای 

معادلۀ درجۀ سوم داده شده است، یعنی
 k k k( ) ( ) ( )− + − − − − = ⇒− + + − = ⇒ =−3 24 1 1 9 1 2 0 4 9 2 0 3  

261 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 y f x x x   x x( ) ( ) | | | | | |= = + − − = + − −21 3 6 1 3 2  

بنابراین 

 
x x x x x

f x x x x x x

x x x x x

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

 − + + − ≤− − ≤−
  = + + − − ≤ ≤ = − − ≤ ≤ 
 

+ − − ≥ − + ≥  

1 3 2 1 2 7 1

1 3 2 1 2 4 5 1 2

1 3 2 2 2 7 2

 [ , )+∞2 y منفی اس�ت، پس تاب�ع f روی بازۀ  x=− +2 7 چ�ون ش�یب خط 
نزولی است. اکنون توجه کنید که 

 yy x x y−
=− + ⇒ = =− +

−
7 1 72 7
2 2 2

. از طرف دیگر f x x( )− =− +1 1 7
2 2

بنابراین 

 x x x≥ ⇒− ≤− ⇒− + ≤− + =2 2 4 2 7 4 7 3  
) است، در نتیجه , ]−∞ 3 ] برابر  , )+∞2 بنابراین برد تابع f روی بازۀ 

 ff
D R ( , ]− = = −∞1 3  

271 نقطه های تقاطع نمودارهای دو تابع را پیدا می کنیم. توجه  1نیزگ 1  1

کنید که ضابطۀ تابع دوم به صورت زیر است:

 xy x y −+ = ⇒ =173 17
3

بنابراین طول نقطه های برخورد دو تابع جواب های معادلۀ زیر هستند:

 xx x| | | | −+ + − =172 1
3

 



)5(

از طرف دیگر

 

xx x x x

xx x x x

xx x x x

 (.¡.¡.ù)( )

( ) ( )

−≥ ⇒ + + − = ⇒ =

−− ≤ ≤ ⇒ + − − = ⇒ =

−≤− ⇒− + − − = ⇒ =−

171 2 1 2
3

172 1 2 1 8
3

172 2 1 4
3

 

بنابراین طول نقطه های برخورد به صورت زیر به دست می آید:

 
xx y

xx y

− −= ⇒ = = =

− +=− ⇒ = = =

17 17 22 5
3 3
17 17 44 7

3 3

 

) هس�تند، که فاصل�ۀ آن ها برابر  , )−4 7 ) و  , )2 5 بنابرای�ن نقطه ه�ای برخورد 
است با

 ( ( )) ( )− − + − = =2 22 4 5 7 40 2 10  

281 y اکی�داً صعودی اند،  1نیزگ 1 x= −3 12 y و  x= 3 تابع ه�ای   3

 f x x x( )= + −3 3 پس مجموع آن ها نیز اکیداً صعودی است. در نتیجه تابع 12

 f اکیداً صعودی اس�ت. بنابراین نقطه های برخ�ورد نمودارهای تابع های f و 1−

y هس�تند. در نتیج�ه طول های این نقطه ها جواب ه�ای معادلۀ زیر  x= روی خط 

هستند:

 
f x x x x x x x x x

x x x x x x x      

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + + − = ⇒ − + + =

3 3 3

2 2

3 12 2 12 0 8 2 4 0

2 2 4 2 2 0 2 2 6 0 1

x منفی است، پس این معادله جواب ندارد.  x+ + =2 2 6 0 چون دلتای معادلۀ 
x=2 اس�ت. چ�ون نقط�ۀ برخورد  در نتیج�ه تنه�ا ج�واب معادل�ۀ )1( برابر 
اس�ت، پس عرض نقطۀ برخورد  y x= f روی خط  نمودارهای تابع های f و 1−

f نقطۀ  ، یعنی نقط�ۀ برخورد نموداره�ای تابع های f و 1− y=2 برابر اس�ت با 
) است، که فاصلۀ آن از مبدأ مختصات برابر است با  , )2 2

+ = =2 22 2 8 2 2

291 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 
a b ab a b ab ab

a ba b ab ab( ) ( )

+ = ⇒ + + =

++ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2

9 10 9 6 16

33 16
4

 

اگر از دو طرف این تساوی در مبنای 10 لگاریتم بگیریم، به دست می آید

 
a b a bab a b

a ba b

log( ) log( ) log( ) log log

log log
log( )

+ += ⇒ = +

++ =

23 32
4 4
3
4 2

 

blog است.  alog و  a واسطۀ حسابی  blog( )+3
4

بنابراین 

301 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 
x x x x
x

x

sin sin ( sin ) sin
sin

sin

− = ⇒ − = + ⇒ =−
+

=−

1 4 1 4 1 5 3
1

3
5

 

در نتیجه 

 

x x

x
x x

x x x x

x

tan tan
sin

tan tan

( tan ) tan tan tan

tan

= ⇒− =
+ +

− + = ⇒ + + =

− ± − − ± − ±= = =
×

2 2

2 2

2 2
32 2
51 1

2 2

3 1 10 3 10 3 0
2 2 2 2

10 100 36 10 64 10 8
2 2 3 6 6

 xtan
2

. در نتیجه مق�دار صحیح  xtan =− 1
2 3

xtan ی�ا  =−3
2

بنابرای�ن 

3− است.  برابر 

311 x=0  1نیزگ 1 چون نمودار تابع f در یک همس�ایگی راست نقطۀ   1
، یعنی a بای�د مثبت باش�د. از طرف دیگر  xcos نزولی اس�ت، پ�س ضریب 

7− است. در نتیجه ماکزیمم مقدار تابع f برابر 3 و مینیمم مقدار آن برابر 

 
a b a

a b b

+ = =  ⇒ 
− + =− =−  

3 5

7 2
 

f و  x x( ) cos= −5 2 در نتیجه 

 f( ) cosπ π= − = × − =1 15 2 5 2
3 3 2 2

321 راه حل اول توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 

x x x x x

x x

x x x x x

x x

sin( ) sin cos cos sin sin cos

(sin cos )

cos( ) cos cos sin sin cos sin

(cos sin )

π π π+ = + = × + ×

= +

π π π− = + = × + ×

= +

2 2
4 4 4 2 2

2
2

2 2
4 4 4 2 2

2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر را می توان به صورت زیر نوشت:

 
x x x x x x

x x x k x k k      

(sin cos ) (cos sin ) (sin cos )

sin sin ,

+ + = ⇒ + =

π π+ = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

22 2 1 2
2 2

1 2 2 2 1 2 2
2 4



، که مجموع  π5
4

π و 
4

] برابرن�د با  , ]π0 2 بنابرای�ن جواب ه�ای معادله در بازۀ 

. π3
2

آن ها می شود 

. بنابراین  x xcos( ) cos( )π π− = −
4 4

راه ح��ل دوم ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه 

معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

 x xsin( )cos( )π π+ − =1
4 4

−xπ متمم یکدیگرند، بنابراین
4

x و  π+
4

از طرف دیگر زاویه های 

 x xcos( ) sin( )π π− = +
4 4

 



پاسخ تشریحی کنکور سراسری 1401
)6(

در نتیجه معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

 

x

x x k x k k

x x k x k k

      

 IÄ

      

sin ( )

sin( ) ,

sin( ) ,

π+ =

π π π π + = ⇒ + = π+ ⇒ = π+ ∈




π π π π + =− ⇒ + = π− ⇒ = π− ∈


2 1
4

1 2 2
4 4 2 4

31 2 2
4 4 2 4





π5 هستند، که مجموع 
4

π و 
4

] برابر  , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

. π3
2

آن ها برابر است با 

331 راه حل اول ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 x xx xcos ( cos ) ( sin ) |sin |− = − = =22 2 21 2 2 2
2 2

 

بنابراین 

 

x  x  

x  x  

x  x  

x x x x
xx

x xx x
x x x x

x
x x xx x

lim lim
cos |sin |

( )
lim lim

sin sin ( )

lim lim
( )

− −

− −

− −

→ →

→ →

→ →

− − − − − −=
−

− − −− − −= =
− − − + −

−= =
− + −− × − + −

−= =−
+

0 0

0 0

0 0

2 3 2 5 2 3 2 5
2 2 2

2
2 3 2 52 3 2 5

2 2 2 3 2 5
2 2
2 2

2 3 2 52 2 3 2 5
2

2 2
22 2

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 

x  x  

x  

x x x x
xx

x x
x

lim lim
cos sin

lim
cos

− −

−

→ →

→

− − − − − −=
− −

− − −− +
− −= = =−

−− ×

0 0

0

2 3 2 5 2 3 2 5
2 2 2

2
3 5 3 5

22 2 3 2 2 5 2 2 2 2
1 1 22
2 2

 

341   1نیزگ 1
x  x  

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
− +→ →

= =
0 0

0 باید   3

از طرف دیگر،

 

x  x  

x  x  x  x  

f x x a a

x x
xf x

bbx bx bx
f  b  b

lim ( ) lim ([ ] )

sin ( )
coslim ( ) lim lim lim

( ) | | | |

− −

+ + + +

→ →

→ → → →

= − =− −

−= = = =

= − =

0 0
2 2

2 2 20 0 0 0

2 1 2

2
1 12 2

42 2
0 0

. چون س�مت راس�ت این تساوی غیرمنفی   b
b

| |=1
4

اکنون توجه کنید که باید 

 هم غیرمنفی است. بنابراین b غیرمنفی 
b
1
4

اس�ت، پس س�مت چپ آن، یعنی 

 . b b| |= است. در نتیجه 

 b b b
b
= ⇒ = ⇒ =21 1 1

4 4 2
بنابراین 

 a a a
b

− − = ⇒− − = ⇒ =−1 1 31 2 1 2
4 2 4

در نتیجه 

 . b a− =5
4

پس 

351 با توج�ه به گزینه ها خارج قس�مت را ی�ک چندجمله ای  1نیزگ 1  4
ax در نظر می گیریم. بنابر قضیۀ تقسیم، b+ درجۀ اول به صورت 

 f x x x ax b x( ) ( )( )= + + + + +2 4 5 2  
در نتیجه

f a b a b

f a b a b

a b a

a b b

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

= + + + + = + +  ⇒ 
− = − + − + + = − + +  
+ = =−  ⇒ 
− + = =  

1 1 4 5 3 13 10 3

1 1 4 5 1 11 2 1

1 2

5 3

−x باشد.  +2 3 بنابراین خارج قسمت می تواند برابر 

361 n2 اس�ت. بنابراین  1نیزگ 1 بزرگ تری�ن عض�و دس�تۀ nام برابر   1
132 اس�ت. همین طور، بزرگ ترین عضو  بزرگ ترین عضو دس�تۀ سیزدهم برابر 
122 است. بنابراین کوچک ترین عضو دستۀ سیزدهم برابر  دستۀ دوازدهم برابر 
122+ اس�ت. چون تعداد عضوهای دس�تۀ س�یزدهم عددی زوج است، پس  1
میانۀ این دسته برابر با میانگین دو عدد وسطی این دسته است. از طرف دیگر، 
چون عضوهای دس�تۀ سیزدهم دنباله ای حسابی تشکیل می دهند، پس میانگین 
دو عدد وسطی برابر با میانگین عدد اول و عدد آخر دسته است، که برابر است 

 . /+ + =
12 132 1 2 6144 5

2
با 

371 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

x x

bx bx b
x ax x

lim lim
→±∞ →±∞

+ = =
+ +

2 2

2 2
7

44 1 4

=by اس�ت. چ�ون مجانب ه�ا در نقطۀ 
4

پ�س مجانب افق�ی نمودار تابع خط 

. همین ط�ور، چون  b=12 ، یعن�ی  b=3
4

) تلاق�ی می کنن�د، پ�س  , )− 1 3
2

−=x اس�ت،  1
2

− می گذرد، پس معادلۀ آن  1
2

مجان�ب قائم از نقطۀ به طول 

−=x ریشۀ مخرج تابع است، یعنی  1
2

یعنی 

 a a( ) ( )− + − + = ⇒ =21 14 1 0 4
2 2

 . b
a
= =12 3
4

پس 

381 . اگر  1نیزگ 1 −− =3 1
6 2

y برابر است با  x− =6 3 ش�یب خط 1  3

. از طرف دیگر f x( )′ =−0 2 x باشد، آن گاه  y( , )0 0 نقطۀ مورد نظر 

 f x x x f x x( ) ( )′= − + ⇒ = −2 4 5 2 4  

 f x x x( )′ =− ⇒ − =− ⇒ =0 0 02 2 4 2 1 پس  

چ�ون نقط�ۀ مورد نظر روی نم�ودار تابع f اس�ت، پس عرض آن برابر اس�ت با  
)  است.  , )1 2 . بنابراین نقطۀ مورد نظر  f( )= − + =1 1 4 5 2



)7(

391 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 

g x f x x

g x x x f x x

x x x f x x

( ) (tan cos )

( ) (tan cos ) (tan cos )

( tan ( tan ) sin ) (tan cos )

= +

′ ′ ′= + +

′= + − +

2

2 2

2 2

2

2 2

2 1 2 2

 

پس

 g f f f( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )π′ ′ ′ ′= × × + − × + × = − + =2 22 1 1 1 2 1 2 4 1 1 1 3 2
4 2 2

 f f( ) ( )′ ′= ⇒ = 33 3 2 2
3

در نتیجه 

401 f در  1نیزگ 1 x x x( ) sin cos= 2 آهن�گ تغییر متوس�ط تابع   1

] برابر است با  , ]π π
4 2

بازۀ 

 
f f( ) ( ) ( )π π− × − − ×

= =−
π π π π−

21 1 0
42 4 2

2 4 4
g در بازۀ  x x x( ) sin cos= −4 4 همین ط�ور، آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع 

] برابر است با  , ]π π
4 2

 
g g( ) ( ) ( ) ( )π π− − − −

= =
π π π π−

1 11 0
42 4 4 4

2 4 4

 

1− است.  پس نسبت مورد نظر برابر 

411 تاب�ع  1نیزگ 1 نس�بی  اکس�ترمم  نقط�ۀ    ( , )0 0 نقط�ۀ  چ�ون   2

، پس f x ax bx c( )′ = + +23 2 f است و  x ax bx cx d( )= + + +3 2

 
f d

f x ax bx f x ax bx
f c

( )
( ) , ( )

( )

= =   ′⇒ ⇒ = + = + 
′ = =  

3 2 20 0 0
3 2

0 0 0
 

)  نیز نقطۀ اکسترمم نسبی این تابع است، پس , )1 1 چون نقطۀ 

 
f a b a

f a b b

( )

( )

= + = =−    ⇒ ⇒  
′ = + = =    

1 1 1 2

1 0 3 2 0 3
 

. ab=−6 پس 
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11 a  1نیزگ 1 ar ar, , 2 فرض کنید جمله های متوالی دنبالۀ هندسی   2

a دنباله ای حسابی  ar ar, , 24 8 16 باش�ند. در این صورت، طبق فرض مسئله 
است. بنابراین 

a arar r r r r

r r( )

+= ⇒ = + ⇒ − + =

− = ⇒ =

2 2 2

2

4 168 4 1 4 4 4 1 0
2

12 1 0
2

از ط�رف دیگ�ر، چون مجم�وع مربع های جمله ه�ای دنبالۀ هندس�ی با مجموع 
جمله های دنبالۀ حسابی برابر است، پس

a a r a r a ar ar a r r r r

a a a

( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ + = + + ⇒ + + = + +

+ ++ + = + + ⇒ = × ⇒ =

2 2 2 2 4 2 2 4 24 8 16 1 4 1 2 4

1 1 16 4 1 641 4 1 1 1 4 3
4 16 16 7

21 ،  1نیزگ 1
k
−− 4
2

y براب�ر  kx x= − −2 4 6 ط�ول رأس س�همی   4

 است. پس عرض آن برابر است با 
k
2 یعنی 

 y k
k k k k k

( ) ( )= − − = − − =− −22 2 4 8 44 6 6 6

y قرار  x=− −4 4  رأس س�همی اس�ت که روی خط 
k k

( , )− −2 4 6 پس نقطۀ 

دارد. پس مختصات آن در معادلۀ این خط صدق می کنند:

 k
k k k

( )− − =− − ⇒ = ⇒ =4 2 46 4 4 2 2  

.
k

− − =− − =−4 46 6 8
2

بنابراین عرض رأس سهمی برابر است با 

31 α جواب مش�ترک معادله ه�ای مورد نظر  1نیزگ 1 ف�رض کنید   3
α در هر دو معادله صدق می کند: باشد. در این صورت 

 
m

m m
m

m m

( ) ( )
α + α+ = ⇒ α + α+ − α + α− =
α + α− =

α+ = ⇒ =−α

2
2 2

2

6 0
6 2 3 0

2 3 0

4 4 0

 

α− را قرار می دهیم و آن را حل می کنیم.  اکنون در معادلۀ اول به جای m مقدار 

m
 .¡.¡.ù( )α=α + α+ = ⇒α + α−α= ⇒α + α= ⇒

α=−

2 2 2 0
6 0 6 0 5 0

5

. بنابراین معادله ها به صورت زیر هستند: m=5 پس 

x x m x x x x

x x m x x x x

( )( )

( )( )

+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =

+ − = ⇒ + − = ⇒ − + =

2 2

2 2

6 0 6 5 0 1 5 0

2 3 0 2 15 0 3 5 0

x=3 هس�تند که اختلاف  پس جواب های غیرمش�ترک دو معادله x=−1 و 
آن ها برابر 4 است.

41 باید مقدارهای صحیح x را پیدا کنیم که نابرابری های زیر  1نیزگ 1  4
درست باشند:

 
x x

− < <
− +2
22 0
3 2

 

ابتدا نامعادلۀ سمت راست را حل می کنیم: 

 مثبت اس�ت، خود کسر وقتی منفی است که 
x x− +2

2
3 2

چون صورت کس�ر 

مخرجش منفی باشد. 
 x x x x( )( )− + = − −2 3 2 1 2 اکنون توجه کنید که جدول تعیین علامت عبارت 

به صورت زیر است:
x

x x

−∞ +∞

− + + − +2

1 2

3 2 0 0

)  اس�ت، که  , )1 2 x بازۀ  x− + <2 3 2 0 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 
چ�ون هی�چ عدد صحیح�ی در این بازه قرار ن�دارد، پس هیچ ع�دد صحیحی در 

 صدق نمی کند. بنابراین دیگر لازم نیست نامعادلۀ 
x x

<
− +2
2 0
3 2

نابرابری 

سمت چپ را حل کنیم.

51 + و ط�ول  1نیزگ 1 =−
−
1 2 3
0 4 4

ش�یب خ�ط AB براب�ر اس�ت ب�ا   3

 AD چون خط . AB ( ) ( )= − + − − =2 24 0 2 1 5 پاره خط AB برابر است با 

AD AB= =5 4 است. همچنین 
3

بر خط AB عمود است، پس شیب آن برابر 

a بگیریم، شیب خط AD برابر است با  b( , ) . اکنون اگر D را نقطۀ 
b b a
a
− = ⇒ − =
−
1 4 41
0 3 3

همچنین 

 
AD a b a b

aa a a a

( ) ( ) ( )

( )

= ⇒ − + − = ⇒ + − =

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2 2

22 2 2

5 0 1 5 1 25

4 2525 25 9 3
3 9

 

 . a=−3 چون نقطۀ D در ربع سوم است، پس طول آن منفی است، در نتیجه 

61 g  1نیزگ 1 of− −1 توجه کنید که طول نقطۀ برخورد نمودار تابع 1  2
α است. بنابراین  با محور y برابر با صفر و عرض آن برابر 

 g of fog fog

f g g g g

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ( )) log( ( ) ) ( ) ( )

− − −=α⇒ =α⇒ α =

α = ⇒ α − = ⇒ α − = ⇒ α =

1 1 10 0 0

0 2 5 0 2 5 1 3
 

اکنون توجه کنید که 

 

g   ( ) ( )

( )

α = ⇒α+ α− = ⇒ α− = −α

α− = −α ⇒ α− = +α − α⇒α − α+ =

α= ±

2 2 2

3 2 4 3 2 4 3 1

2 4 3 2 4 9 6 8 13 0

4 3
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 .α= −4 3 . بنابراین  ≤α≤2 3 از معادلۀ )1( نتیجه می شود که 

71 f است، پس 1نیزگ 1 x g x( ) ( )= x=1 جواب معادلۀ   1

 b a b af g b a( ) ( ) − −= ⇒ + =− − + ⇒ = ⇒ − =1 1 2 2 1 3 8 2 2 1 
از طرف دیگر،

 b a b af f b a( ) ( )− + +=− ⇒ − = ⇒ + = ⇒ = ⇒ + =1 10 1 1 10 2 2 10 2 8 3
پس

 
b a a

b a
b a b

− = =  ⇒ ⇒ − = × − = 
+ = =  

1 1
2 2 2 1 3

3 2
 

81 .  1نیزگ 1 x x x x( )( )+ = + − +3 28 2 2 4 ابتدا توجه کنید که   4

x ض�رب کنی�م،  x x( )( )+ − +22 2 4 بنابرای�ن اگ�ر دو ط�رف معادل�ه را در 
به دست می آید

 
x x x x x x x x x

x x x x x

( ) ( )

,

− + − − − = + ⇒ + = +

− ± + − ±+ − = ⇒ = = ⇒ =− =

2 2 2

2

2 4 9 2 6 2 7 6 6 12

5 25 144 5 13 3 26 5 6 0
12 12 2 3

x=2 تنها جواب مثبت معادلۀ مورد نظر است. 
3

بنابراین 

91 ابتدا توجه کنید که بنابر  1نیزگ 1  2
،ABC قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 AC AB BC

AC

= + = + =

=

2 2 2 2 23 1 10

10
 

همین طور، بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در مثلث 
،AHD قائم الزاویۀ

 

AD AH HD

HD

HD HD

( )

= +

= +

= − = ⇒ =

2 2 2

2 2 2

2

2 5 2

20 4 16 4
،ABC اکنون توجه کنید که در مثلث قائم الزاویۀ

 BC AB
AC AC

     sin , cosβ= = β= =1 3
10 10

 

،AHD همچنین، در مثلث قائم الزاویۀ

 

HD
AD
AH
AD

sin( )

cos( )

α+β = = =

α+β = = =

4 2
2 5 5
2 1

2 5 5
بنابراین 

 
cos cos(( ) ) cos( )cos sin( )sinα= α+β −β = α+β β+ α+β β

= × + × = + = = =1 3 2 1 3 2 5 1 2
25 10 5 10 5 2 5 2 5 2 2

 

101 از روی نمودار معلوم می ش�ود ک�ه دورۀ تناوب تابع برابر  1نیزگ 1  3

. از طرف دیگ�ر دورۀ تناوب تابع برابر اس�ت با  ( )π π− − = π4 2 2
3 3

اس�ت ب�ا 

. در نتیجه
c| |
π2

 c c
c

| |
| |
π= π⇒ = ⇒ =±2 2 1 1  

f از مبدأ مختصات می گذرد، پس x a b cx( ) cos( )π= + −
3

چون نمودار تابع 

 bf a b a b a( ) cos( )π= ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =−0 0 0 0 2
3 2

 

a و از روی نمودار  b| |+ اکنون توجه کنید که مقدار ماکزیمم تابع برابر است با 
. بنابراین  a b| |+ تابع معلوم می شود که این مقدار برابر 1 است. در نتیجه 1=

 

b a
a a

a b

a a a b

a a a b

| |
| |

=− ⇒ + =
+ =

 > ⇒ = ⇒ = ⇒ =−

 < ⇒− = ⇒ =− ⇒ =

2
2 1

1

1 20 3 1
3 3

0 1 1 2

 

اکنون توجه کنید که 

 
cf a b

cf a b

( ) cos( )

( ) cos( )

π π π− < ⇒ + − − <

π π π< ⇒ + − <

2 20 0
3 3 3

4 40 0
3 3 3

 

، آن گاه  c=1 اگر 

 
a b a b a b

a b a b a b

cos( )

cos( )

π π+ − − < ⇒ − < ⇒ <

π π+ − < ⇒ − < ⇒ <

2 0 0
3 3

4 0 0
3 3

 

b=2 قابل قبول است.  a=−1 و  پس در این حالت 
، آن گاه  c=−1 اگر 

 ba b acos( )π π+ − < ⇒ + <2 0 0
3 3 2

، پس این حالت قابل قبول نیست.  ba+ =0
2

ولی می دانیم 

 . b c a( )− =4 ، پس  c=1 b=2 و   ، a=−1 بنابراین 

111 . بنابراین  1نیزگ 1 x xπ π π+ + − =17 3 5
8 8 2

ابتدا توجه کنید که   4

 x x xcos( ) cos( ( )) sin( )π π π π+ = − − = −17 5 3 3
8 2 8 8

 

در نتیجه معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید 

 
x x x

x

sin( )cos( ) sin( ( ))

sin( ) sin( )

π π π− − = ⇒ − =

π π− = =

3 3 1 1 3 12
8 8 4 2 8 4
3 12
4 2 6

 

در نتیجه 

 
x k x k k

x k x k k

  

  

,

,

π π π− = π+ =− π+ ∈  ⇒ 
π π π − = π+π− =− π− ∈ 

3 72 2
4 6 24
3 2 2
4 6 24





 

] عبارت اند از   , ]π π−
2 2

پس جواب های واقع در بازۀ 

 k x x,π π= ⇒ = =−70
24 24

 . π
4

که مجموع آن ها برابر است با 



)3(

121 توج�ه کنید ک�ه از روی نم�ودار معلوم می ش�ود که فقط  1نیزگ 1  2
)g برابر صفر است. در نتیجه  )2

 g f g x f g x g x

g x g x g x g x IÄ 

( ( ( ))) ( ( )) | ( ) |

| ( ) | ( ) ( ) ( )

+ = ⇒ + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ + − =± ⇒ + = + =−

12 0 2 2 2 1 2
2

2 2 4 2 2 4 2 6 2 2
y به صورت زیر است: g x( )= +2 اکنون توجه کنید که نمودار تابع 

y را دقیقاً  g x( )= +2 y=−2 هر کدام نم�ودار تابع  y=6 و  پ�س خط های 
در یک نقطه قطع می کنند. بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد. 

131 ) و  1نیزگ 1 , )π0 f از نقطه ه�ای  چ�ون نم�ودار تاب�ع خط�ی 1−  1

. پس ضابطۀ 
m m

π− π=−
−

0
0

)m گذشته است، پس شیب آن برابر است با  , )0

f به صورت زیر است: −1 تابع 

 f x x m f x x
m m

( ) ( ) ( )− −π π− =− − ⇒ =− +π1 10  

اکنون ضابطۀ تابع f را پیدا می کنیم:

 y my x x y m
m

m

−ππ=− +π⇒ = =− +
π π−

 

. بنابراین  mf x x m( )=− +
π

در نتیجه 

 
x x x

x xf x m m
f x m m mx m x

( )
lim lim lim

( )

−

→+∞ →+∞ →+∞

π π− +π −
π= = =

− + −
π π

1 2

2
 

 m  m m
m

<π =π⇒ =π→ =− π
2 02
2

در نتیجه  

141 y با ش�رط  1نیزگ 1 x x[ ]= − ابت�دا توجه کنی�د که نمودار تابع   1
]x زوج باشد به صورت زیر است: ] اینکه 

]x زوج است به همین صورت است. چون تابع  ] بنابراین نمودار تابع f وقتی که 
x=0 و x=−1 نیز پیوسته است.   پیوسته است، پس در نقطه های  f روی 
  ( , )−1 1 ]  خطی است و باید از نقطه های  , ]−1 0 از طرف دیگر تابع f روی بازۀ 

) عبور کند. پس ضابطۀ تابع f روی این بازه به صورت زیر است: , )0 0 و 

 y x y x( )−− = − ⇒ =−
− −
1 00 0
1 0

 

] درست باشد.  , ]−1 0 x به ازای هر x در بازۀ  x a x| [ ]|− − =− در نتیجه باید تساوی 

 x a a a a| [ ]| [ ]= ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ ≤− < ⇒− < ≤0 0 0 0 0 1 1 0  

، به تناقض رسیده ایم، یعنی هیچ مقداری برای a قابل قبول نیست.  a<−1 که چون

151 fD و ۀ1یزگ -1 { }= − 1 ابتدا توجه کنید که   2

 

x x x
x xf x
x x x x

x

  ,

( )
| |

 ≥ ≠ −= =
−  ≤

 +

2

2

0 1
1

1 0
1

 

 ، x ,≠0 ب�ه ع�لاوه، تابع f در هر نقطه از دامنه اش پیوس�ته اس�ت. اکنون اگر 1
f به صورت زیر است:  ′ آن گاه ضابطۀ تابع 

 

x x x x
x

f x
x x x

x

x x x
x

f x
x x
x

  

  

,
( )

( )

( )

,
( )

( )

( )

 − + > ≠
−′ =

+ − < +
 + > ≠

−′ =
− < +

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2

2 2

1 2 0 1
1

1 2 0
1
1 0 1
1
1 0
1

از طرف دیگر، 

x  x  

x  x  

xf x f
x

xf x f
x

lim ( ) lim ( )
( )

lim ( ) lim ( )
( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

+′ ′= = ⇒ =
−

−′ ′= = ⇒ =
+

2

2 20 0
2

2 20 0

1 1 0 1
1
1 1 0 1
1

. بنابراین تابع f در تمام نقاط دامنه اش مشتق پذیر است. همچنین f ( )′ =0 پس 1

 
x x   x

f x
x   x x

    (.¡.¡.ù), :
( )

:

 > ≠ + =′ = ⇒
< − = ⇒ =−

2

2

0 1 1 0
0

0 1 0 1
 

x=−1 است و تابع  پس تنها نقطه ای که مشتق تابع f در آن برابر صفر است، 
f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد. 

161 به کمک تعریف مش�تق، مشتق چپ و مشتق راست تابع  1نیزگ 1  3

x=3 را به دست می آوریم:
4

f در نقطۀ 

 

x  x  x  

x  x  x  

f x f x ax
f ax

x x

a a

f x f x ax
f ax

x x

a a

( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim

( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim ( )

+ + +

− − −

+

→ → →

−

→ → →

− −′ = = =
− −

= =

− − −′ = = = −
− −

=− =−

3 3 3
4 4 4

3 3 3
4 4 4

3
4 33 4 4

4 3 3
4 4

34 2 3
4

3
4 33 4 4

4 3 3
4 4

34 2 3
4

a2 و شیب نیم خط  3 x=3 برابر 
4

پس شیب نیم خط مماس راست در نقطۀ 

a−2 است. در نتیجه 3 مماس چپ در این نقطه برابر 

 
a a a

a a a

( )− − = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2 3 2 3 2 6 4 3 2 6

6 6 13 3
2 4 2
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171 توجه کنید که دلتای چندجمله ای f مثبت است. در واقع  1نیزگ 1  1

 m m( ) ( )∆= − + + >2 22 20 1 0  

 S را طوری پیدا کنیم که تابع m پس باید . mS
m
−=α+β=
+2
2
1

از طرف دیگر 

بیشترین مقدار شود. اکنون توجه کنید که 

 

m m m m mS m
m m

m
S m m m

m

( )
( )

( ) ( )

( )

+ − − − + +′ = =
+ +

 = +′ = ⇒ − − = ⇒
= −

2 2

2 2 2 2

2

1 2 2 4 1
1 1

2 5
0 4 1 0

2 5

 

ب�ا توجه ب�ه جدول تغییرات زیر برای تابع S، بیش�ترین مقدار ای�ن تابع به ازای 
=m رخ می دهد.  +2 5

m

S m( )

min max

−∞ − + +∞

′ − + −

2 5 2 5

0 0
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