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)1(

آزمون فصل تابع )1( آ نومزآ

آتابعآاست؟- آ f m m m   m{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= −31 4 2 2 1 0 0 4 4 2 بهآانایآچندآوقدارآوختلفآmآرابطۀآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آتابعیآثابتآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟آ- ۲ a x
f x

x
( )

( )
+ +

=
−

2 3
2 3

اگرآتابعآ

 −4  )۴  −3  )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

آقرارآندارد؟آ- ۳ f x
x x

( )=
− −

1
1

کدامآعددآدرآداونۀآتابعآ

 −3 3
2

 )۴  +3 3
2

 )۳  −3 5
2

 )۲  +3 5
2

آ( 

آکدامآاست؟آ- ۴ b a− آاست.آوقدارآ a b[ , ] آبهآصمرتآ f x x( ) | |= − −216 9 داونۀآتابعآ

۱۸ )۴  ۸ )۳  ۶ )۲ آ( ۱۰ 

آراآیکآواحدآبهآسمتآراستآوآدوآواحدآبهآپایینآانتقالآدهیم،آسپسآنسبتآبهآوحمرآطملآهاآقرینهآکنیم،آ- 5 y x= 3 اگرآنممدارآتابعآ

نممدارآبهآدستآ ودهآنممدارآاولیهآراآدرآچندآنقطهآقطعآویآکند؟
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

f کدامآاست؟- 6 a( )− ،آوقدارآ g f a( )( )+ =2 6 g وآ {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 5 0 1 1 4 3 5 4 3 ،آ f x x x( )= −2 4 اگرآ

 4 3  )۴  2 3  )۳  3 2  )۲  4 2 آ( 

آکدامآاست؟- 7 a b+ ،آوقدارآ fof x x x( )( )= − +4 227 18 2 آوآ f x ax b( )= +2 اگرآ

 −2  )۴  −1  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آصعمدیآاست.آحدودآkآکدامآاست؟- 8 f x x kx( ) | |= +3 تابعآ

 k≤1  )۴  k− ≤ ≤3 3  )۳  k≥−3  )۲  k− ≤ ≤1 1 آ( 

آکدامآاست؟آ- 9 a b+ )آنممدارآتابعآوارونشآراآقطعآویآکند.آوقدارآ , )− 11
3

درآنقطۀآ f x ax x b( )= − +3 2
9

نممدارآتابعآ

 − 23
9

 )۴  −17
9

 )۳  −10
9

 )۲  − 1
9

آ( 

آکدامآگزینهآاست؟- 0آ y f x( )−= − −1 نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آنممدارآتابعآ1

 )۴    )۳   )۲ آ(  

فصل اول: تابع

گامسؤال

1 2

2 9

3 22
319

4 22
327

5 

30
31
32
33

6 22
26

7 27

8 54
331

9 63

10 35
63



فصل اول: تابع
)2(

آزمون فصل تابع )2( ۲ نومزآ

آکدامآاست؟- آآ f a( ) آضابطۀآتابعآfآباشد،آوقدارآ
x a x

f x
ax x

( )
 + + ≥=

+ ≤
3

2 2

16 2
اگرآ

 −16  )۴   −32  )۳  ۳۲ )۲ آ( ۱۶ 

آکدامآاست؟- ۲آ f m( ) آضابطۀآیکآتابعآخطیآباشد،آوقدارآ f x mx x x x m( ) ( )= − + + +22 4 اگرآ
۸ )۴  7 )۳  ۶ )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۳آ f x( )− ،آ زآگاهآ xf x
x x

( ) [ ] [ ]+= + −1 1 اگرآ

 f x( )−1 )۴   f x( )−1  )۳   f x( )−  )۲   f x( ) آ( 

آراآرسمآویآکنیم.آوساحتآناحیۀآوحصمرآبینآدوآنممدارآوآوحمرآطملآهاآکدامآاست؟- ۴آ xy f( )=2
2

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آنممدارآتابعآ

5 )۲   9
2

آ( 

7
2

 )۴   ۳ )۳

آکدامآاست؟آ- 5آ xf x x
x

( )
| |

= +3 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآ- 6آ g x f x f x( ) ( ) | ( )|=− −2 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآشدهآاس��ت.آنممدارآتابعآ
گزینهآاست؟

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آراآقطعآویآکند؟- 7آ g x  
x

( ) | |= 1 آدرآچندآنقطهآنممدارآتابعآ f x x x( ) | || |= −2 نممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 
آکدامآاست؟- 8آ f x x x x( ) | ( ) |= + +2 3 3 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آاست.آوقدارآabآکدامآاست؟- 9آ ax bf x( )− +=
31
3

آبهآصمرتآ f x x( )= −3 2 3 ضابطۀآتابعآواروزآتابعآ

 ۶ )۴  ۴ )۳  −2  )۲  −4 آ( 

آاکیداًآنزولیآاست.آحداقلآوقدارآaآکدامآاست؟- ۲0 a[ , ]0 آرویآبانۀآ f x x( ) sin( )π= −3 4
2

تابعآ

 −π  )۴  π−
2

 )۳  π−
3

 )۲  π−
4

آ( 

گامسؤال

11 7

12 10

13 5
333

14 34
36

15 
30
32
33

16 
33
34
324

17 

11
12
38
324

18 

30
31
32
38
279

19 64

20 

33
36
52
54
92



)3(

آزمون فصل تابع )3( ۳ نومزآ

آچگمنهآاست؟آ- آ۲ axg x bx c( )= + +2 آتابعآهمانیآباشد،آتابعآ f x ax bx b c( )= − + +2 اگرآتابعآ

۴( نمایی ۳( همانی  ۲( خطی  آ( ثابت 

آکدامآاست؟- ۲۲ x≠0 ،آضابطۀآتابعآfآبرایآهرآ xf
x x

( ) +=
+2

1 2
2 1

اگرآ

 x xf x
x

( ) +=
+

2

2
2
2

 )۴   x xf x
x

( ) +=
+

2

2 1
 )۳   xf x

x
( )=

+

2

2
2

1
 )۲   x xf x

x
( ) +=

+

2

2
2

2
آ( 

آکدامآاست؟آ- ۲۳ a b c+ + آاست.آوقدارآ a b c( , ] { }− آبهآصمرتآ x xf x
x x

( ) − −= −
− −

3 1 7
3 2

داونۀآتابعآ

۱۲ )۴  ۱۱ )۳  ۹ )۲ آ( ۸ 

آاست.آچندآوقدارآوختلفآبرایآnآوجمدآدارد؟آ- ۲۴ n{ }− آبهآصمرتآ xf x
m x x

( ) +=
+ +2 2
1
3 1

داونۀآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آباآهمآبرابرند.آوقدارآabcآکدامآاست؟- ۲5 ax bg x
x cx

( ) +=
+ +2 4

آوآ f x
x

( )=
+
5

2
دوآتابعآ

 −200  )۴  −100  )۳  ۲۰۰ )۲ آ( ۱۰۰ 

آکدامآاست؟- ۲6 f x
g x

f x
( )

( )
( )

=
−
3

2
،آوجممعآاعضایآبردآتابعآ f {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 1 4 2 3 2 5 1 اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

،آچندآعددآصحیحآدرآداونۀآتابعآfog قرارآدارد؟- ۲7 g x x( ) | |= −1 ،آ gD [ , ]= −5 4 آوآ f x x x( )= +2 ،آ fD  [ , ]= 1 4 اگرآ

۸ )۴  7 )۳  ۶ )۲ آ( 5 

)آصعمدیآاست.آحدودآkآکدامآاست؟- ۲8 , ]−∞ 4 آباآداونۀآ f x k x x( ) ( )= + + +22 2 تابعآدرجۀآدومآ1

 k− < <−2 1  )۴  k− ≤ <−9 2
4

 )۳  k≥− 9
4

 )۲  k<−2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲9 f( )0 )آعبمرآکند،آوقدارآ , )4 8 آانآنقطۀآ f x x x a( )= + +331 2
16

اگرآنممدارآتابعآواروزآتابعآ

 −30  )۴  −20  )۳   −15  )۲  −12 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۳0 g( )6 ،آوقدارآ f ( )− =1 2 5 آوآ f x g x( ) ( )+ = −2 1 2 3 ،آواروزآپذیرآباشند،آ1 اگرآتابعآهایآfآوآgآباآداونۀآ

 ۲ )۴  3
2

 )۳   2
3

 )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

21 9
10

22 5
284

23 22
318

24 22
294

25 
22
24
294

26 26

27 29
327

28 53

29 62

30 62



فصل اول: تابع
)4(

آزمون فصل تابع )4( ۴ نومزآ

آکدامآاست؟- آ۳ f( )5 ،آوقدارآ xf x
x x

( )+ = + −
2 2

2
1 33 4 اگرآ

۶۰ )۴  ۶5 )۳  7۰ )۲ آ( 7۱ 

آضابطۀآتابعآخطیآfآباشد،آنممدارآاینآتابعآکدامآاست؟- ۳۲ x mxf x
x

( ) + +=
+

2 4
2

اگرآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آباشد،آوقدارآbآکدامآاست؟- ۳۳ [ , )+∞4 آبانۀآ f x a x ax b( ) ( )= + − +23 اگرآداونۀآتابعآ

 −12  )۴  ۱۲ )۳  ۶ )۲   −6 آ( 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- ۳۴ xf x
x

( )
sin

π −=
2 2

داونۀآتابعآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳5 f g+ آثابتآنیستآضابطۀآتابعآ f g− ،آدرآبانهآایآکهآتابعآ g x x( ) | |= آوآ f x x( ) | |= −1 اگرآ

 y x=− +2 1  )۴  y x= −2 1  )۳   y=−1  )۲  y=1 آ( 

آدرآ- ۳6 kf( )
2

،آ زآگاهآ fof k( )( )=4 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرسمآشدهآاست.آاگرآ

کدامآوجممعهآویآتماندآباشد؟آ
 ( , )0 1  )۲    ( , )0 2 آ( 

  ( , )1 2  )۴    ( , )−1 0  )۳

،آضابطۀآتابعآfآکدامآاست؟- ۳7 fog x x x( )( ) ( )= − +28 4 5 آوآ g x x( )= +2 1 اگرآ

f x x x( )= − +22 10 58  )۲   f x x x( )= + +22 10 58 آ( 

 f x x x( )= + +22 20 58  )۴   f x x x( )= − +22 20 58  )۳

آیکآبهآیکآاست.آaآکدامآعددآویآتماندآباشد؟- ۳8 f x ax x( ) [ ]= + تابعآ

 −2  )۴  −1  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آنممدارآواروزآخمدآراآدرآدوآنقطهآقطعآویآکند.آحاصلآضربآطملآاینآنقطهآهاآکدامآاست؟- ۳9 xf x
x

( ) +=
+

4
2

نممدارآتابعآ

 ۱ )۴  ۴ )۳   −4  )۲  −1 آ( 

آچندآ- ۴0 y f x( )−=− −1 نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآشدهآاس��ت.آنممدارآتابعآ

آدارد؟ xg x( ) += 1
2

نقطۀآوشترکآباآنممدارآتابعآ

۲ )۲ آ( ۱  
۴ )۴   ۳ )۳

گامسؤال

31 5

32 10
22

33 
22
311
312

34 22
75

35 
8
26
332

36 27

37 28

38 43
338

39 64
306

40 
33
35
63



)5(

   5 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )1(

درآشکلآوقابلآطملآضلعآBCآچقدرآاست؟- آ۴
 ( )−4 3 1 آ( 

 ( )+4 3 1  )۲

 4 3  )۳
 8 3  )۴

آکدامآاست؟- ۴۲ a b+ آاست،آوقدارآ a b[ , ] آدرآبانۀآ sinα ،آ زآگاهآ ≤α≤0 030 120 اگرآ

۱ )۴   3
2

 )۳   +1 3
2

 )۲   +2 3
2

آ( 

αآدرآکدامآناحیۀآوثلثاتیآقرارآدارد؟- ۴۳ ،آانتهایآکمازآنظیرآناویۀآ cos cotα α>0 آوآ cot cosα− α<0 اگرآ
۴( چهارم ۳( سوم  ۲( دوم  آ( اول 

آکدامآاست؟- ۴۴ A sin sin sin cosπ π π π= + − +49 7 18 8
10 5 5 5

وقدارآعبارتآ

 cos π−2
10

 )۴   sin π−2
10

 )۳   cos π2
10

 )۲   sin π2
10

آ( 

آکدامآاست؟- ۴5 A sin cos

cos sin

α+ β=
α+ β

3 3

3 3
3

2
،آحاصلآعبارتآ πα−β=5

2
اگرآ

 tan α31
4

 )۴   tan α34  )۳   cot β34  )۲   cot β31
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۴6 x
y

cos

cos

2

2
،آوقدارآ x y x y

x y

sin( )sin( )

cos cos

+ −
=

+2 2
1
2

اگرآ

۲ )۴   1
2

 )۳  ۳ )۲   1
3

آ( 

آکدامآاست؟- ۴7 x π=
16

آبهآانایآ A x x xsin cos ( sin )= − 21 2 وقدارآعبارتآ

 2
16

 )۴  2
8

 )۳  2
6

 )۲  2
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴8 cos sinπ π−4 4
12 12

وقدارآ

 3
3

 )۴   1
2

 )۳   3
2

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۴9 A ( tan )( tan )= + α + β1 1 ،آوقدارآعبارتآ πα+β=5
4

اگرآ

۲ )۲ آ( ۱  
β دارد. α و  ۴( بستگی به مقادیر    ۳ )۳

50 - k( )∈ آکدامآاست؟آ x xcos( ) sin( )π− = π+2 2
9

جمابآهایآکلیآوعادلۀآ

 kπ π+7
2 72

 )۴   kπ π−7
2 72

 )۳   kπ π−7
2 36

 )۲   kπ π+7
2 36

آ( 

فصل دوم: مثلثات

گامسؤال

41 70

42 79
106

43 75
76

44 92

45 92

46 95

47 97

48 97
276

49 104

50 112
115



فصل دوم: مثلثات
)6(

   6 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )2(

آکدامآاست؟- آ5 sin cosα− α ،آوقدارآ sin cosα+ α=1
3

αآدرآناحیۀآچهارمآباشدآوآ اگرآانتهایآکمازآنظیرآناویۀآ

 − 8
9

 )۴   8
9

 )۳   17
3

 )۲   − 17
3

آ( 

برابرآاندانۀآ زآبرحسبآرادیازآ5آواحدآکمترآاست.آاندانۀآاینآناویهآبرحسبآرادیازآکدامآاست؟- 5۲
π

200 اندانۀآیکآناویهآبرحسبآدرجهآان

 π3
8

 )۴   π
4

 )۳   π
8

 )۲   π3
4

آ( 

آاست.آوقدارآabآکدامآاست؟- 5۳ f x a b x( ) sin( )= π شکلآروبهآروآقسمتیآانآنممدارآتابعآ

 −6 آ( 
۴ )۲

 −4  )۳
۶ )۴

آکدامآاست؟- 5۴
cot cot

+
− +0 0

1 1
1 380 1 110

حاصلآ

cot 010  )۴  tan 020  )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 55
sin cos

+
0 0

1 1
15 15

حاصلآ

 4 6  )۴   2 6  )۳   3 3  )۲   2 3 آ( 

آکدامآاست؟- 56 xcos4 ،آوقدارآ x xsin cos+ =1
2

اگرآ

 − 1
16

 )۴   − 1
8

 )۳   − 1
4

 )۲   − 1
3

آ( 

آکدامآاست؟- 57 x xsin cos+4 4 ،آوقدارآ xcos =14
3

اگرآ

17
18

 )۴  8
9

 )۳  5
6

 )۲  7
9

آ( 

آکدامآاست؟- 58 [ , ]π0 آدرآبانۀآ x xcos cos( )π− + =2 0
4

وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5
2

 )۴   π5
4

 )۳   π5
3

 )۲   π5
6

آ( 

)آدارد؟- 59 , )π0 2 آچندآجمابآدرآبانۀآ x x xsin cos sin+ = +1 2 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آدارد؟- 60 , )π0
2

آچندآجمابآدرآبانۀآ x
x

tan( )
tan

π ++ =
−

3 3
3 3 3

وعادلۀآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

51 
75
82
275

52 88

53 106
109

54 82
92

55 95
97

56 97
275

57 103

58 112
113

59 

100
113
119
121

60 

104
112
121
293



)7(

   7 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )3(

کدامآاست؟- آ6 sin tanα− α درآشکلآروبهآروآطملآضلعآوربعآهایآکمچکآبرابرآ۱آاست.آوقدار

 −13
6

 )۲    − 7
4

آ( 

 − 9
14

 )۴    − 8
15

 )۳

آکدامآاست؟- 6۲ sin α2 ،آوقدارآ mcotα= +2 آوآ
m

tanα= 1
2

اگرآ

 2
5

 )۴   1
17

 )۳   16
17

 )۲   1
5

آ( 

آکدامآاست؟- 6۳ x xtan cot+4 481 ،آحاصلآ x xtan cot− =3 2 اگرآ
7۰ )۴  ۹۲ )۳  ۸۲ )۲ آ( ۱۰۰ 

آکدامآاست؟- 6۴ a| | آباشد،آوقدارآ π
6

آبرابرآ f x ax( ) sin ( )= − +23 4 2 اگرآدورۀآتناوبآتابعآ

۸ )۴  ۶ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 65 sin α2 ،آوقدارآ ππ<α<3
2

آوآ cos( )π+α =17
3

اگرآ

− 2 2
9

 )۴  4 2
9

 )۳  2 2
9

 )۲  − 4 2
9

آ(

آکدامآاست؟- 66 xcos2 ،آحاصلآ x xsin cos=2 اگرآ

 − 2
5

 )۴  3
5

 )۳  2
5

 )۲  − 3
5

آ( 

آکدامآاست؟- 67 tan α2 ،آوقدارآ tan( )π+α =1
4 2

اگرآ

 − 3
4

 )۴   3
4

 )۳   − 1
3

 )۲   1
3

آ( 

)آدارد؟- 68 , )π30
2

آچندآجمابآدرآبانۀآ xsin − =2 2 1 0 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آچندآبارآبهآحداقلآوقدارآخمدآویآرسد؟- 69 , )π π− 3
2 2

آدرآبانۀآ f x x( ) cos=− +2 4 3 تابعآ

۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

)آدارد؟- 70 , )π0 2 آچندآجمابآدرآبانۀآ x xsin( ) sin( )π π+ = −3
12 12

وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

61 70

62 82

63 82
275

64 97
109

65 
75
92
97

66 
82
97
102

67 104
105

68 
112
113
116

69 
107
113
119

70 112
115



فصل دوم: مثلثات
)8(

   8 نومزآ
آزمون فصل مثلثات )4(

آکدامآاست؟- آ7 A
( cot )( tan )

( cot )( tan )

π π+ −
=

π π− +

1 1
5 5

1 1
5 5

وقدارآعبارتآ

 −1  )۴   − 1
2

 )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 7۲ xcos ،آوقدارآ x x
x x

tan cot
tan cot

− =
+

7
25

اگرآxآناویهآایآحادهآباشدآوآ

 3
4

 )۴   2
5

 )۳   2
3

 )۲   3
5

آ( 

آکدامآاست؟- 7۳ x xsin cos+ ،آحاصلآ x x x xsin cos sin cos= + اگرآ

 −2 1
2

 )۴   −1 2  )۳   +1 2
2

 )۲   −2 آ( 1

آکدامآاست؟- 7۴ A cos cos cos cos= + + + +2 0 2 0 2 0 2 01 2 3 180 حاصلآعبارتآ

۹۰ )۴  ۸۹ )۳  ۴5/5 )۲ آ( ۴5 

،آحداقلآوقدارآmآکدامآاست؟- 75 x mtan = +2 3 آوآ xπ π− ≤ <
3 2

اگرآ

 − 4 3
3

 )۴   −2 3  )۳   −4 3  )۲   −3 3 آ( 

آکدامآ- 76 a b+ آبهآش��کلآوقابلآاس��ت.آوقدارآ f x a b x( ) sin ( )( )= π − بخش��یآانآنممدارآتابعآ

 b( )< <2 3 است؟آ

− 4
3

 )۲   7
3

آ( 

13
3

 )۴   − 7
3

 )۳

آکدامآاست؟- 77 sin α2 .آوقدارآ AD=8 آوآ BC=3 درآشکلآروبهآروآ

 24
25

 )۲    12
25

آ( 

 14
15

 )۴    7
15

 )۳

آکدامآاست؟- 78 tan( ) tan( )π π+α + −α
4 4

،آوقدارآ cos α=12
3

اگرآ

 ۸ )۴  ۶ )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

آبرابرآکدامآاست؟- 79 [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xsin( ) cos( )π π+ + − =−3 1
8 8

وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π21
16

 )۴   π23
16

 )۳   π21
8

 )۲   π11
4

آ( 

)آکدامآاست؟- 80 , )π0 آدرآبانۀآ x x x xsin cos sin cos+ =1 2 3 4 2 4 3 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π3
2

 )۴   π5
6

 )۳   π5
3

 )۲   π آ( 

گامسؤال

71 82

72 75
82

73 
77
82
275

74 82
93

75 111

76 106
109

77 70
97

78 97
105

79 
112
113
115

80 95
112



)9(

آزمون فصل مثلثات )5( 9 نومزآ

چرخآوفلک��یآوطاب��قآش��کلآ۳۰آکابینآداردآکهآانآش��مارۀآ۱آتاآ۳۰آش��مارهآگذاریآ- آ8
ش��دهآاند.آاینآچرخآوفلکآدرآهرآدقیقهآ۲آدورآویآچرخد.آاگرآچرخآوفلکآ۱۸۴آثانیهآ

بچرخد،آکابینآشمارۀآیکآبهآوحلآکدامآکابینآونتقلآویآشمد؟
آ( کابین سوم

۲( کابین پنجم
۳( کابین هفتم
۴( کابین نهم

آکدامآاست؟- 8۲ A sin sin

cos cos

−=
−

0 3 0

0 3 0
25 25
25 25

حاصلآعبارتآ

 cot2 025  )۴   cot 025  )۳   tan 025  )۲   tan2 025 آ( 

آکدامآاست؟- 8۳ a a
a a

sin cos
sin cos

7 27
21 9

،آوقدارآ a π=
32

اگرآ

 −2  )۴   −1  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

درآشکلآوقابل،آقسمتیآانآنممدارآکدامآتابعآرسمآشدهآاست؟- 8۴

y xcos( )= −3 2 4 آ( 

y xsin( )= −3 2 1  )۲

y xsin( )=− −3 3 1 )۳

 y xcos( )=− +2 3 1  )۴

آکدامآاست؟- 85 x ytan( )+ ،آوقدارآ ytan( )+ =0 135
3

آوآ xtan( )+ =0 210
3

اگرآ

 1
12

 )۴   1
8

 )۳   1
6

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- 86 sin α2 2 ،آوقدارآ sin cosα− α=2
3

اگرآ

 49
81

 )۴   9
16

 )۳   25
81

 )۲   16
25

آ( 

آکدامآاست؟- 87 x π=
16

آبهآانایآ xA
x

tan( )
tan

−=
+

2 2
2

1
1

وقدارآعبارتآ

 +2 2
2

 )۴   −2 1
4

 )۳   +2 2
4

 )۲   −2 2
4

آ( 

)آچندبارآبرآوحمرآطملآهاآوماسآویآشمد؟- 88 , )π0 4 آدرآبانۀآ f x x( ) sin( )= −1 2 نممدارآتابعآ

 ۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 89 [ , ]π0 آدرآبانۀآ x xcos cos+ + =22 2 3 2 1 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5
2

 )۴   π2  )۳   π3
2

 )۲   π آ( 

)آدارد؟- 90 , )π0 2 آچندآجمابآدرآبانۀآ x xsin cos+ =3 2 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

81 87

82 52

83 92

84 
106
107
109

85 104

86 97
275

87 
82
97
99

88 
106
117
119

89 

112
113
116
119
121

90 112
121



فصل  سم:  د و موس لصف
)10(

   0آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )1(

آکدامآاست؟- آ9
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

− − −2 2

1 1
1 1 نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآ ودهآاست.آحاصلآ

۲ )۲ آ( ۱  

۴( صفر   ۳ )۳

،آ- 9۲
x

f g xlim( )( )
→

+ =
1

2 3 18 وآ آ
x

f g xlim( )( )
→

− =
1

2 2 باش��د،آ داش��تهآ وج��مدآ آ x=1 نقط��ۀآ درآ gآ وآ fآ تابعآه��ایآ ح��دآ  اگ��رآ

آکدامآاست؟
x

f x
g

lim( )( )
→1

وقدارآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آحدآداشتهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 9۳ x π=
8

آدرآنقطۀآ
x x

f x
a x x

sin
( )

cos

π ≤=
π + >

2 2
8

2 2
8

اگرآتابعآ

 − 2  )۴   2  )۳   2
2

 )۲   − 2
2

آ( 

آکدامآاست؟- 9۴
x  

x
x x

lim
→−

−
+ +

2

22
2 8

3 2
وقدارآ

۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 95
x

x x
x

cos coslim
→

−
20

2 6 حاصلآ

۱۸ )۴  ۱۶ )۳  ۱۴ )۲ آ( ۱۲ 

آپیمستهآباشد،آوقدارآbآکدامآاست؟- 96 آرویآ

ax x

f x b x

ax x

( )

 + <
= − =


+ >

2 1 2

1 2

4 21 2

اگرآتابعآ

 −18  )۴   −16  )۳   −14  )۲   −12 آ( 

آکدامآاست؟- 97 a b− ،آوقدارآ
x

x x
x ax x b

lim
→

− =+∞
+ + +

2

3 21 3
اگرآ

 −4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آکدامآاست؟- 98
x

x x x

x x

( ) ( )
lim
→+∞

+ − + + −

− +

2 2 2

2
1 9

5 6 1
 حاصلآ

 2  )۴   3
2

 )۳   1
2

 )۲ آ( صفر 

،آوقدارآmآکدامآاست؟- 99
x

x x mx
x

lim
( )→+∞

− + − =
−

2 2

2
6 5 1 1

23 2
اگرآ

 9
2

 )۴   7
2

 )۳   1
2

 )۲   3
2

آ( 

)آچندآوجانبآقائمآدارد؟- 00آ , )π0 آدرآبانۀآ xf x
x

cos( )
sin
−=1 4

4
نممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

91 125
127

92 127

93 
124
126
127

94 132

95 
137
139
207

96 141
142

97 
132
150
312

98 163

99 163

100 
97
99
157

فصل  سم:  د و موس لصف



)11(

   آآ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )2(

آکدامآاست؟- آ0آ
x  

f x xlim ( )
→

−3 2
0

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

آ( ۱
 −1  )۲

۲ )۳
۴( وجود ندارد.

کدامآاست؟- 0۲آ
x

f f x
xf x
( ( ))

lim
( )→

− +
− +3

3 1
1 2

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آوقدار

 ۲ )۲ آ( ۳  

  1
3

 )۴    1
2

 )۳

آحدآدارد؟- 0۳آ x=3 آدرآنقطۀآ f x x x m x( ) [ ] [ ]= − + 2 برایآچهآوقدارآmآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آحدآندارد؟- 0۴آ , )−2 3 آدرآچندآنقطهآانآبانۀآ f x x x( ) ( )[ ]= −2 1 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 05آ a b+ ،آوقدارآ
x

x
ax bx

lim
→

+ − =
+ +22

2 2 3
42

اگرآ

 − 5
3

 )۴   − 7
3

 )۳   −3  )۲   −11
3

آ( 

آکدامآاست؟- 06آ
x

x
x

coslim
→

− +
20

2 1 وقدارآ

1
4

 )۴   2
4

 )۳   2
8

 )۲   1
8

آ( 

: - 07آ x=12 آدرآنقطۀآ x xf x( ) [ ] [ ]= −
2 3

تابعآ

۲( فقط از چپ پیوسته است. آ( پیوسته است.  
۴( نه از چپ پیوسته است و نه از راست. ۳( فقط از راست پیوسته است.     

آکدامآاست؟- 08آ a b+ ،آوقدارآ
x  

x
x ax bx

lim
→−

+ =−∞
+ +3 22

3
4

اگرآ

۴۸ )۴  ۳۲ )۳  ۲۴ )۲ آ( ۱۲ 

،آوقدارآabآکدامآاست؟- 09آ
x

b x x

a x b a x x

( )
lim

( ) ( )→+∞

− + +
=−∞

− + − + +

2

3 2 2
2 2 1

3 3 2
اگرآ

 −9  )۴  ۹ )۳   −3  )۲ آ( ۳ 

آدرآدوآنقطهآوجانبآهایآافقیآخمدآراآقطعآویآکند.آفاصلۀآاینآدوآنقطهآکدامآاست؟- 0آآ x x
f x

x

| |
( )

+
=

−2
1

3
نممدارآتابعآ

 +5 2  )۴   −5 2  )۳   +7 2 2  )۲   −7 2 2 آ( 

گامسؤال

101 125
127

102 125
127

103 
124
126
127

104 129

105 134
207

106 

134
137
139
207

107 126
141

108 149
312

109 163

110 165
352



فصل  سم:  د و موس لصف
)12(

   ۲آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )3(

آکدامآاست؟- آآآ
x

fof xlim [( )( )]
+→2

نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

آ( ۱
۲ )۲

 −1  )۳
 −2  )۴

آکدامآاست؟- ۲آآ a
b

،آوقدارآ
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
→ →

+ =
0 1

1 3 آوآ f x ax bx c( )= + −2 اگرآ

 − 1
4

 )۴  ۲ )۳   1
4

 )۲   −2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳آآ
x

xx
x x

[ ]
lim ( )

[ ]−→

−
−

2

3
حاصلآ

5/5 )۴  ۴/5 )۳  ۳/5 )۲ آ( ۲/5 

آحدآداشتهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۴آآ x=1 آدرآنقطۀآ
x x x

xf x
a x

x

( )

 − + > −=
 < −

4 2

2
5 4 1

1

1
2

اگرآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 5آآ a b+ ،آوقدارآ b≠0 آوآ
x

ax a b
x ax

lim
→

− =
+ +23

3
3

اگرآ

 −8  )۴   −6  )۳   −4  )۲   −2 آ( 

آکدامآاست؟- 6آآ
x

x
x

tanlim
cosπ→−

+

4

1
2

وقدارآ

۱ )۴  ۲ )۳   −1  )۲   −2 آ( 

آدرآچندآنقطهآناپیمستهآاست؟- 7آآ

x x
xf x
x x
x

( )

 − > −=
+ ≤

 +

4

3

2

1 1
1
3 1

2 1

تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 8آآ
x  x  

f x f xlim [ ( )] [ lim ( )]
→−∞ →−∞

−2 نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آحاصلآ

 −4 آ( 
 −2  )۲
 −6  )۳
 −8  )۴

آکدامآاست؟- 9آآ
x

f x

f x x

( )
lim

( )→+∞

−

+ −2
2 1

3 1
،آحاصلآ f x x x( )= −23 اگرآ

۴( صفر  ۱ )۳  ۲ )۲ آ( ۴ 

آدرآاطرافآوجانبآهایآقائمآ زآچگمنهآاست؟- ۲0آ xf x
x x

( ) −=
− 2
2

4
نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

گامسؤال

111 
123
125
126

112 125
127

113 126
127

114 

124
126
127
132

115 132

116 
102
136
207

117 132
141

118 126
149

119 163

120 
153
155
156



)13(

   ۳آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )4(

آکدامآاست؟- آ۲آ
x

x
( )

lim [ sin ]
+π→ 5

4

2 حاصلآ

۴( صفر  ۱ )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آکدامآاست؟- ۲۲آ
x

x x
x

lim
→

+ − − −
−25

4 4 2
25

حاصلآ

 − 1
30

 )۴   − 1
20

 )۳   1
30

 )۲   1
20

آ( 

آکدامآاست؟- ۲۳آ
x

x x
x

lim
→

+ − −
−

3

8
1 1

8
حاصلآ

 3
4

 )۴   1
12

 )۳   1
3

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۲۴آ
x

x x
x x

cos sinlim
cos sinπ→−

−
+

4 4

4

حاصلآ

۴( صفر   2  )۳   2 2  )۲   −2 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲5آ a b+ آپیمستهآاست.آوقدارآ آرویآ

a x x

f x ab x

x b x

sin

( )

cos

π >
 π= − =

 π+ <

2

1
2

2
2

تابعآ

 −3 1− یا   )۴   −3 ۳( ۱ یا  1− یا ۳   )۲ آ( ۱ یا ۳ 

f درآ- ۲6آ g− آوآ f g+2  داون��ۀآتابعآه��ایآfآوآgآوجممع��ۀآاعدادآحقیقیآوآب��ردآ زآهاآوجممعۀآاع��دادآحقیقیآوثبتآاس��ت.آتابعآهایآ
آپیمستهآاند.آکدامآتابعآومکنآاستآدرآاینآنقطهآپیمستهآنباشد؟ x a= نقطۀآ

 
f g−

1  )۴   
f g+

1  )۳   
g
1  )۲   

f
1 آ( 

آکدامآاست؟- ۲7آ
x fof x
lim

( )( )→ −2
1

1
نممدارآتابعآfآبهآشکلآوقابلآاست.آوقدارآ

 −2  )۲ آ( ۱  
 +∞  )۴    −∞  )۳

آچگمنهآاست؟- ۲8آ x=1 آدرآاطرافآخطآ xf x
x x

( )=
−

نممدارآتابعآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

،آ زآگاهآmآچندآوقدارآوختلفآویآتماندآداشتهآباشد؟- ۲9آ
x

mx x
x

| |
lim
→+∞

− + −
=

+
3 1 2

3 1 3
اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آوجانبآقائمآندارد.آmآچندآعددآطبیعیآنمیآتماندآباشد؟- ۳0آ xf x
x x m

( ) +=
− +

2

2
3

6 2
نممدارآتابعآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

گامسؤال

121 126
131

122 134
207

123 134
207

124 136
207

125 

126
127
141
142

126 146
147

127 
125
149
159

128 151

129 163

130 154
294



فصل  سم:  د و موس لصف
)14(

 ۴آ نومزآ
آزمون فصل حد و پیوستگی )5(

کدامآاست؟- آ۳آ
x

fof xlim ( )( )
−→2

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آوقدار

 −1 آ( 
۲( صفر

۲ )۳
۳ )۴

آکدامآاست؟- ۳۲آ
x

f x
g x
( )

lim
( )→ +

2

1

2
1

آبهآترتیبآبرابرآ۳آوآ۲۱آباشد،آوقدارآ x=2 آدرآنقطۀآ f g−2 2 آوآ f g+ اگرآحدآتابعآهایآ

5
2

 )۴   2
5

 )۳   − 2
5

 )۲   − 5
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۳۳آ
x

x x
x x x
[ ]( )

lim
[ ] | |−→

+
− + −1

2 2
1

وقدارآ

 − 3
2

 )۴   − 5
2

 )۳   −3  )۲   −2 آ( 

،آوقدارآbآکدامآاست؟- ۳۴آ
x

x x a b
x

lim
→

+ + − =
−

2

22
2

4
اگرآ

 5
16

 )۴   5
8

 )۳   5
4

 )۲   5
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۳5آ
x

x
x

coslim
π→ π−
2

5
2

حاصلآ

 − 5
2

 )۴   5
2

 )۳   − 3
2

 )۲   3
2

آ( 

آپیمستهآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳6آ x=0 آدرآنقطۀآ
x x

xf x
x

a

( )
( )

 + − ≠=
 =

31 27 3 0

1 0
اگرآتابعآ

۲7 )۴  ۱۶ )۳  ۹ )۲ آ( ۸ 

آکدامآاست؟- ۳7آ
x

x
x x x

lim
−→

−
− +

2

3 25

2 50
10 25

حاصلآ

 4
3

 )۴  ۲ )۳   +∞  )۲   −∞ آ( 

آکدامآاست؟- ۳8آ
x  

x
x

x x

[ ]
lim
→+∞

− −

+ +

2

2

1 1

4 1
حاصلآ

 −∞  )۴ ۳( صفر    − 1
4

 )۲   1
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۳9آ f( )1 .آوقدارآ
x

f x

f x

( )
lim

( )−→+∞
=

1
9 آوآ f( )=3 10 fآتابعیآخطیآباآشیبآوثبتآاست،آ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست؟- ۴0آ −∞ آباشد،آکدامآخطآوجانبآافقیآاینآنممدارآدرآ +∞ آدرآ x a x
f x

x x
| |

( )
| |

+ +
=

− +
4 3
3 1

آوجانبآافقیآنممدارآتابعآ y=4 اگرآ

y=0  )۴   y=4
3

 )۳   y=− 3
4

 )۲   y=3
4

آ( 

گامسؤال

131 123
125

132 125
127

133 126
127

134 134
207

135 
137
140
207

136 134
141

137 132
150

138 126
163

139 64
163

140 
163
164
165



)15(

 5آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )1(

آکدامآاست؟- آ۴آ
x

f x
x
( )

lim
→−

−
+2

2 6
2

آوماسآاست.آوقدارآ A( , )−2 3 درآشکلآنیرآخطآdآبرآنممدارآتابعآfآدرآنقطۀآ

 −2  )۲    −3 آ( 

 − 1
2

 )۴    −1  )۳

آکدامآاست؟- ۴۲آ
x

f x f
x

( ) ( )
lim
→−

− −
+

3 3

2

2
2

،آوقدارآ f x x x( )= − +2 3 اگرآ

 45  )۴   45
2

 )۳   −45  )۲   − 45
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۳آ
h

f h f

h h

( ) ( )
lim
→

− −

−

2

2 40

2 2 ،آوقدارآ f ( )−′ =−2 6 آوآ f ( )+′ =2 3 اگرآ

۶ )۴   −6  )۳  ۳ )۲   −3 آ( 

آکدامآاست؟- ۴۴آ f f( ) ( )+ −′ ′−2 2 ،آوقدارآ
x x x

f x
x x x

( )
 + ≥=

+ <

2

3 2

4 2

2
اگرآ

−24  )۴  ۲۴ )۳  ۸ )۲   −8 آ( 

آکدامآاست؟- ۴5آ x=0 آدرآنقطۀآ x xg x
f x

( )
( )
−=

2 2 ،آوقدارآوشتقآتابعآ
x x

xf x
x

sin
( )

 ≠=
− =

2 0

1 0
اگرآ

۴( وجود ندارد.   1
2

 )۳  ۲ )۲   −1 آ( 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۴6آ f ( )′ = 71
16

آوآ axf x
x

( ) +=
+

2 2
3 1

اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آباآکدامآیکآبرابرآاست؟- ۴7آ f x g x( ) ( )′ ′ ،آعبارتآ g x x( )= − 21 آوآ xf x
x

( )=
− 21

اگرآ

 f x

g x

( )

( )

−
3

 )۴   f x

g x

( )

( )3
 )۳   g x

f x
( )

( )

2
 )۲   g x

f x
( )

( )

− 2
آ( 

آکدامآاست؟- ۴8آ f ( )′ 2 ،آوقدارآ g ( )′ =−4 4 آوآ f x x g
x

( ) ( )+ =3 4 اگرآ

 −4  )۴  ۴ )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۴9آ f ( )′′ =1 4 آوآ axf x
x

( ) −=
+2
1
1

اگرآ

 −11  )۴   −9  )۳   −5  )۲   −3 آ( 

]a برابرآ۴آاست.آ- 50آ , ]+0 1 آوآ هنگآتغییرآوتمسطآاینآتابعآدرآبانۀآ a[ , ]0 آدرآبانۀآ f x x x( )=− +2 2 وجممعآ هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

وقدارآaآکدامآاست؟

 − 1
5

 )۴   − 1
4

 )۳   − 1
2

 )۲   − 1
3

آ( 

گامسؤال

141 172
173

142 

172
175
191
207
281

143 177
207

144 

177
186
187
194

145 137
172

146 
186
187
191

147 
186
187
191

148 
186
187
190

149 
186
187
206

150 204

فصل چهارم: مشلق



فصل چهارم: مشلق
)16(

 6آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )2(

آکدامآاست؟- آ5آ f ( )′ 4 ،آوقدارآ
h  

f x h f x x x
h x x

( ) ( )
lim
→

+ − +=
−20
2
4

اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 5۲آ
h

f h
h

( )
lim
→

+ −3

0

1 27 آوقدارآ xf x
x

( )′ =
+

6
1

آوآ f( )=1 3 اگرآ

۸۱ )۴  5۴ )۳  ۲7 )۲ آ( ۹ 

آکدامآاست؟- 5۳آ f f( ) ( )+ −′ ′+0 0 ،آوقدارآ f x x x x( )= + −2 42 4 اگرآ

 −4  )۴  ۴ )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 5۴آ x=2 آدرآنقطۀآ f x x x( ) sin( ( [ ]))π= −
2

وقدارآوشتقآراستآتابعآ

۴( وجود ندارد. ۳( صفر    π−
2

 )۲   π
2

آ( 

آکدامآاست؟- 55آ f ( )′ 4 ،آوقدارآ f x x x x x( ) | |= − −2 23 3 اگرآ

7۲ )۴  ۶۸ )۳   −72  )۲   −68 آ( 

آکدامآاست؟- 56آ f ( )′ 0 ،آوقدارآ f x x x x x( ) | | | |= − − +2 23 3 اگرآ

۴( وجود ندارد. ۳( صفر   ۲ )۲   −2 آ( 

آدرآچندآنقطهآوشتقآپذیرآنیست؟- 57آ f x x x x( ) | |= −2 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 58آ g x f g x( ) ( ( ))′ ′ ،آحاصلآ xg x
x

( )=
+ 2
2
1

آوآ xf x
x

( )=
− 24

اگرآ

 x1
2

 )۴   x  )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

وحیطآهرآوربعآتابعیآانآوساحتآ زآاست.آ هنگآتغییرآلحظهآایآوحیطآیکآوربعآدرآلحظهآایآبرابرآ۴آاست.آدرآاینآلحظهآوساحتآ- 59آ
وربعآچقدرآاست؟

۲ )۴  ۱ )۳   1
2

 )۲   1
4

آ( 

آبرآوحمرآطملآهاآوماسآاست.آحاصلآضربآوقادیرآومکنآبرابرآaآکدامآاست؟- 60آ x axf x
x

( ) − +=
+

2

2
9

9
نممدارآتابعآ

 −36  )۴   −16  )۳   −12  )۲   −9 آ( 

گامسؤال

151 185

152 

171
175
207
281

153 

177
186
187
191

154 137
177

155 

186
187
188
191

156 

172
186
187
188

157 196
198

158 
27
186
190

159 186
205

160 
186
187
200



)17(

 7آ نومزآ
آزمون فصل مشتق )3(

آکدامآاست؟- آ6آ
h  

f h

h h

( )
lim
→

+ −

−20

1 1
4

،آوقدارآ xf x
x

( ) +=
+

2

4
1
1

اگرآ

 − 1
2

 )۴   1
2

 )۳   − 1
4

 )۲   1
4

آ( 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- 6۲آ f ( )′ =112
9

آوآ x axf x
x

( ) +=
+

2

1
اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 6۳آ f ( )−′ 3 ،آوقدارآ x xf x
x x

( ) − +=
− +

2

3
6 9

5
اگرآ

 −2  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

،آ زآگاه- 6۴آ

x x

f x x x

x x

( )

 + >


= =


<

2 1 1

3 1

2 1

اگرآ

 f ( )′ =1 2  )۲    f ( )′ =1 0 آ( 

x=1 مشتق پذیر نیست. ۴( تابع f در     f ( )′ =1 3  )۳

آکدامآاست؟- 65آ f ( )′ 24 ،آوقدارآ f x x x x( )− = +3 4 1 اگرآ

 15
26

 )۴   13
2

 )۳   11
26

 )۲   9
26

آ( 

آکدامآاست؟- 66آ f ( )′′ 2 ،آوقدارآ xf x
x

( ) +=
+

5 1
1

اگرآ

۴۰ )۴  ۳۸ )۳  ۳۶ )۲ آ( ۳۲ 

h - 67آ ( )′ 2 ،آوقدارآ f x x
h x

g x x
( )

( )
( )

+
=

−
آرویآنممدارآتابعآهایآfآوآgآبهآترتیبآبرابرآ۱آوآ۲آاست.آاگرآ  ( , )2 3 شیبآخطآوماسآدرآنقطۀآ

کدامآاست؟
 −3  )۴  ۳ )۳    −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- 68آ x a= آاست.آ هنگآتغییرآلحظهآایآتابعآfآدرآ − 1
4

آبرابرآ a[ , ]1 درآبانۀآ f x x( )= −1  هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

− 1
32

 )۴   − 1
16

 )۳   − 1
8

 )۲   − 1
4

آ( 

آوماسآاست؟- 69آ y=−2 آبرآخطآ f x x k x( ) cos cos= +2 بهآانایآچندآوقدارآوختلفآkآنممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آوماسآاست.آوجممعآوقادیرآومکنآبرایآbآکدامآاست؟- 70آ g x x bx( )=− −2 آبرآنممدارآتابعآ y x=− +1 3
4 4

خطآ

 1
16

 )۴   1
8

 )۳   1
4

 )۲   1
2

آ( 

گامسؤال

161 

171
186
187
207

162 186
187

163 172

164 141
194

165 
187
190
191

166 

186
187
206
282

167 
173
186
187

168 
191
204
205

169 

112
187
191
200

170 

186
187
200
203



قتشچ :مراهچ لصف
)18(

 زآ نومزآ
آزمون فصل مشتق )4(

آکدامآاست؟7 آ7آ f ( )′ 1 ،آوقدارآ f x x x x x( ) ( )( ) ( )= − − −2 2 1 2 2 2 12 اگرآ

 !− ×4 10  )۴   !×4 10  )۳   !− ×2 10  )۲   !×2 10 آ( 

آکدامآاست؟7 7۲آ x=1 آدرآنقطۀآ x xf x
x x

( ) +=
+

3

32
وقدارآوشتقآتابعآ

 5
12

 )۴   7
12

 )۳   − 5
12

 )۲   − 7
12

آ( 

آکدامآاست؟7 7۳آ f ( )′ 1
2

،آوقدارآ x x
f x

x x

| |
( )

[ ]

−
=

−

2

3 3
اگرآ

 − 6
49

 )۴   12
49

 )۳   −12
49

 )۲   6
49

آ( 

آکدامآاست؟7 7۴آ
x

f x

x x

( )
lim
→

−

−31

4 ،آوقدارآ
x x x

f x
x x

( )
 + ≥=

+ <

3

2

3 1

3 1 1
اگرآ

۴( وجود ندارد.  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( 1 

x=2 7 75آ xg درآنقطۀآ x
f x

( )
( )

=
2

،آوقدارآوش��تقآتاب��عآ
x

f x
x
( )

lim
→

+
=

−4

5 5
4

وش��تقآپذیرآباش��دآوآ x=4  اگ��رآتاب��عآfآدرآنقط��ۀآ

کدامآاست؟

1 )۴   −1  )۳   −2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟7 76آ x=0 ،آوقدارآوشتقآتابعآgofآدرآنقطۀآ g x x x( ) | |= −4 آوآ f x x x( ) | |= +4 اگرآ

۴( وجود ندارد.  15 )۳  10 )۲ آ( 5 

آوشتقآپذیرآباشد،آmآچندآوقدارآطبیعیآنمیآتماندآداشتهآباشد؟7 77آ آرویآ f x x x m( ) | |= − +2 6 اگرآتابعآ

۹ )۴  ۸ )۳  ۶ )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟7 ز7آ f ( )π′′
4

،آوقدارآ xf x
x

cos( )
sin
−=1 2

2
اگرآ

۸ )۴  ۴ )۳  ۲ )۲ آ( 1 

آوماسآاست.آوقدارآbآکدامآاست؟7 79آ f x x ax b( )= − +3 3 آدرآنقطهآایآبهآطملآ1آبرآنممدارآتابعآ y x= +4 2 خطآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( 1 

آوماسآاست.آوقدارآcآکدامآاست؟7 0زآ f x ax c( )= +2 درآشکلآنیرآخطآdآدرآنقطۀآAآبهآطملآ1آبرآنممدارآتابع

 5
2

 )۲ آ( ۲  

 7
2

 )۴   ۳ )۳

گامسؤال

171 172
189

172 186
187

173 
186
187
188

174 172
194

175 

172
186
187
190

176 
27
187
188

177 196
294

178 
187
191
206

179 
186
187
200

180 
186
187
200



)19(

   9آ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )1(

آصعمدیآاست.آحدودآaآکدامآاست؟- آ8آ آرویآ f x ax x ax( )= − + +3 29 3 3 تابعآ

 a≤−3 a≥3 یا   )۴   a− ≤ ≤3 3  )۳   a≥3  )۲   a≤−3 آ( 

آچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 8۲آ
x x

f x
x x

| |
( )

| |

− − ≥=
− + <

2 2 0

2 0
تابعآ

آ( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۲( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۳( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۴( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

،آتابعآfآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- 8۳آ fD = آوآ f x x x x( )′ = + +3 25 4 اگرآ

آ( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

۲( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.
۳( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

۴( دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و دو نقطۀ مینیمم نسبی دارد.

آباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- 8۴آ −4 آبرابرآ f x x x x a( )= − + +3 26 9 اگرآوقدارآواکزیممآنسبیآتابعآ

 −1  )۴   −3  )۳   −6  )۲   −8 آ( 

آکدامآاست؟- 85آ xf x
x

( ) −=
+

2 17
5

عرضآنقطۀآبحرانیآتابعآ

۲۶ )۴   − 8  )۳   −8  )۲   − 1
3

آ( 

آکدامآاست؟- 86آ [ , ]−2 2 آباآداونۀآ f x x x( ) ( ) ( )= − +32 2 وقدارآوینیممآوطلقآتابعآ

 −27  )۴   −24  )۳   −12  )۲   −10 آ( 

آکدامآاست؟- 87آ x y+ 2 ،آکمترینآوقدارآومکنآ x y+ =2 4 اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

درآشکلآوقابلآاگرآوساحتآوثلثآABCآبیشترینآوقدارآومکنآباشد،آطملآنقطۀآCآکدامآاست؟- 88آ
آ( ۱
۲ )۲
۳ )۳
 ۴ )۴

آباش��ند،آوجممعآطملآنقاطآ- 89آ f x x ax bx( )= + +4 3 22 آنقطهآهایآعط��فآنممدارآتابعآ x=1آوآ x=−1اگ��رآنقطهآهایآب��هآطملآ

اکسترومآنسبیآتابعآfآچقدرآاست؟
۴( صفر   −12  )۳   −4  )۲   −6 آ( 

آراآقطعآنمیآکند.آحدودآmآکدامآاست؟- 90آ y m= آخطآ xf x
x

( )
| |

=
+

2
2

نممدارآتابعآ

 m| |≤1  )۴   m| |≥2  )۳   m| |≤ ≤1 2  )۲   m| |≤2 آ( 

گامسؤال

181 
208
209
313

182 215

183 212
316

184 212
312

185 210

186 217

187 
210
218
219

188 
25
210
219

189 214
225

190 227

فصل منجم: کاربردهای مشلق



فصل منجم: کاربردهای مشلق
)20(

   ۲0 نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )2(

آصعمدیآاست؟- آ9آ [ , ]− 4 2
5

آرویآبانۀآ x kf x
x x

( ) +=
+ +2 1

بهآانایآکدامآوقدارآkآتابعآ

 − 3
5

 )۴   − 2
5

 )۳   3
5

 )۲   2
5

آ( 

آکدامآاست؟- 9۲آ b a− آنزولیآاست.آحداکثرآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ f x x x( )= + − −2 4 2 تابعآ

 2 5  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   2 3 آ( 

آدرآکدامآناحیۀآصفحۀآوختصاتآقرارآدارد؟- 9۳آ x xf x
x

( ) +=
+

2

2 1
نقطۀآواکزیممآنسبیآتابعآ

۴( چهارم ۳( سوم  ۲( دوم  آ( اول 

آاکسترومآنسبیآندارد.آحدودآaآکدامآاست؟- 9۴آ f x x ax x( )= + +3 22 تابعآ

 a| |≤ 3  )۴   a| |≤ 6  )۳   a| |> 6  )۲   a| |> 3 آ( 

،آفاصلۀآنقاطآبحرانیآتابعآfآانآیکدیگرآکدامآاست؟- 95آ f x x x( ) | |( )= −3 4 اگرآ

 10  )۴   3  )۳  ۲ )۲   2 آ( 

آکدامآاست؟- 96آ [ , ]0 2 آباآداونۀآ f x x x x( ) | |=− + −35 1 وقدارآوینیممآوطلقآتابعآ
 −41  )۴   −40  )۳   −39  )۲   −38 آ( 

کدامآنقطهآاست؟- 97آ A( , )7 0
2

بهآنقطۀ y x= نزدیکآترینآنقطهآرویآنممدارآتابع1+

 ( , )1 2  )۲    ( , )3 2 آ( 

 ( , )1 2
3 3

 )۴    ( , )2 3  )۳

درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآOABCآکدامآاست؟- 98آ

آ( ۴

۶ )۲

۸ )۳

 ۹ )۴

آهممارهآروآبهآپایینآاست.آحدودآmآکدامآاست؟- 99آ f x x mx x x( )=− + − + +4 3 22 4 3 1 جهتآتقعرآنممدارآتابعآ
 m| |≥2  )۴   m| |≤2  )۳   m| |≥1  )۲   m| |≤1 آ( 

آبهآکدامآشکلآ- ۲00 f ′ نممدارآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآشدهآاس��ت.آنممدارآتابعآ
ویآتماندآباشد؟

 )۲ آ(  

 )۴   )۳

فصل منجم: کاربردهای مشلق

گامسؤال

191 
208
209
312

192 
208
209
316

193 212
312

194 212
313

195 194
210

196 194
217

197 210
219

198 
25
210
219

199 223
313

200 232



)21(

   آ۲ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )3(

:- آ۲0 xf x
x

( )=
−2 1

تابعآ

آ( روی دامنه اش صعودی است.
۲( روی دامنه اش نزولی است.

)  صعودی است. , )+∞1 )  و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 ۳( روی بازه های 
) نزولی است. , )+∞1 )  و  , )−1 1  ،  ( , )−∞ −1 ۴( روی بازه های 

آبهآترتیبآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- ۲0۲ f x x( ) | || |= −2 تابعآ

۴( ۲ و صفر ۳( ۱ و ۱  ۲( ۱ و ۲  آ( ۲ و ۱ 

آبهآترتیبآچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- ۲0۳ f x x x( )= − +5 45 1 تابعآ

۴( ۱ و صفر ۳( صفر و ۲  ۲( ۲ و صفر  آ( ۱ و ۱ 

آکدامآاست؟- ۲0۴ a b− آباشد،آوقدارآ af x x bx x( )= + + −3 2 42 4
3 3

آنقطۀآاکسترومآنسبیآتابعآ  ( , )−1 2 اگرآ

۳۱ )۴  ۲۳ )۳  ۳۲ )۲ آ( ۱7 

آچندآنقطۀآبحرانیآدارد؟- ۲05 f x x x( ) ( )= − 32 21 تابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

۲06 - a( )< <0 1 آکدامآاست؟آ a آباشد،آوقدارآ 9
4

آبرابرآ  [ , ]1 4 آدرآبانۀآ x af x
x

( ) += اگرآحداکثرآوقدارآتابعآ

 1
6

 )۴   1
4

 )۳   1
3

 )۲   1
2

آ( 

درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآABCDآکدامآاست؟- ۲07

 2 2 آ( 

 3 2  )۲

 4 2  )۳

 6 2  )۴

۲08 - y x= −3 6 آوفروضآاس��ت.آطملآنزدیکآترینآنقط��هآانآنممدارآاینآتابعآبهآخطآ [ , )+∞0 آوآداونۀآ f x x( )= 3 تاب��عآfآباآضابطۀآ

چقدرآاست؟

۴( صفر  ۲ )۳   3
2

 )۲ آ( ۱ 

آروآبهآبالاآباشدآبرابرآ- ۲09 k( , )−∞ آرویآبانۀآ f x ax x x( )= − + −3 26 3 1 بزرگآترینآوقدارآkآبهآطمریآکهآجهتآتقعرآنممدارآتابعآ

آاست.آوقدارآaآکدامآاست؟ −2
۲ )۴  ۱ )۳   −1  )۲   −2 آ( 

آدرآچندآنقطهآوتقاطعآاند؟- 0آ۲ g x x x( )= +3 3 آوآ xf x
x

( ) −=
−

1
2

نممدارآتمابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

گامسؤال

201 
208
209
312

202 215

203 212
316

204 214

205 210

206 217

207 
25
210
219

208 218
219

209 222

210 
226
227



فصل منجم: کاربردهای مشلق
)22(

   ۲۲ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )4(

آکدامآاست؟- آآ۲ b a− آصعمدیآاست.آحداکثرآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ xf x
x

( ) +=
+2
1
1

تابعآ

 2 5  )۴   5  )۳   2 2  )۲   2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲آ۲ b a− آنزولیآاست.آبیشترینآوقدارآ a b[ , ] آرویآبانۀآ f x x k x( )= + − تابعآ

۲ )۴  ۱ )۳   1
2

 )۲   1
4

آ( 

آچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- ۳آ۲ f x x x( ) [ ]= + − 22 تابعآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آدوآنقطۀآاکسترومآنسبیآدارد.آوجممعۀآوقادیرآaآکدامآاست؟- ۴آ۲ x xf x
x a

( ) +=
+

2

2
2 آعددیآوثبتآاستآوآتابعآ a

 ( , )+∞2  )۴   ( , )+∞1  )۳   ( , )0 2  )۲   ( , )+∞0 آ( 

آبهآصمرتآوقابلآاست.آطملآنقطۀآوینیممآنسبیآتابعآfآکدامآاست؟- 5آ۲ f x x ax bx( )= + + +4 2 نممدارآتابعآ1

 ± 2 آ( 

 ±1  )۲

 ±2  )۳

 ± 5  )۴

آوینیممآنسبیآداردآولیآوینیممآوطلقآندارد.آحدودآkآکدامآاست؟- 6آ۲ x=0 آدرآنقطۀآ
x x

f x
k x

| |
( )

 − ≠=
=

2 4 0

0
تابعآ

 k<2  )۴   k< <0 2  )۳   k<4  )۲   k< <0 4 آ( 

آدرآش��کلآوقابلآرسمآشدهآاست.آکمترینآ- 7آ۲ f x m x m x( ) ( ) ( )= − + − +2 22 3 2 3 نممدارآتابعآ

آکدامآاست؟آ A Bx x+ وقدارآومکنآ

 1
2

 )۲ آ( ۱  

 1
4

 )۴   ۳ )۳

آکدامآاست؟- 8آ۲ ABCD درآشکلآوقابلآبیشترینآوقدارآومکنآوساحتآوستطیلآ
آ( ۱۶
۱۲ )۲

۸ )۳
۶ )۴

)آچگمنهآاست؟- 9آ۲ , )π0 آرویآبانۀآ f x x x( ) sin sin= −2 2 جهتآتقعرآنممدارآتابعآ

۲( رو به پایین است. آ( رو به بالاست.  
۴( ابتدا رو به پایین سپس رو به بالاست. ۳( ابتدا رو به بالا سپس رو به پایین است. 

آدرآهمسایگیآنقطۀآعطفآخمدآشبیهآکدامآیکآانآشکلآهایآنیرآاست؟- ۲۲0 f x x x x( )= + + −3 2 3 نممدارآتابعآ

  )۴   )۳   )۲ آ(  

گامسؤال

211 
208
209
312

212 208
209

213 
22
215
336

214 212
294

215 214

216 
211
215
216

217 
25
210
219

218 
25
210
219

219 222

220 226

فصل منجم: کاربردهای مشلق



)23(

   ۲۳ نومزآ
آزمون فصل کاربردهای مشتق )5(

نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آکدامآتابعآاکیداًآصعمدیآاست؟- آ۲۲

 y f x( )= 3  )۲    y x f x( )= + آ( 

 f x
y

x
( )

=  )۴    y x f x( )= 2  )۳

آچندآنقطۀآواکزیممآنسبیآوآچندآنقطۀآوینیممآنسبیآدارد؟- ۲۲۲
x x

f x
x x

( )
 − >=

− ≤

2

3

2 0

1 0
تابعآ

۲( فقط یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد. آ( فقط یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد. 
۴( نه نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد و نه نقطۀ مینیمم نسبی. ۳( یک نقطۀ ماکزیمم نسبی و یک نقطۀ مینیمم نسبی دارد. 

آکدامآاست؟- ۲۲۳ f x x x( )= −3 33 عرضآنقطۀآواکزیممآنسبیآتابعآ

 3 2  )۴  ۲ )۳  ۱ )۲   3 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۲۲۴ f x x x( )= + − 24 نسبتآبیشترینآوقدارآبهآکمترینآوقدارآتابعآ

 − 2
2

 )۴   − 2  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آچندآنقطۀآبحرانیآدارد؟- ۲۲5 f x x x( ) | || |= −2 1 تابعآ

 ۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲۲6 x y+3 3 ،آکمترینآوقدارآومکنآ x y+ =2 اگرآ

 ۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آچقدرآاست؟- ۲۲7 x x( , )+3 6 آوآ x( , )4 کمترینآفاصلۀآنقطهآهایآ

 2
5

 )۴   4
5

 )۳   2
3

 )۲   4
3

آ( 

وطابقآش��کلآویآخماهیمآدرآچهارآگمش��ۀآورقیآوربعیآبهآطملآضلعآ۳۰آس��انتیآوترآوربعآهایآکمچکیآبهآضلعآxآبرشآبزنیمآوآ زآهاآراآکنارآ- ۲۲8
بگذاریم.آسپسآباآتاکردزآورقآدرآاوتدادآخطآچینآهاآیکآجعبۀآبدوزآدرآبسانیم.آxآکدامآباشدآتاآحجمآقمطی،آحداکثرآوقدارآومکنآگردد؟

آ( ۲
۳ )۲
 ۴ )۳
5 )۴

آکدامآاست؟- ۲۲9 f x x x( )= + −3 1 عرضآنقطۀآعطفآنممدارآتابعآ

 −2  )۴ ۳( صفر    −1  )۲ آ( ۱ 

نممدارآتابعآوش��تقآدومآتابعآfآدرآش��کلآوقابلآرس��مآش��دهآاس��ت.آنممدارآتابعآfآبهآکدامآشکلآ- ۲۳0
ویآتماندآباشد؟

 )۴   )۳   )۲ آ(  

گامسؤال

221 
187
191
208

222 215

223 212
312

224 22
217

225 

30
31
38
210

226 
210
218
219

227 210
219

228 
25
210
219

229 225

230 232



فصل جشم: بااب و مج سصف
)24(

   ۲۴ نومزآ
آزمون فصل بازه و مجموعه

آچقدرآاست؟- آ۲۳ A B′ ′− ،آوجممعآعددهایآصحیحآدرآوجممعۀآ B  ( , )= −1 9 آوآ A ( , ]= 3 7 آباشد،آ [ , ]−3 9 اگرآوجممعۀآورجعآ

۲۱ )۴  ۱۳ )۳  ۱۴ )۲ آ( ۲۰ 

آتهیآنباشد،آوجممعۀآوقادیرآومکنآبرایآaآکدامآاست؟- ۲۳۲ a a( , )2 آوآ [ , )−2 4 اگرآاشتراکآدوآبانۀآ

 ( , )−∞ −2  )۴   ( , )−4 0  )۳   ( , )−2 0  )۲   ( , )−1 0 آ( 

،آوجممعۀآAآکدامآاست؟- ۲۳۳ A B [ , ]− = −2 1 آوآ A B  ( , ]= 1 3 اگرآ

 [ , ]−2 3  )۴   ( , ]−2 3  )۳   ( , )−2 2  )۲   [ , ]−2 2 آ( 

وجممعهآهایآAآوآBآنیروجممعهآهاییآانآوجممعۀآورجعآUآهس��تند.آاگرآAآوجممعهآایآوتناهیآوآBآوجممعهآایآناوتناهیآباش��د،آ- ۲۳۴
کدامآوجممعهآحتماًآناوتناهیآاست؟

 B A′ ′−  )۴   B A−  )۳   A B′−  )۲   A B′− آ( 

۲۳5 - Bآوجممعۀآ، n A n A( ) ( )′=3 آوآ n B( )′ =7 ،آ n A( )=12 وجممعهآه��ایآAآوآBآنیروجممعۀآوجممعۀآورجعآUآهس��تند.آاگرآ
چندآعضمآدارد؟

۹ )۴  ۸ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۲۳6 n B A( )− ،آوقدارآ n A n A( ) ( )′= آوآ n A B( )=14 ،آ n U( )=26 اگرآوجممعۀآورجعآUآباشد،آ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲۳7 n A B( ) ،آوقدارآ n A B( )=5 آوآ n A B n B A( ) ( )− = −2 ،آ n A n B( ) ( )= +3 اگرآ

۱۶ )۴  ۱5 )۳  ۱۴ )۲ آ( ۱۳ 

آکدامآاست؟- ۲۳8 n A B( )′ ′
 ،آبیشترینآوقدارآومکنآ n B( )=7 آوآ n A( ،آ10=( n U( )=23 اگرآUآوجممعۀآورجعآباشد،آ

۱۴ )۴  ۱۳ )۳  ۱۲ )۲ آ( ۱۱ 

آانآدانشآ ومنازآیکآکلاسآبهآ- ۲۳9 %60 درآکلاس��ی،آهرآدانشآ ومنآدس��تآکمآبهآیکیآانآدرسآهایآفیزیکآیاآریاضیآعلاقهآوندآاست.آ
آ زآهاآبهآریاضیاتآعلاقهآوندند.آاگرآتعدادآکس��انیآکهآبهآهرآدوآدرسآعلاقهآوندندآ۶آنفرآباش��د،آاینآکلاسآچندآ %70 فیزیکآوآ

دانشآ ومنآدارد؟
۲۲ )۴  ۲۰ )۳  ۱۸ )۲ آ( ۱۶ 

انآ۱۲۰آدانشآ ومنآپایۀآدهمآ۱۰5آنفرآبهآریاضیاتآوآ۹5آنفرآبهآفیزیکآعلاقهآدارند.آحداقلآچندآنفرآبهآهرآدوآدرسآعلاقهآدارند؟- ۲۴0
۸5 )۴  ۸۰ )۳  75 )۲ آ( 7۰ 

گامسؤال

231 234
237

232 234

233 234

234 236
237

235 240

236 240
241

237 241
242

238 240

239 241

240 241
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)25(

   ۲5 نومزآ
آزمون فصل الگو و دنباله )1(

تعدادآنقاطآرویآشکلآچندمآانآالگمیآوقابلآبرابرآ۶۱آاست؟- آ۲۴

آ( چهاردهم

۲( پانزدهم

۳( شانزدهم

۴( هفدهم

آچندآجملۀآوثبتآوجمدآدارد؟- ۲۴۲ na n n= − 295 درآدنبالۀآباآجملۀآعممویآ

۸۹ )۴  ۹۰ )۳  ۹۴ )۲ آ( ۹5 

آکدامآاست؟- ۲۴۳ a1515 .آوقدارآ a a=5 102 درآدنبالهآایآحسابیآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آسهآجملۀآوتمالیآدنبالهآایآحسابیآباشند،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲۴۴ alog2 آوآ alog ( )+2 3 4 ،آ alog ( )2 16 اگرآ

۸ )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آراآ۴آواح��دآکاهشآوآقدرنس��بتآراآ۶آواحدآافزای��شآویآدهیم.آجملۀآ- ۲۴5 na n= −2 3 جمل��ۀآاولآدنبال��ۀآحس��ابیآباآجمل��ۀآعممویآ

بیستآوآیکمآدنبالۀآحسابیآجدیدآکدامآاست؟
57 )۴  55 )۳  5۲ )۲ آ( 5۰ 

آکدامآاست؟- ۲۴6 , , ,1 1 2
2

 حاصلآضربآپانزدهآجملۀآاولآدنبالۀآهندسیآ

 902  )۴   752  )۳   602  )۲   302 آ( 

آکدامآاست؟- ۲۴7 x y+ آجملهآهایآوتمالیآدنبالهآایآحسابیآوآهندسیآباشند،آحاصلآ y−9 آوآ x+2 3 ،آ x−3 اگرآعددهایآ1

۲۴ )۴  ۲۲ )۳  ۲۸ )۲ آ( ۳۲ 

.آجملۀآپنجمآاینآدنبالهآچقدرآاست؟- ۲۴8 a a− =8 6 12 آوآ a a− =5 3 96 درآدنبالهآایآهندسیآ

  −8  )۴   −32  )۳   −16  )۲   −64 آ( 

عددهایآطبیعیآفردآراآبهآطریقیآدستهآبندیآویآکنیمآکهآتعدادآجملهآهایآهرآدستهآبرابرآشمارۀآ زآدستهآباشد:آ- ۲۴9
 ( ),( , ),( , , ),1 3 5 7 9 11 

وجممعآدوآجملۀآاولآوآ خرآدستۀآسیآاُمآکدامآاست؟
۱۸5۰ )۴  ۱۸۰۰ )۳  ۱75۰ )۲ آ( ۱7۰۰ 

درآدنبالهآایآهندسیآوجممعآپنجآجملۀآاولآبرابرآ۸آوآوجممعآدهآجملۀآاولآبرابرآ۲۶۴آاست.آجملۀآهفتمآدنبالهآکدامآاست؟- ۲50

 512
31

 )۴   256
31

 )۳   128
31

 )۲   32
31

آ( 

فصل هفلم: الصس و دنبالف

گامسؤال

241 244

242 246

243 248

244 253
344

245 248

246 257
259

247 263

248 257

249 264

250 267



فصل هفلم: الصس و دنبالف
)26(

   ۲6 نومزآ
آزمون فصل الگو و دنباله )2(

آساختهآشدهآاست.آوساحتآشکلآهشتمآکدامآاست؟- آ۲5 ×1 1 الگمیآوقابلآانآوربعآهایآ
آ( ۶۴
۶۰ )۲
۹۶ )۳

۱۰۰ )۴

آچقدرآاست؟- ۲5۲ na n n=− + +22 19 1 بزرگآترینآجملۀآدنبالۀآباآجملۀآعممویآ

۴۸ )۴  ۴7 )۳  ۴۶ )۲ آ( ۴5 

)آهستند؟- ۲5۳ , )9 11
10 10

آباشد،آچندآجملۀآاینآدنبالهآدرآبانۀآ n
na

n
−=
+

2 1
2

اگرآجملۀآعممویآدنبالهآایآبهآصمرتآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

.آقدرنسبتآدنبالهآکدامآاست؟- ۲5۴ a a+ =2 2
3 7 128 آوآ a a+ =3 7 0 درآدنبالهآایآحسابیآ

 ±6  )۴   ±4  )۳   ±2  )۲   ±3 آ( 

۲55 -y( )>0 آکدامآاست؟آ x y+ آباشد،آوقدارآ cot α2 آوآ tan α2 آوآyآواسطۀآهندسیآ cos α2 آوآ sin α2 اگرآxآواسطۀآحسابیآ

 5
2

 )۴  ۲ )۳   3
2

 )۲   1
2

آ( 

اگرآعددهایآجدولآنیرآجملاتآوتمالیآدنبالهآایآهندسیآباشند،آوقدارآxyzآکدامآاست؟- ۲56

 x y z1 322  

۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

جملهآهایآاول،آدومآوآچهارمآیکآدنبالۀآهندس��یآغیرثابتآجملهآهایآوتمالیآیکآدنبالۀآحس��ابیآاند.آاگرآقدرنسبتآدنبالۀآهندسیآ- ۲57
عددیآوثبتآباشد،آوقدارآ زآکدامآاست؟

 +5 1
4

 )۴   −3 1
2

 )۳   −2 1
4

 )۲    −5 1
2

آ( 

آدنبالهآایآهندسیآباشد،آوقدارآac کدامآاست؟- ۲58 a b c, ,+ + +8 6 4 آبرابرآ۱5آاست.آاگرآ a b c, , وجممعآجملهآهایآدنبالۀآحسابیآ
۲۴ )۴  ۲۱ )۳  ۱۸ )۲ آ( ۱5 

وربعیآبهآطملآضلعآaآوفروضآاس��ت.آابتداآنیمیآانآوس��احتآ زآراآرنگآویآکنیم،آس��پسآنیمیآانآوس��احتآباقیآواندهآراآرنگآ- ۲59
ویآکنیمآوآبهآهمینآترتیبآاینآکارآراآاداوهآویآدهیم.آحداقلآچندآورحلهآبایدآرنگآ ویزیآکنیمآتاآبیشآانآ۹۹/۹آدرصدآوس��احتآ

وربعآاولیهآرنگآشمد؟
۱۲ )۴  ۱۱ )۳  ۱۰ )۲ آ( ۹ 

۲60 - aآبرابرآاست.آوقدارآ , , ,1 2 4 آباآوجممعآدهآجملۀآاولآدنبالۀآهندس��یآ a a a, , ,+ +2 4 وجممعآدهآجملۀآاولآدنبالۀآحس��ابیآ
کدامآاست؟

۹۴/۱ )۴  ۹۳/۳ )۳  ۹۲/۳ )۲ آ( ۹۱/۲ 

گامسؤال

251 244

252 21
246

253 246
318

254 251

255 253
260

256 261

257 253
257

258 248
260

259 267

260 264
267



)27(

   ۲7 نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )1(

آبرابرآکدامآاست؟- آ۲6 x x x

x x

33

6
عبارتآ

 x  )۴   x3 2  )۳   x3  )۲   x6 آ( 

،آوقدارآxآکدامآاست؟- ۲6۲ x= 4 53 4 12 2
2

اگرآ

 5 4  )۴   2 2  )۳   2  )۲   5 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲6۳ a a

a

( )( )− −2 2

2
4 1 ،آوقدارآ a

a
+ =2 25 اگرآ

۶۱۶ )۴  ۶۱۲ )۳  ۶۰۶ )۲ آ( ۶۰۰ 

آکدامآاست؟- ۲6۴ a b
b a
+

2 2
،آوقدارآ b = −3 3 آوآ a = +3 3 اگرآ

۲۶ )۴  ۱۸ )۳  ۱۶ )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۲65 a2 ،آوقدارآ a a+ − − =3 39 9 3 اگرآ

۹۰ )۴  ۸۲ )۳  ۸۰ )۲ آ( 5۴ 

آکدامآاست؟- ۲66 f( )− 2
3

،آوقدارآ xf x
x x x x x

( )
( )( )

−=
+ − + −

8

3 6 4 2
1

1
اگرآ

  − 3
4

 )۴    − 1
2

 )۳    − 1
3

 )۲   − 3
2

آ( 

آوجمدآدارد؟- ۲67 x x y y− + − −2 22 4 3 کدامآعبارتآدرآتجزیۀآ

 x y+ +3  )۴   x y− +1  )۳   x y− −3  )۲   x y+ +1 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲68 +

+ +

3

3 3
2 1

4 2 1
وقدارآ

 −34 2  )۴    −3 2 1 )۳    −3 34 2  )۲    −3 4 1 آ( 

آبرابرآ۶آباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۲69 x−4 آبرآ P x( )−3 آوآباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ P x x mx mx( )+ = − + +3 23 2 اگرآ

 ۲ )۴   ۱ )۳   −2  )۲   −3 آ( 

۲70 - x+2 آبرآ P x( ) .آاگرآباقیآواندۀآتقس��یمآچندجملهآایآ P x x Q x( ) ( ) ( )− = − −1 3 2 1 آچندجملهآایآهس��تندآوآ Q x( ) آوآ P x( )

آچقدرآاست؟ x−2 آبرآ Q x( ) برابرآ۱۰آباشد،آباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ

۲۰ )۴  ۱۰ )۳  5 )۲ آ( ۲ 

گامسؤال

261 272
273

262 272
273

263 275
278

264 

275
276
281
285

265 279

266 276
282

267 
275
276
283

268 
276
281
285

269 287

270 287

فصل هشلم: تسان، ریشف، اتحاد، تجزیف و تقسوم



فصل هشلم: تسان، ریشف، اتحاد، تجزیف و تقسوم
)28(

   ۲8 نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )2(

آکدامآاست؟- آ۲7 + × −

+

3

6
5 2 5 2

5 2
وقدارآ

۲ )۴   −5 2  )۳   +5 2  )۲ آ( ۱ 

،آکدامآگزینهآدرستآاست؟- ۲7۲ c= 3 2 3 آوآ b= 3 4 ،آ a= 2 اگرآ

 c b a< <  )۴   a c b< <  )۳   c a b< <  )۲   a b c< < آ( 

آکدامآاست؟- ۲7۳ a ab bc ca+ + +2 ،آوقدارآ b c− آوآ11= a b+ =8 اگرآ

 −18  )۴   −20  )۳   −24  )۲   −26 آ( 

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲7۴ a b c+ − = 3 آوآ a b c− + =6 اگرآ

 25
16

 )۴   25
4

 )۳    16
9

 )۲   9
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۲75 a
a

+5
5
1 ،آوقدارآ a

a
+ =1 3 اگرآ

۱۲۴ )۴  ۱۲۳ )۳  ۱۲۲ )۲ آ( ۱۲۱ 

آکدامآاست؟- ۲76 a
a

+
3

3
8

8
،آوقدارآ a

a
+ =

2

2
4 23

4
aآعددیآوثبتآاستآوآ

۱۳۰ )۴  ۱۲۰ )۳  ۱۱5 )۲ آ( ۱۱۰ 

x نیست؟آ- ۲77 x x x( )( )+ + + + −2 21 2 12 کدامآگزینهآعاولیآانآ

 x+2  )۴   x−1 )۳    x x+ +2 5  )۲    x x− +2 5 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲78 ( )− +1 7 1 4 7
3

وقدارآ

 2 2  )۴   2  )۳   2
2

 )۲   2
4

آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲79
− + −

2
1 3 2 6

وقدارآ

 + −2 3 6  )۲     −2 3 آ( 

 ( )( )+ −1 3 1 2  )۴     ( )( )− +1 3 1 2  )۳

آبرابرآ۱۲آباشد،آباقیآواندۀآتقسیمآ- ۲80 x−2 آبرآ P x( )−1 آوآباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ P x x ax x bx( )= + + + +4 3 26 10 اگرآ

آچقدرآاست؟ x+2 آبرآ P x( )+1 چندجملهآایآ

 −22  )۴   −12  )۳  ۱۲ )۲ آ( ۲۲ 

گامسؤال

271 270
276

272 
272
273
274

273 278

274 275
276

275 275
279

276 275
279

277 278
283

278 275
276

279 276
285

280 287



)29(

   ۲9 نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )3(

آکدامآاست؟- آ۲8 x4 21 ،آوقدارآ x= 7 33 3 اگرآ

  3 9  )۴  ۹ )۳    3  )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟آ- ۲8۲ ×
3 4 932 4 4 16 وقدارآ

۲ )۴   9 4  )۳   9 8  )۲   9 16 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۲8۳ a b a b
b a

× ×
2 12 14 103

3 5
،آحاصلآ a b, >0 اگرآ

۱ )۴    a
−5

6  )۳    a b
−11

63  )۲   a b
−5 1

6 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۲8۴ x x−+9 9 ،آوقدارآ x x− − −+ =1 13 3 2 اگرآ

۴۰ )۴  ۳۸ )۳  ۳۶ )۲ آ( ۳۴ 

آکدامآاست؟- ۲85 a b ab− +3 3 9 ،آوقدارآ a b+ = 17 آوآ a += 17 3
2

اگرآ

۶5 )۴  ۶۴ )۳  ۶۳ )۲ آ( ۶۲ 

آکدامآاست؟- ۲86 x48 ،آوقدارآ
x

( )( )( )+ + + =
−

4 8
3
11 2 1 2 1 2

1
اگرآ

 ۱۶ )۴  ۸ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۲87 + × − × −632 1 2 1 2 1 وقدارآ

۲ )۴   3 2  )۳   2  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۲88 −−
+ +
1 2 6

43 2 1
وقدارآ

 − 1
2

 )۴   −1  )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آوجمدآدارد؟- ۲89 x y x y xy− − − +2 2 2 2 4 1 کدامآعبارتآدرآتجزیۀآعبارتآ

 xy x y+ − −1 )۲    xy x y− + آ( 1−

 xy x y+ + +1  )۴    xy x y− − −1 )۳

،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۲90 P x ax x a( )− = − +21 2 آبخشآپذیرآاست.آاگرآ x−2 آبرآ P x( )+1 چندجملهآایآ

 − 1
4

 )۴   − 1
3

 )۳   − 1
2

 )۲   −1 آ( 

گامسؤال

281 272
273

282 272
273

283 272
273

284 275

285 281

286 276

287 270
276

288 
275
276
285

289 275
276

290 286
287



فصل هشلم: تسان، ریشف، اتحاد، تجزیف و تقسوم
)30(

   ۳0 نومزآ
آزمون فصل توان، ریشه، اتحاد، تجزیه و تقسیم )4(

آکدامآاست؟- آ۲9 ×
5 63 10 42 2 وقدارآ

 10 2  )۴   6 2  )۳   3 2  )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۲9۲
3 4

4
2 2 2

2 2
وقدارآ

 12 2  )۴   6 2  )۳   3 2  )۲   4 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۲9۳ a4 ،آوقدارآ a=
53 353 9 27 اگرآ

 3 3  )۴   
4 3
3

 )۳   3
3

 )۲   3 آ( 

آکدامآاست؟- ۲9۴ a b c| |+ + ،آوقدارآ ab bc ca+ + =11 آوآ a b c+ + =2 2 22 3 33 ،آ a b c+ + =2 2 22 3 23 اگرآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۲95
a b

−
3 3

1 1 ،آوقدارآ
a b
+ =

2 2
1 1 3 آوآ

a b
− =1 1 اگرآ1

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۲96 a b+12 12 ،آوقدارآ ab=1 آوآ a b+ =2 2 6 اگرآ

55 )۴  5۴ )۳  5۳ )۲ آ( 5۲ 

آاست؟- ۲97 x x+ +10 515 13 2 کدامآگزینهآعاولیآانآ

 x −55 2  )۴   x +55 1 )۳   x −53 1 )۲   x −53 2 آ( 

)آبرابرآکدامآاست؟- ۲98 )+ −11 7 9 77 وقدارآ

 4 2  )۴   3 2  )۳   2 2  )۲   2 آ( 

آبرابرآکدامآاست؟- ۲99 x
x x x x( )( )

−
+ + − +

18

6 3 6 3
1

1 1
عبارتآ

 x −8 1  )۴   x −6 1 )۳   x −4 1 )۲   x −2 1 آ( 

آاست.آباقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآ- ۳00 −3 آبهآترتیبآبرابرآ۳آوآ x+1آبرآ Q x x( )+ آوآ P x( )−2 باقیآواندۀآتقسیمآچندجملهآایآهایآ1

آکدامآاست؟ x−2 آبرآ x P x Q x( ) ( ) ( )− − + −3 1 3 2

−4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

گامسؤال

291 272
273

292 272
273

293 272
273

294 277

295 275
281

296 275
279

297 283

298 275
276

299 
275
276
281

300 287



)31(

   آ۳ نومزآ
آزمون فصل معادله، تعیین علامت و نامعادله )1(

آفقطآیکآجمابآدارد؟- آ۳0 mx x m− + =2 2 4 0 بهآانایآچندآوقدارآmآوعادلۀآ
۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست.آنسبتآعددآبزرگآترآبهآعددآکمچکآترآکدامآاست؟- ۳0۲ −2 وجممعآدوآعددآبرابرآ۴آوآحاصلآضربآ زآهاآبرابرآ

 − −5 6  )۴   − −5 2 6  )۳   − −2 2 6  )۲   −2 2 6 آ( 

آکدامآاست؟- ۳0۳
x x

+
+ +1 2

1 1
2 2

آباشند،آحاصلآ x x+ − =2 8 13 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

 2
25

 )۴   4
11

 )۳   4
25

 )۲   3
11

آ( 

آاگرآیکیآانآجمابآهاآانآدوآبرابرآجمابآدیگرآ۴آواحدآبیشترآباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۳0۴ x x m− + =2 8 0 درآوعادلۀآ

 40
9

 )۴   80
3

 )۳   80
9

 )۲   20
3

آ( 

آکدامآاست؟- ۳05
x x

+ =
− −2 2

4 5 2
4 3

حاصلآضربآجمابآهایآوعادلۀآ

۲ )۴   7
2

 )۳  ۸ )۲ آ( ۲۸ 

آومجمدآاست.آاگرآیکآسممآانآ بآ زآراآتبخیرآکنیم،آچندآکیلمگرمآبایدآشکرآاضافهآ- ۳06 %25 صدآکیلمگرمآوحلملآ بآوآشکرآباآغلظتآ
آگردد؟ %50 کنیمآتاآغلظتآ زآ

۴( این کار ممکن نیست.    ۳۰ )۳  ۲5 )۲ آ( ۲۰ 

آچندآجمابآدارد؟- ۳07 x x− − − =2 1 2 2 وعادلۀآ
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳08 x x x− + = −2 1 3 1 جمابآوعادلۀآ

 −5 2 5
2

 )۴   +5 2 5
2

 )۳   +5 2 5  )۲   −5 2 5 آ( 

آبهآصمرتآنیرآاست.آوقدارآnآکدامآاست؟آ- ۳09 P x mx m x m n( ) ( )= + − − −2 2 12 2 جدولآتعیینآعلاوتآعبارتآ

x

P x( )

−∞ +∞

− + −

1 3

0 0

۴ )۴   −4  )۳   ۱۲ )۲   −12 آ( 

آوجممعۀآاعدادآحقیقیآباشد،آحداکثرآوقدارآmآکدامآاست؟- 0آ۳ x mx m
x x
− − ≤
− +

2

2
3

1
اگرآوجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۱5 )۴  ۱۲ )۳  ۱ )۲   −1 آ( 

گامسؤال

301 294

302 
285
290
299

303 296

304 296
298

305 306
308

306 306
309

307 319
320

308 319
321

309 312

310 
312
318
319



فصل نهم: منادلف، تنوو  صلما و نامنادلف
)32(

   ۳۲ نومزآ
آزمون فصل معادله، تعیین علامت و نامعادله )2(

آچندآجمابآدارد؟- آآ۳ x kx− + =2 1 آیکآریشۀآوضاعفآداشتهآباشد،آوعادلۀآ0 kx k x k( )+ − + − =2 2 8 7 0 اگرآوعادلۀآ

۴( حداکثر ۱  ۲ )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- ۲آ۳ x x x x+1 1 2 2 آباشند،آوقدارآ x x− + =2 6 4 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

 8 5  )۴   6 5  )۳   4 10  )۲  2 10 آ( 

x هستند،آکدامآاست؟- ۳آ۳
x

−2
1

3 آوآ x
x

−1
2

3 آباشند،آوعادلهآایآکهآجمابآهایشآ x x− + =2 8 2 آجمابآهایآوعادلۀآ0 x2 آوآ x1اگرآ

 x x− + =2 8 1 0  )۲    x x− + =2 4 1 0 آ( 

 x x− + =22 8 1 0  )۴    x x+ + =22 8 1 0  )۳

آباشد،آجمابآدیگرآوعادلهآکدامآاست؟- ۴آ۳ x mx m+ + =2 2 0 آیکیآانآجمابآهایآوعادلۀآ x= −2 اگرآ1

 +1 2 2
7

 )۴   −1 2 2
7

 )۳   +1 2
7

 )۲   −1 2
7

آ( 

آچندآجمابآدارد؟- 5آ۳
xx x( )

− + =
++ +2 3

2 2 1 0
11 1

وعادلۀآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آجمابآندارد؟- 6آ۳
x x a x
+ =

+ −
1 3 4

1
بهآانایآچندآوقدارآaآوعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آچندآجمابآدارد؟- 7آ۳ x x x+ − = +4 2 5 1 وعادلۀآ

 ۳ )۴   ۲ )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- 8آ۳ x x x− + =33 24 3 0 حاصلآضربآجمابآهایآوعادلۀآ

۶۴ )۴  ۴۸ )۳  ۲7 )۲ آ( ۱۲ 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- 9آ۳ x x x− ≤ ≤ −2 2 23 18 2 4 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلاتآ

۸ )۴  ۶ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳۲0 a b+ آاست.آوقدارآ a b( , ] ( , ]−∞ 4 آبهآصمرتآ x x
x
+ ≥
−

6
4

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

فصل نهم: منادلف، تنوو  صلما و نامنادلف

گامسؤال

311 294

312 296
297

313 296
299

314 296
298

315 302
306

316 306
307

317 319
320

318 319
322

319 312
318

320 316
318



)33(

   ۳۳ نومزآ
آزمون فصل قدرمطلق و جزء صحیح )1(

آکدامآاست؟- آ۳۲ x x x| | | |+ − = +22 5 3 2 6 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 −5  )۴   −4  )۳   −2  )۲ آ( صفر 

آچقدرآاست؟- ۳۲۲ x x| | | |− = −21 3 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

۲ )۴   −1  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آکدامآاست؟- ۳۲۳ x x x| |− − +24 8 16 ،آسادهآشدۀآعبارتآ x| |− <2 5 3 اگرآ

 x− +5 4  )۴   x−5 4  )۳   x− +3 2  )۲   x−3 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۲۴ b a− آاست.آوقدارآ a b( , ) آبانۀآ x x x| |− <2 3 2 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳۲5 f x x( ) | || |= − −1 8 ،آوجممعآحداقلآوآحداکثرآوقدارآتابعآ x− ≤ ≤3 6 اگرآ

۱۴ )۴  ۱۲ )۳  ۱۱ )۲ آ( ۸ 

آکدامآاست؟- ۳۲6 f x x x x( ) | |= − +2 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳۲7 f( )120 ،آوقدارآ x xf x( ) [ ] [ ]−= −
11 17

اگرآ

 ۲۰ )۴   ۱۸ )۳   ۱7 )۲ آ( ۱5  

آکدامآاست؟- ۳۲8 f x x  x( ) [ ] | |= + −1 آوآضابطۀآ  [ , ]−1 1 نممدارآتابعآfآباآداونۀآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

آکدامآاست؟- ۳۲9 [ , ]−1 1 آرویآبانۀآ f x x x x( ) [[ ] ]= −2 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳۳0 f x( )−1 ،آحاصلآ f x x x x( ) [ ] [ ]= − −4 3 اگرآ

 f x( )− +1 )۴   f x( )−1 )۳   f x( )−  )۲   f x( ) آ( 

گامسؤال

321 324
326

322 296
326

323 324
327

324 324
327

325 
23
324
331

326 331

327 333
335

328 333
336

329 333
336

330 333
335

فصل دهم: قدرمطلق و جزء صحوح



فصل دهم: قدرمطلق و جزء صحوح
)34(

   ۳۴ نومزآ
آزمون فصل قدرمطلق و جزء صحیح )2(

آچندآجمابآدارد؟- آ۳۳ x x| || |+ − =1 2 4 وعادلۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آجمابآندارد.آحدودآkآکدامآاست؟- ۳۳۲ x k| || |− =4 وعادلۀآ

 k>−4  )۴   k>4  )۳   k<−4  )۲   k<4 آ( 

آصدقآویآکنند؟- ۳۳۳ x| || |− − ≤3 2 4 چندآعددآصحیحآدرآناوعادلۀآ

۴( نامتناهی  ۱۸ )۳  ۱5 )۲ آ( ۱۲ 

آکدامآاست؟- ۳۳۴ x
x

| |+ >
−
2 1

2 1
وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

 ( , )− 1 3
3

 )۴   ( , )1 3
2

 )۳   ( , ) ( , )− 1 1 1 3
2 2 2

  )۲   ( , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 آ( 

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- ۳۳5 x x x| |+ < + +2 2 1 1 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آقرارآنگیرد،آحدودآوقدارهایآaآکدامآاست؟- ۳۳6 y a= آبالاترآانآخطآ y x x| | | |= − + −1 3 اگرآهمۀآنممدارآتابعآ

 a≥2  )۴   a< ≤0 2  )۳   a≥4  )۲   a< ≤0 4 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۳7 xf x( ) [ ]= +1
2

آوآضابطۀآ [ , )−2 4 نممدارآتابعآfآباآداونۀآ

  )۴    )۳    )۲ آ(   

)آکدامآاست؟- ۳۳8 , )−2 2 آرویآبانۀآ xf x x [ ]( ) ( )= −2 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آکدامآاست؟- ۳۳9 b a− آاست.آوقدارآ a b( , ) آبانۀآ f x x( ) [| |]= − +1 3 داونۀآتابعآfآباآضابطۀآ

 ۴ )۴   ۳ )۳   ۲ )۲ آ( ۱  

آباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳۴0 [ , )− 2 0
3

آبانۀآ x a[ ]− =3 3
2

اگرآوجممعۀآجمابآهایآوعادلۀآ

 −10  )۴   −8  )۳   −6  )۲   −4 آ( 

گامسؤال

331 324
326

332 326

333 327

334 
318
324
327

335 
318
324
327

336 332

337 333
336

338 333
336

339 
22
327
333

340 333
334



)35(

   ۳5 نومزآ
آزمون فصل توابع نمایی و لگاریتمی )1(

آکدامآاست؟- آ۳۴ xf x( ) | |−= −13 1 نممدارآتابعآ

  )۲ آ(   

  )۴    )۳

آدرآکدامآبانهآاست؟- ۳۴۲ x x+− × + =24 3 2 27 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ
 ( , )4 5  )۴   ( , )3 4  )۳   ( , )2 3  )۲   ( , )1 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۴۳ f ( )− −1 5
3

،آوقدارآ f( )=2 7 آوآ f( )=1 1 .آاگرآ xf x a b( )= + فرضآکنیدآ

۳ )۴   −1  )۳  ۲ )۲   −3 آ( 

آکدامآاست؟آ- ۳۴۴ x x
f x

x
| |

( )= −2 بردآتابعآ

( , )+∞0  )۲   ( , )− +∞1 آ( 

 ( , ) { }+∞ −0 1  )۴   ( , ) ( , )− +∞1 0 2  )۳

)آبگذرد،آ- ۳۴5 , )15 2 آوحمرآطملآهاآراآدرآنقطهآایآبهآطملآ5آقطعآویآکند.آاگرآنممدارآتابعآانآنقطۀآ af x bx( ) log ( )= −3 نممدارآتابعآ

وقدارآabآکدامآاست؟

 14
5

 )۴   12
5

 )۳   8
5

 )۲   6
5

آ( 

آبرحسبآaآوآbآکدامآاست؟- ۳۴6 log 4 72 ،آوقدارآ blog =2 آوآ alog =3 اگرآ

 a b+3
4

 )۴   a b+3
4

 )۳   a b+3 2
4

 )۲   a b+2 3
4

آ( 

آکدامآاست؟- ۳۴7
log log log

+ +
2 3 5

1 1 1
30 30 30

وقدارآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳۴8 x xlog( ) log log(log )− − =1 2 جمابآوعادلۀآ

 log+ 21 5  )۴   log5 2  )۳   log2 5  )۲   log+ 51 2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳۴9 x x+ −=1 12 5 جمابآوعادلۀآ

 
log−
1

1 5
 )۴   

log−
1

1 2 5
 )۳   

log−
1

1 2
 )۲   

log−
1

1 2 2
آ( 

آکدامآاست؟- ۳50 x
f x

x
log( )

( )
log( )

+
=

−
3

2
داونۀآتابعآ

 ( , ) { }− −2 3 2  )۴   ( , )− −3 2  )۳   ( , )−2 3  )۲   ( , ) { }− −3 2 1 آ( 

گامسؤال

341 

31
32
38
339

342 338
341

343 62
338

344 

23
31
331
339

345 343
346

346 344

347 344

348 
306
344
350

349 

338
343
344
345

350 
22
348
350



فصل یاادهم: تسابع ن ایف و لصاریل ف
)36(

   ۳6 نومزآ
آزمون فصل توابع نمایی و لگاریتمی )2(

آکدامآاست؟- آ۳5 xf x( ) | |−= −2 2 نممدارآتابعآ

 )۲ آ(   

 )۴   )۳

آکدامآگزینهآدرستآاست؟- ۳5۲ xy= −1 2 آوآ y x| |= −2 1 درآومردآنقاطآتلاقیآنممدارآتمابعآ

۲( دو نقطه با طول های مثبت. آ( یک نقطه با طول مثبت و یک نقطه با طول منفی. 
۴( دو نقطه با طول های منفی. ۳( دو نقطه با طول های منفی و یک نقطه با طول مثبت. 

آچندآجمابآدارد؟آ- ۳5۳ x x x x+ + + +− = − ×2 2 1 12 5 2 4 5 وعادلۀآ
۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست.آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳5۴ a( , )−∞ آبهآصمرتآ x x( ) ( ) ++ >2 12 2 8
3 3 9

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

 9
8

 )۴   8
9

 )۳  ۱ )۲   2
3

آ( 

آوآوحمرآعرضآه��اآراآدرآنقطهآایآبهآعرضآ۱آقطعآ- ۳55 آوحمرآطملآه��اآراآدرآنقطهآایآبهآطملآ1− f x ax b( ) log ( )= +3 نم��مدارآتاب��عآ

آباشد،آحداقلآوقدارآcآکدامآاست؟ c( , )+∞ ویآکند.آاگرآداونۀآاینآتابعآبانۀآ

 − 9
2

 )۴  − 5
2

 )۳  − 3
2

 )۲  − 1
2

آ( 

آبرحسبآaآکدامآاست؟- ۳56 log4
5

2
5

،آوقدارآ alog =5 اگرآ

a
a

−
−

1 3
2 3

 )۴  a
a

−
−

1 2
1 3

 )۳  a
a

−
+

1 2
1 3

 )۲  a
a

−
−

1 2
2 3

آ( 

آکدامآاست؟- ۳57
x y
+1 1 ،آوقدارآ x y= =2 5 10 اگرآ

 1
5

 )۴   1
10

 )۳   1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳58 klog ( )+2 4 آباشد،آوقدارآ x xlog log+ × =2 2 55 4 125 اگرآkآجمابآوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آصدقآنمیآکنند؟- ۳59 xlog (log ( ))+ <−1 3
2

1 چندآعددآطبیعیآدرآناوعادلۀآ1

۶ )۴  7 )۳  ۸ )۲ آ( ۹ 

آکدامآاست؟- ۳60 a b+ آاست.آوقدارآ a b( , ] [ , )+∞9 آبهآصمرتآ xf x x( ) log log= + −3 2 3 3 داونۀآتابعآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

فصل یاادهم: تسابع ن ایف و لصاریل ف

گامسؤال
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339
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318
338
342

355 346
348

356 344
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358 
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351
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22
316
318
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   ۳7 نومزآ
آزمون جامع )1( 

آکدامآاست؟- آ۳6
4 3

4 6
5 5 5

5 5
وقدارآ

 5 5  )۴   5  )۳   12 5  )۲   3 5 آ( 

آبهآص��مرتآوقابلآباش��د،آوجم��معآجمابآه��ایآوعادلۀآ- ۳6۲ f x x ax b( )= + −2 اگ��رآنم��مدارآتابعآ

آچقدرآانآحاصلآضربآ زآهاآبیشترآاست؟ f x( )=0

۲ )۲ آ( ۱  

 5
2

 )۴    3
2

 )۳

آکدامآاست؟- ۳6۳ x x+ − =3 2 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ
5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳6۴ tan( )π−α3
2

،آوقدارآ
sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

π+α − π+α
=

π−α − π−α

2 2
2 3

3 2 3
2

اگرآ

 − 1
5

 )۴   1
5

 )۳   −5  )۲ آ( 5 

آکدامآاست؟- ۳65 xtan2 ،آوقدارآ x x
x x

sin cos
cos sin

+ =
−
2 1

4
اگرآ

 35
12

 )۴   35
37

 )۳   31
9

 )۲   1
9

آ( 

)آچندآبارآوحمرآطملآهاآراآقطعآویآکند؟- ۳66 , )π π7
2 2

آدرآبانۀآ f x x( ) cos= 3 نممدارآتابعآ

۱۰ )۴  ۹ )۳  ۸ )۲ آ( 7 

آکدامآاست؟- ۳67 a b+ آاست.آوقدارآ a b[ , ]− آبهآصمرتآ x x x| |− >2 2 وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آباشد،آوقدارآabآکدامآاست؟- ۳68 a b[ , ] [ , ]0 4 آوآداونۀآتابعآfofآبهآصمرتآ f x x x( )= − +24 3 اگرآ

 2 3  )۴   4 3  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳69 a b+ آاست.آوقدارآ f x a b x x( )− = + −1 24 آبهآصمرتآ f x x x( ) ,= − − − ≤ ≤22 4 2 0 ضابطۀآواروزآتابعآ

 −1  )۴   −2  )۳   −4  )۲   −6 آ( 

آراآیکآواحدآبهآراستآوآدوآواحدآبهآبالاآونتقلآویآکنیم.آسپسآطملآوآعرضآنقاطآاینآنممدارآراآنصفآ- ۳70 g x f x( ) ( )=4 2 نممدارآتابعآ

ویآکنیم.آضابطۀآتابعیآکهآنممدارآ زآبهآدستآ ودهآکدامآاست؟

 y f x( )= − +2 2 1  )۴   y f x( )= − +2 4 2 1  )۳   y f x( )= − +1 1 1
2 2

 )۲   y f x( )= − +8 2 1 آ( 

آکدامآاست؟- آ۳7 b a− آاست.آوقدارآ fD a b( , ]= آبهآصمرتآ f x x/( ) log ( )= − −0 5 3 1 داونۀآتابعآ

 1
2

 )۴   3
2

 )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳7۲
x

x x x

x x
lim
→

− + −

− +

3 2

21
1

2 3 1
وقدارآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

فصل دواادهم: آامسن های جامع
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)38(

آکدامآاست؟- ۳7۳
x

x

x x( )

[cos ]
lim

sin sin+π→ − 2
2

وقدارآ

 −∞  )۴   +∞  )۳  ۱ )۲ آ( صفر 

آدرآچندآنقطهآوجانبآهایآافقیآخمدآراآقطعآویآکند؟- ۳7۴ xf x
x

( )
| |

=
−2

نممدارآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آپیمستهآاست؟- ۳75 x=2 آدرآنقطۀآ

x x x

f x a x

x x

[ ]

( )

 − <
= =


+ >

3 2

2

2 2

بهآانایآکدامآوقدارآaآتابعآ

a ۴( هیچ مقدار  5 )۳  ۴/5 )۲ آ( ۴ 

آوشتقآپذیرآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟- ۳76 آرویآ
a x x

f x
bx x x

cos
( )

+ π >=
+ ≤

2

1 1

1
اگرآتابعآ

 1
2

 )۴   −1  )۳   − 1
2

 )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳77 x=2 آدرآنقطۀآ g x x f x( ) ( )= ،آوشتقآتابعآ
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

آوشتقآپذیرآاست.آاگرآ x=2 آدرآنقطۀآ f تابعآ

۴ )۴  ۳/5 )۳  ۳ )۲ آ( ۲/5 

آصعمدیآاست.آحداکثرآوقدارآaآکدامآاست؟- ۳78 a[ , ]0 آرویآبانۀآ xf x
x

( )=
+

2

3 4
تابعآ

 3 4  )۴   3 2  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳79 b a− آروآبهآپایینآاست.آبیشترینآوقدارآ a b( , ) آرویآبانۀآ f x x x x( )= − + +4 34 12 3 جهتآتقعرآتابعآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آاست.آوقدارآوینیممآوطلقآتابعآکدامآاست؟- ۳80 f x x ax bx( )= + +4 3 شکلآروبهآروآنممدارآتابعآ

 −36 آ( 
 −32  )۲
 −27  )۳
 −24  )۴



)39(

   ۳8 نومزآ
آزمون جامع )2( 

.آوجممعآیاندهآجملۀآنخستآاینآدنبالۀآحسابیآچقدرآاست؟- آ۳8 S =18 711 آوآ S =7 84 درآدنبالهآایآحسابیآ

۲5۲ )۴  ۲5۰ )۳  ۲۴۲ )۲ آ( ۲۱۲ 

آکدامآاست؟- ۳8۲ ab ac bc b
a c

− + −
−

2
،آوقدارآ a b b c− = − =4 اگرآ

۸ )۴  ۴ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

.آوقدارآmآکدامآاست؟- ۳8۳ x x− =1 23 1 آهستندآوآ x x m− + + =2 3 2 1 0 آجمابآهایآوعادلۀآآ x2 آوآ x1

 − 1
2

 )۴   1
2

 )۳   −1  )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۳8۴ ab آاست.آوقدارآ a b( , ) ( , )− +∞3  آبهآصمرتآ x
x

−<
+
1 5

3 9
وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

۱۰ )۴   −10  )۳   ۲۴ )۲   −24 آ( 

آچندآجمابآدارد؟- ۳85 [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xcos sin− وعادلۀآ1=

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آدقیقاًآیکآجمابآداشتهآباشد،آحدودآaآکدامآاست؟- ۳86 x a a| || |− − =−1 اگرآوعادلۀآ

 a− ≤ <1 0  )۴   a<0  )۳   a− ≤ ≤1 0  )۲   a≤0 آ( 

،آوجممعآوقادیریآکهآدرآداونۀآتابعآfogآقرارآندارند،آکدامآاست؟- ۳87 xg x
x

( ) −=
+

2 3
2

آوآ xf x
x

( )=
−1

اگرآ

5 )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۳88 a b+3 )آبرخمردآکنند،آحاصلآ , )1 2 آدرآنقطۀآ f آوآنممدارآتابعآهایآfآوآ1− f x ax b( )= +3 اگرآ

 −5  )۴   −6  )۳   −7  )۲   −8 آ( 

نممدارآتابعآfآبهآصمرتآش��کلآ)۱(آاس��ت.آنممدارآکدامآتابعآبهآصمرتآ- ۳89
شکلآ)۲(آاست؟

 y f x( )= + −1 2  )۲   y f x( )= − −1 2 آ( 
 y f x( )= +1 2  )۴   y f x( )= −1 2  )۳

آکدامآاست؟- ۳90 log125 ،آوقدارآ alog =8 اگرآ
 a−2 2  )۴   a−3 2  )۳   a−2 3  )۲   a−3 3 آ( 

آکدامآاست؟- آ۳9 a b+ ،آحاصلآ
x

x ax b a
x x

lim
→

− + = −
− +

2

21
4

2 3 1
اگرآ

 7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آکدامآاست؟- ۳9۲ a b+ ،آوقدارآ
x

a x x x

b x

( )
lim

( )→−∞

+ − +
=

+ −

3 2

2
1 2 2

1 4
اگرآ

 −4  )۴   −3  )۳   −2  )۲   −1 آ( 

آبرابرآباآ۲آباشد،آوقدارآmآکدامآاست؟- ۳9۳ x=1 آدرآنقطۀآ f x x mx x( )= + + +4 2 3 اگرآشیبآخطآوماسآبرآنممدارآتابعآ

 −1  )۴   − 3
2

 )۳   −2  )۲   − 5
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۳9۴
h

f h f h
h

( ) ( )
lim

+→

+ − −

0

3 3 ،آوقدارآ
x x

f x
x x

( )
 + >=

− ≤

1 3

1 3
اگرآ

۴( وجود ندارد. ۳( صفر    5
4

 )۲   − 3
4

آ( 



فصل دواادهم: آامسن های جامع
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آکدامآاست؟- ۳95 x=4 آدرآ f x x x( )= 3 وشتقآدومآتابعآ

۱۴۰ )۴   70
3

 )۳  7۰ )۲ آ( ۳5 

آاکیداًآصعمدیآباشد،آحدودآوقادیرآkآکدامآاست؟- ۳96 f x x x kx( )= + + −3 21 6
3

اگرآتابعآ

 k≤1  )۴   k≥−1  )۳   k≤−1  )۲   k≥1 آ( 

آهممارهآروآبهآبالاآاست؟- ۳97 f x x ax x( )= + +4 3 23
2

بهآانایآکدامآوجممعۀآوقادیرآa،آجهتآتقعرآنممدارآتابعآ

 a− ≤ ≤2 2  )۴   a− ≤ ≤2 1 )۳   a− ≤ ≤1 2  )۲   a− ≤ ≤1 آ( 1

آباشد،آوقدارآتابعآدرآنقطۀآواکزیممآنسبیآ زآکدامآاست؟- ۳98 f x ax bx x( )= + − −3 2 3 نقطۀآعطفآنممدارآتابعآ1 A( , )−1 2 اگرآ

5 )۲ آ( ۴  
۴( تابع نقطۀ ماکزیمم نسبی ندارد.   ۶ )۳

آکدامآاست؟- ۳99 a b+ آاست.آوقدارآ ax bxf x
x

( ) + +=
+

2

2
8

4
شکلآنیرآنممدارآتابعآ

 −7 آ( 
 −6  )۲

۹ )۳
۱۰ )۴

نممدارآتابعآوش��تقآتابعآآfآدرآشکلآوقابلآرسمآش��دهآاست.آنممدارآتابعآfآبهآکدامآشکلآ- ۴00
ویآتماندآباشد؟

 )۲ آ(  

 )۴   )۳



)41(

   ۳9 نومزآ
آزمون جامع )3( 

درآیکآدنبالۀآحسابیآوجممعآبیستآجملۀآاولآسهآبرابرآوجممعآدواندهآجملۀآاولآ زآاست.آاگرآجملۀآسممآبرابرآ۶آباشد،آجملۀآدهمآ- آ۴0
کدامآاست؟

۳۸ )۴  ۳۶ )۳  ۳۴ )۲ آ( ۳۲ 

آکدامآاست؟- ۴0۲ A= +
+ + − +3 3 3 3
1 3

4 2 1 4 2 1
حاصلآعبارتآ

۴ )۴  ۲ )۳   32 2  )۲   3 2 آ( 

آبیش��ترآاست.آ- ۴0۳ x nx m− + + =2 1 0 آیکآواحدآانآجمابآهایآوعادلۀآ x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0 هرآیکآانآجمابآهایآوعادلۀآ
آکدامآاست؟ m n+ وقدارآ

۱۲ )۴  ۱۰ )۳  ۶ )۲ آ( 5 

آجمابآحقیقیآنداشتهآباشد،آحدودآmآکدامآاست؟- ۴0۴ x mx m+ + − =4 2 22 1 0 اگرآوعادلۀآ
 m− < <1 0  )۴   m<−1  )۳   m< <0 1  )۲   m>1 )آ

آکدامآاست؟- ۴05 x xtan cot+2 2 ،آحاصلآعبارتآ x xcos cos− =2 4 1
8

اگرآ

۸ )۴  ۶ )۳  7 )۲ آ( 5 

)آدارد؟- ۴06 , )π0 آچندآجمابآدرآبانۀآ x xtan( ) tan( )π π+ + − =−3
4 4

وعادلۀآ

۴ )۴   ۲ )۳   ۱ )۲ آ( صفر  

آکدامآاست؟- ۴07 a b+ آسادهآشدنیآنیست(.آوقدارآ a
b

آاستآ) a
b

( , ]−∞ آبهآصمرتآ x
x
−− ≤ ≤
−

21 1
3

وجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ

7 )۴  ۶ )۳  5 )۲ آ( ۴ 

آراآقطعآویآکند.آکمترینآطملآوربمطآبهآاینآنقاطآکدامآاست؟- ۴08 g x x( ) | |= −1 آدرآسهآنقطهآنممدارآتابعآ f x x x( ) | |= −2 نممدارآتابعآ

 −1 5
2

 )۴   +1 5
2

 )۳   −3 5
2

 )۲   +3 5
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴09 y x| |= − +1 1 نممدارآتابعآ

 )۴   )۳   )۲ آ(  

آشاولآچندآعددآصحیحآاست؟- 0آ۴ f x f x( ) ( )− −− >1 1 24 3 .آوجممعۀآجمابآهایآناوعادلۀآ fR = آاکیداًآصعمدیآاستآوآ تابعآfآرویآ

۴( صفر  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- آآ۴ a b+ آاست.آوقدارآ ax x
f x

b
| |

( )− +
=1 2 آتابعآ x x

f x
| |

( )
−

=
2

2
تابعآواروزآ

۹ )۴  7 )۳  5 )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟- ۲آ۴ x ylog ،آوقدارآ xxy
y

log ( ) log+ =4 8 0 اگرآ

 −5  )۴   −4  )۳   −3  )۲   −2 آ( 

آکدامآاست؟- ۳آ۴
x

f x

f x f x

( )
lim

( ) ( )→−∞

−

− +

2

2
1

2 3 1
نممدارآتابعآfآدرآشکلآوقابلآرسمآشدهآاست.آحاصلآ

 1
2

 )۲ آ( ۱  

 −2  )۴   ۲ )۳
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،آوجممعآوقدارهایآومکنآبرایآkآکدامآاست؟- ۴آ۴
x

kx
k

x
cos( )

lim
cos→

−
=

−0

1 2 2
1 2

اگرآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- 5آ۴
x

x
x x x

lim
−→

−
− + −

2

3 21

1
4 5 2

حاصلآ

 −∞  )۴   +∞  )۳ ۲( صفر  آ( ۱ 

،آ- 6آ۴ g x f x( ) ( )= 2 )آوماسآاست.آاگرآ , )2 3 درآش��کلآوقابلآخطآdآبرآنممدارآتابعآfآدرآنقطۀآ

آکدامآاست؟ g ( )′ 2 وقدارآ

 −12 آ( 
 −6  )۲

 −18  )۳
 −24  )۴

آکدامآاست؟- 7آ۴
h

f h f
h

( ) ( )
lim
→

+ −
0

2 3 2
5

،آوقدارآ f x x x( )= −3 2 اگرآ

۶ )۴   5 )۳   ۳ )۲ آ( ۲  

آکدامآاست؟- 8آ۴ g ( )′′ 2 ،آوقدارآ f f( ) ( )′ ′′= =2 2 2 آوآ g x xf x( ) ( )= اگرآ

۸ )۴  ۶ )۳  ۴ )۲ آ( ۲ 

)آکدامآاست؟- 9آ۴ , )3 5 آدرآبانۀآ f x x x( )= − + −3 5 وجممعآطملآوآعرضآنقطۀآبحرانیآتابعآ

۶ )۴  5 )۳  ۴ )۲ آ( ۳ 

آفقطآیکآریشۀآحقیقیآدارد؟- ۴۲0 f x m( )= آبهآانایآکدامآوجممعۀآوقادیرآmآوعادلۀآ f x x x x( )= − + +3 26 9 2 باآتمجهآبهآنممدارآتابعآ

m mIÄ< >2 6  )۴   m mIÄ< >3 7  )۳   m mIÄ< >3 6  )۲   m mIÄ< >2 7 آ( 
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درآیکآوثلثآقائمآالزاویه،آاندانۀآاضلاع،آدنبالهآایآحسابیآتشکیلآویآدهندآوآوساحتآوثلثآواسطۀآهندسیآطملآوترآوآوحیطآوثلثآ2 21آ
است.آوساحتآوثلثآکدامآاست؟

آ( 30  15 )۳  10 )2  5 )1

،آوقدارآxآکدامآاست؟2 22آ x= 445 3 5 اگرآ
آ( 90  75 )۳  60 )2  45 )1

آکدامآاست؟2 2۳آ
x x

x x
x x

( )( )+ +1 2
2 1

2 1
آباشند،آوقدارآ x x+ − =2 6 3 0 آجمابآهایآوعادلۀآ x2 آوآ x1 اگرآ

آ( 88  80 )۳  72 )2  60 )1

آکدامآاست؟2 آ2آ xx
x

+ =
−2

2 2
1

تعدادآجمابآهایآوتمایزآوعادلۀآ

آ( 3  2 )۳   1 )2 1( صفر  

آبخشآپذیرآباشد،آوقدارآaآکدامآاست؟2 25آ x x− +2 2 آبرآ1 P x ax x x a( )= + − + −3 24 14 10 اگرآچندجملهآایآ

آ( 4  3 )۳  2 )2  1 )1

آکدامآاست؟2 26آ xsin2 ،آوقدارآ x x
x x

sin cos
sin cos

+ =3 3 اگرآ1

 3
8

آ(    1
4

 )۳   1
3

 )2   2
3

 )1

آچقدرآاست؟2 27آ [ , ]π0 2 آدرآبانۀآ x xcos sin+ − =22 1 0 وجممعآجمابآهایآوعادلۀآ

 π5 آ(    π4  )۳   π3  )2   π2  )1

آکدامآاست؟2 28آ f g+ ،آضابطۀآتابعآ g x
x

( )= 3
2

آوآ xfog x
x

( )( ) −=
−

3 2
2 1

اگرآ

 x x
x x
+ −
−

2

2
4 6 9
2 6

آ(    x
x x

−
−2

6 9
2 6

 )۳   x x
x x
− −
−

2

2
4 6 9
2 6

 )2   x
x x

−
−

2

2
4 9
6

 )1

آراآدوآواحدآبهآچپآونتقلآویآکنیم،آس��پسآاینآنممدارآراآنس��بتآبهآوح��مرآعرضآهاآقرینهآویآکنیمآوآ2 29آ f x x( )= − نم��مدارآتابعآ
وجدداًآدوآواحدآبهآچپآونتقلآویآکنیم.آضابطۀآتابعیآکهآنممدارآ زآبهآدستآ ودهآکدامآاست؟

 y x= −4 آ(    y x= − +4  )۳   y x=  )2   y x= +4  )1

a 2 ز۳آ b( , )≠0 آبرآنممدارآتابعآfآونطبقآاست.آوقدارآbآکدامآاست؟آ y x= آنسبتآبهآخطآ f x a bx( )= +3 3 قرینۀآنممدارآتابعآ

 −2 آ(   2 )۳   −1  )2  1 )1

آکدامآاست؟2 ۳1آ
b

a
+1

3 ،آوقدارآ b =3 8 آوآ a =2 3 اگرآ
آ( 24  16 )۳  12 )2  8 )1

آکدامآاست؟2 ۳2آ x xlog log+ =2 5 2 جمابآوعادلۀآ

 log24 آ(    log52  )۳   log25  )2   log54  )1

آکدامآاست؟2 ۳۳آ
x

f xlim ( )
→−1

،آ زآگاهآ
x

f xlim ( )
→+∞

=3 آوآ ax xf x
a x x

( )
( )

+ +=
+ − −

2

2
4

2 3 2
اگرآ

 −8 آ(    −7  )۳   −5  )2   −4  )1

آکدامآاست؟2 آ۳آ
x

x x
x x

sin tanlim
sin tan→

+
+0

3 5
2 4

حاصلآ

 3
4

آ(   2 )۳   4
3

 )2  1 )1
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آدرآاطرافآوجانبآهایآافقیآ زآچگمنهآاست؟- ۴۳5 xf x
x

( )
| |

=
−1

نممدارآتابعآ

 )۲ آ(   

 )۴    )۳

آپیمستهآاست؟- ۴۳6 x=0 آدرآنقطۀآ
x x x

f x x
a x

sin sin

( )

− ≠=
 =

2
2 0

0
بهآانایآکدامآوقدارآaآتابعآ

a ۴( هیچ مقدار   −1  )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آباآ هنگآتغییرآلحظهآایآتابعآدرآکدامآنقطهآانآاینآبانهآبرابرآاست؟- ۴۳7 [ , ]−1 2 آدرآبانۀآ f x x x( )= −3  هنگآتغییرآوتمسطآتابعآ

۴( صفر   3
2

 )۳  ۱ )۲   1
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۳8 x π=
6

آدرآنقطۀآ xf x( ) cos ( )π= −22
6 4

وقدارآوشتقآتابعآ

 2
2

 )۴   2
4

 )۳   − 2
2

 )۲   − 3
2

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۳9 f x x x x( )= − −4 3 21 2
4

کمترینآوقدارآتابعآ

 −18  )۴   −24  )۳   −32  )۲   −36 آ( 

آباشد،آعرضآ زآچقدرآاست؟- ۴۴0 −1 آبرابرآ f x ax x( )= + +3 23 2 اگرآطملآنقطۀآعطفآتابعآ

۶ )۴  ۴ )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 
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آاست.آنسبتآعددآبزرگآترآبهآعددآکمچکآترآکدامآاست؟- آ۴۴ 3
8

نسبتآواسطۀآحسابیآدوآعددآوثبتآبهآواسطۀآهندسیآ زآهاآبرابرآ

 3  )۴   2  )۳  ۳ )۲ آ( ۲ 

آکدامآاست؟- ۴۴۲ + + −3 32 5 2 5 حاصلآ

 −4 5
2

 )۴   2 5  )۳  ۴ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴۴۳ k m− آبرآهمآعممدندآوآیکدیگرآراآرویآوحمرآxآقطعآویآکنند.آوقدارآ mx y− =−2 آوآ k y x( )− + =5 2 3 خطآهایآ

۱۰ )۴  ۹ )۳  ۸ )۲ آ( 7 

آسهآجمابآوتمایزآدارد.آحدودآmآکدامآاست؟- ۴۴۴ x mx m+ − − =3 1 0 وعادلۀآ

 m ( , )∈ − +∞3
4

 )۲    m ( , )∈ −∞ − 3
4

آ( 

 m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

 )۴    m ( , ) { }∈ − +∞ −3 3
4

 )۳

آکدامآاست؟- ۴۴5 a b+ آبیشترآانآ۳آهستند.آوقدارآ a b( , ) ( , )+∞1  آبهآانایآهرآxآانآوجممعۀآ x
x
+2 وقادیرآعبارتآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴۴6 cosα درآشکلآنیرآطملآضلعآهرآیکآانآوربعآهایآکمچکآبرابرآباآ۱آاست.آوقدارآ

 2
5

 )۲    1
5

آ( 

 2
15

 )۴    3
13

 )۳

۴۴7 - k( )∈ آکدامآاست؟آ xtan( )π+ + =3 2 1 0
4

جمابآکلیآوعادلۀآ

 k ππ+5
12

 )۴   kπ π−
2 12

 )۳   kπ π−5
2 24

 )۲   k ππ−5
12

آ( 

آکدامآاست؟- ۴۴8 A x x x| |= −4 ،آوجممعآبیشترینآوآکمترینآوقدارآعبارتآ x| |+ ≤1 7 اگرآ

 −24  )۴   −20  )۳   −16  )۲   −10 آ( 

آکدامآاست؟- ۴۴9 f a( )3 آیکآتابعآهمانیآباشد،آوقدارآ { }− −2 آوآداونۀآ x ax af x
x

( ) + + −=
+

2 3 6 4
2

اگرآتابعآfآباآضابطۀآ

۴ )۴  ۳ )۳  ۲ )۲ آ( ۱ 

)آیکآبهآیکآاست.آحداقلآوقدارآkآکدامآاست؟- ۴50 , ]−∞ 3 آباآداونۀآ f x x kx( )=− +22 تابعآ

۱۶ )۴  ۱۲ )۳  ۸ )۲ آ( ۶ 

آکدامآاست؟- آ۴5 f ،آضابطۀآتابعآ1−
x

f x( )
−

= −
2

23 1 اگرآ

  xf x( ) log ( )− +=1
3

1
3

 )۲    f x
x

( ) log ( )− =
+

1
3

3
1

آ( 

 xf x( ) log ( )− +=1 2
3

1
3

 )۴    f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

 )۳

آکدامآاست؟- ۴5۲ x x+ −=1 12 5 جمابآوعادلۀآ

 
log+
1

1 4
 )۴   

log+
1

1 2
 )۳   

log−
1

1 4
 )۲   

log−
1

1 2
آ( 
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آکدامآاست؟- ۴5۳
x

x

x

sin
lim

cos
π→

−

−6

1
2
3

2

وقدارآ

 −1  )۴   − 1
2

 )۳   − 3
2

 )۲   − 3 آ( 

آکدامآاست؟- ۴5۴ x x
f x

x x
| |

( )
| |

+ +
=

− −
4 2 1
3 1

فاصلۀآوجانبآهایآافقیآنممدارآتابعآ

 5
2

 )۴  ۲ )۳   3
2

 )۲   1
2

آ( 

آپیمستهآاست؟- ۴55 x=1 آبهآانایآکدامآوقدارآaآدرآنقطۀآ
ax a x

f x x x
x x

( )
− + ≤

= − >
 −

3 1

1 1
تابعآ

a ۴( هیچ مقدار  a ۳( هر مقدار  ۲ )۲ آ( ۱ 

آکدامآاست؟- ۴56 g ( )′ 2 ،آوقدارآ f ( )′ =8 2 آوآ g x x f x( ) ( )= + 3 اگرآ

۳۱ )۴  ۲5 )۳  ۱۳ )۲ آ( ۳ 

آکدامآاست؟- ۴57 f ′ ،آداونۀآتابعآ f x x x( )= 3 اگرآ

 [ , )+∞0  )۴   ( , )+∞0  )۳   { }− 0  )۲    آ( 

آاکس��ترومآ- ۴58 x=1آنقطۀآعطفآاینآتابعآباش��دآوآتابعآدرآنقطۀآ −2 .آاگرآنقطهآایآبهآطملآ f x x ax bx( )= + + +3 2 2 فرضآکنیدآ

نسبیآداشتهآباشد،آوقدارآاینآاکسترومآنسبیآکدامآاست؟
 −6  )۴   −7  )۳   −9  )۲   −20 آ( 

آکدامآاست؟- ۴59 f x x x( )= −4 4 بردآتابعآ

 [ , )− +∞5  )۴   [ , )− +∞4  )۳   [ , )− +∞3  )۲   [ , )− +∞2 آ( 

ضابطۀآتابعآنممدارآوقابلآکدامآاست؟- ۴60
 y x x( )= − 31 آ( 

 y x x( )= − 31  )۲

y x x( )= − 31  )۳

 y x x( )= −3 1  )۴



11 m  1نیزگ 1 m( , )−31 4 ) و  , )1 0 با توج�ه به زوج مرتب ه�ای   1

m برقرار باشد. پس m− =34 0 باید تساوی 

 m m m m( ) ,− = ⇒ = =±2 14 1 0 0
2

m=0 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. به ازای 
 f {( , ),( , ),( , )}= 1 0 0 2 0 4

m=1 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. 
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع است.  1
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه تابع است. 1
2

پس فقط به ازای 

21 راه حل اول اگر f تابع ثابت c باشد، آن گاه 1نیزگ 1  4

 a xf x c
x

( )
( )

+ +
= =

−
2 3

2 3
. به  c=−3 3 a و  c+ =2 2 . در نتیج�ه  a x cx c( )+ + = −2 3 2 3 بنابرای�ن 

. a c= − =−2 2 4 c=−1 و  این ترتیب 
. بنابراین f f( ) ( )=1 2 راه حل دوم f تابعی ثابت است، پس 

 aa a a a( )+ ++ + += ⇒ = + ⇒ =−
− − −

2 2 32 3 5 2 7 4
2 3 4 3 1

راه حل سوم مشتق تابع ثابت برابر صفر است. پس

 
f x   

a x a x af x
x x

a a( )

( )( ) (( ) ) ( )
( )

( ) ( )

( )′ =

+ − − + + − + −′ = =
− −

→− + − = ⇒ =−

2 2

0

2 2 3 2 2 3 3 2 6
2 3 2 3

3 2 6 0 4

31 x≥0 برای دامن�ۀ تابع وجود  1نیزگ 1 اولًا توج�ه کنید که ش�رط   1
دارد. عددهای داده ش�ده در گزینه ها بزرگ تر از صفر هس�تند. پس ریش�ه های 

مخرج را به دست می آوریم:
x  x x x x x x x

x x x x   ¡.¡.—

( )

, (. )

− ≥− − = ⇒ − = → − + =

+ −− + = ⇒ = =

1 0 2

2

1 0 1 2 1

3 5 3 53 1 0
2 2

] است.   , ) { }++∞ − 3 50
2

بنابراین دامنۀ تابع 

41 ، یعنی 1نیزگ 1 fD x   x  { | | | }= − − ≥216 9 0 توج�ه کنید ک�ه   1

. در نتیجه fD x x{ | | }|= − ≤2 9 16

x x x x− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 216 9 16 7 25 0 25 5 5

 . b a− =10 b=5 و   ، a=−5 fD و در نتیجه  [ , ]= −5 5 پس 

پاسخآزمونها

فصل سیزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها

51 y را یک واحد به راس�ت و دو  1نیزگ 1 x= 3 اگ�ر نمودار تاب�ع   1

y به دس�ت می آید. اگر  x= − −3 1 2 واح�د به پایین انتقال دهیم، نمودار تابع 

 y x=− − +3 1 2 این نمودار را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید. دو نمودار مطابق شکل زیر در یک نقطه متقاطع اند.

61 یعن�ی  1نیزگ 1  ، fD x x x{ | }= − ≥2 4 0 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
. بنابراین gD { , , , , }= −1 0 1 3 4 fD و  ( , ] [ , )= −∞ +∞0 4

g f g fD D D { , , }+ = = −2 1 0 4

1− یا صفر یا ۴ باشد:  بنابراین a باید 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ − = − + − = + =

+ = + = + =

+ = + = + =

2 1 2 1 1 2 5 5 3 5

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 0 6

. f( )− = =4 32 4 2 a=4 و در نتیجه  بنابراین 

71 fof را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 x( )( ) ابتدا   2

fof x f f x a ax b b

a a x abx b b

a x a bx ab b

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = + +

= + + +

= + + +

2 2

2 4 2 2

3 4 2 2 2

2

2
بنابراین تساوی زیر به ازای هر مقدار x برقرار است:

 a x a bx ab b x x+ + + = − +3 4 2 2 2 4 22 27 18 2
پس باید تساوی های زیر درست باشند:

 a a b ab b, ,= =− + =3 2 227 2 18 2

 b=−18 18  ، a b=−22 18 ، در نتیجه از  a=3 a نتیجه می شود  =3 27 از 
a=3 و b=−1 در تس�اوی  . مقادی�ر  b=−1 به دس�ت می آی�د ک�ه یعن�ی

 . a b+ =2 ab هم صدق می کنند. پس  b+ =2 2

81 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
k x x

f x x k x
k x x

( | |)
( ) | || |

( | |)

+ ≥= + =
− <

3 0
3

3 0

و   y k x( | |)= +3 خط�وط  بای�د  باش�د،  صع�ودی   f تاب�ع  اینک�ه  ب�رای 

 y k x( | |)= +3 y ش�یب نامنفی داش�ته باش�ند. ش�یب خط  k x( | |)= −3

y همواره نامنفی باشد.  k x( | |)= −3 همواره مثبت است، پس باید شیب خط 

یعنی
 k k k| | | |− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤3 0 3 3 3
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91 f  1نیزگ 1 m نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع های f و 1− n( , ) اگ�ر   3

. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می شود 

 af a b      f b( ) , ( )− = ⇒− + + = =− ⇒ − + =−1 2 1 1 21 1 1
3 9 3 3 27 27

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
− + = ⇒ =− =−
 + =−

1
89 1
927 25

. a b+ =−17
9

پس 

101 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط   4

f را  f به دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می کنیم تا نمودار تابع 1−

y به دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 

111 اگر ضابطۀ داده ش�ده متعلق به یک تابع باش�د، باید در  1نیزگ 1  2
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه فرد باش�د، یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن گاه   ، f x x a( )= + +2 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  در ضابط�ۀ  آن  مق�دار 

 . f a( )= +2 8 16 ، آن گاه  f x ax( )= +3 16 . اگر  f a( )= +2 2
بنابراین

 a a a+ = + ⇒ =−2 8 16 2

. پس
x x

f x
x x

( )
 + − ≥=
− + ≤

3

2 2 2

2 16 2
و در نتیجه 

 f a f( ) ( ) ( )= − =− − + =32 2 2 16 32

121 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + + + = − + + +2 2 22 4 1 2 4

y است، یعنی یک چندجمله ای درجۀ اول  ax b= + ضابطۀ توابع خطی به شکل 
است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله ای درجۀ اول شود، یعنی

 m f x x( )= ⇒ = +1 6 1

 . f m f( ) ( )= =1 7 بنابراین 

131 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 xf x
x x x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+= + − = + + − = + + −1 1 1 1 1 11 1  

. f x f x
x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )−− = + − + = + − + =
−

1 1 1 11 1 بنابراین 

141 xy باید در نمودار تابع  1نیزگ 1 f( )=2
2

برای رس�م نمودار تاب�ع   1

xy به دس�ت آید.  f( )=
2

f ط�ول نق�اط را در ۲ ض�رب کنی�م ت�ا نم�ودار تابع 

همچنین در نمودار به دست آمده باید عرض نقاط را در ۲ ضرب کنیم تا نمودار 

xy به دس�ت آید. بنابراین مس�احت قس�مت رنگی در شکل زیر  f( )=2
2

 تابع 

. × × − × × =1 1 96 2 3 1
2 2 2

مورد سؤال است که برابر است با 

151   1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل   3

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 
به صورت زیر است:

بنابرای�ن نمودار تابع f به ش�کل روبه رو 
است:

161 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− − ≥=− − =
− − − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

3 0

0

 f بنابرای�ن کاف�ی اس�ت در جاهایی ک�ه مقدار
نامنفی است، 

، ع�رض نقاط روی نمودار f را   [ , ]−1 1 در بازۀ
۳ براب�ر کنی�م و نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور 
 g طول ه�ا قرین�ه کنی�م، در بقیۀ جاه�ا نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول ها است.
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171 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2

y را رسم می کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در چهار نقطه متقاطع اند.

181 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 f x  x x x   x( ) | | |( ) |= + + = + −3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت چپ و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به س�مت پایین منتقل کنیم، س�پس قرینۀ قس�متی از نمودار را که پایین محور 
طول ها قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم و قسمتی را که زیر محور x است 

حذف کنیم.

191 y  1نیزگ 1 برحس�ب  را   x مق�دار   y x= −3 2 3 تس�اوی  از   2
به دست می آوریم:

 yy x x −
= − ⇒ =

3
3 22 3

3

 . ab=−2 b=2 و   ، a=−1 xf و در نتیجه  x( )− − +=
31 2
3

بنابراین 

201 . اگر نم�ودار تابع  1نیزگ 1 f x x( ) cos=− 4 توج�ه کنی�د ک�ه   1
y را رس�م کنیم و نس�بت به مح�ور طول ها قرینه کنی�م، نمودار تابع  xcos=

y به دس�ت می آید. اگر طول هر نقط�ه از این نمودار را یک چهارم  xcos=−

y به دست می آید. xcos=− 4 کنیم، نمودار تابع 

] اکیداً نزولی اس�ت، پس حداقل  , ]π− 0
4

ب�ا توجه به ش�کل، تابع f روی ب�ازۀ 

−π است.
4

مقدار a برابر 

211 f است. بنابراین 1نیزگ 1 x x( )= ضابطۀ تابع همانی به صورت   2
 a b b c c      , ,= =− + = ⇒ =0 1 0 1

g و در نتیجه g یک تابع خطی است. x x x( )= − + =− +02 1 2 پس 

221 : 1نیزگ 1
x
1 کافی است در تساوی داده شده به جای x قرار دهیم   1

 
x

x x x xx xf f x
x x x

x x x

( )
( ) ( )

++ + += = = ⇒ =
+ + ++

2

2 2 2
2 2

1 1 22 1 21 2
1 2 2 2 21

 

231 . از  1نیزگ 1 f
xD x x

x
{ | , }−= − ≠ ≥

−
73 0 0

2
توج�ه کنید ک�ه   4

. بنابراین x=3 ، آن گاه  x− =3 0 . اگر  x x
x

( , ]− ≥ ⇒ ∈
−
7 0 2 7

2
طرف دیگر، 

fD ( , ) ( , ] ( , ] { }= = −2 3 3 7 2 7 3

 . a b c+ + =12 c=3 و در نتیجه   ، b=7  ، a=2 پس 

241 چون فقط یک عدد حقیقی در دامنۀ تابع قرار ندارد، پس  1نیزگ 1  2
m باید فقط یک جواب داشته باشد. در دو حالت این  x x+ + =2 2 3 1 0 معادلۀ 

اتفاق می افتد.
حالت اول این معادله ریشۀ مضاعف داشته باشد:

 m m∆= − = ⇒ =±2 39 4 0
2

 . n=− 2
3

−=x ریشۀ مخرج است، در نتیجه  2
3

در این حالت 

x2 برابر صفر  حالت دوم این معادله یک معادلۀ درجۀ اول باشد، یعنی ضریب 

−=x ریش�ۀ مخ�رج اس�ت. در نتیج�ه  1
3

. در ای�ن حال�ت  m=0 باش�د: 

. پس دو مقدار مختلف برای n وجود دارد. n=− 1
3

251 fD اس�ت، پس  1نیزگ 1 { }= − −2 دامن�ۀ تابع f به صورت   2
x=−2 ریش�ۀ مضاعف مخرج  باید دامنۀ g هم به همین صورت باش�د، یعنی

g باشد: x( )

 x cx x x cx x x c( )+ + = + ⇒ + + = + + ⇒ =2 2 2 24 2 4 4 4 4
g یک عامل ۵  x( ) از طرف دیگر ضابطۀ f و g باید برابر باشند، پس باید صورت 

x+2 داشته باشد: و یک عامل 

 ax bg x f x ax b x a b
xx

( ) ( ) ( ) ,
( )

+= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = =
++ 2
5 5 2 5 10
22

. abc ( )( )= =5 10 4 200 بنابراین 
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261 دامنۀ تابع g به صورت زیر است: 1نیزگ 1  2

 g fD D x f x{ | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − =2 1 4 3 5 4 3 1 5

از طرف دیگر،

 f fg g
f f

      

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( )
−= = =− = = =

− − − − −
3 1 3 53 31 1 5 3
2 1 2 1 2 5 2 1

. پ�س مجموع اعضای  gR  { , }= −1 3 g و     {( , ),( , )}= −1 1 5 3 بنابرای�ن 

برد تابع g برابر ۲ است.

271 توجه کنید 1نیزگ 1  3
 fog g fD x x D g x D x x x{ | , ( ) } { | , | | }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ ≤ − ≤5 4 1 1 4

بنابراین

 
x x

x

x x

IÄ| |

 ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤
≤ − ≤ ⇒

− ≤ − ≤− ⇒− ≤ ≤

1 1 4 2 5

1 1 4

4 1 1 3 0

 . fogD [ , ] ([ , ] [ , ]) [ , ] [ , ]= − − = −5 4 3 0 2 5 3 0 2 4   بنابراین

، 0، ۲ ، ۳ و ۴ در دامنۀ تابع fog قرار دارند  −1  ، −2  ، −3 پس اعداد صحیح 
که تعداد آن ها هفت تاست.

281 a<0 روی ب�ازۀ  1نیزگ 1 y ب�ا ش�رط  ax bx c= + +2 تاب�ع   3

b نزولی اس�ت. بنابراین باید 
a

[ , )− +∞
2

b صعودی و روی بازۀ 
a

( , ]−∞ −
2

شرایط زیر برقرار باشند تا تابع f صعودی باشد:
k k

k k
k k k( ) ( )

+ < ⇒ <−

− +≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ <−
+ + +

2 0 2

2 2 4 9 94 4 0 0 2
2 2 2 2 2 4

 f آن گاه تابع ، k− ≤ <−9 2
4

بنابراین اگر 

) صعودی است. , ]−∞ 4 روی بازۀ 

291 ) عب�ور می کند، پس  1نیزگ 1 , )4 8 f از نقطۀ  نم�ودار تاب�ع 1−  4

) عبور می کند. بنابراین , )8 4 نمودار تابع f از نقطۀ 

 f a a a( )= ⇒ × + + = ⇒ =− ⇒ =−3318 4 8 8 2 4 2 30 15
16

در نتیجه

 f x x x f( ) ( )= + − ⇒ =−331 30 0 30
16

301 می دهی�م  1نیزگ 1 ق�رار   f x g x( ) ( )+ = −2 1 2 3 1 تس�اوی  در   3
 : x=2

 ff g g ( )
( ) ( ) ( )

+
= − ⇒ =

5 15 2 6 1 6
2

از طرف دیگر،
 f f( ) ( )− = ⇒ =1 2 5 5 2

 . g( ) += =2 1 36
2 2

در نتیجه 

311 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
xf x f x x

x xx x

x x
x x

( ) ( ) ( )

(( ) ) ( )

+ = + − ⇒ + = + −

= + − − = + −

2 2 2
2 2

2 2

1 3 1 13 4 3 4

1 13 2 4 3 10

x )چنین عددی وج�ود دارد، زیرا 
x

+ =1 5 بنابرای�ن، اگر x عددی باش�د ک�ه 

، ک�ه دلت�ای آن مثبت  x x− + =2 5 1 0 x مع�ادل اس�ت با 
x

+ =1 5 معادل�ۀ 

. f( )= × − =25 3 5 10 65 است(، آن گاه

321 چون تابع خطی اس�ت، باید ضابطۀ آن یک چندجمله ای  1نیزگ 1  4
درجۀ اول باش�د. پس باید صورت و مخرج کس�ر در ضابطۀ داده ش�ده س�اده 
 x+2 شوند، یعنی صورت باید به شکل ضرب دو عبارت باشد که یکی از آن ها 

است، یعنی 
 x mx x x a x mx x a x a( )( ) ( )+ + = + + ⇒ + + = + + +2 2 24 2 4 2 2

برای اینکه تساوی فوق برقرار باشد باید داشته باشیم
 a m a m,= = + ⇒ =2 2 4

پس ضابطۀ تابع به صورت زیر است:

 x xf x x x
x

( )( )
( ) ,

+ +
= = + ≠−

+
2 2 2 2

2
پس نمودار تابع به شکل روبه رو است:

331 a  1نیزگ 1 x ax b( )+ − + ≥23 0 شرط محاسبۀ دامنه به صورت   4
] باشد،  , )+∞4 اس�ت. مجموعۀ جواب های نامعادلۀ فوق نمی تواند به صورت 

a چندجمله ای از درجۀ اول باش�د، یعنی  x ax b( )+ − +23 مگر اینکه عبارت 
x درمی آید:  b+ ≥3 0 . پس نامعادله به صورت  a=−3 +a و در نتیجه  =3 0

 f
b bx b x D [ , )+ ≥ ⇒ ≥− ⇒ = − +∞3 0
3 3

 . b=−12 −b و در نتیجه  =4
3

بنابراین 

341 f  1نیزگ 1 x x xD { |sin , }= > π − ≥2 20 0 دامنۀ تابع f برابر   2

 x−π≤ ≤π xπ به صورت  − ≥2 2 0 اس�ت. مجموعۀ جواب ه�ای نامعادل�ۀ 
] باش�یم ک�ه در نابرابری  , ]−π π اس�ت. بنابرای�ن باید به دنبال xهایی در بازۀ 

) است و تنها  , )π0 xsin صدق می کنند. بنابراین دامنۀ تابع f به صورت  >0
عددهای صحیح ۳، ۲ و ۱ در آن قرار دارند.

351 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

x

f g x f x g x x x x x

x

( )( ) ( ) ( ) | | | |

 ≤
− = − = − − = − + ≤ ≤

− ≥

1 0

1 2 1 0 1

1 1

f ثابت نیست. در این بازه، g− ] تابع  , ]0 1 در بازۀ 

 f g x f x g x x x x x( )( ) ( ) ( ) | | | |+ = + = − + =− + + =1 1 1
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361 . بنابراین 1نیزگ 1 f( )=4 2 توجه کنید که   3

 fof k f f k f k( )( ) ( ( )) ( )= ⇒ = ⇒ =4 4 2
) است، پس  , )0 2 )f عددی در بازۀ  )2 همچنین، از روی شکل معلوم است که 

) صعودی  , )0 1 ، بنابراین چون تابع f روی بازۀ  k< <0 1
2

>k و در نتیجه  <0 2

 . kf( )− < <1 0
2

)f است، یعنی  )1 )f و  )0 )kf عددی بین  )
2

است، پس 

371 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  3
fog x f g x x x f x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )*= = − + ⇒ + = − +2 28 4 5 2 1 8 2 8

 x به جای ( )* . اکنون در تساوی  tx −= 1
2

، آن گاه  t x= +2 اگر فرض کنیم 1

t−1 را قرار می دهیم:
2

مقدار 

tf t t t t

t t

( ) ( ) ( ) ( )−= − + = − + = − + +

= − +

2 2 2

2

18 2 8 2 5 8 2 10 25 8
2

2 20 58
 . f x x x( )= − +22 20 58 بنابراین 

نتیج�ه  در   ، fog x x x( )( ) ( )= − +28 4 5 ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم  راه ح��ل 

. فقط در گزینۀ )۳(  fog f g f( )( ) ( ( )) ( )= =0 0 1 . از طرف دیگر  fog( )( )=0 40

)f برقرار است. )=1 40 شرط 

381 f و می دانی�م f یک به یک  1نیزگ 1 x x( ) [ ]= ، آن گاه  a=0 اگ�ر   2
. واضح اس�ت که f یک به یک  f x x x( ) [ ]=− + ، آن گاه  a=−1 نیس�ت. اگر
 f و f x x x( ) [ ]=− +2 ، آن گاه  a=−2 . اگ�ر  f f( ) ( )= =0 1 0 نیس�ت، مثلًا 

 f x x x( ) [ ]= + ، آن گاه  a=1 اگر . f f( ) ( )= − =10 0
2

یک به یک نیست، مثلًا 

که یک تابع اکیداً صعودی و یک به یک است.

391 راه ح��ل اول ابتدا ضابط�ۀ تابع وارون تابع f را به دس�ت  1نیزگ 1  2
می آوریم:

 yxy xy y x x y y x
x y

( )
− ++= ⇒ + = + ⇒ − =− + ⇒ =

+ −
2 44 2 4 1 2 4

2 1

 f x f x( ) ( )−= 1 . اکن�ون ب�ا ح�ل معادل�ۀ  xf x
x

( )− − +=
−

1 2 4
1

بنابرای�ن 

نقطه های برخورد نمودار دو تابع را می یابیم:
x x x x x x x
x x
+ − += ⇒ + − =− + ⇒ + − =
+ −

2 2 24 2 4 3 4 2 8 4 0
2 1

جواب ه�ای معادلۀ بالا طول نقاط برخورد هس�تند ک�ه حاصل ضرب آن ها برابر 
4− است.

a اگر نم�ودار تابع های f و  d≠− ax ک�ه  bf x
cx d

( ) +=
+

راه ح��ل دوم در تابع 

 f x x( )= f نقطه های مش�ترکی داشته باش�ند، طول این نقطه ها از معادلۀ  −1

به دست می آید. پس

 x x x x x x x
x
+ = ⇒ + = + ⇒ + − =
+

2 24 2 4 4 0
2

4− است.  بنابراین حاصل ضرب جواب ها برابر 

401 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابت�دا قرین�ۀ نم�ودار تابع f را نس�بت به خط   2

f به دست بیاید. سپس قرینۀ این نمودار را نسبت به محور  می کنیم تا نمودار تابع 1−
f را  −− f به دس�ت بیاید. در آخر، قرینۀ تابع 1 −− x رس�م می کنیم تا نمودار تابع 1

y به دست بیاید. f x( )−=− −1 نسبت به محور y رسم می کنیم تا نمودار تابع 

تواب�ع  نم�ودار  بنابرای�ن 
y و g مطاب�ق ش�کل  f x( )−=− −1

مقابل دو نقطۀ مشترک دارند.

411 ارتف�اع AH را رس�م می کنی�م. در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ  1نیزگ 1  2
 ، ABH

 AH AH
AB

sin = ⇒ =0 130
2 8
. در همین مثلث، AH=4 پس 

 BH BH
AB

cos = ⇒ =0 330
2 8

. اکنون توجه کنید که چون مثلث AHC قائم الزاویه است و  BH=4 3 پس 
045 اس�ت. در نتیجه، مثلث  045 دارد، پ�س زاویۀ حادۀ دیگ�ر آن نیز  زاوی�ۀ 

. به این ترتیب، HC AH= =4 AHC متساوی الساقین است، پس 
 BC BH HC ( )= + = + = +4 3 4 4 3 1

421 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل های زی�ر واض�ح اس�ت ک�ه وقت�ی 1نیزگ 1  3

b=1 و   ، a=1
2

] قرار دارد، پس , ]1 1
2

در بازۀ sinα α≤0≥ مق�دار 030 120

. a b+ =3
2

در نتیجه 
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431 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

cot cos cot ( sin )α− α< ⇒ α − α <0 1 0

. از ط�رف دیگ�ر cotα<0 −sin نمی توان�د منف�ی باش�د، پ�س  α1 چ�ون 

. بنابرای�ن انتهای  cosα<0 ، پ�س  cotα<0 cos و چ�ون  cotα α>0

α در ناحیۀ دوم قرار دارد. کمان نظیر زاویۀ 

441 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

  sin sin( ) sin , sin sin( ) cos

sin sin( ) sin sin( ) cos

cos cos( ) sin

π π π π π π π= π− = = − =−

π π π π π π= π+ =− =− + =−

π π π π= + =

49 7 35
10 10 10 5 2 10 10
18 3 33
5 5 5 2 10 10
8 3
5 2 10 10

. A sin ( cos ) ( cos ) sin sinπ π π π π= + − − − + =2
10 10 10 10 10

بنابراین 

451 =πα و در نتیجه 1نیزگ 1 +β5
2

توجه کنید که   2

       sin sin( ) cos , cos cos( ) sinπ πα= +β = β α= +β =− β5 5
2 2

 . A cos cos cos
cot

sin sin sin

β+ β β= = = β
− β+ β β

3 3 3
3

3 3 3
3 4 4

2
بنابراین 

461 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

x y x y x y x y

x y x y

y x y x x y

y x

sin( )sin( ) sin cos cos sin

( cos )cos cos ( cos )

cos cos cos cos cos cos

cos cos

+ − = −

= − − −

= − − +

= −

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1

بنابراین

 

y x y x x y
x y

xy x
y

cos cos
cos cos cos cos

cos cos

coscos cos
cos

−
= ⇒ − = +

+

= ⇒ =

2 2
2 2 2 2

2 2

22 2
2

1 2 2
2

13
3

. در این صورت y=0 راه حل دوم فرض کنید 

 
x x x
x

x x

sin sin sin
cos

sin cos

= ⇒ = + −
+

= ⇒ =

2 2 2
2

2 2

1 2 1 1
21

2 1
3 3

 

1 است.
3

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر 

471 و  1نیزگ 1  sin sin cosα= α α2 2 اتحاده�ای  کم�ک  ب�ه   3

cos عبارت داده شده را ساده می کنیم: sinα= − α22 1 2

A x x x x x xsin cos ( sin ) sin cos sin= − = × =2 1 11 2 2 2 4
2 4

. A sin( ) sinπ π= = =1 4 1 2
4 16 4 4 8

x به دست می آید  π=
16

بنابراین به ازای 

481 cos  1نیزگ 1 cos sinα= α− α2 22 از اتحاد مزدوج و اتحاد   2
استفاده می کنیم: 

 
cos sin (cos sin )(cos sin )

cos( ) cos

π π π π π π− = + −

π π= × × = =

4 4 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12

31 2
12 6 2

491 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 

tan tan
tan( )

tan tan

tan tan tan tan

tan tan tan tan

α+ βπα+β= ⇒ α+β = ⇒ =
− α β

α+ β= − α β

α+ β+ α β=

5 1 1
4 1

1

1
بنابراین

A ( tan )( tan ) tan tan tan tan= + α + β = + β+ α+ α β

= + =

1 1 1

1 1 2
501 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π− =− ⇒ − = +2 2 2 2
9 9 2

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 
x k x k

kx k x x k

¡.¡.—(. )

,

π π π− = π+ + ⇒ π=−

π π π π− = π− − ⇒ = − ∈

112 2 2 2
9 2 18

72 2 2
9 2 2 72



511 sin را به ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα+ α=1
3

دو ط�رف تس�اوی  1
می رسانیم:

 
sin cos sin cos

sin cos sin cos

α+ α+ α α=

+ α α= ⇒ α α=−

2 2 12
9

1 81 2 2
9 9

، آن گاه A sin cos= α− α اگر فرض کنیم 

 
A

A

(sin cos ) sin cos sin cos

( )

= α− α = α+ α− α α

= − − = ⇒ =±

2 2 2 2 2
8 17 171
9 9 3

sinα<0 و  α در ناحیۀ چهارم ق�رار دارد،  چ�ون انته�ای کمان نظی�ر زاوی�ۀ 

 . A=− 17
3

sin منفی است و در نتیجه  cosα− α . پس مقدار  cosα>0

521 فرض می کنیم اندازۀ این زاویه برحس�ب درجه برابر D و  1نیزگ 1  3

تس�اوی  از   . D R= −
π
200 5 بنابرای�ن  باش�د.   R براب�ر  رادی�ان  برحس�ب 

D به دست می آید R=
π0180

R
R R R R R

−
ππ = ⇒ = − π⇒ = π⇒ =

π0

200 5
180 200 5 20 5

4180
531 از نمودار داده شده مشخص است که سه برابر دورۀ تناوب  1نیزگ 1  3

f برابر ۲ است: x a b x( ) sin( )= π برابر ۶ است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 12 1 1

. a=±4 . در نتیجه  a  | از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر ۴ است. پس4=|
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با توجه به نمودار که در شروع به صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

 
a a

f x x     f x x
b b

( ) sin( ), ( ) sin( )
= =−  ⇒ = −π ⇒ =− π 
=− =  

4 4
4 4

1 1

4− است.  در هر دو حالت مقدار ab برابر 

541 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
cot cot( ) tan= + =−0 0 0 0380 270 110 110

بنابراین

cot cot tan cot

cot tan

( tan )( cot )

tan cot

cot tan tan cot

tan cot

tan cot

+ = +
− + + +
+ + +=
+ +

+ +=
+ + +
+ += =
+ +

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

1 1 1 1
1 380 1 110 1 110 1 110

1 110 1 110
1 110 1 110

2 110 110
1 110 110 110 110
2 110 110 1
2 110 110

551 ، پس 1نیزگ 1 x x xsin cos sin( )π+ = +2
4

چون   3

sin( )cos sin

sin cos sin cos sin

sin

+++ = =

= = × =

0 00 0

0 0 0 0 0

0

2 15 451 1 15 15
115 15 15 15 30
2

34 2 60 4 2 2 6
2

561 دو طرف تس�اوی داده ش�ده را به توان دو می رسانیم و از  1نیزگ 1  3
cos اس�تفاده  sinα= − α22 1 2 sin و  sin cosα= α α2 2 اتحاده�ای 

می کنیم:

 
x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

. x xcos sin ( )= − = − − =−2 23 14 1 2 2 1 2
4 8

بنابراین 

571 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 A x x xsin cos cos= + = +4 4 3 1 4
4 4

. A= + × =3 1 1 5
4 4 3 6

بنابراین 

581 x  1نیزگ 1 xcos cos( )π= +2
4

به ص�ورت  را  معادل�ه   1

 k( )∈ می نویسیم. بنابراین جواب ها به صورت زیر هستند: 
kx k x x k x k x x  ,π π π π π= π+ + ⇒ = π+ = π− − ⇒ = −22 2 2 2 2

4 4 4 3 12

π7 که مجموع آن ها برابر 
12

π و 
4

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π5 است.
6
591 x  1نیزگ 1 x xsin (cos sin )+ = + 21 2 ابتدا توجه کنید که   3

بنابراین معادله به صورت زیر ساده می شود:

 x x x x

x x x x

(cos sin ) cos sin

(cos sin )(cos sin )

+ = +

+ + − =

2

1 0

، آن گاه x xcos sin+ . اگر 1= x k π= π−
4

، آن گاه  x xcos sin+ =0 اگر 

x xcos sin− =1
sin به ازای  sin cosα= α α2 2 cos و  sin− α= α21 2 2 از اتحاده�ای 

=xα استفاده می کنیم:
2

 

x x x

x x k x k

x x x k x k

sin sin cos

sin

sin cos

=

 = ⇒ = π⇒ = π


π π = ⇒ = π+ ⇒ = π+

22 2
2 2 2

0 2
2 2

2
2 2 2 4 2

 . π7
4

π3 و 
4

 ، π
2

) عبارت اند از  , )π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 

601 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم 1نیزگ 1  1

x
x

x x xx

x x x x

x x

tan tan
tan

tan tan tantan tan

tan tan tan ( )tan

tan ( )tan

π+
+ + += ⇒ =

π − − −−

− + − = + − +

+ + − − =

2

2

3 3 3 3 33
3 3 1 3 3 31

3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 4 3 0
t معادلۀ ف�وق به ی�ک معادلۀ درج�ۀ دوم تبدیل  xtan= اگ�ر فرض کنی�م 
و   xtan =1 پ�س  اس�ت.  صف�ر  آن  ضرای�ب  مجم�وع  ک�ه  می ش�ود 

xtan جواب های معادله هس�تند که چون جواب های معادله  +=− 3 4 3
3

xtan قاب�ل قبول  +=− 3 4 3
3

) م�ورد س�ؤال اس�ت، پس  , )π0
2

در ب�ازۀ 

)x در این بازه دارد. )π=
4

xtan هم فقط یک جواب  نیست و معادلۀ 1=

611 نمادگ�ذاری  1نیزگ 1 از   3
شکل مقابل استفاده می کنیم. توجه کنید 
ک�ه بنابر قضیۀ خطوط م�وازی و مورب، 
نتیج�ه در   ، BACˆα=

. از طرف  BCBAC
AB

ˆsin sinα= =

بنابرای�ن   . AB= + =2 23 4 5 فیثاغ�ورس،  قضی�ۀ  بناب�ر  دیگ�ر، 

. بنابراین BC
AC

tanα= =4
3

. همچنین  BC
AB

sinα= =4
5

 sin tanα− α= − =−4 4 8
5 3 15

621 tan مق�دار m را  1نیزگ 1 cotα α=1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد   3
حساب می کنیم:

m m m m
m

( )+ = ⇒ + = ⇒ =1 2 1 2 2 2
2

مق�دار   cot
sin

+ α=
α

2
2
11 اتح�اد  کم�ک  ب�ه  و   cotα=4 بنابرای�ن 

. sin α=2 1
17

، پس 
sin

+ =
α

2
2
11 4 sin را به دست می آوریم  α2
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631 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 x x x xtan cot (tan cot )+ = − +2 2 29 3 6

. بنابراین x xtan cot ( )+ = + =2 2 29 2 6 10 در نتیجه 

 

x x

x x x x

x x x x

(tan cot )

tan cot tan cot

tan cot tan cot

+ =

+ + =

+ + = ⇒ + =

2 2 2

4 4 2 2

4 4 4 4

9 100

81 18 100

81 18 100 81 82
راه حل دوم توجه کنید که

 

x x x
x

x x x x

x x   

tan cot tan
tan

tan tan (tan )(tan )

tan , tan

− = ⇒ − =

− − = ⇒ + − =

=− =

2

33 2 2

2 3 0 1 3 0

1 3

 

xcot و  =−1 ، آن گاه  xtan اگر 1−=
 x xtan cot+ = + =4 481 1 81 82

xcot و  =1
3

، آن گاه  xtan =3 اگر 

 x xtan cot+ = + =4 4 8181 81 82
81

پس در هر دو حالت مقدار عبارت مورد نظر برابر 8۲ است.

641 ، پس 1نیزگ 1 xx cossin −=2 1 2
2

چون   3

 axf x axcos ( )
( ) cos( )

− +
= − × = + +

1 2 23 4 1 2 4 2
2

، در نتیجه
a a| | | |
π π=2
2

بنابراین دورۀ تناوب تابع f برابر است با 

 a
a

| |
| |
π π= ⇒ =6

6

651 . در نتیجه  1نیزگ 1 cos( ) cosπ+α =− α7 توجه کنید ک�ه   3

پ�س   ، ( , )πα∈ π 3
2

چ�ون   . sin ( )α= − − =2 21 81
3 9

و   cosα=− 1
3

، بنابراین sinα=− 2 2
3

sinα<0 و در نتیجه 

 sin sin cos ( )( )α= α α= − − =2 2 1 4 22 2 2
3 3 9

661 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 x x x xsin cos sin cos= ⇒ =2 22 4  
اتح�اد از  آن گاه  کنی�م،  اضاف�ه  را   xcos2 ب�الا  تس�اوی  ب�ه طرفی�ن  اگ�ر 

x نتیجه می شود xsin cos+ =2 2 1

 x x xcos cos cos+ = ⇒ =2 2 2 14 1
5

 

. x xcos cos ( )= − = − =−2 1 32 2 1 2 1
5 5

پس 

. اکنون می توانیم از  xtan =2 راه حل دوم از فرض مس�ئله نتیجه می گیریم 

tancos استفاده کنیم. بنابراین
tan

− αα=
+ α

2

2
12
1

اتحاد 

 xxx x
x

tantancos cos
tan

=− −= → = =−
++

2 2
2

1 1 4 32 2
1 4 51

671 ابتدا توجه کنبد که  1نیزگ 1  4

 

tan tan
tan( )

tan tan

tan tan tan
tan

tan tan

π+ α
π+α = ⇒ =

π− α

+ α= ⇒ + α= − α
− α

α=− ⇒ α=−

1 14
4 2 21

4
1 1 2 2 1
1 2

13 1
3

 

بنابراین 

 

tan tan tantan tan( )
tan tan tan

( )

( )

α+ α αα= α+α = =
− α α − α

−
= =−
− −

2

2

22
1 1

12
33

1 41
3

681 xsin می نویس�یم. پ�س  1نیزگ 1 =12
2

را به ص�ورت  معادل�ه   4

جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x k k

,

,

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π π= π+π− ⇒ = π+ ∈

2 2
6 12

52 2
6 12





 

) را مشخص می کنیم: , )π30
2

اکنون جواب های واقع در بازۀ 

 

k

x k

.¡.¡.—( )

π π π π= π+ π+ π+

0 1 2

2
12 12 12 12

 

 

k

x k

.¡.¡.—( )

π π π π= π+ π+ π+

0 1 2

5 5 5 52
12 12 12 12

691 ، تابع f به حداقل مقدار خود  1نیزگ 1 xcos =4 در نقاطی ک�ه 1  1
می رسد. پس

 
k

kx k x k
x

,π= π⇒ = ∈ π π

0 1 2
4 2

2 0
2



بنابراین نمودار تابع در بازۀ مورد نظر سه بار به حداقل مقدار خود می رسد.

701 راه حل اول معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

x x x x

x x

x x
x

sin cos sin cos sin cos sin cos

sin cos sin cos

sin
sin tan tan
cos cos

π π π π+ = −

π π=

π
π= ⇒ =

π

3 3
12 12 12 12

4 2
12 12

2
12 2

12
12
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y معادلۀ فوق دو  tan π=2
12

y و خط  xtan= با توجه به نمودار تابع های 

) دارد.  , )π0 2 جواب در بازۀ 

y را در  xsin( )π= −3
12

y و  xsin( )π= +
12

راه حل دوم نمودار تابع های 

) رس�م می کنیم و تعداد نقاط برخورد آن ه�ا را می یابیم. با توجه به  , )π0 2 ب�ازۀ 
شکل زیر معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد.

711 . بنابراین 1نیزگ 1 tan cotα α=1 می دانیم   4

 

A
tan cot tan cot

tan cot tan cot

tan cot (tan cot )

tan cot tan cot

π π π π− + −
=

π π π π+ − −

π π π π− + − − −
= = =−

π π π π+ − − −

1
5 5 5 5

1
5 5 5 5

1 1
5 5 5 5 1

1 1
5 5 5 5

721 . بنابراین از فرض  1نیزگ 1 x
x

cot
tan

= 1 ابتدا توجه کنید که   1

مسئله نتیجه می شود

 

x
xx
xx

x

x x x

tan
tantan
tantan

tan

tan tan tan

−
−= ⇒ =
++

− = + ⇒ =

2

2

2 2 2

1
7 1 7

1 25 251

1625 25 7 7
9

 

x استفاده می کنیم. بنابراین
x

tan
cos

= + 2
2
1 1 از اتحاد 

 x
x

cos
tan

= = =
+ +

2
2

1 1 9
16 251 1
9

 

. xcos =3
5

، در نتیجه  xcos >0 چون x زاویه ای حاده است، پس 

731 . در نتیجه 1نیزگ 1 x x ysin cos+ = فرض می کنیم   3

 yy x x x x x x(sin cos ) sin cos sin cos
−

= + = + ⇒ =
2

2 2 11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

 y y y y−
= ⇒ − − =

2
21 2 1 0

2
x نمی تواند با  xsin cos+ ، پ�س  + >1 2 2 . ولی چون  y= ±1 2 پ�س 

 . x xsin cos+ = −1 2 این عدد برابر باشد و در نتیجه 

741 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

= − =

= − =

= − =

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

179 180 1 1

178 180 2 2

91 180 89 89



بنابراین
 A (cos cos cos ) cos cos= + + + + +2 0 2 0 2 0 2 0 2 02 1 2 89 90 180

cos و همچنین  =2 090 0 از طرف دیگر 
  ,   cos sin , cos sin , cos sin= = =2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 089 1 88 2 46 44

بنابراین

 
A

A
IU

     

cos

cos

(sin cos sin cos

sin cos cos ) cos

( )
=

=

= + + + +

+ + + +

→ = + + + + + =
2 0

2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

145
2

180 1 44

2 1 1 2 2
44 44 45 180

121 1 1 1 90
2







751 آن گاه  1نیزگ 1  ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

 [ , )π π−
3 2

ب�ازۀ  روی   y xtan= تاب�ع  زی�را   ، xtan tan( )π≥ −
3

. بنابراین xtan ≥− 3 اکیداً صعودی است و در نتیجه 

 m m+ ≥− ⇒ ≥−2 3 3 3 3
3− است. 3 پس حداقل مقدار m برابر 

761 2−  1نیزگ 1 بیش�ترین و کمترین مقدار تاب�ع به ترتیب برابر ۲ و   4

) عبور می کند، بنابراین , )4 0
3

. نمودار تابع از نقطۀ  a| |=2 هستند. پس 

f a b b

b k b k

( ) sin( ( )) sin( ( ))

( )

= ⇒ π − = ⇒ π − =

π − = π⇒ = +

4 4 40 0 0
3 3 3

4 4
3 3

به ص�ورت  تاب�ع  ضابط�ۀ  بنابرای�ن   . b=7
3

پ�س   ، b< <2 3 چ�ون 

چ�ون  اس�ت.   f x x( ) sin( )π=− −π72
3

ی�ا   f x x( ) sin( )π= −π72
3

f اس�ت. در  x x( ) sin( )π= −π72
3

، پ�س ضابطۀ تابع به صورت  f( )>0 0

. a b+ =13
3

b=7 و 
3

 ، a=2 نتیجه 
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771 .  1نیزگ 1 AB=4 ، پس  ABD̂sin sin= = =0 130
8 2

چ�ون   2

sinα=3 و 
5

. در نتیجه  AC=5 بنابرای�ن با اس�تفاده از قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. sin sin cos ( )( )α= α α= =3 4 242 2 2
5 5 25

. بنابراین  cosα=4
5

781 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
tan tan

tantan( )
tantan tan

π+ α
π + α+α = =

π − α− α

14
4 11

4

. در نتیجه، عب�ارت مورد نظر  tantan( )
tan

π − α−α =
+ α
1

4 1
ب�ه همی�ن ترتی�ب 

برابر است با

 

( tan ) ( tan ) ( tan )tan tan
tan tan tan tan

( )
cos

cossin cos sin

cos

+ α + − α + α+ α − α+ = =
− α + α − α − α

α= = = = =
αα α− α−

α

2 2 2

2 2

2

2 2 2

2

1 1 211 1
1 1 1 1

12
2 2 2 6

2 11 3

791 . در ادامه معادله را  1نیزگ 1 π π π+ =3
8 8 2

ابت�دا دقت کنید ک�ه   1

به صورت زیر ساده می کنیم:

x x

x x

x x

x k x k

x k x k

sin( ) cos( )

sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π+ + − =−

π π π+ + − + =−

π π+ =− ⇒ + =−

π π π+ = π− = π−  ⇒ 
π π π + = π+π+ = π+ 

3 1
8 8

1
8 2 8

12 1
8 8 2

72 2
8 6 24

252 2
8 6 24

π25 ک�ه 
24

π41 و 
24

] عبارت ان�د از  , ]π0 2 پ�س جواب ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π11 است.
4

مجموع آن ها برابر 

801 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 
x x x x

x x x x

sin cos sin cos

sin( ) sin( ) sin

− =−

− =− ⇒ − =− ⇒ =

2 3 4 2 4 3 1
12 3 4 1 2 1
2

x که  π=5
6

x و  π=
6

) عبارت اند از  , )π0 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 
π است. مجموع آن ها برابر 

811 وقت�ی چرخ وفلک ۱80 ثانی�ه )۳ دقیقه( می چرخد، ۶ دور  1نیزگ 1  2
چرخی�ده و کابین ها در محل اولیۀ خود ق�رار گرفته اند. باید ببینیم در ۴ ثانیه هر 
کابین چقدر جابه جا می شود. چون در هر ۶0 ثانیه ۲ دور می چرخد، پس در ۴ ثانیه 

×ππ رادیان می چرخد. چون زاویۀ  =2 82
15 30

2 دور معادل 
15

4× دور، یعنی  2
60

π2 رادیان اس�ت، پس هر کابین به ۴ کابین جلوتر منتقل 
30

بین دو کابین متوالی 

می شود. یعنی کابین شمارۀ یک به محل کابین شمارۀ پنج منتقل می شود.

821 از  1نیزگ 1 و در مخ�رج کس�ر   sin 025 از  در ص�ورت کس�ر   3
cos فاکتور می گیریم: 025

 A sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

25 1 25 25 25 25 25
25 1 25 25 25 25

831 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

a a a a a acos sinπ π π π+ = + = ⇒ = − ⇒ =7 97 9 9 7 9 7
32 32 2 2

به همین ترتیب

a a a a

a acos sin

π π π π π+ = + = = ⇒ = −

=−

21 27 48 3 321 27 27 21
32 32 32 2 2

27 21

. a a a a
a a a a

sin cos sin sin
sin cos sin sin

=− =−7 27 7 21 1
21 9 21 7

بنابراین 

841 4− و حداکثر مقدار آن  1نیزگ 1 حداقل مقدار تابع مورد نظر باید   2
7− و حداقل مقدار تابع  y برابر  xcos( )= −3 2 4 ۲ باشد. حداقل مقدار تابع 

1− است. پس این توابع جواب نیستند. y برابر  xcos( )=− +2 3 1
1− است و  تابع در  x=0 برابر  y مقدار تابع در  xsin( )=− −3 3 در تابع 1
y جواب نیست. xsin( )=− −3 3 x=0 نزولی اس�ت. پس 1 س�مت راست 

x=0 صعودی است.  y در سمت راست  xsin( )= −3 2 1 ولی تابع 

851 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
x yx y

x y

tan( ) tan( )
tan(( ) ( ))

tan( )tan( )

( )

+ + +
+ + + =

− + +

+
= =
− ×

0 0
0 0

0 0
10 3510 35

1 10 35
2 1

93 3 1
2 1 71
3 3

از طرف دیگر،

 
x y x y

x y x y
x yx y

tan(( ) ( )) tan(( ) )

tan( ) tan tan( )
( )

tan( )tan( )tan

+ + + = + +

+ + + +
= =

− +− +

0 0 0

0

0

10 35 45

45 1 2
11 45

اگر تساوی )۱( و )۲( را برابر قرار دهیم، به دست می آید

 x y x y
x y

tan( )
tan( )

tan( )

+ +
= ⇒ + =

− +
1 9 1

1 7 8

861 sin را به ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα− α=2
3

دو ط�رف تس�اوی   2
می رسانیم: 

 
(sin cos ) ( ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α α= ⇒ α α=

2 2 2 22 42
3 9

4 51 2 2
9 9

 . sin α=2 252
81

sin و در نتیجه  α=52
9

بنابراین 
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871 و  1نیزگ 1  cos cos sinα= α− α2 22 اتحاده�ای  از   2

coscos استفاده می کنیم. ابتدا توجه کنید که + αα=2 1 2
2

 

x x x
x x x
x x x x

x x
x x x

sin cos sin
tan cos cos
tan sin cos sin

cos cos

cos sin cos

−−
− = =
+ ++

= − =

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

1
1
1 1

2

 

ازای  ب�ه  اکن�ون   . x xA x
x

tan cos( ) cos
tan

− += = =
+

2 2 2
2

1 1 42
21

بنابرای�ن 

x مقدار عبارت A را به دست می آوریم: π=
16

 
cos ( ) cosπ π+ + +

+= = =

21 4 1 1
2 216 4 2

2 2 2 4
 

881 از روی نمودار تابع f در شکل زیر معلوم می شود که وقتی  1نیزگ 1  4
، پس f x( )=0 نمودار تابع f بر محور طول ها مماس می شود، 

x x

x k x k k

x k k k

sin( ) sin( )

,

− = ⇒ =

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π< < π⇒ < π+ < π⇒ < + < ⇒− < <

1 2 0 2 1

2 2
2 4

1 1 150 4 0 4 0 4
4 4 4 4



k=3 چه�ار مق�دار برای x به دس�ت  k=2 و   ، k=1  ، k=0 پ�س ب�ه ازای 
می آید که طول نقاط تماس نمودار تابع با محور طول هاست.

891 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
x x x xcos cos ( cos )(cos )+ + = ⇒ + + =22 2 3 2 1 0 2 2 1 2 1 0

بنابراین

 
x x k x k k

x x k x k k

cos ,

cos ,

π=− ⇒ = π+π⇒ = π+ ∈

π π=− ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

2 1 2 2
2

1 22 2 2
2 3 3





π2 که مجموع آن ها 
3

π و 
3

 ، π
2

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π3 است.
2

برابر 

901 دو طرف معادله را بر ۲ تقسیم می کنیم: 1نیزگ 1  2

 
x x x x

x

sin cos cos sin sin cos

sin( ) sin

π π+ = ⇒ + =

π π+ = =

1 3 2 2
2 2 2 3 3 2

2
3 2 4

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x k

x k x k

π π π+ = π+ ⇒ = π−

π π π+ = π+π− ⇒ = π+

2 2
3 4 12

52 2
3 4 12

π5 را دارد. 
12

π23 و 
12

) دو جواب  , )π0 2 بنابراین معادله در بازۀ 

911 )x  1نیزگ 1 ) −− →21 0 ، آن گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر   3

. بنابراین  x( ) +− →21 0 ، آن گاه  x −→1 و اگر 

x t x t
f x f t       f x f t

  

lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )
+ − − +→ → → →

− = = − = =−2 2

1 0 1 0
1 1 1 2

 .
x x

f x f xlim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

− − − = − − =2 2

1 1
1 1 1 2 3 در نتیجه 

921 . در  1نیزگ 1
x

g x blim ( )
→

=
1

 و 
x

f x alim ( )
→

=
1

ف�رض می کنیم   3

این صورت

x x x

x x x

f g x f x g x a b

f g x f x g x a b

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

lim( )( ) lim ( ) lim ( )
→ → →

→ → →

− = − = − =

+ = + = + =
1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

2 3 2 3 2 3 18

، پس b=2 a=6 و  از حل دستگاه معادلات بالا نتیجه می شود 

 x
x

x

f x
f ax
g g x b

lim ( )
lim( )( )

lim ( )
→

→
→

= = = =1
1

1

6 3
2

931 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x  x  

x  x  

f x x

af x a x a  

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( sin ) sin

lim ( ) lim ( cos ) cos

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π= = =

π= + = + = +

8 8

8 8

2 2 2 1
4

22 2 2 2
4 2

x حد داشته باشد، دو حد بالا باید برابر باشند: π=
8

اگر تابع f در نقطۀ 

 a a= + ⇒ =−21 2 2
2

941 راه حل اول توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 x x x xx x
x x xx x x x

( ) ( )( ) ( )
,

( )( )

− − + −− = = = ≠−
+ + ++ + + +

22

2 2
2 4 2 2 2 2 22 8 2

2 1 13 2 3 2
بنابراین

 
x x  

xx
xx x

( )
lim lim
→− →−

−− −= = =
+ −+ +

2

22 2

2 22 8 8 8
1 13 2

 

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید.(

 
x  x  

x x
xx x

lim lim
→− →−

− −= = =
+ −+ +

2

22 2
2 8 4 8 8

2 3 13 2
 

951 cos  1نیزگ 1 sin− α= α21 2 2 راه حل اول با استفاده از اتحاد   3
می توان نوشت:

x x

x x

x x

x x x x
x x x

x x
x x

x x
x x

cos cos cos coslim lim( )

sin sinlim lim

sin sinlim ( ) lim ( )

→ →

→ →

→ →

− − −= −

= −

= −

= − =

2 2 20 0
2 2

2 20 0

2 2
0 0

2 6 1 6 1 2

2 3 2

318 2
3

18 2 16



فصل سیزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)58(

راه حل دوم توجه کنید که از هم ارزی های مثلثاتی استفاده می کنیم:

 x x

x x

x x
x x
x x

x x x
x x

( ) ( )
( )

cos coslim lim

lim lim

→ →

→ →

− − −
− =

− − += = =

2 2

2 20 0
2 2 2

2 20 0

2 61 1
2 6 2 2

1 2 1 18 16 16

 

راه حل س��وم از قاعدۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )ب�ه درس آخر فصل چهارم 
مراجعه کنید.(

 x x

x x

x x x x
xx

x x
x x

cos cos sin sinlim lim

sin sinlim lim

→ →

→ →

− − +=

= − + =− + × =

20 0

0 0

2 6 2 2 6 6
2

2 3 6 2 3 6 16

961 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f x ax a

f x ax a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

= + = +

2

2 2

2 2

1 4 1

4 21 8 21

 پیوسته باشد،  باید حدهای چپ و راست تابع در نقطۀ  برای اینکه تابع f روی 
x=2 با مقدار تابع در نقطۀ ۲ برابر باشند، بنابراین 

 a b a b,+ = − + = −4 1 1 8 21 1

 . b=−18 a=−5 و  از حل دستگاه معادلات بالا به دست می آید 

971 ∞+ ش�ود، باید  1نیزگ 1 راه حل اول برای اینکه حد کس�ر برابر   2
حد مخرج صفر باشد. پس

 
x

x ax x b a b b alim( )
→

+ + + = + + + = ⇒ =− −3 2
1

3 1 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

x xx x
x ax x b x ax x a

x x x
x x a x a x a x a

( )
lim lim

( )
lim lim

( )( ( ) ) ( )

→ →

→ →

−− =
+ + + + + − −

−
= =

− + + + + + + + +

2

3 2 3 21 1

2 21 1

1
3 3 4

1
1 1 4 1 4

∞+ ش�ود، باید ح�د مخرج صفر باش�د و علامت  ب�رای اینکه حد کس�ر فوق 
مخرج در دو طرف x=1 مثبت باش�د، یعنی x=1 ریش�ۀ مضاعف آن باشد. 
 a a a+ + + + = ⇒ =−1 1 4 0 3 پس 

 . a b− =−2 بنابراین b=−1 و 
راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 

مراجعه کنید.(

 
x x

x x x
x ax x b x ax

lim lim
→ →

− −=
+ + + + +

2

3 2 21 1
2 1

3 3 2 3
∞+ ش�ده اس�ت، بنابراین حد مخ�رج در نقطۀ  ب�ا توجه ب�ه اینکه حاصل حد 

x=1 باید صفر باشد. پس

 
x

x ax a alim( )
→

+ + = ⇒ + + = ⇒ =−2
1
3 2 3 0 3 2 3 0 3  

توج�ه کنی�د که در ابتدا در نقطۀ x=1 هم، حد ص�ورت و هم حد مخرج برابر 

 aa b b=−+ + + = → =−31 3 0 1 صفر بود، پس 

 . a b− =−2 بنابراین 

981 توجه کنید که بزرگ ترین جمله در صورت کسر مورد نظر  1نیزگ 1  4

 .
x

x
x 

lim
→ +∞

=
2

2
10 2
5

، در نتیجه حد مورد نظر برابر است با  x210 برابر است با 

991 ، در غیر این صورت حد مورد نظر  1نیزگ 1 m≠6 توجه کنید که   1
برابر صفر می شود. اکنون توجه کنید که 

 
x  x  

m x xx x mx m
x x x

( )
lim lim

( )→+∞ →+∞

− − +− + − −= =
− − +

22 2

2 2
6 5 16 5 1 6

93 2 9 12 4
 

. m=3
2

، پس  m− =6 1
9 2

بنابراین 

1001 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 x xf x x
x x x

cos sin( ) tan
sin sin cos
−= = =

21 4 2 2 2
4 2 2 2

k یا  x k ( ) π∈ = π+2
2

 بنابرای�ن مجانب های قائم نمودار تاب�ع f به صورت 

) عبارت اند  , )π0 kx هستند. مجانب های قائم نمودار تابع f در بازۀ  π π= +
2 4

 . x π=3
4

x و  π=
4

از خطوط 

1011 ، آن گاه  1نیزگ 1 x −→0 x یا  +→0 ابت�دا توجه کنید که اگ�ر   2
، بنابراین  x x x x( ) −− = − →3 2 2 1 0

x t
f x x f t

 
 

lim ( ) lim ( )
−→ →

− = =−3 2
0 0

1

1021 توجه کنید که  1نیزگ 1  3
 
x t s

f f x f f t f s
   

lim ( ( )) lim ( ( )) lim ( )
→ → →−

− = = =
3 0 1

3 0

و

x x x t
xf x x f x f tlim( ( )) lim lim ( ) lim ( )

→ → → →
− = × − = =

3 3 3 2
1 1 3 0  

.
x

f f x
xf x
( ( ))

lim
( )→

− + += =
− + +3

3 1 0 1 1
1 2 0 2 2

بنابراین 

1031 x=3  1نیزگ 1 ابت�دا ح�د چ�پ و ح�د راس�ت تاب�ع را در نقطۀ   3
حساب می کنیم. توجه کنید که 

 x x

x x

x x

x x

      

      

lim [ ] , lim [ ]

lim [ ] , lim [ ]

− −

+ +

→ →

→ →

− =− =

− =− =

2

3 3
2

3 3

3 8

4 9
 

پس

 x x

x x

f x x m m

f x x m m

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − + = −

= − + =− +
3 3

3 3

3 8 8 9

4 9 12 9

x=3 حد داشته باشد، باید حد چپ و حد راست تابع  برای اینکه تابع در نقطۀ 
 m m m− = − ⇒ =8 9 9 12 3 در آن با هم برابر باشند. پس 

1041 y فق�ط در نقاط صحیح حد  1نیزگ 1 x[ ]= ب�ا توجه به اینکه تابع   2
ندارد، پس تابع f هم فقط در این نقاط ممکن اس�ت حد نداش�ته باش�د. به دلیل 
]x ضرب ش�ده اس�ت، تابع f در اعداد  ] x که در  −2 حضور عامل صفر کنندۀ 1
) یعنی  , )−2 3 صحی�ح x=1 و x=−1 حد دارد و در بقی�ۀ نقاط صحیح بازۀ 

x=2 حد ندارد.  x=0 و  نقاط 
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توجه کنید که اگر k عددی صحیح باشد، آن گاه

 x k x k

x k x k

f x k x k k

f x k x k k

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( )( ) ( )( )

+ +

− −

→ →

→ →

= − = −

= − − = − −

2 2

2 2

1 1

1 1 1 1

 f یعنی تابع ، k=±1 k نتیجه می شود  k k k( ) ( )( )− = − −2 21 1 1 از تس�اوی 
)x حد دارد و در بقیۀ نقاط  x و 1−= )=1 فق�ط در دو ت�ا نقطه از نقاط صحیح 

صحیح حد ندارد.

1051 x=2 صفر  1نیزگ 1 راه حل اول چون حد صورت کسر در نقطۀ   4
اس�ت، پس باید حد مخرج کس�ر هم در آن صفر باشد، زیرا در غیر این صورت 

حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

ax bx a b b alim( )
→

+ + = + + = ⇒ =− −2
2

2 4 2 2 0 1 2

بنابراین

x x

x

x

x x
ax bx ax a x

x
x ax x

aax x

lim lim
( )

lim
( )( )( )

lim
( )( )( )

→ →

→

→

+ − + −=
+ + + − − +

+ −=
− − + +

= =
−− + +

2 22 2

2

2

2 2 2 2
2 1 2 2

2 4
2 1 2 2

1 1
4 2 11 2 2

بنابراین 

 a a
a( )

= ⇒ − = ⇒ =
−

1 3 1 22 1
4 2 1 4 3 3

 . a b −+ = 5
3

−=b و  7
3

در نتیجه 

x=2 برابر صفر است و چون  راه حل دوم  توجه کنید که حد صورت در نقطۀ 
مقدار حد عبارت صفر نش�ده، پس حد مخرج در این نقطه هم باید صفر باشد: 
. اکنون از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر فصل  a b+ + =4 2 2 0

چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x x a b
ax b a bax bx

lim lim
→ →

+ − += = = ⇒ + =
+ ++ +22 2

1 1
2 2 3 12 2 4 4

2 4 4 32
 

. پس b=− 7
3

a=2 و 
3

 به دست می آید 
a b

a b

+ =−



+ =

4 2 2

14
3

از حل دستگاه معادلات 

 a b+ =− 5
3

 

1061 راه ح��ل اول توج�ه کنی�د که در ی�ک همس�ایگی صفر،  1نیزگ 1  2
، اکنون می توان نوشت: xcos >0

x x x

x x

x x
x

x x x
x x

xx

cos cos
coslim lim lim

( cos ) ( sin )
lim lim

( )

→ → →

→ →

− −
− + = =

−
= = = =

2

2 2 20 0 0

2

20 0 2

2 2 2 2
2 1 2 2

2 1 2 2
2 2 22 4
16 816

4

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 x x

x x

x
x

x x
x x

x

cos
coslim lim

sin cos
lim lim

→ →

→ →

−
− + =

= = =

2 20 0

0 0

2 2
2 1 2

2 2
22 2 4 2

2 2 8
1071 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

x x
f f x f x      ( ) [ ] [ ] , lim ( ) , lim ( )

− +→ →
= − = = − = = − =

12 12
12 6 4 2 5 3 2 6 4 2

x=12 پیوسته است. بنابراین تابع f در 

1081 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x

x x
x ax bx x x ax b  

lim lim
( )→ − → −

+ += =−∞
+ + + +3 2 22 2

3 3
4 4

 و در 
x x ax b 

lim
→ −

=+∞
+ +22
1

4
، پ�س بای�د 

x
x

x 

lim
→ −

+ =
−2

3 1
2

چ�ون 

x=−2 باید ریش�ۀ مضاعف مخرج باشد و در اطراف آن مخرج مثبت  نتیجه 
باشد. بنابراین 

 x ax b x x ax b x x( )+ + = + ⇒ + + = + +2 2 2 24 4 2 4 4 16 16
 . a b+ =32 b=16 و   ، a=16 پس 

1091 ∞− ش�ده اس�ت، پ�س بای�د درجۀ  1نیزگ 1 چ�ون حاص�ل حد   4
صورت کسر بیشتر از درجۀ مخرج آن شود. بنابراین

 aa a       b a b b, =− = ⇒ = − = → = ⇒ =±32 23 0 3 3 0 9 3

از طرف دیگر حد مورد نظر به صورت زیر است:

 
x x

b x b x
x  

( )
lim lim (( ) )
→+∞ →+∞

−
= − =−∞

22 2

 . ab=−9 b=−3 و  b−2 باید منفی باشد و در نتیجه  پس 

1101 y=−1  1نیزگ 1 و   y=1 خط ه�ای  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   2
مجانب های افقی نمودار تابع f هستند:

 
x x

x x

xf x
x

xf x
x

lim ( ) lim

lim ( ) lim

→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

+= =
−

− += =−
−

2

2

2

2

1 1
3
1 1
3

f را حل کنیم تا طول نقاط تلاقی  x( f و 1−=( x( بنابراین باید معادلات 1=(
نمودار تابع f با مجانب های آن را مشخص کنیم:

 
x

x

x xf x x x x
x

x x

x xf x x x x
x

x x

| |
( ) | |

| |
( ) | |

<

>

+
= ⇒ = ⇒ − =

−

→ = ⇒ =−

+
=− ⇒ =− ⇒ + =

−
→ = ⇒ =

2
2

0 2

2
2

0 2

11 1 4
3

2 4 2

11 1 2
3

2 2 1
 ( , )−1 1 ) و  , )− 2 1 بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع f و مجانب ه�ای آن در دو نقط�ۀ 

متقاطع اند. فاصلۀ دو نقطۀ بالا برابر است با
( ) ( )+ + − − = +2 21 2 1 1 7 2 2
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1111 نتیج�ه  1نیزگ 1 در  و   f x( ) ( )−→ −1 آن گاه   ، x +→2 اگ�ر   1

. بنابراین f f x( ( )) −→2

 
x x t

fof x f f x tlim [( )( )] lim [ ( ( ))] lim [ ]
+ + −→ → →

= = =
2 2 2

1

1121 توجه کنید که  1نیزگ 1  4
 f x a x b x c f x ax bx c      ( ) ( ) ( ) , ( )+ = + + + − = + −2 21 1 1 3 9 3

بنابراین

 
x

x

f x a b c a b c

f x a b c a b c

lim ( ) ( ) ( )

lim ( )

→

→

+ = + + + − = + −

= × + × − = + −

2
0

2
1

1 0 1 0 1

3 9 1 3 1 9 3

. یعن�ی  a b c a b c+ − = + −9 3 بنابرای�ن از ش�رط مس�ئله نتیج�ه می ش�ود 

. a
b
=− 1

4
، پس  a b=−8 2

1131 آن گاه  1نیزگ 1  ، x −→3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
. پس x[ ]− =−3 ]x و  ]=2 x و در نتیجه  ( )+− → −3

 
x x

xx x    
x x x

[ ]
lim ( ) lim ( ) /

[ ]− −→ →

− −− = − = + = =
2 2

3 3

3 9 3 11 5 5
2 2 3 2

1141 x=1 را حساب می کنیم: 1نیزگ 1 حد چپ و حد راست تابع در   3

x x  x  

x  

x  x  

x xx xf x
x x

x

af x a
x

( )( )
lim ( ) lim lim

lim ( )

lim ( ) lim

+ + +

+

− −

→ → →

→

→ →

− −− += =
− −

= − =−

= =−
−

2 24 2

2 21 1 1

2

1

1 1

1 45 4
1 1

4 3

2
چون حد تابع در x=1 وجود دارد، پس حد چپ و حد راست آن در این نقطه برابرند:

 a a− =− ⇒ =3 3

1151 x→3 صفر اس�ت، باید حد  1نیزگ 1 چون حد صورت کس�ر وقتی   3
مخرج آن هم صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

ax a xb
x ax x x

x
x x x

lim lim

( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− − += =
+ + − +
− − −= = =−
− − −

2 23 3

3 3

3 4 12
3 4 3

4 3 4 2
3 1 1

 . a b+ =−6 بنابراین 

1161 راه ح��ل اول ب�ا اس�تفاده از اتحاده�ای مثلثات�ی و اتحاد  1نیزگ 1  4
مزدوج نتیجه می شود

 

x x

x

x

x
x x

x x x

x x
x x x x x

x x x

sin
tan coslim lim

cos cos sin

cos sinlim
cos (cos sin )(cos sin )

lim
cos (cos sin )

( )

π π→− →−

π→−

π→−

+
+ =

−

+=
− +

= = =
−

+

2 2
4 4

4

4

1
1

2

1 1 1
2 2 2
2 2 2

tancos استفاده می کنیم:
tan

− αα=
+ α

2

2
12
1

راه حل دوم از اتحاد 

 
x x

x

x x
x x

x
x
x

tan tanlim lim
cos tan

tan

tanlim
tan

π π→− →−

π→−

+ +=
−
+
+= = =
−

2
4 4 2

2

4

1 1
2 1

1
1 2 1
1 2

 

راه حل س��وم از قاعدۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )ب�ه درس آخر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

x x
x x

tan tanlim lim
cos sin ( )π π→− →−

+ += = =
− − −

2

4 4

1 1 2 1
2 2 2 2 1

 

1171 ، بنابراین تابع f فقط در  نقطۀ  1نیزگ 1 fD = توج�ه کنید که   4
x=1 ممکن اس�ت ناپیوس�ته باش�د. در این نقطه حد چپ، حد راست و مقدار 

تابع را به دست می آوریم:

 

x x

x x x

x

xf f x
x

x x x xxf x
x x x x

x x x
x x

( ) lim ( ) lim

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

+= = =
+

− + + +−= =
− − + +

+ + += =
+ +

21 1
3 24

3 21 1 1
3 2

21

3 41
32 1

1 11
1 1 1

1 4
31

 

x=1 پیوسته است و نقطۀ ناپیوستگی ندارد. بنابراین تابع f در 

1181 . بنابرای�ن  1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   1

 ، f x( )<3 ، آن گاه  x→−∞ . از ط�رف دیگر اگر 
x

f x
 

[ lim ( )] [ ]
→ −∞

= =3 3

. پس 
x x

f x
  

lim [ ( )] lim
→ −∞ → −∞

= =2 2 f و در نتیجه  x[ ( )]=2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] [ lim ( )]
→ −∞ → −∞

− = − × =−2 2 2 3 4

1191 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

  
f x x x x x

f x x x x x x x

( ) ( )

( )

− = − − = − −

+ − = − + − = − −

2 2

2 2 2 2

2 1 3 2 2 1 12 2 1

3 1 3 3 1 6 1
 

. 
x  x  

x x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− − = =
− −

2 2

2 2
12 2 1 12 2
6 1 6

بنابراین حد مورد نظر برابر است با  

1201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 x x x− > ⇒ < <24 0 0 4

f همواره مثبت است. در نتیجه x( ) fD و مخرج  ( , )= 0 4 پس 

 
x x

f x f x      lim ( ) , lim ( )
+ −→ →

=−∞ =+∞
0 4

بنابراین نمودار تابع f در اطراف مجانب های قائم آن به صورت گزینۀ )۳( است.

1211 .بنابراین  1نیزگ 1 xsin ( )−→ − 2
2

، آن گاه  x ( )+π→ 5
4

اگر   2

.
tx

x t
( )( )

lim [ sin ] lim [ ]
−+π → −→

= =−
5 1
4

2 2 ، پس  xsin ( )−→ −2 1



)61(

1221 راه حل اول ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 x x

x x

x x x x  
x x x

x x 
x x

lim lim( )

lim lim

→ →

→ →

+ − − − + − − −= −
− − −

+ − − −= −
− −

2 2 25 5

2 25 5

4 4 2 4 3 4 1
25 25 25

4 3 4 1
25 25

اکنون از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم:

x x

x x

x x

x x x x
x xx x

x x
x x x xx x

  
x x x x

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )
( )( ) ( )( )

lim lim
( )( ) ( )( )

→ →

→ →

→ →

+ − + + − − − +× − ×
+ + − +− −

+ − − −= × − ×
− + − ++ + − +

= − = − =−
+ + + − + +

2 25 5

5 5

5 5

4 3 4 3 4 1 4 1
4 3 4 125 25

4 9 1 4 1 1
5 5 5 54 3 4 1

1 1 1 1 1
60 20 304 3 5 4 1 5

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنی�م )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

  
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − − − + −= = =−

−25 5

1 1 1 1
4 4 2 16 22 4 2 4

2 10 3025

1231 . در این صورت  1نیزگ 1 x t=3 راه حل اول ف�رض می کنی�م   3
. بنابراین t=2  ، x→8 وقتی 

 

x t

t

t

t

x x t t
x t

t t t t

t t t

t t t
t t t

t t t

t t t t t

lim lim

( ) ( )
lim( )

( )

lim( )

( )( ) ( )
lim( )

( )( )

→ →

→

→

→

+ − − + − −=
− −

+ − + + + +
= ×

− + + +

+ − − −= ×
− + + +

− + × +
= × = × =

+ + + +− + + + + +

3 3

38 2

3 3

3 32

3 2

3 32

2 32

1 1 1 1
8 8

1 1 1 1
8 1 1

1 2 1 1
8 1 1

2 1 2 2 11 1 1
4 4 4 3 2 1 122 2 4 1 1

راه حل دوم توجه کنید که 

 

x x

x x

x x

x x

x x x x  
x x x

x x x x x
x xx x x

x x
x xx x x

 
x x x

  

lim lim( )

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )

lim lim

→ →

→ →

→ →

→ →

+ − − + − −= −
− − −

+ − + + − + += × − ×
− −+ + + +

+ − −= × − ×
− −+ + + +

= −
+ + + +

= −
+ +

3 3

8 8

33 32

3 38 8 2

3 38 8 2

3 38 8 2

1 1 1 3 2
8 8 8

1 3 1 3 2 2 4
8 81 3 2 4

1 9 1 8 1
8 81 3 2 4
1 1
1 3 2 4

1 1
3 3 4 4

  = − =
+

1 1 1
4 6 12 12

راه حل س��وم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x  x  

  
xx x x   

x
lim lim
→ →

−
++ − − = = − =

− × ×

33 2

8 8

1 1
2 11 1 1 1 13

8 1 2 3 3 4 12

1241 راه حل اول با استفاده از اتحاد مزدوج می توان نوشت 1نیزگ 1  3

x   x   

x   x   

x   

x x x xx x
x x x x

x x x xx x
x x x x

x x

(cos sin )(cos sin )cos sinlim lim
cos sin cos sin

(cos sin )(cos sin )cos sinlim lim
cos sin cos sin

lim (cos sin )

π π→− →−

π π→− →−

π→−

− +− =
+ +

+ −−= =
+ +

= − = + =

2 2 2 24 4

4 4
2 2

4 4

4

2 2 2
2 2

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

x   x   

x   

x x x x x x
x x x x

x x x x
x x

cos sin sin cos cos sinlim lim
cos sin sin cos

( )sin cos (cos sin )
lim

cos sin
( )

π π→− →−

π→−

− − −=
+ − +

− × − × ×− +
= = =

−
− −

4 4 3 3

4 4

2 2

4

4 4

2 24 14 2 2 2
2 2
2 2

1251 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 
x  x  

x  x  

f ab f x a x a

f x x b b

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( sin )

lim ( ) lim (cos )

+ +

− −

π π→ →

π π→ →

π = − = =

= + =− +
2 2

2 2

1
2

2 1
 

. بنابراین
ab a
a b
− =

 = −

1
1 x پیوسته باشد باید  π=

2
برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
b  aab a a a a

a a a a a

( )= +− = → + − =

+ − = ⇒ = ⇒ =±

1

2 2
1 1 1

1 1 1
 

 . a b+ =3 b=2 و  ، آن گاه  a=1 اگر
. a b+ =−1 b=0 و  ، آن گاه  a=−1 اگر 

1261 ، پ�س تابع g  1نیزگ 1 f g f g g( ) ( )+ − − =2 3 توج�ه کنید که   4
 f پس تابع ، f g g f( )− + = x پیوسته است. به این ترتیب چون  a= در نقطۀ 
x پیوس�ته اس�ت. چون ب�رد تابع ه�ای f  و g مجموعۀ اعداد  a= هم در نقطۀ 

 هی�چ گاه صفر 
f g+
1  و 

g
1  ،

f
1 حقیق�ی مثب�ت اس�ت، پس مخ�رج کس�رهای 

 x a= نمی شود و دامنۀ این توابع مجموعۀ اعداد حقیقی است و چون f و g در 

 ممکن 
f g−
1 x پیوس�ته اند. ولی دامنۀ تابع  a= پیوس�ته اند، این توابع هم در 

x تعریف نشود. )کافی است  a=  نباش�د و این تابع ممکن است در  اس�ت 

x پیوسته نباشد. a=  ممکن است در 
f g−
1 (، پس تابع  f a g a( ) ( )=

1271 . بنابراین 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=+∞
2

ابتدا توجه کنید که   3

 
x x t

fof x f f x f tlim( )( ) lim ( ( )) lim ( )
→ → →+∞

= = =
2 2

1

f در مثب�ت بی نهای�ت بزرگ ت�ر از ی�ک هس�تند. پس x( ) همچنی�ن مقادی�ر 

.
x fof x
lim

( )( )→
=−∞

−2
1

1
، در نتیجه  fof x( )( ) +→1
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1281 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3
x xf x

x x x x x
( )

( )
= = =

− − −
1

1 1

 .
x

f xlim ( )
− −→

= =−∞
1

1
0

 و 
x

f xlim ( )
+ +→

= =+∞
1

1
0

بنابراین 

x=1 به صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 

1291 ، مقادیر  1نیزگ 1 x→+∞ اگر m عددی مثبت باشد، وقتی که   2
mx−3 منفی اند و حد مورد نظر برابر است با

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +
3 1 1 4 1

3 1 3 1 3

. اگ�ر m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی که  m=1 پ�س ، m+ =1 2
3 3

بنابرای�ن 

mx−3 مثبت اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − + −= =
+ +

3 1 1 2 1
3 1 3 1 3

 1
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگ�ر  m=−1 پ�س ، m− =1 2
3 3

بنابرای�ن 

1− هستند. پس  می شود و قابل قبول نیست. بنابراین مقادیر m عددهای ۱ و 
m دو مقدار مختلف می تواند داشته باشد.

1301 صورت کس�ر ضابطۀ تابع f ریشه ندارد. پس اگر مخرج  1نیزگ 1  3
این کس�ر ریشه نداشته باش�د، نمودار تابع مجانب قائم نخواهد داشت، در غیر 

این صورت مجانب قائم دارد. پس

 x x m m m,− + = ∆= − < ⇒ >2 96 2 0 36 8 0
2

بنابراین m مقادیر طبیعی ۱، ۲، ۳ و ۴ را نمی تواند داشته باشد.

1311 f از  1نیزگ 1 x( ) وقتی که x از سمت چپ به ۲ نزدیک می شود،   1
سمت راست به ۲ نزدیک می شود. بنابراین 

 
x x t

fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
− − +→ → →

= = =−
2 2 2

1

1321  معلوم  1نیزگ 1
x

g x Llim ( )
→

= 22
 و 

x
f x Llim ( )

→
= 12

با ف�رض   1
می شود که 

 

x x x

x x x

f x g x f x g x L L

f x g x f x g x

L L L L L L

L L L L

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

( )( )

( )

→ → →

→ → →

+ = ⇒ + = ⇒ + =

− = ⇒ − =

− = ⇒ − + =

− = ⇒ − =

1 22 2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

3 3 3

21 21

21 21

3 21 7

L و  =1 5  ب�ه دس�ت می آی�د 
L L

L L

− =


+ =

1 2

1 2

7

3
از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای 

. x t
x

x k

f x f tf x
g x g x g k

lim ( ) lim ( )( )
lim

( ) lim ( ) lim ( )
→ →

→
→ →

= = =
+ + −

2
2

1 2
1

1 2

22 5
1 1 2

. بنابراین  L =−2 2

1331 ابت�دا توج�ه ک�ه در ی�ک همس�ایگی چ�پ نقطۀ  x=1  1نیزگ 1  2
x برقرار هستند. بنابراین x| |− = −1 1 ]x و  ]− =−1  ، x[ ]=2 تساوی های 1

 
x x x

x x x x
x x x x x x
[ ]( )

lim lim lim
[ ] | |− − −→ → →

+ + += = =−
− + − − + − − +1 1 1

2 2 2 2 3
1 1 2 1

 

1341 راه حل اول چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود  1نیزگ 1  4

0   در بیاید.
0 دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

، حد مورد نظر می شود a=−2 اگر 

 

x x

x x

x x x

x x x xx x
x x x x x

x x
x x x x

x xx x x
x x

( )( )
lim lim

( )( )( )

lim lim
( ) ( ) )

( )( )
lim lim lim( )

( ) ( )

→ →

→ →

→ → →

+ − − + − ++ − − =
− + − + − +

+ − −= ×
− + + − +

− ++ −= × = × = + =
− −

2 22

2 22 2

2

22 2

2

2 2 2

2 2 2 22 2
4 2 2 2 2
2 4 1
2 2 2 2

2 36 1 1 1 53
2 16 2 16 16 16

 . b= 5
16

در نتیجه 

راه ح��ل دوم چون حد مخرج صفر اس�ت و حد مورد نظ�ر وجود دارد، پس حد 

 0  در بیاید. بنابراین

0 صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

اکنون برای به دست آوردن مقدار حد می توانیم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم 
)به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x
x x x x

xx
lim lim
→ →

+

+ − − + −= = =
−

2 2

22 2

2 1 5
2 2 52 2 4

2 4 164
 

1351 . در نتیج�ه  1نیزگ 1 x tπ− =
2

راه ح��ل اول ف�رض می کنی�م   3

. پس می توان نوشت: t→0 x و  tπ= +
2

 
t tx

t
x t
x t t

cos( )
cos sinlim lim lim

( )π → →→

π+
−= = =

π− π− π+ −0 0
2

5 5
5 5 52
2 2 2 2

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم: )ب�ه درس آخر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

x x
x

( )( )cos sinlim lim
π π→ →

−−= = =
π− − −

2 2

5 15 5 5 5
2 2 2 2

1361 x=0 را پیدا می کنیم. توجه کنید که 1نیزگ 1 ابتدا حد تابع در   4

 
x x x

xf x x
x x

lim ( ) lim ( ) lim
→ → →

+ −= + − =
33

0 0 0
1 27 327 3

 x t= −3 27 . در نتیجه  x t+ = 327 . پس  x t+ =3 27 فرض می کنیم 
. بنابراین حد مورد نظر می شود t→3 x→0 ، آن گاه  همچنین اگر 

 
t t t

t t
t t t t t t

lim lim lim
( )( )→ → →

− −= = =
− − + + + +3 2 23 3 3
3 3 1 1

2727 3 3 9 3 9
 . a=27 در نتیجه 
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1371 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )

− = − = − +

− + = − + = −

2 2

3 2 2 2

2 50 2 25 2 5 5

10 25 10 25 5
بنابراین

x x x

x x xx
x xx x x x x

( )( ) ( )
lim lim lim

( )( )− − −→ → →

− + +− = = =−∞
−− + −

2

3 2 25 5 5

2 5 5 2 52 50
510 25 5

1381  و  1نیزگ 1
x

−− →1 0 ، آن گاه  x→+∞ ابت�دا توجه کنید که اگر   2

 .
x x

x x
x x x  

lim lim
→ +∞ → +∞

− − −= =−
+ +

2 2

2 2
1 1

44 1 4
، بنابراین

x
[ ]− =−1 در نتیجه 1

1391 آن گاه 1نیزگ 1  ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   4

. بنابراین  bf x x  
a a

( )− = −1 1

 
x  x  

f x ax b a a
bf x x

a a a

( )
lim lim

( )−→+∞ →+∞

+= = =
−

2
1 1 1

 

، و چون ش�یب خط مثبت اس�ت، بنابراین a مثبت اس�ت، پس  a =2 9 بنابراین 
f و  x x b( )= +3 . به این ترتیب  a=3

 f b b( )= ⇒ + = ⇒ =3 10 9 10 1  
 . f( )=1 4 ، پس  f x x( )= +3 بنابراین 1

1401 ∞+ است، پس 1نیزگ 1 y=4 مجانب افقی نمودار تابع f در  خط   4

 x x

x

x axf x
x x

a x a a
x

lim ( ) lim

( )
lim

→+∞ →+∞

→+∞

+ += ⇒ =
− +

+ += ⇒ = ⇒ =

4 34 4
3 1

4 44 4 4
2 2

 
x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
→−∞ →−∞ →−∞

− += = =
+ +

4 4 3 3 0
3 1 4

بنابراین 

∞− است. y=0 مجانب افقی نمودار تابع f در  پس 

1411 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  2

x  x  x  

f x f x f x f f
x x x
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

lim lim lim ( )
( )→− →− →−

− − − − ′= = = −
+ + − −2 2 2

2 6 2 3 22 2 2
2 2 2

f برابر ش�یب خط مم�اس بر نمودار تابع f در نقطۀ  ( )′ −2 از طرف دیگر، مقدار 
d اس�ت. اکن�ون توجه کنید که چ�ون خط d از  ، یعنی ش�یب خط  A( , )−2 3

 . − =−
− −
3 0 1
2 1

) می گذرد، شیب آن برابر است با  , )1 0 )A و  , )−2 3 نقطه های 

. f ( )′ − =−2 1 2 f و حد مورد نظر برابر است با  ( )′ − =−2 1 بنابراین 

1421 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x

f x f f x f
x x

f f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )

→− →−

− − − −
=

+ − −

′ ′= − = − −

3 3 3 3

2 2

3 2

2 2
2 2

2 3 2 2

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

 f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

. ( )− × =−25 453 3
6 2

به این ترتیب، مقدار حد مورد نظر برابر است با 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

x  x  

f x f f x f x
x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→− →−

′− −
=

+

3 3 2

2 2

2 3
2 1

 

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

 .
x

f x f x f flim ( ( ) ( )) ( ) ( )
→−

′ ′= − − =−2 2
2

453 3 2 2
2

پس 

1431 H ن1زگ -11 −→0 ، آن گاه  H h=− 2 راه حل اول اگر فرض کنیم   4
و در نتیجه

 
h H

H H

f h f f H f

h h H H

f H f f
H H

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim lim ( )

−

− −

→ →

−
→ →

− − + −
=

− − −

+ − − ′= × =− =
+

2

2 4 20 0

0 0

2 2 2 2

2 2 1 2 6
1

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h  h  h  

H  

f h f hf h f h

h h h h h
f H f

H

( ) ( ) ( ) ( ( ))
lim lim lim

( ( ))
lim ( )

+

→ → →

−
→

′ ′− − − − − −
= =

− − −
′− − ′= =− =
−

2 2 2

2 4 3 20 0 0

0

2 2 2 2 2
2 4 1 2

2 2 6
1 2

. H h= 2 توجه کنید که 

1441 . بنابراینن1زگ -11
x x

f x
x x x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2
توجه کنید که   1

 
x x

x x

f f x x

f f x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = + = + =

2 2

2

2 2

2 2 4 4 4 8

2 3 2 12 4 16

. f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 8 16 8 و در نتیجه 

1451 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

x x
xg       f x

x
sin( ) , lim ( ) lim

→ →
= = =

0 0
20 0 2

بنابراین

 
x x

x x

g x g g xg
x x

x x
f x x

x f x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

( )
lim lim

( )

→ →

→ →

−′ = =
−

−
− −= = = =−

0 0

2

0 0

00
0

2
2 2 1

2

1461 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
ax x ax

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1 2
2 3 1
3 1

aبنابراین a
f

a a a a

( )( ) ( )
( )

( )

− +
×′ = ⇒ =

− + = ⇒ = ⇒ =

32 2 2
7 72 21
16 4 16

16 3 2 7 13 13 1
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1471 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 

xx x
x xxf x

x x x

g xx x

( )
( ) ( )

( )( )

−− −
− +−′ = =

− − −

= =
− −

2
2 22

2 2 2 2

32 2

21
12 1

1 1 1
1 1

1 1

 . x xg x f x
x x

( ) ( )− −′ = = =−
− −2 2
2

2 1 1
از طرف دیگر 

بنابراین

f xf x g x f x
g x g x

( )
( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( )
′ ′ = − =−

3 3
1

1481 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 f x x g x f x x g
x xx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = ⇒ + + =−3 2 3
2

4 4 43 1

، نتیجه می شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

 f g f g( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′=− ⇒ =− =4 2 4 4 2 4 4

1491 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 

a x x ax ax x af x
x x

ax x x x ax x af x
x

ax x x ax x a

x

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )

+ − − − + +′ = =
+ +

− + + − + − + +′′ =
+

− + + − − + +
=

+

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2

2 3

1 2 1 2
1 1

2 2 1 4 1 2
1

2 2 1 4 2
1

. در نتیجه  a a a af ( )( ) ( )
( )

− + − − + + − −′′ = = =
3

2 2 2 4 2 11 4
22

بنابراین 

a=−9

1501 ]a برابر است بان1زگ -11 , ]0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

 f f a a a a
a a

( ) ( )− −= =− +
− −

20 2 2
0

]a برابر است با , ]+0 1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 f a f a a a a
a a a

( ) ( ) ( ) ( )+ − − + + + − += = =− +
+ − + +

2 21 0 1 2 1 1 1
1 0 1 1

بنابراین

 a a a a( ) ( )− + + − + = ⇒− = ⇒ =− 12 1 4 2 1
2

1511 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
h  

f h ff
h

( ) ( )
( ) lim

→

+ − + ×′ = = =
− ×0

4 4 4 2 24 1
16 4 2

1521 f و از ن1زگ -11 ( )3 1 راه ح��ل اول ب�ه ج�ای ۲۷ ق�رار می دهی�م   4
x=1 استفاده می کنیم: تعریف مشتق در نقطۀ 

 

h h

h

h h

f h f h f
h h

f h f f h f f h f
h

f h f f h f h
h

f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))
lim

( ) ( )
lim lim( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) ) ( )

→ →

→

→ →

+ − + −
=

+ − + + + +
=

+ −
= × + + + +

′= × + + = + + =

3 3 3

0 0

2 2

0

2
0 0

2

1 27 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 1 9

1 1 3 1 9 3 9 9 9 81

 . f ( ) ×′ = =
+
6 11 3
1 1

زیرا 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h h

f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

′+ − + +
=

′= = × × =

3 2

0 0

2 2

1 27 3 1 1
1

3 1 1 3 3 3 81

1531 )f و در نتیجهن1زگ -11 )=0 0 توجه کنید که   1

x x

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x x x
x x

x

( ) ( )
( ) lim lim

( ) | |
lim lim

lim ( )

− −

− −

−

−
→ →

→ →

→

− + −′ = =
−

+ − + −
= =

= − − = − =−

2 4

0 0

2 2 2

0 0

2

0

0 2 40
0

2 4 2 4

1 2 4 1 4 3

به همین ترتیب،

 
x  x  

x x xf x
x

| |
( ) lim lim ( )

+ ++
→ →

+ −′ = = + − = + =
2

2

0 0

2 40 1 2 4 1 4 5

. f f( ) ( )+ −′ ′+ =0 0 2 پس

1541 . بنابراینن1زگ -11 f( )=2 0 توجه کنید که    1

 
x x

x xf x ff
x x

sin( ( [ ]))( ) ( )
( ) lim lim

+ ++
→ →

π − −−′ = =
− −2 2

02 22
2 2

]x برابر ۲ است، پس ] x=2 مقدار  در یک همسایگی راست 

 
x t

x t
f

x t

sin( ( )) sin( )
( ) lim lim

+ +→ →

π π−
π′ = = =

−2 0

2
2 22

2 2

1551 x=4 تس�اوی ن1زگ -11 توج�ه کنید که در یک همس�ایگی نقطۀ   3
x برقرار است، پس x| |− = −3 3

 f x x x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= − − = − − = −
3

2 2 2 2 2 23 3 3 3 3

. در نتیجه  f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − + − −
3 1

2 22 233 2 3 3
2

بنابراین 

f ( )′ = + × × × =34 8 4 5 2 68
2

1561 راه حل اول توجه کنید که ضابطۀ تابع به صورت زیر است:ن1زگ -11  3
 f x x x x x x x x( ) | || | | || | | |(| | | |)= − − + = − − +3 3 3 3
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بنابراین

 

x x

x

x

x x xf x x
x

x x xf
x

x x

| |(| | | |)
( ) lim lim (| | | |)

| |(| | | |)
( ) lim

lim ( (| | | |)) ( )

+ +

−

−

+
→ →

−
→

→

− − +′ = = − − + = − =

− − +′ =

= − − − + =− − =

0 0

0

0

3 30 3 3 3 3 0

3 30

3 3 3 3 0

. f ( )′ =0 0 پس 

x منفی و مقدار  x−2 3 x=0 مق�دار  راه حل دوم در یک همس�ایگی راس�ت 
x مثبت است. پس در این همسایگی x+2 3

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )+′ ′=− + − − =− ⇒ =− ⇒ =2 2 23 3 2 4 0 0

x منفی  x+2 3 x مثبت و مقدار  x−2 3 x=0 مقدار  در یک همسایگی چپ 
است. پس در این همسایگی

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )−′ ′= − + + = ⇒ = ⇒ =2 2 23 3 2 4 0 0
. f ( )′ =0 0 پس 

1571 x=0 ریش�ه های ن1زگ -11 راه ح��ل اول توجه کنید که x=1 و   1
عبارت داخل قدرمطلق هس�تند. مش�تق پذیری را در این نقاط بررسی می کنیم. 

x=1 مشتق چپ و راست نابرابر دارد: تابع در نقطۀ 

 

x f x x x x x x

f x x x f

x f x x x x x x

f x x x f     

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

≥ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =

≤ ≤ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =−

2 3 2

2

2 2 3

2

1

3 2 1 3 2 1

0 1

2 3 1 2 3 1
x=0 مشتق پذیر است: ولی تابع در نقطۀ 

 
x  x  x  

f x f x x xf x x
x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim lim| |

→ → →

− −′ = = = − =
−

2
2

0 0 0

00 0
0

g مشتق ندارد. پس  x( )=0 y در ریش�ه های سادۀ  g x| ( )|= راه حل دوم تابع 

y به  x x x| |= −2 x=0 و x=1 مش�تق ندارد ول�ی تابع  y در  x x| |= −2

 x=0 دلی�ل وجود عام�ل صفر کنندۀ x که در قدرمطلق ضرب ش�ده اس�ت در 
مشتق پذیر است.

1581 g را بیابیم، مشتق ن1زگ -11 x f g x( ) ( ( ))′ ′ به جای اینکه حاصل   2
تابع fog را به دست می آوریم. پس ابتدا ضابطۀ تابع fog را به دست می آوریم:

 

x x
x x xfog x f g x f x
x x

xx

( )( ) ( ( )) ( ) + += = = = =
+ −

++

2 2

2 2
22

2 2
2 1 1

21 44
11

. fog x( ) ( )′ =1 بنابراین 

1591 اگر S و P به ترتیب مساحت و محیط مربعی با طول ضلع x ن1زگ -11  1
باشند، آن گاه

 S x x S P x P S S      , ( )= ⇒ = = ⇒ =2 4 4
بنابراین

P S S S
S S

( )′ = = = ⇒ = ⇒ =4 2 1 14
2 42

1601 در نقطه ای که نمودار تابع بر محور طول ها مماس اس�ت، ن1زگ -11  4
مقدار تابع و مقدار مش�تق تابع برابر صفر اس�ت، پس ابتدا نقطه ای را که مشتق 

تابع در آن صفر است، پیدا می کنیم:

 
a  

x a x x x axf x
x

x x ax a x ax x

a x x x

( )( ) ( )
( )

( )

( ) ,≠

− + − − +′ = =
+

+ − − − + − =

− = → =− =

2 2

2 2

3 2 3 2

02

2 9 2 9 0
9

2 18 9 2 2 18 0

9 0 3 3
، آن گاه x=−3 اگر 

 f a a( )− = ⇒ + + = ⇒ =−3 0 9 3 9 0 6
، آن گاه x=3 اگر 

 f a a( )= ⇒ − + = ⇒ =3 0 9 3 9 0 6
36− است. پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر 

 f x( )=0 راه حل دوم چون تابع f بر محور طول ها مماس اس�ت، پس معادلۀ 
ریشۀ مضاعف دارد. بنابراین

 x ax x ax a a
x
− + = ⇒ − + = ⇒∆= − = ⇒ =±
+

2 2 2
2

9 0 9 0 36 0 6
9

 

36− است. پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر 

1611 ، پسن1زگ -11 f( )=1 1 راه حل اول توجه کنید که   1

 h  h  

h  h  

f h f h f
h hh h

f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( )
lim lim ( )

→ →

→ →

+ − + −
=

−−
+ − ′= × = ×

− −

20 0

0 0

1 1 1 1
44

1 1 1 11
4 4

از طرف دیگر

 

x x x xxf x f x
x x

f

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

+ − ++ ′= ⇒ =
+ +

× − ×′ = =−

4 3 22

4 4 2
2 1 4 11

1 1
2 2 4 21 1

4

1 است.
4

بنابراین مقدار حد مورد نظر برابر 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

h h

f h f h f
hh h  

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′ ′+ − +
= = =

− −−20 0

1 1 1 1 1
2 4 4 44

 

توجه کنید که 

 

x x x xxf x f x
x x

f

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

+ − ++ ′= ⇒ =
+ +

× − ×′ = =−

4 3 22

4 4 2
2 1 4 11

1 1
2 2 4 21 1

4

 

1621 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x a x x axf x
x

( )( ) ( )( )
( )

( )

+ + − +′ =
+

2

2
2 1 1

1
 

بنابراین
a af a( )( ) ( )

( )
+ − +′ = ⇒ = ⇒ =

4 3 4 211 112 3
9 9 9

 

1631 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x xx xf x
x x x x x x

( ) | |
( )

− −− += = =
− + − + − +

22

3 3 3
3 36 9

5 5 5
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بنابراین

x x

x x

x
f x f x xf

x x
x

x x x x x

| |

( ) ( )
( ) lim lim

( )
lim lim

( )( )

− −

− −

−
→ →

→ →

−
− − +′ = =
− −
− − −= = =− =−

−− − + − +

3

3 3

3 33 3

3
3 53

3 3
3 1 1 1

3 23 5 5

1641 توجه کنید کهن1زگ -11  4

x x x x
f f x x f x x    () , lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )

+ + − −→ → → →
= = + = = =2

1 1 1 1
1 3 1 2 2 2

x=1 پیوسته نیست و در نتیجه مشتق پذیر نیست. پس تابع در 

1651 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به دست ن1زگ -11  2

x f x x x x
x

( ) ( ) ( )′− − = + + ×
+

2 3 13 1 4 1 4
2 1

می آید: 

، به دست می آید: x=3 اگر در این تساوی قرار دهیم 

f f( ) ( )′ ′= × + × × ⇒ =
×
1 1126 24 4 2 4 3 24

2 2 26
1661 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x x x xxf x

x x
x x x x x

( )( )
( )

( )

+ − + − ++= =
+ +

= − + − + ≠

4 3 25

4 3 2

1 11
1 1

1 1

. در  f x x x( )′′ = − +212 6 2 f بنابرای�ن  x x x x( )′ = − + −3 24 3 2 1 پ�س 
. f ( )′′ =2 38 نتیجه 

1671 )  عب�ور می کنند، ن1زگ -11 , )2 3 نم�ودار تابع ه�ای f و g از نقطۀ   4

)  بر نمودار تابع های  , )2 3 . شیب خط مماس در نقطۀ  f g( ) ( )= =2 2 3 پس 
. g ( )′ =2 2 f و  ( )′ =2 1 f و g به ترتیب برابر ۱ و ۲ است، پس 

اکنون توجه کنید که

 

f x xh x
g x x

f x g x x g x f x xh x
g x x

( )
( )

( )

( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) )
( )

( ( ) )

+
=

−
′ ′+ − − − +′ =

− 2
1 1

 

بنابراین  
f g g fh

g

( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) )
( )

( ( ) ) ( )

′ ′+ − − − + × − ×′ = = =−
− −2 2

2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 52 3
2 2 3 2

 

1681 براب�ر ن1زگ -11  a[ , ]1 ب�ازۀ  f در  تاب�ع  تغیی�ر متوس�ط  آهن�گ   2

f است: f a
a

( ) ( )−
−

1
1

f f a a
a a a

( ) ( )− − − −= =
− − −

1 0 1 1
1 1 1

بنابراین
 a a

a
− =− ⇒ − = ⇒ =−
−
1 1 1 16 15

41
f است: a( )′ x را می خواهیم که برابر  a= آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در 

f x f a f
x

( ) ( ) ( )− −′ ′ ′= ⇒ = − = =−
− +
1 1 115

82 1 2 1 15

1691 y=−2 مماس است، ن1زگ -11 در نقطه ای که نمودار تابع بر خط   4
2− و مقدار مش�تق آن برابر صفر است. بنابراین ابتدا نقاطی را  مقدار تابع برابر 

که در آن ها مشتق تابع صفر است، مشخص می کنیم:

 
f x x k x

x x k x x x k

kx xIÄ

( ) sin sin

sin cos sin sin ( cos )

sin cos

′ =− − =

− − = ⇒− + =

= =−

2 2 0

4 0 4 0

0
4

xcos و در نتیجه =±1 ، آن گاه  xsin =0 اگر 

 

f x x k x

x k x

x k k

x k k

( ) cos cos

cos cos

cos

cos

=− ⇒ − + =−

+ =−

= ⇒ + =− ⇒ =−


=− ⇒ − =− ⇒ =

2

2

2 2 1 2

2 1

1 2 1 3

1 2 1 3

، آن گاه kxcos =−
4

اگر 

  
f x x k x

k k k k

( ) cos cos=− ⇒ − + =−

− + = ⇒ = ⇒ =±

2

2 2 2

2 2 1 2

1 0 8 2 2
8 4

y=−2 مماس می شود. پس به ازای چهار مقدار مختلف k نمودار تابع f بر خط 

1701 راه حل اول در نقطه ای که خط بر تابع g مماس اس�ت، ن1زگ -11  1
مشتق تابع g برابر شیب خط است:

 g x x b b x( )′ =− − =− ⇒ =− +1 12 2
4 4

همچنین در این نقطه،

 

g x x x bx x

x b
x x x x x

x b

( )

( )

=− + ⇒− − =− +


= ⇒ =− +− + − =− + ⇒ = ⇒

 =− ⇒ = +

2

2 2

1 3 1 3
4 4 4 4

3 13
1 1 3 3 2 42
4 4 4 4 3 13

2 4

 . 1
2

پس مجموع مقادیر ممکن برای b برابر است با 

راه ح��ل دوم چ�ون تاب�ع g ب�ر خ�ط داده ش�ده مم�اس اس�ت، پ�س معادلۀ  

. ریشۀ مضاعف دارد. بنابراین x bx x− − =− +2 1 3
4 4

x b x b b b( ) ( )+ − + = ⇒∆= − − = ⇒ − − =2 2 24 4 1 3 0 4 1 48 0 16 8 47 0

. −− =8 1
16 2

معادلۀ بالا دو جواب دارد که مجموع آن ها برابر است با 

1711 ، پسن1زگ -11 f( )=1 0 راه حل اول توجه کنید که   3

 
x x

x

f x f x x x xf
x x

x x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim( ( )( )( ) ( ))

( )( )( )( ) ( ) !

→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − −

= × − − − − = ×







1 1

1

1 2 2 1 2 2 2 12 01
1 1

4 2 1 2 3 2 4 2 12

4 11 1 2 3 10 4 10
x−2 به ازای x=1 برابر صفر اس�ت،  2 راه ح��ل دوم با توجه به اینک�ه مقدار 
عب�ارت  مق�دار  در  را   ۲ یعن�ی  عب�ارت  ای�ن  مش�تق  اس�ت  کاف�ی 

x=1 ضرب کنیم. x به ازای  x x x x( )( )( ) ( )− − − −2 2 1 2 3 2 4 2 12
f ( ) ( )( ) ( ) !′ = × × × − − − = ×1 2 2 1 1 2 10 4 10
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1721 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  3

 

x xf x
x x

x x x x x x x xf x
x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

3

32

3 33 2 2 3

32 2

32 2 3
3 2

32 2

1 13 2
2 3

، نتیجه می شود: x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =

+ 2

1 13 1 1 2 1 1
72 31
121 1

1731 x منفی ن1زگ -11 x−2 ، علام�ت عب�ارت  1
2

در نزدیک�ی نقط�ۀ   2

 x x x x| |− = −2 2 1 تساوی های 
2

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 3 2 است و 

]x برقرارند و  ]=3 و 1

 x xx x xf x x
x x x x x x

( )
( ) ( )

( )( )

− −− −= = = ≠
− − + + + +

2

3 2 2
1 1

1 1 1 1
در نتیجه

x x x x xf x
x x x x

f

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

+ + − + −′ =− =
+ + + +

−
′ = =−

+ +

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 1
1 1

1 1
1 124
2 1 1 491

4 2
1741 x=1 پیوس�ته و ن1زگ -11 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ   3

مشتق پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
f x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = + = + > ′ = ⇒ 
′< = =  

1 1
22

1

1

1 4

1 3 3 63 3 1

6 1 1 6 6

، از طرف دیگر f ( )′ =1 6 بنابراین 

x x x

f x f x f f
x x xx x

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )

( )→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−31 1 1

4 1 1 1 11 6 3
1 1 2 2

1751 به کمک تعریف مشتق می دانیم:ن1زگ -11  3

 
x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

پس
 
x

f x f f
x
( )

lim ( ) , ( )
→

+ ′= ⇒ =− =
−4

5 5 4 5 4 5
4

از طرف دیگر،

 f x xf xxg x g x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′−′= ⇒ =
2

2 2 2
2 2

. f fg
f

( ) ( )
( )

( ) ( )

′− − − ×′ = = =−
−2 2

4 4 4 5 4 52 1
4 5

بنابراین 

1761 ، آن گاهن1زگ -11 x≥0 ضابطۀ تابع gof را به دست می آوریم. اگر   3

 
f x x x x

gof x g x x x x x x

( )

( )( ) ( ) ( ) | |

= + =

= = − = − =

4 5

5 4 5 5 20 5 15

f و x x x x( )= − =4 3 ، آن گاه  x<0 اگر 
 gof x g x x x  x x x( )( ) ( ) ( ) | |= = − = + =3 4 3 3 12 3 15

. gof( ) ( )′ =0 15 gof و  x( ) ( )′ =15 gof و در نتیجه  x x( )( )=15 بنابراین 

1771  مش�تق پذیر باش�د، باید تابع ن1زگ -11 ب�رای اینکه تابع f روی   3
y ریش�ه نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد، زیرا اگر  x x m= − +2 6
این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باشد، آن گاه تابع f در این دو ریشه مشتق پذیر 

نیست. بنابراین
 m m∆= − ≤ ⇒ ≥36 4 0 9
پس m مقادیر طبیعی ۱ تا 8 را نمی تواند داشته باشد.

1781 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3
x x kf x x x k

x x x
cos sin( ) tan ( , )

sin sin cos
− π= = = ≠ ∈

21 2 2
2 2 2



بنابراین

 
f x x f x x x

f

( ) tan ( ) tan ( tan )

( ) ( )

′ ′′= + ⇒ = +

π′′ = × × + =

2 21 2 1

2 1 1 1 4
4

1791 )A بر ن1زگ -11 , )1 6 y در نقطۀ  x= +4 2 ابتدا توجه کنی�د که   4

، بنابراین  f x x a( )′ = −23 3 نم�ودار تاب�ع f مم�اس اس�ت. از ط�رف دیگ�ر 
. پس f ( )′ =1 4 )f و  )=1 6

 
a b a

a b

− + = =− ⇒ 
− =  = 

11 3 6
3

3 3 4 4

1801 ) گذش�ته اس�ت، پس ن1زگ -11 , )2 0 ) و  , )0 4 خط d از نقطه های   3
y اس�ت. چون خط d در نقطه ای به طول ۱ بر  x=− +2 4 معادلۀ آن به صورت 
f به ازای x=1 برابر با شیب خط d است: x( )′ سهمی مماس است، پس مقدار 

 f x ax c f x ax f a a( ) ( ) ( )′ ′= + ⇒ = ⇒ = =− ⇒ =−2 2 1 2 2 1
y اس�ت، پس ع�رض آن برابر اس�ت با  x=− +2 4 چ�ون نقط�ۀ A روی خط 

f اس�ت، پ�س x x c( )=− +2 )A روی س�همی  , )1 2 . چ�ون نقط�ۀ  y=2

. c=3 ، یعنی  c=− +2 1 ، بنابراین  f( )=1 2

1811  مش�تق پذیر و صعودی اس�ت، پس ن1زگ -11 چ�ون تاب�ع f روی   2
. در  f x ax x a( )′ = − + ≥23 18 3 0 مش�تق آن همه جا نامنف�ی اس�ت. بنابراین 

نتیجه
 ax x a a a a   a     IÄ,− + ≥ ⇒ > ∆= − ≤ ⇒ ≥ ≤−2 2 26 0 0 6 4 0 3 3

. a≥3 پس 

1821 نمودار تابع f به ش�کل زیر اس�ت. این تابع در نقطه های ن1زگ -11  3
x=2 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی دارد و در نقطۀ  x=−2 و 
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1831 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = + + = + +2 5 4 1 4

 
x

f x

f x

( )

( ) min max min

−∞ − − +∞

′ − + − +

4 1 0

0 0 0

   

x=−4 مینیم�م نس�بی دارد و در نقط�ۀ  x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه ه�ای 
x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.

1841 چ�ون تاب�ع f همه ج�ا مش�تق پذیر اس�ت، پ�س نق�اط ن1زگ -11  1
f هستند. از طرف دیگر، x( )′ =0 اکسترمم نسبی آن جواب های معادلۀ 

 f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
f در نقطۀ x=1 از مثبت به منفی تغییر علامت می دهد،  ′ f و  ( )′ =1 0 چ�ون 
، پس f( )=−1 4 x=1 ماکزیمم نسبی دارد. طبق فرض  پس تابع f در نقطۀ 

 a a− + + =− ⇒ =−1 6 9 4 8

 
x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

  

1851 fD ون1زگ -11 ( , )= − +∞5 توجه کنید که   2

 
xx x  

x xxf x
x x x

( )
( )

−+ −
+ ++′ = =

+ + +

2
2

172 5
3 20 172 5

5 2 5 5
تابع f در تمام نقاط دامنه اش مش�تق پذیر اس�ت. پس نقاط اکسترمم نسبی آن 

f است. پس x( )′ =0 جواب های معادلۀ 

 f x x x x       x ¡.¡.ù)( ) , (.′ = ⇒ + + = ⇒ =− =−2 170 3 20 17 0 1
3

x=−1 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع f اس�ت و عرض این نقطه برابر است  پس 
. f( )− =−1 8 با 

1861 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 f x x x x x x

f x x       x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − + + − = − +

′ = ⇒ = =−

2 3 23 2 2 2 2 4 4

0 2 1
)f را مقایسه می کنیم: )−2 )f و  )2  ، f( )−1 اکنون مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− =− = − =1 27 2 0 2 0

] است. , ]−2 2 27− مقدار مینیمم مطلق تابع f در بازۀ  بنابراین 

1871 x و باید کمترین مقدار ممکن ن1زگ -11 y= −4 2 توجه کنید ک�ه   3

f را پیدا کنیم. از طرف دیگر، y y y( )= − + 24 2 تابع 

 f y y      f y y( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ =2 2 0 1
چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
y  y  

f y f ylim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

. f( )=1 3 پس کمترین مقدار تابع f به ازای y=1 به دست می آید و برابر است با 

1881 فرض کنید طول نقطۀ C برابر x باش�د. در این صورت، ن1زگ -11  2
 y x= −5 طول نقطۀ A هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ A روی نمودار تابع 

 . AC x= −5 x−5 است. بنابراین  اس�ت، پس عرض نقطۀ A برابر با 
. به این ترتیب  BC x= +4 از طرف دیگر 

 ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 4 5
2

f به  ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 4 5
2

بنابرای�ن باید x ای را پیدا کنیم که تابع 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

 
f x x x

x
xf x x x x x

x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+′ = ⇒ − = × ⇒ − = + ⇒ =
−

1 1 15 4
2 2 2 5

1 1 40 5 10 2 4 2
2 4 5

1891 چ�ون تابع f همه جا دوبار مش�تق پذیر اس�ت، پس طول  1نیزگ 1  4
 f ′′ f هس�تند. )به شرطی که  x( )′′ =0 نقطه های عطف آن جواب های معادلۀ 

در آن ها تغییر علامت بدهد.( توجه کنید که 

 

f x x ax bx

f x x ax b

f a b a

f a b b

( )

( )

( )

( )

′ = + +

′′ = + +

′′ = + + = =    ⇒ ⇒  
′′ − = − + = =−    

3 2

2

8 3 2

24 6 2

1 0 24 6 2 0 0

1 0 24 6 2 0 12

f و طول نقاط اکسترمم نسبی جواب های معادلۀ  x x x( )′ = −38 24 بنابراین 

و   x= 3  ، x=0 معادل�ه  ای�ن  جواب ه�ای  هس�تند.   x x− =38 24 0
−=x هستند که مجموع آن ها برابر صفر است. 3

1901 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x

xf x
x x

x

( )

 ≥ +=
 ≤ − +

2 0
2

2 0
2

xy به صورت زیر است. 
x

=
− +
2

2
xy و 

x
=

+
2
2

نمودار توابع 

 xy
x

=
− +
2

2
  xy

x
=

+
2
2

 

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

. m  | |≥2 y نمودار تابع f را قطع نکند، لازم است که  m= برای اینکه خط 



)69(

1911 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 x x x x k x kx kf x
x x x x

( )( )
( )

( ) ( )

+ + − + + − − + −′ = =
+ + + +

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1

1 1
مخرج کس�ر فوق همواره مثبت است. پس باید صورت این کسر فقط روی بازۀ 

f نامنفی و تابع f صعودی ش�ود. بدین منظور  x( )′ ] نامنفی باش�د تا  , ]− 4 2
5

f باشند: x( )′ =0 − جواب های معادلۀ  4
5

باید ۲ و 

 xx kx k k k k=− − + − = →− − + − = ⇒ =−22 32 1 0 4 4 1 0
5

جواب ه�ای معادلۀ  x=− 4
5

x=2 و  ، آن گاه  k=− 3
5

توج�ه کنید ک�ه اگ�ر 

f هستند. x( )′ =0

1921 fD و ن1زگ -11 [ , )= +∞2 توجه کنید که   3

 
x xf x  

x x x x
f x x x x x x

( )

( )

− − +′ = − =
+ − + −

′ = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

1 1 2 2 4
4 2 2 2 4 2

0 2 2 4 4 8 4 4
f به صورت زیر اس�ت: )ب�رای تعیین  ′ بنابرای�ن ج�دول تعیی�ن علامت تاب�ع 
 ) f ( )′ >11 0 f و  ( )′ <3 0 علامت می توانید از عددگذاری استفاده کنید. مثلًا 

 
x

f x( )

+∞

′ − +

2 4

0

] صعودی اس�ت، یعنی  , )+∞4 ] نزولی و روی بازۀ  , ]2 4 پس تابع f روی بازۀ 

b=4 و برابر ۲ است. a=2 و  b وقتی به دست می آید که  a− حداکثر مقدار 

1931 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  1

 
x x x x x x xf x

x x

f x x x x x   

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ + − + − + +′ = =
+ +

′ = ⇒− + + = ⇒ = + = −

2 2 2

2 2 2 2

2

2 1 1 2 2 1
1 1

0 2 1 0 1 2 1 2

 

x

f x

f x

( )

( ) min max

−∞ − + +∞

′ − + −

1 2 1 2

0 0

  

=x ماکزیمم نس�بی دارد. اکنون  +1 2 بنابرای�ن تاب�ع f در نقطه ای به طول 

. پس  a af a
a

( )
( )

+
= >

+2
1 0
1

a>0 و  ، آن گاه  a= +1 2 توج�ه کنید ک�ه اگ�ر 

نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f در ناحیۀ اول است.

1941 . برای ن1زگ -11 f x x ax( )′ = + +26 2 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه 1  3
، یعنی  f x( )′ =0 اینک�ه تابع f اکس�ترمم نس�بی نداش�ته باش�د بای�د معادل�ۀ 

x جواب نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد. پس ax+ + =26 2 1 0

 a a a| |∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 24 24 0 6 6

1951 توجه کنید کهن1زگ -11  4
x x x x x

f x       f x
x x x x x

( ) , ( )
 − ≥ − > ′= = 
− + < − + <  

4 3

4 3

4 0 4 4 0

4 0 4 4 0

 . f ( )−′ =0 4 f و  ( )+′ =−0 4 x=0 مش�تق پذیر نیس�ت زی�را  پ�س تاب�ع f در 

ت
ن

همچنین
 f x x x x( )′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =3 30 4 4 0 1 1

 . 10 ) نقاط بحرانی تابع هستند که فاصلۀ آن ها برابر است با  , )−1 3 ) و  , )0 0 یعنی 

1961 توجه کنید که تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق پذیر نیست. ن1زگ -11  1
از طرف دیگر،

x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x

( )
( )

( )

 − − − ≤ < − − + ≤ < = = 
− + − ≤ ≤ − + − ≤ ≤  

3 3 2

3 3 2

5 1 0 1 5 0 1

5 1 1 2 5 1 2

بنابراین
x x x

f x
x x x

x x x x    
f x

x x

(.¡.¡.—)

jnHkº JH¼]

( )

,
( )

− − + < <′ =
− + − < <
− − + = ⇒ = =−′ = ⇒
− + − =

2

2

2

2

15 2 1 0 1

15 2 1 1 2

1 115 2 1 0
5 30

15 2 1 0

 . f( )=−2 38 )f و  )=1 3
5 25

 ، f( )=−1 5  ، f( )=0 0 اکن�ون توجه کنید ک�ه 

38− است. بنابراین مقدار مینیمم مطلق تابع f برابر 

1971 y باش�د، ن1زگ -11 x= +1 اگ�ر B نقط�ه ای روی نم�ودار تابع   1
x است. بنابراین x( , )+1 مختصات آن به صورت 

 AB x  x x x( ) ( )= − + + − = − +2 2 27 531 0 6
2 4

xf و در نتیجه  x
x x

( ) −′ =
− +2

3
536
4

، آن گاه  f x x x( )= − +2 536
4

اگر 

 f x x( )′ = ⇒ =0 3
بنابرای�ن کمترین مقدار تاب�ع f، یعنی کمترین مقدار طول پاره خط AB ، به ازای 

) است. , )3 2 )، یعنی  , )+3 3 1 x=3 به دست می آید. پس B نقطۀ 

1981 −x باش�د، در این ن1زگ -11 ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ C براب�ر   2
−x اس�ت. نقط�ۀ B روی خطی اس�ت که از  ص�ورت ط�ول نقطۀ B هم برابر 

 y x=− −3 6
2

) می گ�ذرد. معادل�ۀ این خط  , )−0 6 ) و  , )−4 0 نقطه ه�ای 

 ، x<4 x−3 اس�ت. توجه کنید که چون  6
2

اس�ت. بنابراین عرض نقطۀ B برابر 

. OABC مساحت مستطیل x x( )= − +3 6
2

، در نتیجه x− <3 6 0
2

پس 

تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بای�د  پ�س 

پی�دا  را   f x x x( ) ( )= − +3 6
2

، اگر  f x x( )′ =− +3 6 کنیم. چون 

. بنابراین  x=2 ، آن گاه  f x( )′ =0

بیشترین مقدار تابع f، یعنی بیشترین 
 OABC مقدار مساحت مس�تطیل 
x=2 به دس�ت می آی�د و  ب�ه ازای 

. × =2 3 6 برابر است با 
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1991 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  1

 
f x x mx x

f x x mx x mx

( )

( ) ( )

′ =− + − +

′′ =− + − = − + −

3 2

2 2

8 12 6 1

24 24 6 6 4 4 1
f همواره  x( )′′ ب�رای اینک�ه تقعر نمودار تابع f هم�واره رو به پایین باش�د، باید 

نامثبت باشد. پس

 
x mx

m m  m  | |

− + − ≤

∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤

2

2 2

4 4 1 0

0 16 16 0 1 1

2001 ) اکیداً نزولی است،  1نیزگ 1 , )4 6 ) و  , )1 2 تابع f روی بازه های   3

) اکیداً صعودی  , )2 4 f منفی است. تابع f روی بازۀ  ′ بنابراین روی این بازه ها 

f مثبت اس�ت. خط مماس بر نمودار تابع f در  ′ اس�ت، بنابراین روی این بازه 
f در این نقطه ها  ′ نقطه ه�ای به طول ۲ و ۴ موازی محور x اس�ت، پس مق�دار 
) رو به بالاس�ت،  , )1 3 براب�ر صفر اس�ت. جه�ت تقعر نمودار تاب�ع f روی بازۀ 

f روی این بازه اکیداً صعودی اس�ت. جهت تقعر نمودار تابع f روی  ′ بنابرای�ن 
f روی این بازه اکیداً نزولی اس�ت. توجه  ′ ) رو به پایین اس�ت، پس  , )3 6 بازۀ 

کنید که فقط نمودار گزینۀ )۳( این ویژگی ها را دارد.

2011 fD ون1زگ -11 { }= − ±1 ابتدا توجه کنید که   4

 x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

− − − −′ = =
− −

2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
به جدول زیر توجه کنید:

 
x

f x
f
( )

−∞ − +∞
′ − − −

1 1

  

همچنین

 x x

x x

f x f x

f x    f x
( ) ( )

lim ( ) , lim ( )

lim ( ) , lim ( )

− +

+ −

→ − → −

→ →

=−∞ =+∞

=+∞ =−∞
1 1

1 1
بنابرای�ن جدول تعیین جدول تغییرات تابع f به ش�کل بالاس�ت و این تابع روی 
) نزولی اس�ت ول�ی روی دامنه اش  , )+∞1 ) و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 بازه ه�ای 

غیر یکنواست.

2021 ر ن1زگ -11 ا د نم�و  2
تابع f به ش�کل مقابل است. از 
روی این ش�کل معلوم است که 
تابع f دو نقطۀ مینیمم نس�بی و 
یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد.

2031 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1
f x x x f x x x x x

f x x x 

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − + ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =

5 4 4 3 35 1 5 20 5 4

0 0 4
x

f x

f

( )

max min

−∞ +∞

′ + − +

0 4

0 0

  

x=4 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی و در نقطۀ  بنابراین تابع f در نقطۀ 

ت
ن

ت
ن

2041 f همه جا مشتق پذیر است، پس مشتق آن در ن1زگ -11 چون تابع   3
نقطۀ اکسترمم نسبی اش برابر صفر است:

af x x bx x  f x ax bx

f a b

( ) ( )

( )

′= + + − ⇒ = + +

′ − = ⇒ − + =

3 2 242 4 4 4
3 3

1 0 4 4 0
از طرف دیگر، مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می کنند:

af b  a b( )− = ⇒− + − − = ⇒− + =41 2 2 4 2 6 22
3 3

b=9 و  a=32 و   نتیجه می شود 
a b

a b

− =−

− + =

4 4

6 22
از حل دس�تگاه معادلات 

. a b− =23 در نتیجه 

2051 توجه کنید کهن1زگ -11  3
x xf x x x  

x x

( )
( )

− −′ = + =
2 23 2
3 3

2 1 8 22
3 3

. پس  f ( )′ =1 0
2

f و  ( )′ − =1 0
2

x=0 مش�تق پذیر نیست و  f در نقطۀ  تابع 
f سه نقطۀ بحرانی دارد. تابع 

2061 f در تمام نق�اط دامنه اش ن1زگ -11 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه تاب�ع   1
مشتق پذیر است و

x  x a
x axf x f x x a

x x x
   (.¡.¡.ù)

( )
( ) , ( ) [ , ]

− +
−′ ′= = = ⇒ = ∉

1
2 0 1 4

2
)f دنب�ال ماکزیم�م مطلق تاب�ع بگردیم: )4 )f و  )1 پ�س بای�د بی�ن مقادی�ر 

) اس�ت، مق�دار  , )0 1 . چ�ون a ع�ددی از ب�ازۀ  af( )= +4 2
2

f و  a( )= +1 1

 a+2
2

a+1 بزرگ تر اس�ت، پس مقدار ماکزیم�م مطلق تابع  a+2 از مق�دار 
2

. a=1
2

، در نتیجه  a+ =92
2 4

است. بنابراین 

2071 −x باشد. چون نقطۀ A ن1زگ -11 فرض کنید طول نقطۀ A برابر   3
x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1
 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

 . f x x( )′ = − 26 3 ، در نتیجه f x x x( )= − 36 ، آن گاه f x x x( ) ( )= − 26 اگر
پس

 f x x   x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع
 . × =2 4 4 2 =x به دست می آید و برابر است با  2 به ازای 
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2081 تاب�ع ن1زگ -11 نم�ودار  روی  نقط�ه ای   x x( , )3 کنی�د  ف�رض   1

y برابر است با  x− + =3 6 0 y باشد. فاصلۀ این نقطه تا خط  x= 3

 x x x x x x| | | |− + − + − += =
+

3 3 3

2 2

3 6 3 6 3 6
10 101 3

تاب�ع  مق�دار  کمتری�ن  ک�ه  اس�ت  جای�ی  نظ�ر  م�ورد  نقط�ۀ  بنابرای�ن ط�ول 
d به دست می آید. توجه کنید که  x x= − +3 3 6

 d x       d x  x  .¡.¡.ù, , ( )′ ′= − = ⇒ = =−23 3 0 1 1

 . d( )=1 4 )d و  )=0 6 )d را مقایس�ه کنی�م:  )1 )d و  )0 پ�س بای�د مقادی�ر 
بنابراین طول نزدیک ترین نقطه برابر ۱ است.

2091 . طبق فرض مسئله،  1نیزگ 1 f x ax( )′′ = −6 12 توجه کنید که   2
f به صورت زیر است: ′′ جدول تغییر علامت 

 
x

f x

f

 ( )

−∞ − +∞

′′ + −

∪ ∩

2

0

f است. ′′ 2− ریشۀ  بنابراین 
 a a( )− − = ⇒ =−6 2 12 0 1

2101 تاب�ع g اکیداً صعودی  1نیزگ 1  2

، از طرف  g x x( )′ = + >23 3 0 اس�ت، زیرا 
)g و نم�ودار تقریب�ی ای�ن تابع  )=0 0 دیگ�ر، 

به صورت روبه رو است.

x=2 و y=1 دارد و روی  xf دو مجان�ب ب�ه معادله ه�ای  x
x

( ) −=
−
1
2

تاب�ع 

) نزولی است، زیرا , )+∞2 ) و  , )−∞ 2 بازه های 

 x xf x
x x

( )
( ) ( )

− − + −′ = = <
− −2 2
2 1 1 0
2 2

پس نمودار تابع f به صورت زیر است و دو نمودار یکدیگر را در دو نقطه قطع می کنند.

2111 f توجه کنید.ن1زگ -11 ′ به جدول تعیین علامت تابع   2

 x x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

+ − + − − +′ = =
+ +

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1

1 1

 
x

f x

f

( )

−∞ − − − + +∞

′ − + −

1 2 1 2

0 0

  

] صعودی اس�ت و حداکثر مقدار  , ]− − − +1 2 1 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

2 است. 2 b برابر  a−

2121 fD و ن1زگ -11 k( , ]= −∞ ابتدا توجه کنید که   1

 
k xf x  

k x k x

f x k x x k  

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥ −

1 2 11
2 2

10 2 1
4

b برابر  a− k نزولی است و بیشترین مقدار   k[ , ]− 1
4

بنابراین تابع f روی بازۀ 

1 است.
4

با 

2131 ابتدا دامنۀ تابع f را به دست می آوریم:ن1زگ -11  1
x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ <2 22 0 2 2 2 1 1 1 2

 است. 

x x

f x x x

x x

( )

+ − ≤ <
= + ≤ <


+ ≤ <

1 1 0

2 0 1

1 1 2

بنابراین ضابطۀ تابع f به صورت 

نم�ودار تاب�ع f به ش�کل روبه رو اس�ت و 
مشخص اس�ت که این تابع فقط در نقطۀ 

x=1 مینیمم نسبی دارد.

2141 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x a x x x x ax af x
x a x a

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

+ + − + − − −′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2

چون تابع f همه جا مشتق پذیر است، برای اینکه دو نقطۀ اکسترمم نسبی داشته 
x دو جواب متمایز داشته باشد: ax a− − =2 0 باشد، باید معادلۀ 

 a a∆> ⇒ + >20 4 0
، همواره درست است. a>0 که چون 

2151 x=0 ط�ول نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع ن1زگ -11 توج�ه کنید که   1
: f ( )′ =0 0 مشتق پذیر f است. پس 

 f x x ax b f b b( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =34 2 0 0 0 0 0

 f از طرف دیگر، عرض نقاط مینیمم نسبی تابع . f x x ax( )= + +4 2 بنابراین1
3− است. ابتدا طول این نقاط را به دست می آوریم: برابر 

 
f x x ax

ax x a x       x       a

( )

( ) , ,

′ = + =

−+ = ⇒ = =± <

3

2

4 2 0

2 2 0 0 0
2

 a a af   a a( )−± =− ⇒ − + =− ⇒ = ⇒ =−
2 2 23 1 3 16 4

2 4 2
بنابراین  

± است. 2 پس طول نقاط مینیمم نسبی تابع 
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2161 ب�ه نم�ودار تاب�ع f توج�ه ن1زگ -11  1
 x=0 کنی�د. واض�ح اس�ت ک�ه اگ�ر تاب�ع f در 
مینیمم نس�بی داش�ته باش�د ولی مینیم�م مطلق 
. دقت کنید که اگر  k< <0 4 نداشته باشد، باید 
x=0 مینیم�م مطل�ق  ، آن گاه تاب�ع f در  k≤0
 x=0 در   f تاب�ع  آن گاه   ، k≥4 اگ�ر  و  دارد 

ماکزیمم نسبی دارد.

2171 توج�ه کنید که ط�ول نقطه ه�ای A و B صفرهای تابع f ن1زگ -11  1
A برابر مجموع صفرهای تابع درجۀ دوم f است: Bx x+ هس�تند، در نتیجه 

، آن گاه mg x
m

( ) −=
−2

2 3
2

. اگر  A B
m mx x

m m
− −+ =− =
− −2 2

3 2 2 3
2 2

m m m m mg x
m m

g x m m m m 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

− − − − + −′ = =
− −

′ = ⇒ − + = ⇒ = =

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 3 2 6 4
2 2

0 3 2 0 1 2

f مثبت می ش�ود و در نتیجه  x2 در ضابطۀ تابع  ، آن گاه ضریب  m=2 اگ�ر 
f پایین ترین نقطه دارد که چنین نیست. بنابراین m=1 و کمترین  نمودار تابع 

مقدار تابع g به ازای m=1 به دست می آید و برابر است با ۱.

2181 x باش�د. در این ن1زگ -11 D براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ   3
C روی خ�ط  x اس�ت و چ�ون نقط�ۀ  C ه�م براب�ر  ص�ورت، ط�ول نقط�ۀ 
−x اس�ت. اکنون توجه  +4 C برابر  y اس�ت، پس عرض نقط�ۀ  x=− +4
B روی خط  −x اس�ت، و چون نقطۀ  +4 B هم برابر  کنی�د ک�ه عرض نقطۀ 
−x اس�ت. به ای�ن ترتیب طول  B برابر  y اس�ت، پ�س طول نقطۀ  x= +4

. بنابراین AD x=2 −x است، در نتیجه  A نیز برابر  نقطۀ 
ABCD x x®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )= −2 4

f را به دس�ت آوریم. چون  x x x( ) ( )= −2 4 بنابراین باید بیش�ترین مقدار تابع 
. x=2 ، آن گاه  f x( )′ =0 ، پس اگر  f x x( )′ = −8 4

بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار تاب�ع f، یعن�ی بیش�ترین مقدار مس�احت مس�تطیل 
. × × =2 2 2 8 x=2 به دست می آید و برابر است با  ABCD به ازای 

2191 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  1

 

f x x x x x x

f x x x x x

x x x x

( ) cos sin cos sin cos

( ) cos sin ( sin ) sin

( sin sin ) ( sin )( sin )

′ = − = −

′′ = + = − +

= − + + = − +

2

2

2 2 2 2

2 2 2 21 2 2

2 2 1 21 1 2
 . x xsin , ( , )+ > ∈ π1 2 0 0 −xsin و  ≥1 0 اکن�ون توجه کنید که هم�واره 

 . x  ( , )∈ π0 f و  x( )′′ ≥0 بنابراین 
) رو به بالاست. , )π0 در نتیجه جهت تقعر نمودار تابع f روی بازۀ 

2201 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= + + ⇒ = +23 2 1 6 2

 ، f x( )′′ <0 ، آن گاه  x<− 1
3

−=x طول نقطۀ عطف تابع f اس�ت و اگر  1
3

پس در یک همس�ایگی چپ نقطۀ عطف، تقعر نمودار تابع رو به پایین اس�ت. به 
همین ترتیب در یک همسایگی راست نقطۀ عطف، تقعر نمودار رو به بالا است. 

 f ( )′ − =1 2
3 3

این شرایط در گزینه های )۱(، )۲( و )۴( وجود دارد که با توجه به 
گزینۀ )۲( درست است.

2211 از روی نمودار تابع f معلوم اس�ت ک�ه این تابع روی بازۀ ن1زگ -11  4
. اکنون توجه  f x( )′ <0 ) مش�تق پذیر و اکیداً نزولی است. بنابراین  , )− −3 1

کنید که چون مقادیر تابع f منفی اند، پس

 f x xf x f xy y x
x x

( ) ( ) ( )
, ( , )

′ −′= ⇒ = > ∈ − −
2

0 3 1

بنابراین تابع گزینۀ )۴( اکیداً صعودی است.
f است. x x( )=− −3 100 مثال نقض برای گزینه های دیگر تابع 

2221 f ن1زگ -11 تاب�ع  نم�ودار   4
به ص�ورت مقاب�ل اس�ت. ای�ن تاب�ع نه 
ماکزیمم نسبی دارد و نه مینیمم نسبی.

2231 . تابع f در ن1زگ -11 xf x
x x

( )
( )

−′ =
−

2

3 3 2
3 3

3 3
توج�ه کنید ک�ه   4

 x=−1 ±=x مش�تق ندارد و در نقطه های x=1 و  3 x=0 و  نقطه های 
مشتق آن صفر است. جدول تغییرات تابع f به صورت زیر است:

 

x

f x

f x
min max

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + + − −

3 1 0 1 3

0 0

     

3 است. 2 پس x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است و عرض این نقطه برابر 

2241 fD و تاب�ع f روی بازۀ ن1زگ -11 [ , ]= −2 2 ابت�دا توجه کنید که   3
) مشتق پذیر است و , )−2 2

 
x

x x xf x       f x x x
x x

x x x       x  (.¡.¡.ù)

( ) , ( )

,≥

− −′ ′= − = = ⇒ − =
− −

→ − = ⇒ = =−

2 2
2 2

0 2 2

41 0 4
4 4

4 2 2

)f را مقایسه کنیم تا بیشترین مقدار و کمترین  )2 )f و  )2  ، f( )−2 بنابراین باید 

)f و  )=2 2 2  ، f( )− =−2 2 ] پیدا ش�ود:  , ]−2 2 مق�دار تاب�ع f روی ب�ازۀ 

 −2 2 و کمترین مقدار آن برابر  2 . بنابراین بیش�ترین مقدار تابع برابر  f( )=2 2

− است. 2 است و نسبت بیشترین مقدار به کمترین مقدار تابع برابر 

2251 f ن1زگ -11 x x( ) | |= −3 1 ، آن گاه  x≥0 ابتدا توجه کنید که اگر   3

 f بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع . f x x x( ) | | | |= − − = +3 31 1 ، آن گاه  x<0و اگ�ر

به صورت مقابل اس�ت. پ�س در نقطه های x=1 و 
x=−1 تابع f مش�تق ندارد )نقطۀ گوشه ای( و در 
x=0 مشتق تابع f برابر صفر است. پس این  نقطۀ 

تابع سه نقطۀ بحرانی دارد.

ت
ن

ت
ن ت

ن
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2261 ، در نتیجهن1زگ -11 y x= −2 ، پس  x y+ =2 چون   2

x y x x x x( ) ( )+ = + − = − +3 3 3 3 22 2 3 6 4

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − +22 3 6 4 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 
کنید که

f x x x  f x x     ( ) ( ) ( ) , ( )′ ′= − = − = ⇒ =2 6 6 12 1 0 1

 .
x x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞ چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

. f( )=1 2 پس کمترین مقدار تابع f به ازای x=1 به دست می آید و برابر است با 

2271 فاصلۀ نقطه های مورد نظر برابر است بان1زگ -11  3

 x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 4 5 4 4

f را پی�دا کنیم. x x x( )= + +25 4 4  بنابرای�ن بای�د کمتری�ن مق�دار تاب�ع 
fD و  = توجه کنید که 

 xf x f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

10 4 20
52 5 4 4

 x=− 2
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای 
به دست می آید که برابر است با

 f( ) ( ) ( )− = − + − + =22 2 2 45 4 4
5 5 5 5

2281 ارتف�اع مکعب حاصل مس�اوی x اس�ت. ط�ول و عرض ن1زگ -11  4
. توجه کنید که xl´\e= 2 قاعدۀ آن را با l نمایش می دهیم. در این صورت 

x l l x x x´\e ( )+ = ⇒ = − ⇒ = − 22 30 30 2 30 2

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − 230 2 بنابراین باید ماکزیمم مطلق تابع 

f x x x x f x x x

f x x x x x

x x x x 

( ) ( )

( )

( )( ) ,

′= − + ⇒ = − +

′ = ⇒ − + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

3 2 2

2 2

4 120 900 12 240 900

0 12 240 900 0 20 75 0

5 15 0 5 15

x=15 حجم جعبه  توجه کنی�د که به ازای 
برابر صفر می شود، در نتیجه بیشترین مقدار 

x=5 به دست می آید. تابع f به ازای 

2291 ،  1نیزگ 1 f x x x( ) ( )= + −
1
31 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

. از طرف دیگر، f x x( ) ( )
−

′′ =− −
5
32 1

9
f و  x x( ) ( )

−
′ = + −

2
311 1

3

 
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
− +→ →

′ ′= =+∞
1 1

f در  ′′ بنابرای�ن نم�ودار تابع f در نقطۀ به طول ۱ خ�ط مماس قائم دارد و چون 
x=1 تغیی�ر علام�ت می دهد، پس طول نقط�ۀ عطف نمودار تاب�ع f برابر ۱ و 

. f( )=1 1 عرض آن نیز برابر است با 

2301 f همه جا مثبت اند، پس جهت تقعر تابع f  1نیزگ 1 ′′ چون مقادیر   1
 رو ب�ه بالا اس�ت. توجه کنید که نموداره�ای گزینه های )۲( و )۳( این  روی 
ویژگی را ندارد. گزینۀ )۴( نیز درس�ت نیس�ت چون مشتق دوم تابع خطی برابر 

صفر است. بنابراین گزینۀ )۱( درست است.

2311 از روی شکل زیر معلوم می شود کهن1زگ -11  2

 A      B[ , ] ( , ], [ , ] { }′ ′= − = − −3 3 7 9 3 1 9   

. A B  ( , ] ( , )′ ′− = −1 3 7 9 بنابراین از روی شکل زیر معلوم می شود که 

A عبارت اند از صفر، ۱، ۲، ۳ و 8 ،  B′ ′− بنابرای�ن، عددهای صحیح در مجموع�ۀ 
که مجموعشان می شود ۱۴.

2321 a و در نتیجه ن1زگ -11 a<2 a یک بازه اس�ت، پس  a( , )2 چون   2

a≤−2 اش�تراک بازه های  . از روی ش�کل های زیر معلوم اس�ت که اگر  a<0
a تهی است: a( , )2 ] و  , )−2 4

  
 ، a− < <2 0 . از روی ش�کل های زی�ر معلوم اس�ت ک�ه اگر  a>−2 بنابرای�ن 

a تهی نیست. a( , )2 ] و  , )−2 4 اشتراک بازه های 

  

2331 A )ش�کل ن1زگ -11 A B A B( ) ( )= −   ابتدا توجه کنید که   4
زیر را ببینید(. 

. A [ , ]= −2 3 از روی شکل زیر معلوم می شود که 

2341 اگ�ر از مجموعه ای نامتناهی تعدادی متناهی عضو حذف ن1زگ -11  3
B نامتناهی  A− کنی�م، مجموعه ای که به دس�ت می آید نامتناهی اس�ت. پس 

است. بقیۀ گزینه ها ممکن است متناهی باشند.

، آن گاه B    { , , , }= 2 3 4  A و  { }= 1  ، U= گزینۀ 1( اگر 

A B′− =∅

A نیز متناهی است. B′− گزینۀ 2( چون A متناهی است، پس 

 . B A′ ′− =∅ ، آن گاه  B= A و  { }= 1  ، U= گزینۀ 4( اگر 
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2351 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  4

 
n A n A

n A
n A

( ) ( )
( )

( )

′= ′⇒ =
=

3
4

12
 

در نتیجه،
 n U n A n A( ) ( ) ( )′= + = + =12 4 16  

اکنون توجه کنید که
 n U n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= + ⇒ = + ⇒ =16 7 9  

2361 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1
n A   n An A n A n U n A  n A( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′=′+ = → = ⇒ =2 26 13

از طرف دیگر،
n A B n A n B n A B n B n A B

n B n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + − ⇒ = + −

− = ⇒ − =

14 13

1 1

  



2371 توجه کنید کهن1زگ -11  2

 
n A B n B A n A n A B n B n A B

n A n B n A B n B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − ⇒ − = −

= − = −

2 2 2

2 2 5

 



بنابراین

 
n A n B

n A n B
n A n B

  

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

= − ⇒ = =
= +

2 5
11 8

3
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =11 8 5 14  در نتیجه 

2381 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
n A n U n A

n B n U n B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ = − = − =

′ = − = − =

23 10 13

23 7 16
 

. n A B n A( ) ( )′ ′ ′≤ =13 اکنون توجه کنید که 

2391 فرض می کنیم تعداد دانش آموزان کلاس برابر x باش�د. ن1زگ -11   3
همچنین، فرض می کنیم A و B به ترتیب مجموعۀ کسانی باشند که به فیزیک 
.از  n B x( ) /=0 7 n و  A x( ) /=0 6 و ریاضی�ات علاقه دارند. در این صورت 
ط�رف دیگر، چون هر دانش آموز کلاس حداقل به یک�ی از درس های فیزیک یا 
A است،  B ریاضی علاقه مند است، پس مجموعۀ دانش آموزان کلاس برابر 

. به این ترتیب،  n A B x( )= در نتیجه، 

 
n A B n A n B n A B

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

/ /

= + −

= + − ⇒ =0 6 0 7 6 20

 

 

2401 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه من�دان ب�ه ریاض�ی و ن1زگ -11  3
B مجموعۀ علاقه مندان به فیزیک باشد. اگر تعداد کسانی که به این دو درس 

علاقه مند نیستند x باشد، آن گاه
n A B n A n B n A B

x n A B x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

− = + − ⇒ − = −120 105 95 120 200

 

 

n حداقل باش�د و با توجه به  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +80 پس 
n برابر با 80 است. A B( ) ؛ پس حداقل مقدار  x=0 اینکه x≥0 است، باید 

2411 تعداد نقاط روی ش�کل )۱( برابر ۵ است و در هر مرحله ۴ ن1زگ -11  2
 n( )− ×1 4 اُم به تعداد  n نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می شود. پس در مرحلۀ 
، یعنی شکل  n n( )− + = +4 1 5 4 نقطه به ۵ نقطۀ شکل )۱( اضافه شده است: 1

n+4 نقطه دارد. پس شکل پانزدهم ۶۱ نقطه دارد. 1 اُم  n

2421 na مقادیری از n را پیدا می کنیم که به ازای ن1زگ -11 >0 از شرط   2
na مثبت است: آن ها 

 na n n n n( )> ⇒ − > ⇒ − >20 95 0 95 0  

. بنابراین 9۴  n≤94 ، یعنی  n<95 ، در نتیجه  n− >95 0 ، پس  n>0 چون 
جملۀ دنباله مثبت هستند.

2431 فرض کنید قدرنسبت این دنباله d باشد. بنابراینن1زگ -11  4
a a a d a d a d a a( )= ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =5 10 1 1 1 15 152 4 2 9 14 0 0 15 0

2441 جملۀ وسط، واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است:ن1زگ -11  3

a a a a a a

a a a a a

a a a a  (.¡.¡.ù)

log log ( ) log ( ) log ( ( )) log ( )

( )

,

+ = + ⇒ = +

= + ⇒ = + +

− − = ⇒ = =−

2
2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

16 2 3 4 16 3 4

16 3 4 16 9 24 16

47 24 16 0 4
7

2451 na به ترتیب برابر ن1زگ -11 n= −2 3 جمله های اول و دوم دنبالۀ   3
) است. اگر جملۀ  )− − − =−4 1 3 4− اس�ت. پس قدرنسبت آن برابر  1− و 
5− تبدیل می ش�ود و اگر قدرنس�بت را ۶ واحد  اول را ۴ واحد کاهش دهیم، به 
 , , ,− −5 2 1 افزایش دهیم، به ۳ تبدیل می ش�ود. پس دنبالۀ حسابی جدید 

nb اس�ت،  n n( )=− + − = −5 3 1 3 8 اس�ت که جمل�ۀ عمومی آن به صورت 
b است. = × − =21 3 21 8 55 پس جملۀ بیست و یکم دنبالۀ جدید 

2461 پان�زده ن1زگ -11 ، حاصل ض�رب  r= ÷ =11 2
2

و   a =1
1
2

چ�ون   4

جملۀ اول دنباله برابر است با

P a a r a r a r a r a r

( ) ( )

×
+ + + ×

×

= × × × = × = =

= = × =

14 15
1 2 1414 15 15 15 7 1521 1 1 1 1 1

15 7 15 15 105 901 12 2 2
2 2





2471 می دانیم اگر دنباله ای هم حس�ابی و هم هندس�ی باش�د ن1زگ -11  4
جمله های آن با هم برابرند، پس هر سه جمله باید برابر باشند. در نتیجه

 y x x− = + = −9 2 3 3 1  
. x y+ =24 ، پس  y=20 x=4 و  بنابراین 

2481 a1 ن1زگ -11 توجه کنید که اگر قدرنسبت دنباله r و جملۀ اول آن   3
باشد، آن گاه 

 
a a a r a r a r r

a a a r a r a r r

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 2 2 2
5 3 1 1 1

7 5 5 2
8 6 1 1 1

96 96 1 96 1

12 12 1 12 2
 

طرفین تساوی  )۲( را بر طرفین تساوی )۱( تقسیم می کنیم:

 
a r r

r r
a r r

( )

( )

−
= ⇒ = ⇒ =

−

5 2
1 3

2 2
1

1 12 1 1
96 8 21

 

پس 

 a r r a a( ) ( )( )− = ⇒ − = ⇒ =−2 2
1 1 1

1 11 96 1 96 512
4 4

 

بنابراین

a a r ( )= =− =−4 4
5 1

1512 32
2
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2491 چ�ون تعداد جمله های هر دس�ته برابر ش�مارۀ آن دس�ته  1نیزگ 1  3
+ عدد استفاده شده  + + +1 2 3 29 است، برای نوشتن ۲9 دستۀ نخست از 

. پس برای نوشتن ۲9 دستۀ  ×+ + + + = =29 301 2 3 29 435
2

 است. چون 

نخس�ت، از نخس�تین ۴۳۵ عدد فرد استفاده شده اس�ت. پس جملۀ اول دستۀ 
)اُمین عدد فرد است. از  )+436 29 سی اُم، ۴۳۶اُمین عدد فرد و جملۀ آخر آن 

na است، پس n= −2 طرف دیگر، جملۀ عمومی عددهای فرد به صورت 1

 a a ( ) ( ) ( ) ( )+ = − + − = + − = =465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1 2 900 1800

2501 a1 و قدرنسبت را q فرض کنیم،  1نیزگ 1 اگر جملۀ اول دنباله را   4
آن گاه

 
a q a q

S S
q q

      

( ) ( )
,

− −
= = = =

− −

5 10
1 1

5 10
1 1

8 264
1 1

 

پس

 

a q
q qq q

a q q q
q

q q

( )

( )( )

( )

−
− +− −

= ⇒ = ⇒ =
− − −

−

= ⇒ =

10
1

5 510

5 5 5
1

5

1
1 11 1264 33 33

81 1 1
1

32 2

 

بنابراین

 
a q a

S a
q
( ) ( )− −

= = ⇒ = ⇒ =
− −

5
1 1

5 1
1 32 1 88 8

1 2 1 31
 

 . a a q= = × =6 6
7 1

8 5122
31 31

در نتیجه 

2511 1× را که در چهار گوشۀ شکل ها حذف شده ن1زگ -11 اگر ۴ مربع 1  3
 n( )+2 اُم یک مربع بزرگ داریم که  n است به شکل ها اضافه کنیم، در مرحلۀ 

1× در هر س�تون دارد. پس مساحت  )n مربع 1 )+2 1× در هر س�طر و  مربع 1

اُم برابر است با  n )n است. بنابراین مساحت شکل  )+ 22 آن 

 n n n( )+ − = +2 22 4 4  

. + × =28 4 8 96 پس مساحت شکل هشتم برابر است با 
2521 y ن1زگ -11 x x=− + +22 19 بیش�ترین مقدار تاب�ع درجۀ دوم 1  2

19 عددی طبیعی نیس�ت، 
4

x به دس�ت می آید. چون  /= =19 4 75
4

ب�ه ازای 

a5 است، که برابر است با  ها،  na بزرگ ترین مقدار در میان 

a =− + + =5 50 95 1 46

2531 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 n
na

n
−< < ⇒ < <
+

9 11 9 2 1 11
10 10 10 2 10

 

اکنون توجه کنید که

 
n n n n

n
n n n n

n

(1)

(2)

−< ⇒ + < − ⇒ >
+

− < ⇒ − < + ⇒ <
+

9 2 1 289 18 20 10
10 2 11
2 1 11 3220 10 11 22

2 10 9

 

تنها عدد طبیعی که در شرط های )۱( و )۲( صدق می کند، ۳ است.
2541 . بنابراین از رابطۀ ن1زگ -11 a a=−7 3 ، پس  a a+ =3 7 0 چون   3

a به دست می آید a+ =2 2
3 7 128

 a a a a a a( )+ − = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3128 128 64 8  

.
a a

d
− − −= = =−
−

7 3 8 8 4
7 3 4

، آن گاه  a =−7 8 a و  =3 8 اگر 

.
a a

d ( )− − −
= = =

−
7 3 8 8 4
7 3 4

، آن گاه  a =7 8 a و  =−3 8 اگر 

2551 توجه کنید که ن1زگ -11  2

 
y  

x x x

y y y

sin cos

tan cot >

= α+ α⇒ = ⇒ =

= α α⇒ = → =

2 2

02 2 2 2

12 2 1
2

1 1
 

. x y+ =3
2

بنابراین 

2561 اگر قدرنسبت دنباله را با r نشان دهیم، آن گاهن1زگ -11  1

 r r= = ⇒ =3 32 64 4
1
2

 

. xyz=2 . بنابراین  z=8 y=2 و   ، x=1
8

در نتیجه 

2571 فرض کنید قدرنس�بت دنبالۀ هندس�ی r و جملۀ اول آن ن1زگ -11  1
 a r1  ، a1 a1 باشند. در این صورت جمله های اول، دوم و چهارم آن به ترتیب 
a هس�تند. چون این اعداد جمله های متوالی یک دنبالۀ حس�ابی هستند،  r31 و 

a واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است: r1 پس جملۀ 

a r a a r r r r r

r r r r r r r r r( ) ( ) ( )( )

= + ⇒ + = ⇒ − + =

− − + = − − − = ⇒ − + − =

3 3 3
1 1 1

3 2 2

2 1 2 2 1 0

1 1 1 0 1 1 0
، در نتیجه r≠1 چون دنبالۀ هندسی غیرثابت است، پس

 r r r r   (.¡.¡.ù),− + − −+ − = ⇒ = =2 1 5 1 51 0
2 2

 

 r − −= 1 5
2

توجه کنید که قدرنسبت دنبالۀ هندسی عددی مثبت است، پس 
قابل قبول نیست.

2581 اگ�ر قدر نس�بت دنبال�ۀ حس�ابی براب�ر d باش�د، آن گاه ن1زگ -11  3
. در نتیجه c b d= + a و b d= −

 a b c b d b b d b+ + = ⇒ − + + + = ⇒ =15 15 5  
a دنباله ای هندسی است، پس  b   c, ,+ + +8 6 4 از طرف دیگر، چون 

 
b a c d d

d d d d d d

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

+ = + + ⇒ = − + + +

= − + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

6 8 4 11 5 8 5 4

121 13 9 4 4 0 2 0 2
 

. ac=21 c=7 و  a=3 و  بنابراین 
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2591 راه حل اول مس�احت قس�مت های رنگ ش�ده پس از n  1نیزگ 1  2
مرحله برابر است با

 
n

n n
a a a aS a a

(( ) )
( )

−
= + + + + = × = −

−

2 2 2 2 2 2
1 1 1

12 2 1
2 4 8 12 21

2

  

بنابراین

 
n n

n
n

S a a a

n

( )> ⇒ − > ⇒ − >

< ⇒ > ⇒ ≥

2 2 2999 1 999 1 9991 1
1000 1000 10002 2

1 1 2 1000 10
10002

 

یعنی باید حداقل ده مرحله رنگ آمیزی انجام شود. 
راه حل دوم مساحت باقی مانده )رنگ نشده( پس از n مرحله رنگ آمیزی برابر 

. بنابراین
n

aS=
2

2
است با 

 n
n

a a n≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥
2 21 2 1000 10

10002
 

2601 مجموع ده جملۀ اول دنبالۀ حسابی برابر است با 1نیزگ 1  3

 S a a( )= + × = +10
10 2 9 2 10 90
2

 

مجموع ده جملۀ اول دنبالۀ هندسی برابر است با

 S ( )× −′ = = − =
−

10
10

10
1 2 1 2 1 1023

2 1
 

بنابراین
 a a /+ = ⇒ =10 90 1023 93 3  

2611 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 x x x x x x x x x x
x x

xx x

−
= = = = =

11 1 2 12 133 63 3 3 663 2
6 1 11

6 22

 

2621 توجه کنید کهن1زگ -11  2

( )
+ −+ −

= = = = =
1 1 1 11 1 12 4 1 15 5

3 6 2 6 242 24 24 24 84 1 12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

بنابراین

 x x= ⇒ =
5 5 5

4 58 8 42 2  

4 برسانیم، به دست می آید
5

اگر دو طرف این تساوی را به توان 

 x x x( ) = ⇒ = ⇒ =
5 4 1
8 5 22 2 2  

2631 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 a a a a a
a a a

( )( )− − − += = − +
2 2 4 2 2

2 2 2
4 1 5 4 45

از طرف دیگر، اگر دو طرف فرض مسئله را به توان دو برسانیم، نتیجه می شود

 a
a

+ + =2 2
2
4 4 25

. در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با a
a

+ = −2 2
2
4 25 4 بنابراین 

 − − = − =225 4 5 625 9 616

2641 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 a b a b aba b a b
b a ab ab

( )(( ) )+ + −++ = =
22 2 3 3 3

از طرف دیگر،

 
a b

ab ( )( )

+ = + + − =

= + − = − =

3 3 3 3 6

3 3 3 3 9 3 6

. a b
b a

( )−
+ = =

2 2 6 36 18 18
6

بنابراین 

راه حل دوم

a
b

b
a

( ) ( )( )

( )( )

( )

( ) ( )( )

( )( )

( )

+ + ++= = =
− − − +

+ + + += = = +
−

− − −−= = =
+ + + −

− + + −= = = −
−

22

22

3 3 12 6 3 3 312 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3

36 12 18 3 18 54 30 3 9 5 3
9 3 6

3 3 12 6 3 3 312 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3

36 12 18 3 18 54 30 3 9 5 3
9 3 6

. a b
b a
+ =

2 2
18 بنابراین 

2651 دو طرف تساوی داده شده را به توان سه می رسانیم:ن1زگ -11  2

a a a a a a

a a a

a a a

( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − − − + × − + − − =

+ − − − − × =

− − = ⇒ − =− ⇒ =

3 3 3 3 3 33 3 3

3 2

3 32 2 2

9 9 3 9 9 9 9 3

9 9 3 81 3 27

18 9 81 27 81 1 80
2661 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  1

x xxf x
x x x x x x x x x x

x x x
xx x x x

( )( )
( )

( )( ) ( )( ( ) )

( )( )( )

( )(( )( ))

− +−= =
+ − + − + − + −

− + +
= =

+ − +

4 48

3 6 4 2 2 4 2 2

2 2 4

2 2 4

1 11
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

 . f( )− =−2 3
3 2

بنابراین 

راه حل دوم توجه کنید که

 x x xf x
xx x x x x x x x x

( )
( )( ) (( ) ) ( )

− − −= = = =
+ − + − − −

8 8 8

2 6 4 2 2 4 8
1 1 1 1

1 1 1 1
که در اینجا از اتحاد زیر استفاده کرده ایم:

x x x x x x x x

x

( )( ) ( )(( ) ( ) )

(( ) )

+ − + − = + − + −

= −

2 6 4 2 2 2 3 2 2 2

2 4

1 1 1 1

1

. f( )− =−2 3
3 2

بنابراین 

2671 می توان نوشتن1زگ -11  3

 

x x y y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− + − − = − + − − +

= − − − = − − − − + −

= − + + −

2 2 2 2

2 2

2 4 3 2 1 4 4

1 2 1 2 1 2

1 3
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2681 . در این ص�ورت عبارت مورد نظر ن1زگ -11 t=3 2 ف�رض کنید   1

. t tt t t
t t t t t t

( )( )

( )( )

− ++ − −= = = = −
+ + − + + −

2 2 3
2 2 3

1 11 1 1 4 1
11 1 1 1

برابر است با 

2691 x−4 ن1زگ -11 P بر  x( )−3 باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   2
تس�اوی  در  اگ�ر   . P( )=1 6 بنابرای�ن   . P P( ) ( )− =4 3 1 ب�ا  اس�ت  براب�ر 

، به دست می آید x=−2 P قرار دهیم  x x mx mx( )+ = − + +3 23 2

 P m m m( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + = ⇒ =−3 21 2 2 2 2 6 2  

2701 x+2 ن1زگ -11 P بر  x( ) چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   1
Q بر  x( ) . باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای  P( )− =2 10 برابر ۱0 اس�ت، پس 
)Q را حس�اب کنی�م. اگر در  )2 . بنابراین باید  Q( )2 x−2 براب�ر اس�ت ب�ا 

، به دست می آید  x=−1 P قرار دهیم  x x Q x( ) ( ) ( )− = − −1 3 2 1 تساوی 
PP Q Q ( )

( ) ( ) ( )
−

− = ⇒ = = =
2 102 5 2 2 2

5 5

2711 . بنابراینن1زگ -11 ( )+ = +6 35 2 5 2 توجه کنید که   1

( )

( )

( )( )

+ × −+ × − =
+ +

= + × − = + × −

= + − = − =

36 33

6 6

3 3 36 2

33

5 2 5 25 2 5 2
5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 4 1

2721 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 a b c            , ,= = = = ×
11 1 2 1
62 3 3 32 4 2 2 3  

. از طرف  c b= × < × = × = =
1 11 1 1 1 2
6 63 3 3 3 32 3 2 4 2 2 2 اکنون توجه کنید که  

، بنابراین باید a و c را مقایسه کنیم. توجه کنید که b a> دیگر، 

 c a= × > × = = =
1 1 31 1 1
6 6 63 3 22 3 2 2 2 2  

. a c b< < بنابراین 
راه حل دوم توجه کنید که

 a b c            , , ( )= = = =
1 1 2 1
2 3 3 32 4 2 2 3  

هر سه عدد را به توان شش می رسانیم )مخرج مشترک توان ها(:

 
a b

c

      ( ) , ( )

(( ) ) ( )

= = = = = =

= = =

1 2
6 6 3 6 6 42 3

1
6 6 23

2 2 8 2 2 16

2 3 2 3 12

 

. a c b< < ، b و c مثبت هستند، پس  a a و چون  c b< <6 6 6 پس 

2731 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  2
 a ab bc ca a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

از طرف دیگر،

 
a b

a b b c a c
b c

( ) ( )
+ = ⇒ + − − = − ⇒ + =−
− =

8
8 11 3

11

 . ( )× − =−8 3 24 بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

. در این صورت b=0 راه حل دوم فرض کنید 

 
a b a

b c c

+ = ⇒ =


− = ⇒ =−

8 8

11 11
 

. a ab bc ca+ + + = − =−2 64 88 24 بنابراین 

2741 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

( )

( )( )

( )( )

− + = ⇒ − − =

− − + − =

− − = ⇒ − − =

6 6

6

3 6 2
به این ترتیب

 
a b c

a a
a b c

 + − = ⇒ = ⇒ =
 − − =

3 252 5
42

 a b c b c a− + = ⇒ − = −6 6 راه حل دوم توجه کنید که  
: a−6 b در معادلۀ دوم قرار می دهیم  c− به جای 

 

a a a a

a a a

a a a

´ÃºIwnÂ¶ »j ·H¼U ¾M

+ − = ⇒ − = −

→ − = − +

= ⇒ = ⇒ =

6 3 6 3

6 9 6

5 256 15
2 4

2751 توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
a a

aa

a a a a
a a aa

( )

( ) ( )( )

+ = + − = − =

+ = + − + = − × =

2 2
2

3 3
3

1 1 2 9 2 7

1 1 1 13 27 3 3 18
 

اکنون می توان نوشت

 
a a a a

aa a a

a a
a a

( )( )+ + = + + +

× = + + ⇒ + =

2 3 5
2 3 5

5 5
5 5

1 1 1 1

1 17 18 3 123
 

2761 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a  

a a
aa

a a
a a

( )

( ) >

+ = ⇒ + − =

+ = → + =

2 2
2

02

4 223 2 23
4 2

2 225 5
2 2

اکنون اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به دست می آید

 

a a a
a aa

a a
a a

( )( )( )+ + + =

+ + × = ⇒ + =

3 3
3

3 3

3 3

8 2 23 5
8 2 2

8 83 5 125 110
8 8

2771 ، آن گاه ن1زگ -11 y x x= + +2 1 اگر فرض کنیم   1

x x x x y y y y y y( )( ) ( ) ( )( )+ + + + − = + − = + − = − +2 2 21 2 12 1 12 12 3 4
از طرف دیگر،

 y x x x x       y x x( )( ),− = + − = − + + = + +2 23 2 1 2 4 5
y+4 درجۀ دوم اس�ت و ریش�ه ای ندارد، پس تجزیه نمی ش�ود. بنابراین  چون 

x هستند.  x+ +2 5 x+2 و   ، x−1 عامل های عبارت مورد نظر
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2781 . در این ن1زگ -11 A ( )= − +1 7 1 4 7
3

ف�رض می کنی�م   3
صورت،

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= − + = + − +

= − + = − =

2 21 17 1 4 7 7 1 2 7 4 7
9 9
2 24 7 4 7 16 7 2
9 9

 

 . A= 2 چون A عددی مثبت است، 
2791 توجه کنید کهن1زگ -11  4

( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

= =
− + − − + − − +

+ −
= = + −

− −

2 2 2
1 3 2 6 1 3 2 1 3 1 3 1 2

21 3 1 2 1 3 1 2
1 3 1 2

2801 x−2 ن1زگ -11 P بر  x( )−1 چون باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای   1
. در نتیجه  P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر ۱۲ است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  
x+2 برابر است  P بر  x( )+1 از طرف دیگر، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای 

. اکنون توجه کنید که  P P( ) ( )− + = −2 1 1 با  
 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  

بنابراین باقی ماندۀ مورد نظر برابر ۲۲ است.

2811 ، ن1زگ -11 x= = × =
1 1 4

7 3 7 21 213 3 3 3 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
بنابراین

x x ( )= = =
21 4 21

4 21 4 21 43 3  

2821 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 = × × = × × =
1 1 51 1 1 13 4 3 36 6 93 12 3 182 4 4 2 4 4 2 2 2 2

بنابراین

× = × =
5 43 4 93 9 92 4 4 16 2 2 2

2831 توجه کنید کهن1زگ -11  4

 

a ab a b
b

b b a b a
a

a b a b a b

−−

−−

= =

= =

= =

1 3
3 2 2

3

2 52 3 2 5 3 33
5

7 514 10
12 14 10 6 612 12

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a b b a a b a b a b
− + − + +− −

= × = =
7 5 1 5 7 3 2 51 3 2 5

0 06 6 2 3 6 2 3 62 2 3 3 1

2841 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
x xx x x x−− − − −+ = ⇒ + = ⇒ + =1 1 3 33 3 2 2 3 3 6
3 3

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می آید
x x x x x x

x x

− − −

−

+ + × × = ⇒ + + =

+ =

2 23 3 2 3 3 36 9 9 2 36

9 9 34

2851 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2

 b a b a( ) + −= + − = − =17 3 17 317
2 2

 

. به این ترتیب، ab=2 a و  b− =3 بنابراین 

 a b ab a b a b ab ab( )(( ) ) ( )− + = − − + + = + + =3 3 29 3 9 3 9 6 18 63  

2861 81− ضرب ن1زگ -11 2 اگ�ر دو ط�رف تس�اوی داده ش�ده را در   2
کنیم، به دست می آید 

 

x

x

x x

x x
x

x x

( )( )( )( )

( )( )( )

( )( )

( ) ( )

−+ + + − =
−

−+ + − =
−

− −+ − = ⇒ − =
− −

−− = ⇒ − = − ⇒ =
−

= ⇒ = =

84 8 8
3

84 4
3

8 8

3 3

8 8 83 3
3

83 16 16 48 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2
1

1 21 2 1 2 1 2
1

1 2 1 21 2 1 2 1 2
1 1

1 21 1 2 1 2
1

2 2 4

2871 ابتدا همۀ ریشه ها را به ریشۀ ششم تبدیل می کنیم:ن1زگ -11  1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

+ × − × − = + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = =

6 63 6 63 2

6 63 2 3 3

66 63 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 1 1

2881  را گویا می کنیم:ن1زگ -11
+ +
1

3 2 1
ابتدا مخرج کسر   2

 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − + −= × =
+ + + + + − + −

+ − + − + − −= = = ×
+ + − + + −

+ − − + − −
= =

−

+ − − − + − += =

2
1 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 6 2
3 2 2 6 1 2 6 2 2 6 2 6 2

3 2 1 6 2 3 2 1 6 2
2 6 4 4

3 2 2 3 6 2 3 2 2 2 2 6 2
4 4

 

در نتیجه
− − + −− = − =

+ +
1 2 6 2 6 2 2 6 1

4 4 4 23 2 1

2891 می توان نوشتن1زگ -11  3

x y x y xy x y xy x y xy

xy x y xy x y xy x y

( )

( ) ( ) ( )( )

− − − + = − + − + +

= − − + = − − − − + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 1 2 1 2

1 1 1

2901 x−2 بخش پذیر است، ن1زگ -11 P بر  x( )+1 چون چندجمله ای   3
 P x ax x a( )− = − +21 2 . اکنون اگر در تس�اوی  P P( ) ( )+ = =2 1 3 0 پ�س 

، به دست می آید x=−2 قرار دهیم 

P a a a( ) ( ) ( )= − − − + = ⇒ =−2 13 2 2 2 0
3



)79(

2911 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
  

( ) ( ) × ×× ×

+

× = × = ×

= × = = =

1 41 10
5 63 10 4 10 4 2 6 2 63 5 3 5

2 1 2 1
13 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

 

2921 توجه کنید که ن1زگ -11  2

 
      

  

× × ×

×

= × × =

= × =

1 1 1 17
3 4 2 3 2 4 3 2 24

1 1 3
4 4 2 4 8

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

 

.
  −

= = =

17 17 3 124 324 8 3
3
8

2 2 2 2

2

در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با 

2931 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2

 
  

a a a a

( )

( )

+
× × ×

× ×

= × = × = =

= × = × =

1 1 1 1 1 2 7
3 5 23 5 3 3 5 3 3 5 3 15

1 1 1 1 3 1
5 3 35 3 5 5 3 5 5 15

3 9 3 9 3 3 3 3

27 27 3 3

 

بنابراین از فرض نتیجه می شود

 
  

a a
− −−

= ⇒ = = =
7 3 1 1 7 3 7 9 2
15 5 15 15 15 5 15 153 3 3 3 3  

. پس a −= 23 اگر دو طرف این تساوی را به توان ۱۵ برسانیم نتیجه می شود 

 a a ( )
− −−= = = = = =

1 1 2 1
4 24 4 4 2 1 33 3 3

33
 

2941 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
a b c

a b c a b c
a b c

( )
 + + = ⇒ + + = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 3 23
4 56 14

2 3 33

بنابراین

a b c a b c ab bc ca( ) ( )+ + = + + + + + = + =2 2 2 2 2 14 22 36
 . a b c| |+ + =6 در نتیجه 

2951 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a b aba b a b

( )( )− = − + +
3 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1

از طرف دیگر،

 ab
a b ab aba b

( )+ = ⇒ − + = ⇒ + = ⇒ =2
2 2
1 1 1 1 2 23 3 1 3 1

.
a b

( )− = + =
3 3
1 1 1 3 1 4 در نتیجه 

2961 توجه کنید کهن1زگ -11  1

 
a b a b a b a b

a b a b

( ) ( )

( )( )

+ = + + +

= + + ⇒ + =

2 2 3 6 6 2 2 2 2

6 6 6 6

3

6 6 3 1 6 3 6
 

در نتیجه

 a b a b a b

a b a b

( )+ = + +

× = + + ⇒ + =

6 6 2 12 12 6 6

12 12 12 12

2

9 6 2 52
 

2971 راه حل اول توجه کنید کهن1زگ -11  3

 
x x x x x

x x x x x( ) ( ) ( )( )

+ + = + + +

= + + + = + +

10 5 10 5 5

5 5 5 5 5

15 13 2 15 3 10 2

3 5 1 2 5 1 5 1 3 2

x عامل عبارت مورد نظر است و بقیه نیستند. +55 بنابراین 1
، بنابراین y x= 5 راه حل دوم فرض کنید 

x x y y y y( )( )+ + = + + = + +10 5 215 13 2 15 13 2 5 1 3 2

x تجزیه می ش�ود و  x( )( )+ +5 55 1 3 2 در نتیجه عبارت مورد نظر به صورت 

)x عاملی از آن است. )+55 1

2981 . در ای�ن ن1زگ -11 A ( )= + −11 7 9 77 ف�رض کنی�د  2
صورت،

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= + − = + + −

= + − = − =

2 211 7 9 77 11 7 2 77 9 77

2 9 77 9 77 2 81 77 8
 

. A=2 2 پس، چون A مثبت است، 

2991 بنابر اتحاد چاق و لاغر،ن1زگ -11  3

 x x x x x( ) ( )( )− = − = − + +18 6 3 6 12 61 1 1 1  
از طرف دیگر،

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

12 6 12 6 6 6 2 3 2

6 3 6 3

1 2 1 1

1 1
 

 . x x
x x x x( )( )

− = −
+ + − +

18 6
6 3 6 3

1 1
1 1

پس 

3001 P و ن1زگ -11 x( )−2 چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای های 1  4
3− است، پس Q بر x+1 به ترتیب برابر ۳ و  x x( )+

 P P       Q Q( ) ( ) , ( ) ( )− − = ⇒ − = − − =− ⇒ − =−2 1 1 3 1 2 1 1 3 1 2
x بر  P x Q x( ) ( ) ( )− − + −3 1 3 2 بنابرای�ن باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای 

x−2 برابر است با
P Q P Q( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − + − =− − + − =− − =−2 3 1 2 3 4 1 1 2 2 4

3011 −x در می آید که ن1زگ -11 =2 0 ، معادله به ص�ورت  m=0 اگ�ر   3
، باید مقدار دلتای معادله برابر صفر باشد، یعنی m≠0 یک جواب دارد. اگر 

 m m m∆= − = ⇒ = ⇒ =±2 2 1 14 16 0
4 2

 

بنابراین به ازای سه مقدار m ، معادله فقط یک جواب دارد.

3021 β عدد کوچک تر باشد. ن1زگ -11 α عدد بزرگ تر و  فرض کنید   3
β جواب های معادلۀ  α و  αβ=−2. بنابراین  α+β=4 و  در این ص�ورت 

.β= −2 6 =α و  +2 6 x هستند. در نتیجه  x− − =2 4 2 0
بنابراین

( )

( )( )

+α + += = = =− −
β −− − +

22 62 6 10 4 6 5 2 6
4 62 6 2 6 2 6

3031 . پسن1زگ -11 x x =−1 2 13 x و  x+ =−1 2 8 توجه کنید که   2
x x

x x x x x x
( )

( )

+ + − ++ = = =
+ + + + + − − +

1 2

1 2 1 2 1 2

41 1 8 4 4
2 2 2 4 13 16 4 25

 



فصل سیزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
)80(

3041 α+β=8 ن1زگ -11 β جواب های معادله باشند، آن گاه  α و  اگر   2
=α. از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای به دس�ت آم�ده نتیج�ه می ش�ود  β+2 4 و 

 . m=80
9

، پس  mαβ= β=4. از طرف دیگر 
3

α=20 و 
3

3051 ، آن گاه معادل�ۀ م�ورد نظر ن1زگ -11 x t− =2 4 اگ�ر ف�رض کنی�م   1
t ضرب کنیم، آن گاه t( )+1 . اگر دو طرف این معادله را در 

t t
+ =
+

4 5 2
1

می شود 

 
t t t t t t t t

t t t t

( ) ( )

,

+ + = + ⇒ + + = +

− − = ⇒ =− =

2

2

4 1 5 2 1 4 4 5 2 2

12 7 4 0 4
2

، آن گاه  t=− 1
2

اگر 

 x x x− =− ⇒ = ⇒ =±2 21 7 74
2 2 2

، آن گاه  t=4 اگر 
 x x x− = ⇒ = ⇒ =±2 24 4 8 8

بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر ۲8 است.

3061 ۲۵ کیلوگرم از محلول اولیه شکر و ۷۵ کیلوگرم آن آب است. ن1زگ -11  2
اگ�ر یک س�وم از آب را تبخی�ر کنیم، ۵0 کیلوگرم آب باقی می مان�د. اگر x کیلوگرم 
x+75 می شود. پس x+25 و وزن محلول  شکر به آن اضافه کنیم، وزن شکر 

x x x x
x

+ = = ⇒ + = + ⇒ =
+

25 50 1 50 2 75 25
75 100 2

یعنی باید ۲۵ کیلوگرم شکر به آن اضافه کنیم.
3071 x می نویسیم ن1زگ -11 x− = + −2 1 2 2 معادله را به صورت   2

و دو طرف آن را به توان دو می رسانیم:
 x x x x x− = + − + − ⇒ − = −4 4 4 2 4 2 3 6 4 2

دوباره دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم:

 
x x x x x

x x x x( )( ) ,

+ − = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 29 36 36 16 32 9 52 68 0

342 9 34 0 2
9

هر دو جواب به دست آمده در معادلۀ اصلی صدق می کنند، پس معادله دو جواب دارد.
3081 طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و ساده می کنیم:ن1زگ -11  1

x x x x x x x x x− + + − = − ⇒ − = −2 22 1 2 2 1 3 1 2 2 1
x=0 جواب معادلۀ اصلی نیست، پس چون 

x x ( )− = −2 2 1 1 1
دوباره طرفین معادله را به توان دو می رسانیم:

x x x x x x   x( ) ,− = + − ⇒ − + = ⇒ = + = −2 24 2 1 1 2 10 5 0 5 2 5 5 2 5

x تا هم عبارت زیر رادیکال منفی نش�ود و   ≤ ≤1 1
2

) باید  )1 با توجه به تس�اوی 

=x قابل قبول  +5 2 5 ه�م حاصل عب�ارت رادیکالی منفی نش�ود. بنابرای�ن 
=x تنها جواب معادله است. −5 2 5 نیست و 

3091 ، پسن1زگ -11 P x( )=0  ، x=3 x=1 و  با توجه به اینکه در   2

P m m m n m n

P m m m n m m n

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − − − = ⇒ − − =

= ⇒ + − − − = ⇒ + − − =

2 2

2 2

1 0 12 2 0 2 12 0

3 0 9 3 12 2 0 3 8 2 36 0
اگر طرفین معادلۀ )۱( را از معادلۀ )۲( کم کنیم، نتیجه می شود

m m m m

m m m m   ( )( ) ,

+ − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 22 8 24 0 4 12 0

6 2 0 2 6

P مثبت است و جدول تعیین علامت  x( ) x2 در  ، آن گاه ضریب  m=2 اگر 
، آن گاه  m=−6 آن نمی تواند به صورت داده شده باشد. اگر 

m n n n− − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 12 0 36 2 12 0 12

3101 نامعادلۀ داده شده را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  4

x mx m x mx m x x
x x x x

x m x m

x x

( )

− − − − − + −− ≤ ⇒ ≤
− + − +

+ − + +
≥

− +

2 2 2

2 2

2

2

3 3 33 0 0
1 1

2 3 3 0
1

∆ منفی اس�ت و مقدار عب�ارت همواره مثبت  x مقدار  x− +2 1 ب�رای عبارت 
اس�ت. پس برای اینکه مقدار کس�ر بالا همواره نامنفی باشد، کافی است صورت 

x ضریب  m x m( )+ − + +22 3 3 آن همواره نامنفی باشد. یعنی برای عبارت 

∆ نامثبت باشد. پس x2 مثبت باشد )که هست( و 

m m m m m

m m m m m

( ) ( )

( )( )

∆= − − + ≤ ⇒ − + − − ≤

− − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 8 3 0 6 9 8 24 0

14 15 0 15 1 0 1 15
بنابراین حداکثر مقدار m برابر ۱۵ است.

3111 ب�رای اینک�ه معادله ریش�ۀ مضاعف داش�ته باش�د، باید ن1زگ -11  3
دلتای آن صفر باشد:

 k k k k k k k

k

( ) ( )∆= − − − = ⇒ − + − + =

=

2 2 22 8 4 7 0 4 32 64 4 28 0

16

x را می خواهی�م که چون  x− + =2 16 1 0 بنابرای�ن تع�داد جواب های معادل�ۀ 
=∆ این معادله دو جواب دارد. − = >256 4 252 0

3121 پ�س ن1زگ -11  ، x x =1 2 4 و   x x+ =1 2 6 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2

. از طرف دیگر، x x, >1 2 0

 

A x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x x

( )

( ) ( )

( ) ( )

= +

= + +

= + +

= + − + +

2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
3 3
1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

2

3 2

 

. A= − × × + × =36 3 4 6 2 4 4 160 بنابراین 
اکن�ون توجه کنید که چون جواب های معادل�ه عددهایی مثبت اند، پس عبارت 

مورد نظر هم مثبت است. بنابراین

x x x x+ = =1 1 2 2 160 4 10  

3131 . اکن�ون ن1زگ -11 x x =1 2 2 x و  x+ =1 2 8 توج�ه کنی�د ک�ه   3
مجموع و حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر را به دست می آوریم:

S x x x x
x x x x

x x
x x

x x

( )

( ) ( )

= − + − = + − +

+
= + − = − =−

1 2 1 2
2 1 1 2

1 2
1 2

1 2

3 3 3 3

3 3 88 4
2

 

P x x x x
x x x x

( )( )= − − = − − + = − + =1 2 1 2
2 1 1 2

3 3 9 9 13 3 2 6
2 2



)81(

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

x Sx P x x x x− + = ⇒ + + = ⇒ + + =2 2 210 4 0 2 8 1 0
2

3141 α جواب دیگ�ر معادل�ه باش�د. مجموع ن1زگ -11 ف�رض کنی�د   3
−m و حاصل ضرب آن ها برابر m است. پس 2 جواب ها برابر 

 
m

m

(1)

( (2))

α+ − =−

α − =

2 1 2

2 1
 

) به جای m در معادلۀ )۱( نتیجه می شود )α −2 1 از جای گذاری 

( )

( )( )
( )

α+ − =− α − ⇒α+ − =− α+ α

− +−− α= − ⇒α= =
−−

+ − − −= =

2 1 2 2 1 2 1 2 2

1 2 3 21 23 2 1 2
9 23 2

3 2 3 2 2 1 2 2
7 7

 

3151 . ن1زگ -11 x x x x( )( )+ = + − +3 21 1 1 ابت�دا دق�ت کنی�د که   1

x ضرب می کنیم: x x( ) ( )+ − +2 21 1 اکنون دو طرف معادله را در 

xx x x x

x x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

− + =
++ + − +

− + − + − + + + = ⇒ − + − =

2 2

2 2 3 2

2 2 1 0
11 1 1

2 1 2 1 1 1 0 2 2 1 0

واضح اس�ت ک�ه x=1 یک جواب معادله اس�ت. پس معادل�ۀ فوق به صورت 

x جواب ندارد، پس x=1 تنها  + =22 1 0 x است.معادلۀ  x( )( )− + =21 2 1 0
جواب معادلۀ مورد نظر است.

3161 معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  3

 

x a x x ax x a x
x x a x

ax ax x x ax a a x a x
a

( ) ( )( )
( )

( )

+ + = ⇒ + = + −
+ −

+ = − + − ⇒ + =− ⇒ =−
+

2

2 2

3 4 4 4 1
1

4 4 4 4 3 4
3 4

 ، a=0 ، آن گاه معادله جواب ندارد. همچنین اگر  a=− 4
3

واضح اس�ت که اگر 

 a− a برابر ۱ یا 
a

−
+3 4

x=0 که قابل قبول نیست. از طرف دیگر اگر  آن گاه 

)ریشه های مخرج کسر( شود، جواب به دست آمده قبول نیست:

 a aa       a a     a
a a

, ,− = ⇒ =− − =− ⇒ =− =
+ +

1 1 1 0
3 4 3 4

، صفر و 1− برای a معادلۀ مورد نظر جواب ندارد. − 4
3

بنابراین به ازای سه مقدار 

3171 دو طرف معادلۀ داده شده را به توان دو می رسانیم:ن1زگ -11  2

 x x x x x x x( ) ( )( )+ − = + ⇒ − − = ⇒ − + =4 2 4 2 2 22 5 1 6 0 3 2 0

، پس x + ≠2 2 0 چون 
 x x− = ⇒ =±2 3 0 3

−=x در معادله صدق نمی کند،  3 =x در معادله صدق می کند، اما  3

−=x سمت راست معادله منفی است و سمت چپ آن مثبت  3 زیرا به ازای 
است. پس معادله فقط یک جواب دارد.

3181 x ن1زگ -11 x− + =3 34 24 3 0 به ص�ورت  را  معادل�ه  ابت�دا   2

به ص�ورت  معادل�ه  و   t x= 3 2 می کنی�م  ف�رض  اکن�ون  می نویس�یم. 

t=3 هستند. پس t=1 و  t در می آید. جواب های این معادله  t− + =2 4 3 0

 x x x x,= ⇒ =± = ⇒ =±3 32 21 1 3 27  
پس حاصل ضرب جواب های معادله برابر ۲۷ است.

3191 x را ن1زگ -11 x≤ −2 22 4 x و  x− ≤2 23 18 بای�د دو نامعادلۀ   2
حل کنیم و مجموعۀ جواب های آن ها را با هم اشتراک بگیریم

 
x x x x x

x x x x  xIÄ 

− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

≤ − ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ≤−

2 2 2 2

2 2 2

3 18 2 18 0 9 0 3 3

2 4 4 0 2 2
 

 [ , ] [ , ]− −3 2 2 3 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله های داده شده به صورت 
است که شامل چهار عدد صحیح است.

3201 نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  2

 
x x x xx
x x

x xx x
x x

( )( )

+ + − +− ≥ ⇒ ≥
− −

+ −− − ≤ ⇒ ≤
− −

2

2

6 6 40 0
4 4

1 65 6 0 0
4 4

 

اکنون به کمک تعیین علامت، مجموعۀ جواب های نامعادله را معین می کنیم.

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − +∞

+ −
− + − +

−

1 4 6

1 6 0 0
4

 

) است. بنابراین  , ] ( , ]−∞ −1 4 6 پس مجموعۀ جواب های نامعادله به صورت 
. a b+ =5 b=6 و در نتیجه  a=−1 و 

3211 . ن1زگ -11 x x x x( )( )+ − = − +22 5 3 2 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

 
x x x x x x

x x

|( )( )| | | | || | | |

| |(| | )

− + = + ⇒ − + = +

+ − − =

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

3 2 1 2 0
به این ترتیب

 
x x  

x x x

| |

| | ,

+ = ⇒ =−

− − = ⇒ − =± =− =

3 0 3

1 32 1 2 0 2 1 2
2 2

2− است. در نتیجه، مجموع جواب ها برابر با 

3221 معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن1زگ -11  1

 x x( )− =± −2 3 1

بنابراین

 
x x x x

x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ + − =

2 2

2 2

3 1 2 0 1

3 1 4 0 2

ه�ر دو معادل�ه دو ج�واب دارن�د و دو معادله جواب یکس�ان ندارن�د. مجموع 

جواب های معادلۀ )۱( برابر ۱ و مجموع جواب های معادلۀ )۲( برابر 1− است. 

بنابراین مجموع جواب های معادلۀ اصلی برابر صفر است.

ت
ن
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3231 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  3

 x x x x x x x| | | ( ) | | || |− − + = − − = − −2 24 8 16 4 4 4 4

از طرف دیگر،

 x x x x| | ( )− < ⇒− < − < ⇒ < < ⇒ < <2 5 3 3 2 5 3 2 2 8 1 4 1

. بنابراین عبارت مورد نظر  x x| | ( )− =− −4 4 ، در نتیجه  x− <4 0 بنابرای�ن 

. از طرف دیگر، بنابر نابرابری های )۱(، x x x| | | |+ − = −4 4 5 4 برابر است با 

 x x x> ⇒ > ⇒ − >1 5 5 5 4 1

 . x−5 4 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

|x صدق می کند.  |− <2 5 3 x=2 در نامعادلۀ  راه ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 

x=2 به دست می آوریم: بنابراین مقدار عبارت مورد نظر را به ازای 

 xA x x x A| | | |== − − + → = − − + =224 8 16 8 4 16 16 6  

x=2 برابر ۶ است. فقط مقدار گزینۀ )۳( به ازای 

3241 نامعادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن1زگ -11  4

 x x x x x x x x x| | | ( )| | || |− < ⇒ − < ⇒ − <2 3 2 3 2 3 2

x=0 جواب این نامعادله نیس�ت و x نمی تواند منفی باش�د.  معلوم اس�ت که 

x>0 و بنابراین 

 
x x x x x x x

x x

| | (| | ) | | | |− < ⇒ − − < ⇒ − − < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

3 2 3 2 0 3 2 0 3 2

2 3 2 1 5

 ، a=1 است، یعنی ( , )1 5 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

 . b a− =4 b=5 و 

3251 ، نتیجه می شود ن1زگ -11 x− ≤ ≤3 6 راه حل اول از   2

x− ≤ − ≤4 1 5

. بنابراین x| |≤ − ≤0 1 5 پس 

x x f x| | | | ( )| |− ≤ − − ≤− ⇒ ≤ − − ≤ ⇒ ≤ ≤8 1 8 3 3 1 8 8 3 8

پس حداقل مقدار تابع برابر ۳ و حداکثر مقدار آن 8 است و مجموع آن ها ۱۱ است.
راه حل دوم نمودار تابع را رس�م می کنیم. با توجه به شکل تابع، واضح است که 

 . f x( )≤ ≤3 8  ، x− ≤ ≤3 6 وقتی 

پس حداقل مقدار تابع برابر ۳ و حداکثر مقدار آن 8 است و مجموع آن ها ۱۱ است.

3261 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  1

 

x x x x x x

f x x x x x  x x x

x x x x x x

x x

x x

x x

( ) ( )

( )

 − + ≤ ≤
  = − − + < ≤ = − + < ≤ 
 − + > >  
 ≤
= − − + < ≤
 >

2 2

2 2

2 2

2

2

2

0 0
0 1 2 0 1

1 1

0
1 1 0 1

1

بنابراین نمودار تابع f به شکل روبه رو است.

3271 .ن1زگ -11 f( ) [ ] [ ]= − −120 120120
11 17

توجه کنید که   3
از طرف دیگر، 

      [ ] , [ ]< < ⇒ = − <− <− ⇒ − =−120 120 120 12010 11 10 8 7 8
11 11 17 17

 . f( ) ( )= − − =120 10 8 18 بنابراین 

3281 توجه کنید کهن1زگ -11  2

x x x x

f x x x x x

x x

( )

( ) ( )

− − − − ≤ < − − ≤ < 
  = − − ≤ < = − + ≤ < 
 
+ = =  

1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 1

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است:

3291 آن گاه ن1زگ -11 باش�د،  صحی�ح  ع�ددی   k اگ�ر  اول  راه ح��ل   1
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 x f x x x x[ ] ( ) ([ ] [ ])∈ ⇒ = + −2


نوش�ت  می ت�وان  پ�س   .
x x

x
x x

[ ]
[ ]

[ ]

− ∈− =
− − ∉ 1





دیگ�ر،  ط�رف  از 

 و نمودار تابع f به صورت زیر است:
x

f x
x x

( )
∈=

− ∉





2

0
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f همواره  x x x x( ) [[ ] ]= −2 ، بنابرای�ن تابع  x x[ ]≤ راه ح��ل دوم می دانیم 
نامثب�ت اس�ت. بنابرای�ن گزینه ه�ای )۳( و )۴( رد می ش�وند. از ط�رف دیگ�ر 

، پس گزینۀ )۲( هم رد می شود. f( )=0 0

3301 :ن1زگ -11 x−1 قرار می دهیم f در ضابطۀ x به جای  1

 
f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

− = − − − − − = − − + − +

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3

3311 ، معادلۀ مورد نظر می شودن1زگ -11 x≥−1 راه حل اول اگر   2
 x x x x x| | | | | || |+ − = + − = − =1 2 1 2 1 4

 x x        x x¡.¡.—(. ),− = ⇒ =− − =− ⇒ =1 4 3 1 4 5 بنابراین 

، معادلۀ مورد نظر می شود x<−1 اگر 
 x x x x x| | | ( ) | | || |+ − = − + − = + =1 2 1 2 3 1 4

 x( )− + =3 1 4 ، پس معادلۀ مورد نظر به صورت  x+ <3 1 که چون در این حالت 0

. بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد. x=− 5
3

است، یعنی 

راه حل دوم توجه کنید که 

 
x x x x x x

x x x       x x x    

| | | | | | ( )

,

| |+ − = ⇒ + − = ⇒ + = +

+ = + ⇒ =− + =− − ⇒ =−

1 2 4 1 2 4 1 4 2 1

51 4 2 3 1 4 2
3


 

x=−3 غیرقابل قبول است، چون در تساوی )۱( صدق نمی کند.( (

 
x x x x

x x x       x x x           

| | | | ( )

,

+ − =− ⇒ + =− +

+ =− + ⇒ = + = − ⇒ =

1 2 4 1 4 2 2

1 4 2 5 1 4 2 1 
 

)x=1 غیرقابل قبول است، چون در تساوی )۲( صدق نمی کند.(

3321 معادله را می توان به شکل زیر نوشتن1زگ -11  2

 
x k x k

x k x k

| | | | ( )

| | | | ( )

− =− ⇒ = −

− = ⇒ = +

4 4 1

4 4 2
 

برای اینکه معادلۀ اصلی جواب نداشته باشد، باید هر کدام از معادله های )۱( و )۲( 
 . k<−4 +k ، پس  <4 0 −k و  <4 0 جواب نداشته باشند. بنابراین بایستی 

3331 ابتدا توجه کنید کهن1زگ -11  2
 x x x| | | | | || |− − ≤ ⇒− ≤ − − ≤ ⇒− ≤− − ≤3 2 4 4 3 2 4 7 2 1

نابرابری سمت راست همواره درست است. بنابراین باید
 x x x x| | | |− ≤− − ⇒ − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤7 2 2 7 7 2 7 5 9

، … ، 8 و 9 در نامعادلۀ مورد نظر صدق  −4  ، −5 بنابرای�ن عددهای صحی�ح 
می کنند. تعداد این عددها ۱۵تاست.

3341 |x مثبت است، پسن1زگ -11 |−2 1 چون در اینجا   1
x x x x x x x
x

x x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

| | | | | |

( )( )

+ > ⇒ + > − → + + > − +
−

− − < ⇒ + − < ⇒− < <

2 2

2

2 1 2 2 1 4 4 4 4 1
2 1

13 8 3 0 3 1 3 0 3
3

x=1 صفر 
2

البته چون مخرج عبارت س�مت چپ نامعادلۀ م�ورد نظر به ازای 

1 در مجموع�ۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر نیس�ت. بنابراین 
2

می ش�ود، پس 

.( , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 مجموعۀ جواب های نامعادله می شود 

x بنویسیم    x| | | |+ > −2 2 1 راه حل دوم می توانیم نامعادلۀ موردنظر را به صورت 
که برای به دست آوردن مجموعۀ جواب های آن به صورت زیر عمل می کنیم:

x   x  x x x x

x x x x x x

x

| | | | ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( , )

+ > − ⇒ + > − ⇒ + − − >

+ + − + − + > ⇒ + − + >

∈ −

2 2 2 22 2 1 2 2 1 2 2 1 0

2 2 1 2 2 1 0 3 1 3 0

1 3
3

x=1 مخرج را صفر می کن�د، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادلۀ مورد نظر 
2

چ�ون 

) است. , ) ( , )− 1 1 1 3
3 2 2

 ) یا  , ) { }− −1 13
3 2

به صورت 

3351 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن1زگ -11  2

 
x x x

x x x  x

| |

( ) | | | | | |

+ + < + +

+ < + + ⇒ + < + +

2

2 2

2 1 2 1

1 2 1 1 2 1
، آن گاه t x| |= +1 اگر فرض کنیم 

 t t t t( )( )− − < ⇒ + − <2 2 0 1 2 0
 t− <2 0 ، پس باید نامعادلۀ  t+ >1 +t و در نتیجه 0 ≥1 ، بنابراین 1 t≥0 چون 

|x و در نتیجه  |+ <1 2 t<2 است، پس  را حل کنیم که جواب آن به صورت 

 x x− < + < ⇒− < <2 1 2 3 1
2− در مجموعۀ جواب های نامعادله قرار دارند. پس اعداد صحیح صفر، 1− و 

راه حل دوم دو حالت در نظر می گیریم:
، آن گاه x≤−1 حالت اول اگر 

xx x x x x x x≤−+ < − − ⇒ + < ⇒− < < →− < ≤−12 22 1 1 3 0 3 0 3 1
، آن گاه x>−1 حالت دوم اگر 

 
x

x x x x x x x x

x

( )( )

>−

+ < + + ⇒ + − < ⇒ + − < ⇒− < <

→− < <

2 2

1

2 1 1 2 0 2 1 0 2 1

1 1
 

، در نتیج�ه عددهای صحیحی ک�ه در نامعادلۀ مورد نظر  x− < <3 بنابرای�ن 1
. x=−2 x=−1 و   ، x=0 صدق می کنند عبارت اند از 

3361 .ن1زگ -11 a≥2 y باید  x x| | | |= − + −1 3 با توجه به نمودار تابع   4

3371 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه ن1زگ -11  4

. اکنون توجه کنید که xf x( ) [ ]= +1
2

. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

x x

f x x x

x x

( )

− + − ≤ < − ≤ < 
  = + ≤ < = ≤ < 
 
+ ≤ < ≤ <  

1 1 2 0 0 2 0

0 1 0 2 1 0 2

1 1 2 4 2 2 4

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است:
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3381 ]x عددی زوج باش�د، آن گاه ن1زگ -11 ] ابتدا توج�ه کنید که اگر   3

]x ع�ددی ف�رد باش�د، آن گاه  ] . اگ�ر  f x x( )= 2 ]x و در نتیج�ه  ]( )− =1 1

 ،( , )− −2 1 . یعنی تابع در بازه های  f x x( )=− 2 ]x و در نتیجه  ]( )− =−1 1

. بنابراین  f x x( )=− 2  ،  [ , )1 2 ]  و  , )−1 0 f و در بازه های  x x( )= 2  ،  [ , )0 1
نمودار تابع به شکل زیر است:

  

3391 . از ن1زگ -11 fD x x{ | [| |] }= − + ≥1 3 0 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه   4
طرف دیگر،

x x[| |] [| |]− + ≥ ⇒ + ≤1 3 0 3 1
|x نامنفی اس�ت، پس ج�زء صحیح آن نیز نامنفی اس�ت و چون در  |+3 چون 
|x از ۱ بیش�تر نیس�ت، پس یا صفر اس�ت یا ۱. اکنون  |+3 اینجا جزء صحیح 

توجه کنید که 
x  x   x  x

x

x  x  

x x
x    

x x

x  x x   

(1)

(2)

[| |] | | | |

[| |] | |

| |

| |

+ = ⇒ ≤ + < ⇒ + < ⇒− < + <

− < <−

+ = ⇒ ≤ + <

+ ≥ ≥−  + ≥ ⇒ ⇒ 
+ ≤− ≤−  

+ < ⇒− < + < ⇒− < <−

3 0 0 3 1 3 1 1 3 1

4 2

3 1 1 3 2

3 1 2
3 1

3 1 4

3 2 2 3 2 5 1
x  اشتراک جواب های )۱( و )۲(   | |≤ + <1 3 2 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

 .( , ] [ , )− − − −5 4 2 1 است، که می شود 

به این ترتیب، دامنۀ تابع f برابر است با
  ( , ) ( , ] [ , ) ( , )− − − − − − = − −4 2 5 4 2 1 5 1 

 . b a− =4 ، b=−1 و  a=−5 پس 

3401 ابتدا توجه کنید که ن1زگ -11  3

x a x a x a

a aa x a x

[ ]− −= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − <

+ ++ ≤ < + ⇒ ≤ <

3 33 3 4 6 3 8
2 2

6 86 3 8
3 3

a اس�ت. در  a[ , )+ +6 8
3 3

بنابراین، مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر بازۀ 

، آن گاه  a=−8 . توجه کنید که اگر  a=−8 ، یعنی  a+ =8 0
3

نتیجه، 

a+ −=6 2
3 3

3411 xy=3 را یک واحد به س�مت راس�ت ن1زگ -11 ابتدا نمودار تابع   1

xy به دست بیاید. سپس این نمودار را یک  −= 13 انتقال می دهیم تا نمودار تابع 

xy به دست بیاید. سپس  −= −13 1 واحد به پایین انتقال می دهیم تا نمودار تابع 
قرینۀ قس�متی از این نمودار را که پایین محور x اس�ت، نسبت به محور x رسم و 

قسمتی را که زیر محور x است، حذف می کنیم تا نمودار تابع f به دست بیاید.

3421 . در این صورت معادلۀ مورد نظر ن1زگ -11 x t=2 فرض می کنیم   4
می شود

 
x x x x

t t t t

( )

( )( )

+− × + = − × +

= − + = − − =

2 2

2

4 3 2 27 2 12 2 27

12 27 3 9 0

بنابراین 

 x xt      t( ), ( )= ⇒ = = ⇒ =1 23 2 3 1 9 2 9 2

 . x x+ =1 22 27 اگر تساوی های )۱( و )۲( را در هم ضرب کنیم، به دست می آید 

. x x< + <1 24 5 . در نتیجه  x x+< <1 24 52 2 2 بنابراین 

3431 با توجه به فرض های مسئله، ن1زگ -11  3

 f a b       f a b( ) , ( )= ⇒ + = = ⇒ + =21 1 1 2 7 7
اگر تساوی اول را از تساوی دوم کم کنیم، به دست می آید:

 a a a a,− − = ⇒ = =−2 6 0 3 2

. به این ترتیب  b a= − =−1 2 . در نتیجه  a=3 چون a باید مثبت باشد، پس 

، آن گاه f m( )− − =1 5
3

. اکنون توجه کنید که اگر  xf x( )= −3 2

m mf m m( )=− ⇒ − =− ⇒ =− + = ⇒ =−5 5 5 13 2 3 2 1
3 3 3 3

3441 . ن1زگ -11
x

x

x
f x

x
( )

 + <=
− >

2 1 0

2 1 0
ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   2

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

) است.  , )+∞0 پس برد تابع به صورت 
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3451 ) می گذرد، پسن1زگ -11 , )5 0 نمودار تابع از نقطۀ   3

 af b b b( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =45 0 5 3 0 5 3 1
5

 ( , )15 2 . نم�ودار تاب�ع از نقط�ۀ  af x x( ) log ( )= −4 3
5

ب�ه ای�ن ترتی�ب 

می گذرد، پس 

a af a a( ) log ( ) log= ⇒ × − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2415 2 15 3 2 9 2 9 3
5

. ab=12
5

بنابراین 

3461 با استفاده از ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن1زگ -11  1

b a

log log log log( )

(log log ) ( log log ) ( )

= = = ×

= + = + = +

1
4 3 24

3 2

1 172 72 72 2 3
4 4

1 1 12 3 3 2 2 3 3 2
4 4 4

3471 ، پسن1زگ -11 b
a

a
b

log
log

=1 چون   1

log log log
log log log

log ( ) log

+ + = + +

= × × = =

30 30 30
2 3 5

30 30

1 1 1 2 3 5
30 30 30

2 3 5 30 1

3481 x می نویسیم. ن1زگ -11
x

log log(log )− =1 2 معادله را به صورت   1

بنابراین 

x x x x
x

log log
log log log

log log log log
log

log log log loglog

− = ⇒ − = ⇒ = =
− −

+= = = = = + = +5

1 1 12 1 2
1 2 10 2

10 2 5 21 1 1 2 1
10 5 5 5 5
2

3491 راه حل اول از دو طرف معادل�ۀ مورد نظر در مبنای ۱0 ن1زگ -11  1
لگاریتم می گیریم:

x x x

x x

( ) log ( )log (log log ) log log

log log
log log loglog log

+ = − ⇒ − = +

= == = ⇒ = =
− −

1 2 1 5 5 2 2 5

1 15 1 110 1
10 4 1 2 22 5 10

2 4
راه حل دوم توجه کنید که

 x x x x x( )+ − −= ⇒ × = × ⇒ =1 1 1 52 5 2 2 5 5 10
2

از دو طرف این معادله در مبنای ۱0 لگاریتم می گیریم:

 

x xlog log
log log

log log log

= = ⇒ = =

= =
− −

5 1 110 1
2 5 10

2 4
1 1

10 4 1 2 2

3501 )xlog بامعنی ن1زگ -11 )−2 )xlog و  )+3 باید هر دو عبارت   1
 : xlog( )− ≠2 0 باشند و نیز 

 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠3 0 2 0 2 0

. از  x<2 −x نتیجه می شود  >2 0 x>−3 و از  +x نتیجه می ش�ود  >3 0 از 
. بنابراین  x=1 در نتیجه ، x− =2 ، آن گاه 1 xlog( )− =2 0 ط�رف دیگر اگر 

) است. , ) { }− −3 2 1 دامنۀ تابع f به صورت 

3511 . نم�ودار تابع ن1زگ -11 xf x( ) |( ) |= −1 2
2

ابت�دا توج�ه کنید که   4
به ترتیب زیر رسم می شود:

3521 =xy را رس�م ن1زگ -11 −1 2 y و  x| |= −2 1 نم�ودار تابع ه�ای   4
می کنیم. از روی شکل معلوم است دو نقطۀ تقاطع با طول های منفی وجود دارد.

3531 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن1زگ -11  1

 
x x x x x x

x x x

( ) ( )

( )

+ + + + + +

+ + +

− = − × ⇒ − = −

= ⇒ =

2 1 2 1 1 1

1 1 1

2 2 5 4 5 2 2 1 5 5 4

22 5 1
5

. پس معادله فقط یک جواب دارد. x=−1 +x و در نتیجه  =1 0 بنابراین 

3541 ، نامعادلۀ مورد نظر می شودن1زگ -11 x t( ) =2
3

اگر فرض کنیم   2

 t t t t( )( )+ − > ⇒ + − >2 2 8 4 20 0
3 9 3 3

، پس  xt ( )+ = + >4 2 4 0
3 3 3

چون 

 xt x( ) ( )
<

− > ⇒ > → <
2 1

1 32 2 20 1
3 3 3

. a=1 است، در نتیجه  ( , )−∞ 1 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 
3551 . پسن1زگ -11 f( )=0 )f و 1 )− =1 0 ابتدا توجه کنید که   2

 
f b b

f a b a

a a

( ) log

( ) log ( ) log ( )

= = ⇒ =

− = − + = ⇒ − + =

− + = ⇒ =

3

3 3

0 1 3

1 0 3 0

3 1 2

) اس�ت. پ�س  , )− +∞3
2

f و دامن�ۀ تاب�ع  x x( ) log ( )= +3 2 3 بنابرای�ن 

− است.  3
2

حداقل مقدار c برابر 
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3561 توجه کنید کهن1زگ -11  1

a
a

log log log
log log log log

log
log log log loglog log log

log log log
(log log ) log

−
− −= = = =
− − −

− − −= =
− − −

4
5

2 10 52 5 2 52 5 5
5 4 4 5 2 2 5 102 5

5 5
10 5 5 1 2

2 10 5 5 2 3
3571 توجه کنید که ن1زگ -11  1

 x yx       ylog log
log , log

log log
= ⇒ = = = ⇒ = =2 5

10 102 10 10 5 10 10
2 5

.
x y

log( )log log log
log log log

×++ = = = =
2 52 5 101 1 1

10 10 10
بنابراین 

3581 . معادله را به صورت ن1زگ -11 b bc aa clog log= توجه کنید که   2
زیر بازنویسی می کنیم:

x x x xlog log log log+ × = ⇒ × = ⇒ = =2 2 2 2 25 4 5 125 5 5 125 5 25 5
بنابراین 

 x xlog = ⇒ =2 2 4

. klog ( ) log+ = =2 24 8 3 k=4 و در نتیجه  پس 

3591 1 اکیداً نزولی و ن1زگ -11
2

توج�ه کنید که تابع لگاریتم در مبن�ای   2

تابع لگاریتم در مبنای ۳ اکیداً صعودی است. بنابراین 

 
x

x x x

log (log ( )) log

log ( ) log

+ <− =

+ > = ⇒ + > ⇒ >

1 3 1
2 2

3 3

1 1 2

1 2 9 1 9 8
بنابراین عددهای طبیعی ۱، ۲، … و 8 در نامعادلۀ مورد نظر صدق نمی کنند.

3601 . ن1زگ -11 x≠1 و x>0 برای اینکه لگاریتم ها بامعنی باشند باید   3
اکنون توجه کنید که 

 f xD x x x x{ | , , log log }= > ≠ + − ≥30 1 2 3 3 0

. x t
log =13 ، آن گاه  x tlog =3 اگر فرض کنیم 

در نتیجه 

 
xx

t tt tt
t t t

log log

( )( )

+ − ≥

− −− ++ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

3
2

2 3 3 0

1 22 3 23 0 0 0

 
t

t t
t

( )( )

−∞ +∞

− −
− + − +

0 1 2

1 2 0 0

. اکنون توجه کنید که  t≥2 >t یا  ≤0 1 بنابراین باید 
 t x x t x x    log , log< ≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥3 30 1 0 1 1 3 2 2 9

. a b+ =4 b=3 و   ، a=1 پس ، fD ( , ] [ , )= +∞1 3 9 بنابراین 

3611 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
+ +

= × × = =
11 1 12 3 4 19

4 3 62 8 24 245 5 5 5 5 5 5 5
و

 
+

= × = =
1 1 6 1 7

4 6 4 24 24 245 5 5 5 5 5

ت
ن

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

 
−

= = = =

19 19 7 12 124 24 24 24 2
7
24

5 5 5 5 5

5
3621 5 است، پس 1نیزگ 1

2
طول رأس سهمی برابر   1

a a− = ⇒ =−5 5
2 2

)f مساوی ۴ است. پس )0 مقدار 
 f b b b( )=− ⇒− = ⇒ =−0 4 4

. مجم�وع و حاصل ض�رب جواب ه�ای معادلۀ  f x x x( )= − +2 5 4 بنابرای�ن 
f به ترتیب برابر ۵ و ۴ هستند، پس مجموع جواب ها یک واحد بیشتر  x( )=0

از حاصل ضرب آن هاست.

3631 x می نویس�یم و  1نیزگ 1 x− = −3 2 معادل�ه را به صورت   2
طرفین آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ = +3 4 4 4 1 2
مجدداً طرفین را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x= + + ⇒ − + =2 216 1 4 4 4 12 1 0
مجم�وع جواب های معادلۀ بالا مورد نظر اس�ت که برابر ۳ اس�ت. )توجه کنید 
که معادله درجۀ دوم فوق دو جواب دارد که در معادلۀ اصلی صدق می کنند.(

3641 ابتدا تساوی داده شده را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3
sin( ) sin( )

cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α − π+α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π−α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2
2 3 6

5 5

. tan( ) cotπ−α = α=3 1
2 5

بنابراین 

3651 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x x x x
x x

x x x

sin cos sin cos cos sin
cos sin

sin cos tan

+ = ⇒ + = −
−

=− ⇒ =−

2 1 4 8
4

75 7
5

. xx
x

( )
tantan
tan ( )

−
= = =
− − −

2 2

72
2 3552

7 121 1
5

بنابراین 

3661 در نقاط�ی نمودار تابع f مح�ور طول ها را قطع می کند که 1نیزگ 1  2
، پس f x( )=0

 k kx      x x      k( ) ( )
cos , ,

+ π + π
= = ⇒ = ∈

2 1 2 13 0 3
2 6



) را می خواهیم، پس , )π π7
2 2

چون جواب های واقع در بازۀ 

 
kx

k k

( )+ ππ π π π< < ⇒ < <

< + < ⇒ < <

2 17 7
2 2 2 6 2
3 2 1 21 1 10

k=9 برای x هش�ت مقدار به دس�ت  ، ... و  k=3  ، k=2 بنابرای�ن ب�ه ازای 
می آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور طول هاست.
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3671 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن  1نیزگ 1 x<0 اگر   2
، آن گاه x>0 صدق می کنند. اگر 

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

IÄ

.¡.¡.ù

( )

( ) ( )

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >




− <− ⇒ + < ⇒ + < ⇒ + < ⇒ <−

2 2

2 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0 1

x=0 نیز جواب نامعادله نیست. بنابراین مجموعۀ جواب های  واضح اس�ت که
) اس�ت ک�ه می توانیم آن را به صورت  , ) ( , )−∞ +∞0 3 نامعادله به صورت 

. a b+ =3 b=3 و در نتیجه  a=0 و  ] بنویسیم. پس  , ]− 0 3

3681 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4

بنابراین
 fof f fD x D f x D x x x x{ | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − + ≤20 4 0 4 3 4

از طرف دیگر

 
x x x x x x

x x
x

x x
( )

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≥

 − ≥ ≥ + − ≥ ⇒ ⇒ 
− ≤− ≤ −  

2 2 2

2

3 4 1 4 1 4 4 3

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3
بنابراین

fofD x x x xIÄ{ | , }

[ , ] [ , ]

= ≤ ≤ ≥ + ≤ −

= − +

0 4 2 3 2 3

0 2 3 2 3 4

. ab= − =4 3 1 =b و  +2 3  ، a= −2 3 پس 
3691 ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را پیدا می کنیم 1نیزگ 1  4

 

y x x

x y x y

x y x y y y

,

( )

( ) | | ( )

= − − − ≤ ≤

− = − ⇒ − = −

= − − ⇒ = − − = −

2

2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 0

4 2 4 2

4 2 4 2 4

نتیج�ه در  و   x y y=− − 24 پ�س   ، x− ≤ ≤2 0 چ�ون 

. a b+ و در نتیجه1−= b=0 و  a=−1 بنابراین . f x x x( )− =− −1 24

3701 y را یک واحد به س�مت  1نیزگ 1 f x( )=4 2 اگ�ر نم�ودار تاب�ع   3
راست منتقل کنیم، نمودار تابع زیر به دست می آید:

 y f x f x( ( )) ( )= − = −4 2 1 4 2 2
 y f x( )= − +4 2 2 2 اگ�ر این نمودار را دو واحد به ب�الا منتقل کنیم، نمودار تابع 
به دس�ت می آی�د. اگ�ر ط�ول نق�اط ای�ن نم�ودار را نص�ف کنی�م، نم�ودار تاب�ع 
y رسم می شود و اگر عرض نقاط این نمودار را نصف کنیم،  f x( ( ) )= − +4 2 2 2 2

y رس�م می ش�ود. بنابرای�ن ضابطۀ تابعی که  f x( ( ) )= − +1 4 4 2 2
2

نمودار تابع 

y است. f x( )= − +2 4 2 نمودار آن رسم شده است به صورت 1
3711 شرایط زیر باید برقرار باشند: 1نیزگ 1  4

 
x x

x x

x x
/ / /log ( ) log ( ) log /

/ /

− > ⇒ >

− ≥ ⇒ − ≥

− ≤ ⇒ ≤
0 5 0 5 0 5

3 0 3

3 1 3 0 5

3 0 5 3 5
b و در نتیجه  /=3 5 a=3 و  ) است. پس  , / ]3 3 5 بنابراین دامنۀ تابع 

b a− =1
2

3721 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )− + − = − + − = − +3 2 2 21 1 1 1 1
اکنون اگر صورت و مخرج کس�ر داده ش�ده را در م�زدوج مخرج ضرب کنیم، 

معلوم می شود که حد مورد نظر برابر است با

 

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x x x
x x

x x x
x

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

( )( )

( )( ) ( )
lim

→

→

→

→

− + + +

− + + +

− + + +
=

− −

− + + +
=

− +

+ + + +
= = =

+

2 2

2 21

2 2

2 21

2 2

1

2 2

1

1 1 2 3 1

2 3 1 2 3 1

1 1 2 3 1
4 3 1

1 1 2 3 1
1 1

1 2 3 1 2 2 2 4
1 2

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 
x x

x x x x x
xx x
x

lim lim
→ →

− + − − += = =
− + − −

+

3 2 2

21 1
2

1 3 2 1 2 4
6 32 3 1 2 2

22 3 1
3731 نتیج�ه  1نیزگ 1 در  و   xcos −→0 آن گاه   ، x ( )+π→

2
اگ�ر   4

 را به دس�ت 
x x x( )

lim
sin sin+π→

−
− 2

2

1 . پ�س بای�د مق�دار  x[cos ]=−1

آوریم. حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و مقدار عبارت مخرج مثبت است، زیرا در 
>xsin برقرار است. بنابراین <0 1 ، نابرابری  π

2
یک همسایگی راست 

x
x x x x       

x x( )

sin sin sin ( sin ), lim
sin sin+π→

−− = − =−∞
−

2
2

2

11

3741 ابتدا توجه کنید که خطوط y=1 و y=−1 مجانب های  1نیزگ 1  2
افقی نمودار تابع f هس�تند. بنابراین باید نقاط تلاقی نمودار تابع f و این خطوط 

را مشخص کنیم:

 

xf x  x x
x

x x x    

x x x x

xf x  x x
x

x x x x

x x x    

.¡.¡.ù

.¡.¡.ù

( ) | |
| |

( )

( ) | |
| |

( )

= ⇒ = ⇒ − =
−

≥ ⇒ − = ⇒− =


< ⇒− − = ⇒ =−

=− ⇒ =− ⇒ − =−
−

≥ ⇒ − =− ⇒ =


< ⇒− − =− ⇒− =

1 1 2
2

0 2 2 0

0 2 1

1 1 2
2

0 2 1

0 2 2 0

f با خطوط مجانب  )B نقاط تلاقی نمودار تابع  , )−1 1 )A و  , )−1 1 بنابراین 
آن است.

3751 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x

x x

f a

f x x x x

f x x

( )

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

=

= − = − =

= + =
2 2 2

2 2

2

3 3 1 5

2 4

پس به ازای هیچ مقدار a حد چپ و حد راس�ت تابع نمی توانند با مقدار تابع در 
x=2 برابر باشند.
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3761 شرط لازم برای مشتق پذیری تابع در یک نقطه پیوستگی  1نیزگ 1  4
آن است:

 
x x

x x

f x f x

a x bx x

a b b a

lim ( ) lim ( )

lim ( cos ) lim ( )

+ −

+ −

→ →

→ →

=

+ π = +

− = + ⇒ =−

1 1
2

1 1
1

1 1
همچنین باید مشتق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ x=1 با هم برابر باشند:

 
x x

a x x
f x

bx x

f f x f f x b

b b

sin
( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )
+ −+ −

→ →

− π π >′ =
+ <

′ ′ ′ ′= = = = +

+ = ⇒ =−

1 1

1

2 1 1

1 0 1 2 1

12 1 0
2

. a=1
2

بنابراین 

3771   1نیزگ 1
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

با توج�ه به تعریف مش�تق، از   3

. از طرف دیگر، f( )=2 9 f و  ( )′ =32
2

نتیجه می شود 

 xf xg x f x
f x
( )

( ) ( )
( )

′
′ = +

2

. fg f
f
( )

( ) ( ) /
( )

′
′ = + = + =

2 2 32 2 3 3 5
62 2

بنابراین 

3781 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2

 x x x x xf x
x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

3 4 3

3 2 3 2
2 4 3 8

4 4
f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − − + −

3 4 0 2

0 0

] صعودی است و حداکثر مقدار a برابر ۲ است. , ]0 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

3791 ، بنابراین 1نیزگ 1 f x x x( ) ( )′′ = −12 2 توجه کنید که   2

 
x

f x

f

( )

−∞ +∞

′′ + − +

∪ ∩ ∪

0 2

0 0

از روی این جدول معلوم می شود که کمترین مقدار a برابر صفر و بیشترین مقدار 
b برابر ۲ است. a− b برابر ۲ است. بنابراین بیشترین مقدار 

3801 نمودار تابع f در مبدأ مختصات بر محور x مماس است،  1نیزگ 1  3

 .
f

f x x ax b b
( )

( )
′ =

′ = + + → =
0 03 24 3 0  : f ( )′ =0 0 پس 

4− ریشۀ تابع است، پس همچنین 

 f      f x x ax x x a a a( )
( ) ( ) ( ) ( )

− == + = + → − − + = ⇒ =4 04 3 3 34 4 0 4

. اکنون ریشه های تابع مشتق را به دست می آوریم: f x x x( )= +4 34 بنابراین 

 
x

f x x x x x
x

( ) ( )
=′ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒
=−

3 2 2 0
0 4 12 0 4 12 0

3

x=−3 طول نقطۀ مینیمم مطلق تابع است. مقدار مینیمم مطلق  مشخص است که 
. f( ) ( ) ( )− = − + − = − × =−4 33 3 4 3 81 4 27 27 تابع برابر است با 

ت
ن

3811 n استفاده کنیم،  1نیزگ 1
nS a n d( ( ) )= + −12 1
2

اگر از دستور   2

نتیجه می شود
 
S a d

S a d

( ( ) )

( ( ) )

= ⇒ = + −

= ⇒ = + −

7 1

18 1

784 84 2 7 1
2

18711 711 2 18 1
2

بنابراین
 

a d

a d

+ =


+ =

1

1

3 12

2 17 79

 . d=5 a و  =−1 3 اگر این دس�تگاه معادلات را حل کنیم، معلوم می ش�ود که 

 S a d( ( ) ) ( ( ) )= + − = − + × =11 1
11 112 11 1 2 3 10 5 242
2 2

بنابراین 

3821 ،  1نیزگ 1 a c a b b c( ) ( )− = − + − =8 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
همچنین،

ac b a c b b b a c acab ac bc b
a c a c a c

b a b c
a c

( ) ( ( ) )

( )( ) ( )( )

− + + − − − + +− + − = =
− − −

− − − − −
= = =

−

2 22

4 4 2
8

3831 .  1نیزگ 1 x x m= +1 2 2 1 و   x x+ =1 2 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   3
بنابراین

 
x x x

x x x

+ = =  ⇒ 
− = =  

1 2 1

1 2 2

3 1

3 1 2

در نتیجه

 x x m m= ⇒ + = ⇒ =1 2
12 2 1 2
2

3841 نامعادله را به صورت زیر می نویسیم 1نیزگ 1  1

 

x xx x
x x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +−< ⇒ + − < ⇒ <
+ + +

− +− + + < ⇒ >
+ +

2

9 5 31 5 9 5 0 0
3 9 3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توج�ه به ج�دول تعیی�ن علامت زی�ر، مجموعۀ ج�واب نامعادل�ه به صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − − +∞

− +
− + − +

+

4 3 6

6 4 0 0
3

. ab=−24 b=6 و   ، a=−4 پس 

3851 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

x x xcos sin cos( )π− = +2
4

بنابراین

 

x x

x k kx k

x k kx k

 

 

cos( ) cos( ) cos

,

,

π π π+ = ⇒ + = =

π π = π ∈+ = π+ ⇒  ππ π = π− ∈ + = π− 

12 1
4 4 42

22
4 4

22 24 4





. π3
2

π2 و  ] عبارتند از صفر،  , ]π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 

ت
ن



)89(

راه حل دوم معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:

 

x x xx x

x x x

x x x

x x x x

sin cos sin cos sin

sin (sin cos )

sin ,

sin cos

+ − = ⇒ + =

+ =

 = ⇒ = = π


π π =− ⇒ = ⇒ =

21 0 2 2 0
2 2 2

2 0
2 2 2

0 0 2
2

3 3
2 2 2 4 2

3861 ، آن گاه معادل�ه جواب ندارد.  1نیزگ 1 a>0 توجه کنی�د که اگر   1
، آن گاه a≤0 اگر 

 

x a a

x a a x x

x a a x a

| |

| | | |

| | | | ( )*

− − =−

− − =− − = ⇒ =  ⇒ 
− − = − =  

1

1 1 0 1

1 1 2

، آن گاه a=0 ) جواب ندارد. اگر  )* ، آن گاه معادلۀ  a<0 اگر 
 x x x| |− = ⇒ − = ⇒ =1 0 1 0 1

a≤0 معادله یک جواب دارد. بنابراین در حالتی که 

3871 ،  1نیزگ 1 gD { }= − −2 fD و  { }= − 1 توجه کنی�د که   2

بنابراین

fog g f
xD x x D g x D x x
x

{ | , ( ) } { | , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠
+

2 32 1
2

از طرف دیگر
 x x x x

x
− ≠ ⇒ − ≠ + ⇒ ≠
+

2 3 1 2 3 2 5
2

 . fogD x x x{ | , } { , }= ≠− ≠ = − −2 5 2 5 پس 

5 در دامنۀ تابع fog قرار ندارند که مجموع آن ها برابر ۳ است. 2− و  بنابراین 

3881 ) برخ�ورد می کنند،  1نیزگ 1 , )1 2 چ�ون ای�ن دو منحنی در نقطۀ   3

پس
f f a b a b

f f f a b a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

3

31

1 2 1 2 2 8

1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

8
7 15

2 1

 . a b+ =−3 6 بنابراین 

3891 راه حل اول اگر نمودار تابع f را نس�بت به محور عرض ها  1نیزگ 1  2
y به دس�ت می آی�د. اگر عرض نقاط نمودار  f x( )= − قرینه کنیم، نمودار تابع 

y به دس�ت می آید.  f x( )= −2 به دس�ت آم�ده را دو براب�ر کنیم، نم�ودار تابع 

 y f x( )= + −1 2 نمودار اخی�ر را یک واحد به بالا منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

به دست آید که به صورت شکل )۲( خواهد بود.

 y f x( )= −2   y f x( )= −  

 y f x( )= + −1 2  
. اگر شکل )۲( مربوط به  f f( ) ( )− = =−1 2 1 راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

. از طرف دیگر، g g( ) ( )− = =−2 1 1 تابع g باشد، آن گاه 

 
g x f x

g f

g f

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= + −

− = + = − =−

= + − = − =−

1 2

2 1 2 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1
g است. x f x( ) ( )= + −1 2 بنابراین شکل )۲( متعلق به تابع 

3901 alog نتیجه می شود 1نیزگ 1 =8 از تساوی   3

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =
3
2 3 22 2 2

2 3
بنابراین

 
a a

log log log log

(log log ) ( )

= = =

= − = − = −

3 10125 5 3 5 3
2

23 10 2 3 1 3 2
3

3911 چون حد مخرج صفر اس�ت و ح�د مورد نظر وجود دارد،  1نیزگ 1  2
00 در بیاید. در  پس حد صورت هم باید صفر باشد تا حد مورد نظر به صورت 

نتیجه
 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = ⇒ − + = ⇒ = −2
1

0 1 0 1

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم

 
x x

x

x x ax ax a
x xx x

x a a
x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− − +− + − =
− −− +

− += = −
−

2

21 1

1

1 11
1 2 12 3 1
1 2

2 1

بنابراین
 a a a− = − ⇒ =2 4 3

. a b+ =5 b=2 و در نتیجه  پس 

3921 x3 وجود  1نیزگ 1 اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ شامل   3
∞+ اس�ت. بنابراین باید  ∞− ی�ا  داش�ته باش�د، مق�دار حد مورد نظ�ر برابر 
، پس  a+ =1 0 x3 در ص�ورت کس�ر داده ش�ده صفر باش�د، یعن�ی  ضری�ب 

. در این صورت حد مورد نظر برابر است با a=−1

 
x

x x
bb x

lim
( )→−∞

− + −=
++ −

2

2
2 2

11 4

. a b+ =−3 . به این ترتیب  b=−2 ، یعنی 
b
− =
+
2 2
1

بنابراین 

3931 ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ x=1 همان  1نیزگ 1  3
f است. پس، ( )′ 1

 f x x mx f m m( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =−3 34 2 1 1 4 2 1 2
2
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3941 x=3 پیوسته است و  1نیزگ 1 تابع در   2

 

x x

x
f x x

x

f f
x

      

( )

( ) lim , ( ) lim
+ −+ −

→ →

 >′ = +
 <

′ ′= = = =
+3 3

1 3
2 1
1 3

1 13 3 1 1
42 1

بنابراین

h

h h

f h f h
h

f h f f h f
h h

f f

( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

+

+ +

→

→ →

+ −

+ − −

+ − − −
= +

−

′ ′= + = + =

0

0 0

3 3

3 3 3 3

1 53 3 1
4 4

توجه کنید که می توانیم از قاعدۀ هوپیتال نیز استفاده کنیم:

 h h

f h f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

+ +→ →

+ −

′ ′+ − − + + −
=

′ ′= + = + =

0 0

3 3 3 3
1

1 53 3 1
4 4

3951 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 f x x x x f x x f x x x x( ) ( ) ( )′ ′′= = ⇒ = ⇒ = =
1 7 5 3

3 2 2 2 27 35 35
2 4 4

 . f ( )′′ = × × =354 4 2 70
4

بنابراین 

3961 ، برای اینکه  1نیزگ 1 f x x x k( )′ = + +2 2 ابتدا توجه کنید که   1
تاب�ع اکی�داً صع�ودی باش�د بای�د مش�تق آن ب�ه ازای ه�ر x نامنف�ی باش�د:

. بنابراین x x k+ + ≥2 2 0
 k k∆= − ≤ ⇒ ≥4 4 0 1

3971 به ازای تمام مقادیر x، باید مشتق دوم تابع نامنفی باشد: 1نیزگ 1  4

 
f x x ax x

f x x ax

( )

( )

′ = + +

′′ = + +

3 2

2

4 3 3

12 6 3
برای اینکه این عبارت درجۀ دوم همواره مثبت باشد، باید

 a a a( )∆= − = − ≤ ⇒− ≤ ≤2 236 144 36 4 0 2 2

3981 می دانیم در تابع درجۀ سوم 1نیزگ 1  4
 f x ax bx cx d( )= + + +3 2

b است. پس bf
a a

( , ( ))− −
3 3

نقطۀ عطف به صورت 

 
b b a
a

f a b a b( )

− = ⇒ =−

− = ⇒ + − − =− ⇒ + =

1 3
3
2 1 3 1 2 2

به ص�ورت  تاب�ع  بنابرای�ن   ، b=3 و   a=−1 نتیج�ه  در 
f اس�ت؛ برای یافت�ن نقطۀ ماکزیمم نس�بی این  x x x x( )=− + − −3 23 3 1

تابع ابتدا مشتق تابع را پیدا می کنیم:
 f x x x x x x( ) ( ) ( )′ =− + − =− − + =− −2 2 23 6 3 3 2 1 3 1

. پس تابع اکیداً نزولی است و اکسترمم نسبی  f x( )′ مشخص است که همواره 0≥
ندارد.

3991 ب�ا توجه به ضابطۀ داده ش�ده می ت�وان نتیجه گرفت که  1نیزگ 1  2
y=2 است. بنابراین ) می گذرد، پس مجانب افقی تابع خط  , )0 2 تابع از نقطۀ 

 
x

f x a alim ( )
→±∞

= = ⇒ =2 2

 f x( )=0 x بر محور x مماس است، پس معادلۀ  bxf x
x

( ) + +=
+

2

2
2 8

4
همچنین تابع 

x bx b b
∆ =

+ + = → − = ⇒ =±
02 22 8 0 64 0 8 ریشۀ مضاعف دارد: 

چون نمودار تابع در نقطه ای به  طول مثبت بر محور x مماس است، می توان نتیجه 
. a b+ =−6 b=−8 قابل قبول است. بنابراین  . پس مقدار  b<0 گرفت 

4001 1− و ۵ برابر صفر اس�ت،  1نیزگ 1 f در نقطه های  ′ مق�دار تابع   1
 x در نقطه های به طول 1− و ۵ موازی محور f پ�س خط مم�اس بر نمودار تابع
f منفی اس�ت، پس  ′ ) علامت  , )+∞5 ) و  , )−∞ −1 اس�ت. روی بازه های 

 f ′ ) علامت  , )−1 5 f روی ای�ن بازه ها اکیداً نزولی اس�ت. روی ب�ازۀ  تاب�ع 

f روی این بازه اکیداً صعودی است. توجه کنید که فقط  مثبت است، پس تابع 
نمودار گزینۀ )۱( این ویژگی ها را دارد.

4011 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

S S a d a d

a d a d a d d a

( ) ( )= ⇒ + = × +

+ = + ⇒ =− ⇒ =−

20 12 1 1

1 1 1 1

20 123 2 19 3 2 11
2 2

20 190 36 198 16 8 2
 

a a d a a a= ⇒ + = ⇒ − = ⇒ =−3 1 1 1 16 2 6 4 6 2 از طرف دیگر، 
aپس

a a d
d

=− ⇒ = + =− + × =
=

1
10 1

2
9 2 9 4 34

4
 

4021 ابتدا مخرج کسرها را با استفاده از اتحادهای چاق و لاغر  1نیزگ 1  2
گویا می کنیم:

 
( )( )

( ) ( )

( )( )

− −= = = −
−+ + − + +

+ +
= = = +

+− + + − +

3 3 3
3 3 3 3 3

3 3
3

3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

3 2 1 3 2 13 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

. A= − + + =3 3 32 1 2 1 2 2 بنابراین 

4031 β جواب های معادلۀ زیر باشند،  1نیزگ 1 α و  اگر   3

x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0

 m n,α+β= − αβ= +2 3 2 2 آن گاه 

x باشند، آن گاه nx m− + + =2 1 0 x2 جواب های معادلۀ  x1 و  همچنین اگر 

 x x n x x m,+ = = +1 2 1 2 1

=xβ نتیجه می شود  +2 1 =xα و  +1 1 با توجه به 
 

x x

x x x x x x( )( )

α+β= + +

αβ= + + = + + +
1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 1 1

بنابراین
 

m n m n

n m n m n

− = + − =  ⇒ 
+ = + + + =  

2 3 2 2 5

2 2 1 1

 m m m n,− = ⇒ = =2 5 5 5 پس 

 . m n+ =10 بنابراین 



)91(

4041 t≥0 و  1نیزگ 1  ، x t=± ، آن گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م   1
معادله به شکل زیر درمی آید

 t mt m ( )*+ + − =2 22 1 0

در این معادله

m m( )∆= − − = >2 24 4 1 4 0  
) به ازای هر مق�دار m دو جواب حقیق�ی دارد. اگر هر دو  )* بنابرای�ن معادل�ۀ 
جواب این معادله منفی باشند، آن گاه معادلۀ اولیه جواب حقیقی نخواهد داشت. 

) باشند، باید )* t2 جواب های معادلۀ  t1 و  بنابراین اگر 

 
t t m m

t t m m mIÄ

+ < ⇒− < ⇒ >

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 1 0 1 1

، آن گاه معادلۀ اولیه جواب حقیقی ندارد. m>1 بنابراین اگر

4051 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

x x x x x xcos cos cos ( cos ) sin cos− = − = =2 4 2 2 2 2 11
8

بنابراین

 x x x xx x
x x x x

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

++ = + =
2 2 4 42 2
2 2 2 2

صورت کسر بالا را به صورت زیر ساده می کنیم:
x x x x x x

x x x x x x

sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos sin cos

+ + −

= + − = −

4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1

2 2

2 1 2


در نتیجه 

 x x x x
x x x x

sin cos sin cos

sin cos sin cos

−
+ −= = =

4 4 2 2

2 2 2 2

21
1 2 8 6

1
8

4061 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم 1نیزگ 1  3

x x

x x

x x
x x
x x x

x x

x x

tan tan tan tan

tan tan tan tan

tan tan
tan tan

( tan ) ( tan ) ( tan )

tan tan

tan tan

π π+ −
+ =−

π π− +

+ −+ =−
− +
+ + − =− −

+ =− +

= ⇒ =±

2 2 2

2 2

2

4 4 3
1 1

4 4
1 1 3
1 1
1 1 3 1

2 2 3 3

5 5
) دارد. , )π0 y معادله دو جواب در بازۀ  xtan= بنابراین با توجه به نمودار تابع 

4071 بنابرای�ن  1نیزگ 1  . a| |≤1 آن گاه   ، a− ≤ ≤1 1 اگ�ر  می دانی�م   4

x می نویسیم. بنابراین
x

| |− ≤
−
2 1
3

نامعادله را به صورت 

 

x x x x
x

x x x x x x x

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≤2 2 2 2

2 1 2 3 3
3

52 3 4 4 6 9
2

 ، a=5 ) مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , ]−∞ 5
2

بنابرای�ن 

. a b+ =7 . پس  b=2

4081 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 x x x
f x

x x x
( )

 − ≥=
− + ≤

2

2
2 2
2 2

پس نمودار تابع های f و g به صورت زیر اس�ت. کمترین طول نقطه های برخورد 

، پس a<1 برابر a است. چون 

 f x x x g x x( ) , ( )=− + =− +2 2 1

x به دست می آید: x x− + =− +2 2 1 مقدار a از حل معادلۀ 

 
x x

x           x.¡.¡.ù( ),

− + =

+ −= =

2 3 1 0

3 5 3 5
2 2

4091 مراحل رسم نمودار به صورت زیر است. 1نیزگ 1  1

 y x= +1   y x=  

 y x= − +1 1  y x=− +1  

 y x| |= − +1 1  
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4101 از  1نیزگ 1 پ�س  اس�ت،  صع�ودی  اکی�داً   f تاب�ع  چ�ون   1
f نتیجه می شود x f x( ) ( )− −− >1 1 24 3

x x x x x x x( )( )− > ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <2 24 3 4 3 0 1 3 0 1 3
بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله شامل عدد صحیح ۲ است.

4111 x را پیدا کنیم: 1نیزگ 1 xg x( ) +=2
2

، باید وارون تابع  x<0 اگر  3

 x xg x g x x( ) ( ) ,−= ⇒ = <13 2 0
2 3

x را پیدا کنیم: xh x( ) −=2
2

، باید وارون تابع  x≥0 اگر 

 xh x h x x x( ) ( ) ,−= ⇒ = ≥1 2 0
2

بنابراین وارون تابع به صورت زیر است:

 
x x

f x
x x

( )−
 <=
 ≥

1
2 0
3
2 0

. a b+ =7 b=3 و   ، a=4 x است. بنابراین  xf x | |
( )− +

=1 4 2
3

که همان 

4121 معادلۀ داده شده را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  4

 

x xxy xy
y y
x xxy xy
y y

xx y x y y x
y x

log ( ) log log ( ) log

log ( ) log log ( ) log ( )

log (( )( ) ) −

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 3 2 22 2

3 2
2 2 2 2

3 3 2 5 5
2 5

1 10 0
2 3

3 2 0 0

10 1

بنابراین
 x x xy x xlog log log−= =− =−5 5 5

4131  و ح�د م�ورد نظ�ر  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−∞

توج�ه کنی�د ک�ه 1=  3

00 است. اکنون توجه کنید که به صورت 

 x x

x

f x f x f x
f x f xf x f x
f x
f x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( ( ) )( ( ) )( ) ( )
( )

lim
( )

→−∞ →−∞

→−∞

− − +
=

− −− +
+ += = =
− −

2

2
1 1 1

1 2 12 3 1
1 1 1 2

2 1 2 1

4141 cos استفاده می کنیم 1نیزگ 1 sin− α= α21 2 2 از اتحاد   2

 x x

x

kx kx
x x

kx x k k k
kx x

cos( ) sin ( )
lim lim

cos sin

sinlim(( ) ( ) )
sin

→ →

→

−
=

−

= × × = × × =

2

20 0

2 2 2 2 2 2 2
0

1 2 2
1 2 2

1 1

. پس مجموع مقدارهای ممکن  k=2 k=0 یا  k و در نتیجه  k=2 2 بنابراین 
برای k برابر ۲ است.

4151 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x xx x
x xx x x x x x

( )( )

( )( )( )( )

− +− += =
− −− + − − − +

2

3 2 2
1 11 1

1 24 5 2 1 3 2
پس

 
x x

x x
x xx x x

lim lim
( )( )− −→ →

− += =+∞
− −− + −

2

3 21 1

1 1
1 24 5 2

4161 .  1نیزگ 1 −1 ابت�دا توجه کنید که ش�یب خ�ط d برابر اس�ت با   2
x=2 برابر 1− اس�ت.  بنابرای�ن ش�یب خط مماس ب�ر نمودار تابع f در نقطۀ 

. در نتیجه f ( )′ =−2 1 یعنی 

 g x f x g x f x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =

′ ′= = × × − =−

2 2

2 2 2 2 2 3 1 6

4171 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
h h

f h f f h f f
h h

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 3 2 2 3 23 3 2
5 5 3 5

. بنابراین مقدار مورد نظر  f ( )′ =2 10 ، پس  f x x( )′ = −23 2 از ط�رف دیگر، 

. × =3 10 6
5

برابر است با 

4181 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
g x f x xf x

g x f x f x xf x f x xf x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

′ ′= +

′′ ′ ′ ′′ ′ ′′= + + = +2
 . g f f( ) ( ) ( )′′ ′ ′′= + = + =2 2 2 2 2 4 4 8 بنابراین 

4191 fD و 1نیزگ 1 [ , ]= 3 5 توجه کنید که   4

 
f x

x x
f x x x x x x

( )

( )

′ = −
− −

′ = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =

1 1
2 3 2 5
0 3 5 3 5 4

) نقطۀ بحرانی تابع f است و مجموع طول و عرض آن برابر ۶ است. , )4 2 پس 

4201 ابتدا نقاط اکسترمم نسبی تابع را مشخص می کنیم: 1نیزگ 1  4

 
f x x x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )( )

( ) ,

′ = − + = − + = − −

′ = ⇒ = =

2 23 12 9 3 4 3 3 1 3

0 1 3

جدول تغییرات تابع f به صورت زیر است:

 

x

f x

f

ÂLvº ÂLvº

max min

( )

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

6 2  

پس نمودار تقریبی تابع f به صورت 
روبه رو اس�ت. واضح اس�ت که اگر 
ریش�ه  ی�ک   f x m( )= معادل�ۀ 

داش�ته باشد، باید m کمتر از مقدار 
مینیمم نسبی تابع یا بیشتر از مقدار 
ماکزیم�م نس�بی آن باش�د، یعن�ی 

. m<2 m>6 یا 

4211 a  1نیزگ 1 d a a d, ,− + طول ضلع های مثلث را مطابق ش�کل   2

در نظر می گیریم. بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 a d a a d a d( ) ( )+ = + − ⇒ =2 2 2 4



)93(

d هس�تند. پس مس�احت مثلث d d, ,3 4 5 بنابرای�ن ط�ول ضلع ه�ای مثلث 

P است. d=12 S و محیط آن  d d d= × × = 21 3 4 6
2

مساحت مثلث، واسطۀ هندسی بین وتر و محیط است. پس

 S P d d d d d( )= × ⇒ = × ⇒ =2 4 55 36 12 5
3

. S d= =26 10 بنابراین مساحت مثلث برابر است با 

4221 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x= ⇒ =
1 1 1 1

44 2 8 4 85 3 5 5 3 5
اگر دو طرف این تساوی را به توان 8 برسانیم، معلوم می شود که

 x x× = × ⇒ = × =4 2 25 3 5 5 3 75

4231 .  1نیزگ 1 x x =−1 2 3 x و  x+ =−1 2 6 ابت�دا توجه کنی�د که   4
بنابراین

 

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x x x x x
x x x x

x x x x

 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

+ + = + + +

+ + − +
= + + = + +

− − − −
= + − =

−

2 2
1 2 1 2

2 1 1 2
2 1 2 1

3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2
3

1

3
1 1

6 3 3 61 3 88
3

4241 ابت�دا دقت کنید که اگ�ر x جواب معادله باش�د، آن گاه  1نیزگ 1  2
. اکنون دو طرف معادلۀ داده شده را به توان دو می رسانیم: x>0

 x x x xx
x xx x

+ + = ⇒ + =
− −− −

2 2 4 22
2 22 2

2 8 2 8
1 11 1

، آن گاه x y
x

=
−

2

2 1
بنابراین اگر 

 
y

y y y y y( )
>

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =
02 22 8 1 9 1 3 2

در نتیجه

 
x

x x x
x

x x x x x

2·H¼U ( )

( ) >

= → = −
−

− + = ⇒ − = ⇒ = → =

2 4 2
2

04 2 2 2 2

2 4 1
1

4 4 0 2 0 2 2
پس معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد.

4251 زی�ر  1نیزگ 1 ش�کل  ب�ه  را   P x( ) چندجمل�ه ای  اول  راه ح��ل   2
می نویسیم:

 

P x ax x x a a x x x

a x x x x x

x ax a x a

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ( ) )

= + − + − = − + − +

= − + + + − −

= − + + + −

3 2 3 2

2

2

4 14 10 1 4 14 10

1 1 1 4 10

1 4 10

)x بخش پذیر باشد، باید چندجمله ای  )− 21 P بر  x( ) برای اینکه چندجمله ای 

Q بر x−1 بخش پذیر باشد. پس x ax a x a( ) ( )= + + + −2 4 10
 Q a a a a( )= ⇒ + + + − = ⇒ =1 0 4 10 0 2

. بنابراین P ( )′ =1 0 )P و  )=1 0 راه حل دوم باید 

 P x ax x

P a a

( )

( )

′ = + −

′ = + − = ⇒ =

23 8 14

1 3 8 14 0 2
 

4261 می توان نوشت 1نیزگ 1  4

 

x x x x x x
x x x x
x x x x x

x xx

sin cos cos sin sin cos
sin cos sin cos
sin( ) sin sin cos

sin sinsin

++ = ⇒ =

+
= ⇒ = ⇒ =

3 3 3 31 1

3 4 1 2 2 2 11
1 2 2 2 22
2

 

 . x xcos sin= − 22 1 2 . اکن�ون توج�ه کنید که  xcos =12
4

بنابرای�ن 

 . xx cossin −= =2 1 2 3
2 8

پس 

4271 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3

 
x x x x

x x x x

sin cos cos cos

cos cos (cos )( cos )

+ − = ⇒ − + − =

− − = ⇒ − + =

2 2

2

2 1 0 2 2 1 0

2 1 0 1 2 1 0
] به صورت زیر هستند , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
x x x

x x x

cos ,

cos ,

= ⇒ = = π

π π=− ⇒ = =

1 0 2

1 2 4
2 3 3
. π4 پس مجموع جواب های بالا برابر است با 

4281 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 x xf g x f
x x x

( ( )) ( )− −= ⇒ =
− −

3 2 3 3 2
2 1 2 2 1

، به دست می آید
x
3
2

اگر در این تساوی به جای x قرار دهیم 

 xxf x
x

x

( )
× −

−= =
−× −

33 2
9 42

3 6 22 1
2

 . x x xf g x f x g x
x x x x

( )( ) ( ) ( ) − − −+ = + = + =
− −

2

2
9 4 3 4 6 9
6 2 2 2 6

در نتیجه 

4291 y را دو واح�د به چپ منتقل  1نیزگ 1 x= − اگر نم�ودار تابع   2
y به دس�ت می آی�د، اگر نمودار  x x( )= − + = − −2 2 کنیم، نمودار تابع 
 y x= −2 به دست آمده را نسبت به محور عرض ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید و اگر این نمودار را  مجدداً دو واحد به چپ منتقل کنیم، نمودار 

y به دست می آید. x x( )= + − =2 2 تابع 
4301 f  1نیزگ 1 y نمودار تابع 1− x= قرینۀ نمودار تابع f نسبت به خط   2

f را به دست می آوریم: −1 f برابر باشند. ضابطۀ  −1 است. پس باید f و 

 
y ay a bx y a bx x

b
a ax y f x x

b b b b
( )−

−
= + ⇒ = + ⇒ =

= − ⇒ = −

33 3 3 3 3

3 1 33 31 1

 . aa bx x
b b

+ = − +3 3 33 1 f نتیجه می شود  x f x( ) ( )−= 1 از تس�اوی 

a=0 که  ، آن گاه  b=1 . اگ�ر  b=±1 و در نتیج�ه b
b
=1 aa و 

b
=− پ�س 

. b=−1 قابل قبول نیست. پس



فصل سیزدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها
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4311 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
a

b

a
a

b

log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

2 3

3

12 3 3 2

3 8 8

b و در نتیجه 
a

log log log+ = + =3 3 3
1 8 2 16 بنابراین 

 
b

a log+
= =3

1
163 3 16

4321 c معادله را  1نیزگ 1
b

c

a
a

b
log

log
log

= ب�ا اس�تفاده از خاصی�ت   1

حل می کنیم:

 

x x x

x x

x

x log log log log log

log log
log ( )

log log log log

log log
log ( ) log ( )

log log log log

log log log log log

( )×

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =
× ×

= × = ×

= = =4 5 4 5 5

1 12 2
2 5 2 5

5 2 12 2
2 5 2 5

2 2 5 4 5

10 10 4

4331 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x

ax af x
aa x

lim ( ) lim
( )→+∞ →+∞

= =
++

2

2 22

پس 

 a a
a

= ⇒ =−
+

3 3
2

بنابراین

 x x x

x

x xx xf x
x xx x

x
x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→− →− →−

→−

+ − +− + += =
+ − −− − −

− += =−
− −

2

21 1 1

1

1 3 43 4
1 23 2

3 4 7
2

4341  و  1نیزگ 1
x

ax
ax

sinlim
→

=
0

راه حل اول با توجه به تساوی های 1  2

 می توان نوشت
x

ax
ax

tanlim
→

=
0

1

 

x x

x x

x x

x x
x x x x
x x x x

x x
x x

x x
x x

x x

sin tan
sin tanlim lim
sin tan sin tan

sin tanlim( ) lim( )

sin tanlim( ) lim( )

→ →

→ →

→ →

+
+ =
+ +

+
+= = =
++

0 0

0 0

0 0

3 5
3 5
2 4 2 4

3 53 5
3 5 3 5 4
2 4 2 4 32 4

2 4

راه حل دوم از هم ارزی های مثلثاتی استفاده می کنیم:

 
x x x

x x x x x
x x x x x

sin tanlim lim lim
sin tan→ → →

+ += = =
+ +0 0 0

3 5 3 5 8 4
2 4 2 4 6 3

راه حل سوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 
x x

x xx x
x x x x

cos ( tan )sin tanlim lim
sin tan cos ( tan )→ →

+ ++ += = =
+ ++ +

2

20 0

3 3 5 1 53 5 3 5 4
2 4 2 4 32 2 4 1 4

4351 y=−1  1نیزگ 1 و   y=1 خط ه�ای  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   3
، آن گاه x→+∞ مجانب های افقی نمودار تابع f هستند. از طرف دیگر اگر 

 xf x
x x

( )= = + >
− −

11 1
1 1

، آن گاه x→−∞ و اگر 

 xf x
x x

( )= =− + <−
− − +

11 1
1 1

 

∞− پایین  ∞+ بالای مجانب افقی آن ق�رار دارد و در  پ�س نم�ودار تابع f در 
مجانب افقی آن قرار دارد.

4361 x=0 پیوسته باشد، می بایست  1نیزگ 1 برای آنکه تابع f در نقطۀ   4
 براب�ر a باش�د. با اس�تفاده از اتحادهای مثلثاتی، ح�د مورد نظر را 

x
f xlim ( )

→0

محاسبه می کنیم:

x x x

x x x x

x x x x xf x
x x

x x x x x
x x xx

sin sin sin cos sinlim ( ) lim lim

sin ( cos ) sin cos coslim lim lim lim

→ → →

→ → → →

− −= =

− − −= = × =

2 20 0 0

20 0 0 0

2 2

2 1 2 1 2 1

اکنون دقت کنید که

 
x

x

x
x

x
x

coslim

coslim

+

−

+→

−→

− = =+∞

− = =−∞

0

0

2 1 1
0

2 1 1
0

 وج�ود ن�دارد، بنابرای�ن هی�چ مق�داری ب�رای a پیدا 
x

x
x

coslim
→

−
0
2 1 پ�س 

x=0 را می توانیم به کمک هم ارزی های  نمی شود. توجه کنید که حد تابع f در 
مثلثاتی به طور ساده تری به دست آوریم:

 
x x x

x x x x
xx x

sin sinlim lim lim
+ + +→ → →

− −= = =+∞
2 20 0 0

2 2 1

به همین ترتیب

 
x x x

x x x x
xx x

sin sinlim lim lim
− − −→ → →

− −= = =−∞
2 20 0 0

2 2 1

4371 ] براب�ر  1نیزگ 1 , ]−1 2 آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ   2

 f آهنگ تغییر لحظه ای تابع . f f( ) ( )− − −= =
2 1 6 0 2

3 3
f است:  f( ) ( )

( )

− −
− −

2 1
2 1

f است. a( )′ در نقطۀ a برابر 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= − ⇒ = −2 23 1 3 1

بنابراین
 a a a− = ⇒ = ⇒ =±2 23 1 2 3 3 1

x=1 جواب مسئله است. پس نقطۀ 
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4381 با استفاده از قواعد مشتق گیری، مشتق تابع را حساب می کنیم: 1نیزگ 1  3

 
x xf x

x x x x

( ) cos( ) ( sin( )) ( )

cos( )sin( ) sin( ( )) sin( )

π π′ = × − × − − × −

π π π π= − − = − = −

12 2
6 4 6 4 4

1 12
6 4 6 4 2 6 4 2 3 2

بنابراین
 f ( ) sin( ) sin sinπ π π π π′ = − = = =1 1 3 1 2

6 2 3 12 2 12 2 4 4
4391 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1  2

 
f x x x x

f x x x x x x x

( )

( ) ( ) , ,

′ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ = =− =

3 2

2

3 4

0 3 4 0 0 1 4

بنابراین کمترین مقدار تابع بین مقادیر زیر است:

 

x x

f f f

f x f x

( ) , ( ) , ( )

lim ( ) , lim ( )
→+∞ →−∞

= − =− =−

=+∞ =+∞

30 0 1 4 32
4

32− است. پس کمترین مقدار تابع برابر 

4401 چون تابع f همه جا دو بار مش�تق پذیر اس�ت، طول نقطۀ  1نیزگ 1  3
f است. توجه کنید که x( )′′ =0 عطف آن ریشۀ معادلۀ 

 f x ax x f x ax

f a a

( ) ( )

( )

′ ′′= + ⇒ = +

′′ − = ⇒− + = ⇒ =

23 6 6 6

1 0 6 6 0 1

. چون نقط�ۀ عطف روی نمودار تابع اس�ت،  f x x x( )= + +3 23 2 بنابرای�ن 
. f( )− =− + + =1 1 3 2 4 پس عرض آن برابر است با 

4411 a  1نیزگ 1 b+
2

اگر دو عدد را a و b بنامیم، واسطۀ حسابی آن ها   1

±ab است. چون دو عدد مثبت هستند، پس و واسطۀ هندسی آن ها 

 

a ba b a b ab
abab

bb a
aa b ab a b a b
aa b
b

( )
( )

( )( )

++ = ⇒ = ⇒ + =

 = ⇒ =+ − = ⇒ − − = ⇒
 = ⇒ =

2
2

2 2

3 9 8 36
4 82 8

2 2
2 2 5 0 2 2 0

2 2

بنابراین نسبت عدد بزرگ تر به عدد کوچک تر برابر با ۲ است.

4421 =x  1نیزگ 1 + + −3 32 5 2 5 راه حل اول فرض می کنیم   1
و طرفین تساوی را به توان ۳ می رسانیم:

 
x

x

x x

( ) ( )

( )

( )( )

−

= + + −

+ + − + + −

= + + − + + −

3 33 3 3

3 3 3 3

33

1

2 5 2 5

3 2 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 5 3 2 5 2 5





بنابراین
 x x x x= − ⇒ + − =3 34 3 3 4 0

از حل این معادله مقدار x را به دست می آوریم:
x x x x x x x x

x x x x x

( )( ) ( )

( )( )

∆ <

+ − = − + − = − + + + −

= − + + = ⇒ − = ⇒ =

3 3 2

2

0

3 4 1 3 3 1 1 3 1

1 4 0 1 0 1


، بنابراین  a b c abc+ + =3 3 3 3 ، آن گاه،  a b c+ + =0 راه حل دوم می دانیم اگر 

x x

x x

( )

( )

= + + − ⇒ + + − + − =

+ + − − = + − −

3 3 3 3

3 33

2 5 2 5 2 5 2 5 0

2 5 2 5 3 2 5 2 5

x می رس�یم که در راه حل  x+ − =3 3 4 0 پس از س�اده کردن مجدداً به معادلۀ 
اول آن را حل کرده ایم.

4431 )  1نیزگ 1 , )3 0
2

k مح�ور x را در نقطۀ  y x( )− + =5 2 3 خ�ط   3

mx نیز هست. پس y− =−2 قطع می کند. این نقطه روی خط 

 m m( )− =− ⇒ =−3 40 2
2 3

1− است، پس چون دو خط بر هم عمودند، حاصل ضرب شیب های آن ها 

 m k
k k

( )− −× =− ⇒− × =− ⇒ =
− −
2 4 2 231 1

5 3 5 3
 . k m− =9 بنابراین 

4441 x=1 جواب معادله است. پس x−1  1نیزگ 1 واضح اس�ت که   4
عامل معادله است

 x mx m x x x m x
x x x m

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

− + − = ⇒ − + + + − =

− + + + =

3 2

2
1 0 1 1 1 0

1 1 0

 x x m+ + + =2 1 برای اینکه معادله سه جواب متمایز داشته باشد، باید معادلۀ 0
دو جواب داشته باشد که برابر ۱ نباشند. بنابراین

 m m m

m m

( )∆= − + > ⇒− − > ⇒ <−

+ + + ≠ ⇒ ≠−2

31 4 1 0 4 3 0
4

1 1 1 0 3

 . m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

پس 

4451 برای حل این مسئله باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم: 1نیزگ 1  2

 x x
x x
+ > ⇒ + − >2 23 3 0

x درمی آید. چون  x
x
− + >

2 3 2 0 این نامعادله به صورت 

x x x x( )( )− + = − −2 3 2 1 2
پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است:

  
x

x x
x

−∞ +∞
− + − + − +

2
0 1 2

3 2 0 0

) اس�ت. در  , ) ( , )+∞0 1 2 بنابرای�ن مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 

. a b+ =2 b=2 و   ، a=0 نتیجه 

4461 =α+β+γ. بنابراین  1نیزگ 1 090 ب�ا نمادگ�ذاری ش�کل زی�ر،   2
) و در نتیجه )α= − β+γ090

 
cos cos( ( )) sin( ) sin cos sin cosα= − β+γ = β+γ = β γ+ γ β

= × + × = =

090
1 3 1 1 4 2
2 10 10 2 20 5

ت
ن
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4471 معادله را به صورت زیر می نویسیم 1نیزگ 1  2

 xtan( ) tan( )π π+ =− = −12
4 63
بنابراین جواب کلی معادله به صورت زیر است

 kx k x      k( )π π π π+ = π− ⇒ = − ∈52
4 6 2 24



4481 یعن�ی  1نیزگ 1  ، x− ≤ + ≤7 1 7 آن گاه   ، x| |+ ≤1 7 اگ�ر   3

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  آن گاه عب�ارت   ، x≤ ≤0 6 اگ�ر   . x− ≤ ≤8 6
A که حدود آن به صورت زیر به دست می آید: x x= −2 4

 A x x x( )= − = − −2 24 2 4
بنابراین

x x x A( )≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤20 6 2 2 4 0 2 16 4 12

A که  x x=− −2 4 ، آن گاه عب�ارت مورد نظر برابر اس�ت با  x− ≤ ≤8 0 اگ�ر 
حدود آن به صورت زیر به دست می آید:

 

A x x x

x x x

x A

( )

( )

( )

=− − =− + +

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

2

4 2 4

8 0 6 2 2 0 2 36

36 2 0 32 4
32− است و مجموع  پس بیشترین مقدار A برابر ۱۲ و کمترین مقدار آن برابر 

20− است. این دو مقدار برابر 

4491 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x ax a x x a xf x

x x
x x a x a x

x
    

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = + − ≠−
+

2 4 3 6 2 2 3 2
2 2

2 2 3 3 2 2
2

−a و در نتیجه  =3 2 0 ، پ�س  f x x( )= ب�رای اینک�ه تابع همانی باش�د، باید 

. f a a( )= =3 3 2 . بنابراین  a=2
3

4501 y به ش�کل زیر اس�ت. اگر  1نیزگ 1 x kx=− +22 نمودار تابع   3
x=3 قبل از طول رأس سهمی قرار گیرد یا بر آن منطبق شود، تابع یک به یک 

 . k≥12 k≤3 پس 
4

است. بنابراین 

4511 می توان نوشت 1نیزگ 1  3

 

x x
y y

xy x y

y
y

log ( ) log ( )

log log ( ) log ( )

− −
= − ⇒ + =

−+ = ⇒ = − +

= − + =
+

2 2
2 2

3 3

2 2 2
3 3 3

3 1 1 3

21 2 2 1
2

33 1
1

. f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

بنابراین 

4521 از طرفین معادله در مبنای ۱0 لگاریتم می گیریم: 1نیزگ 1  2

 

x x x x
x x
x

log log ( )log ( )log

log log log log

(log log ) (log log ) log

+ −= ⇒ + = −

− =− −

− =− + =− =−

1 12 5 1 2 1 5
2 5 2 5
2 5 2 5 10 1

. پس log log log log log= = − = −105 10 2 1 2
2

از طرف دیگر 

 x x(log log )
log log log
− −− + =− ⇒ = = =

− − −
1 1 12 1 2 1

2 2 1 4 1 1 4

4531 f و  1نیزگ 1 x x( ) sin= راه حل اول ابتدا توج�ه کنید که اگر   1
، آن گاه g x x( ) cos=

 
x x

x x

x x
f

x x

x x
g

x x

sin sin sin
( ) lim lim

cos cos cos
( ) lim lim

π π→ →

π π→ →

π− −
π′ = =

π π− −

π− −
π′ = =

π π− −

6 6

6 6

1
6 2

6
6 6

3
6 2

6
6 6

بنابراین 

 
x x

x

x fx
L

gx x

x

sin

( )sin
lim lim

( )cos cos
π π→ →

−

π π′−−
= = =

π′− −

π−

6 6

1
2

1
6 62

3 3
62 2

6
از طرف دیگر

 
f x x f

g x x g

( ) cos ( )

( ) sin ( )

π′ ′= ⇒ =

π′ ′=− ⇒ =−

3
6 2

1
6 2

. L= =−
−

3
2 3
1
2

پس 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

x x

x
x
xx

cossin
coslim lim
sin sincos

π π→ →

π−
= = = =−

− π− −−6 6

1 3
62 2 3

13
6 22

4541 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 x x x

x x x

x x xf x
x x x
x x xf x
x x x

lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

+ += = =
− −
− += = =
+ −

4 2 1 6 3
3 1 2
4 2 1 2 1
3 1 4 2

y=1 مجانب های افقی نمودار تابع f هستند و فاصلۀ 
2

y=3 و  بنابراین خطوط 

5 است.
2

آن ها از یکدیگر برابر 
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4551 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

x x

x x x

x

f f x ax a a a

x xxf x
x x x x

x
x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

= = − + = − + =

− +−= =
− −

+= =

1 1

1 1 1

1

1 3 3 3

1 11
1

1 2

x=1 پیوسته نیست.  بنابراین تابع f به ازای هیچ مقدار a ، در نقطۀ 

4561 .  1نیزگ 1 g x x f x( ) ( )′ ′= + 2 31 3 ابتدا توجه کنید که   3
 . g f( ) ( )′ ′= + × = + × =2 1 3 4 8 1 12 2 25 بنابراین 

4571 x=0 تابع مشتق دارد، زیرا 1نیزگ 1 در   1

 
x x x

f x f x xf x
x x

( ) ( )
( ) lim lim lim

→ → →

−′ = = = =
−

3 3
0 0 0

00 0
0

xf محاسبه می شود.  x x
x

( )′ = +3
3 23

، آن گاه مشتق تابع به صورت  x≠0 اگر

. fD ′ = بنابراین مشتق تابع به ازای هر x حقیقی تعریف می شود و در نتیجه 

4581 f است.  1نیزگ 1 x( )′′ =0 طول نقطۀ عطف تابع f جواب معادلۀ   4
f در اطراف آن تغییر علامت دهد.( توجه کنید که ′′ )به شرطی که 

 f x x ax b f x x a

f a a

( ) ( )

( )

′ ′′= + + ⇒ = +

′′ − = ⇒− + = ⇒ =

23 2 6 2

2 0 12 2 0 6
، در نتیجه f ( )′ =1 0 x=1 طول نقطۀ اکسترمم نسبی تابع f است، پس  چون 

 b b+ + = ⇒ =−3 12 0 15
f و مقدار اکسترمم نسبی مورد نظر  x x x x( )= + − +3 26 15 2 به این ترتیب 

. f( )=−1 6 برابر است با 

4591 نقاط اکس�ترمم نس�بی تابع f را پیدا می کنیم و با توجه به  1نیزگ 1  2
اینکه نمودار تابع f از مبدأ می گذرد، این نمودار را رسم می کنیم.

 f x x f x x      ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =34 4 0 1

 

x

f x

f
min

( )

−∞ +∞

′ − +

−

1

0

3 

] است. , )− +∞3 پس برد تابع f بازۀ 

4601 ، پس گزینه های )۲( و )۴(  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→+∞

=−∞ طبق نمودار   1

)x و یک ریشۀ  )=0 رد می ش�وند. همچنین طبق نمودار، تابع یک ریش�ۀ ساده 
 x=0 مکرر دارد، پس گزینۀ )۳( نیز رد می شود )تابع گزینۀ )۳( دو ریشۀ سادۀ 

x=1 را دارد(. و 
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