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11 از تساوی دو زوج مرتب نتیجه می‌شود: ۀنیزگ - 	2

 
a b a

a b
a b b

+ =− =  ⇒ ⇒ − = 
− = =−  

2 1 1
2

2 3 1

22- از هریک از عددهای 1 و 2 دو پیکان خارج ش�ده اس�ت، پس  ۀنیزگ  	3
. ab=−8 . بنابراین  b=−2 a=4 و  که نتیجه می‌شود  a b− =6 a و  b+ =2

33- )m نتیجه  ۀنیزگ  , )23 ) و  , )3 4 ب�ا توجه به زوج‌های مرت�ب  	1

m و  n( , )+4 . ب�ا توجه به زوج‌ه�ای مرتب  m=±2 ، پس  m =2 4 می‌ش�ود 
 ، m=2 . اگر  n m= ، پ�س 1− m n n+ = +2 1 )n نتیجه می‌ش�ود  , )+4 2 1

f ک�ه ب�ه خاط�ر دو زوج مرت�ب  {( , ),( , ),( , )}= 3 4 3 2 4 3 n=1 و  آن‌گاه 
 ، m=−2 ) که عضو رابطه هستند، این رابطه، تابع نیست. اگر  , )3 2 ) و  , )3 4

 ، f بنابرای�ن رابط�ۀ . f {( , ),( , ),( , )}= − − −3 4 9 2 4 5 n=−3 و  آن‌گاه

 . mn=6 تابع است، پس 

44- برای اینکه برد تابع f تک‌عضوی باشد باید اعداد 3m ،6  ۀنیزگ  	1
m یکسان باشند: n+2 و 

 mm m m n n n      , == ⇒ = + = → + = ⇒ =23 6 2 2 6 4 6 2  
. mn=4 بنابراین 

55- توجه کنید که ۀنیزگ  	1

 
x xf x

f x x
x xf x

( ) ( )
( )

( ) ( )

 = + = += + ⇒
 = + = +

4 4 2 4
2 24 4

4 4 4
4 4

 

. x xf f x x x( ) ( ) ( )− = + − + =2 4 4
2 4

بنابراین 

66- ،  ۀنیزگ  x
t

− =1 1
2

t≠0 و  ، آن‌گاه  t
x

=
−
2

1
اگ�ر فرض کنی�م  	3

. به این ترتیب tx
t t

+= + =2 21 پس 

 
t

x ttf f t t
x x t

t

( ) ( )

+ +
+ += ⇒ = = = +

− − + −

2 1
2 1 2 2 1

1 1 2 21

 . f x x( )= +1 ، آن‌گاه  x≠0 بنابراین اگر 

77- )f و  ۀنیزگ  )2 f ، پ�س ابت�دا مقادی�ر  f( ) ( )− =22 4
5
چ�ون  	4

)f را حساب می‌کنیم: )4

f k k f      ( ) , ( )< ⇒ = × + = + ≥ ⇒ = × =2 82 4 2 2 4 2 4 4 4 4 4
5 5

بنابراین 

f f k  k( ) ( )− = ⇒ + − = ⇒ = + − =−2 8 2 2 82 4 2 4 2 4 2
5 5 5 5 5

 . k=−1 ، یعنی  k=−2 2 پس 

پاسخ سؤال‌های دست‌گرمی

88- برای اینکه تابع ثابت باشد، باید فقط یک عضو در برد آن  ۀنیزگ  	3

. بنابراین  a b
a b
− =

 − =

2
3 7 2 ، پس  f( )=1 2 وجود داش�ته باش�د. با توجه به آنکه 

. a b+ =4 .در نتیجه  b=1 a=3 و 
99- راه‌حل اول توجه کنید که چون تابع f همانی است، پس  ۀنیزگ  	2

. بنابراین f x x( )− = −4 4

 
a a

a x b x b b( )
− = ⇒ =− + + = − ⇒ + =− ⇒ =−

2 7 1 4
2 7 1 4 1 4 5  

. f a b f( ) ( )+ = − =−1 1 در نتیجه 

، به‌دست می‌آید  x=1
2
راه‌حل دوم اگر در تساوی داده شده قرار دهیم 

 f a b a b a b( ) ( )− = − × + + ⇒− = − + + ⇒ + =−7 1 7 72 7 1 1 1
2 2 2 2

 

101 ضابطۀ تابع f به‌صورت زیر است:0- گزینۀ 	3
 f x ax ax x bx b a x a b x b( ) ( ) ( )= − + − + = + − + +2 2 23 1 3  

برای اینکه تابع f خطی باشد، باید ضابطۀ آن یک چندجمله‌ای درجۀ اول باشد. پس
 a a f x b x b( ) ( )+ = ⇒ =− ⇒ = − +1 0 1 3  

. f b b( )= − + =1 3 3 در نتیجه 

111 x=0 را در ضابطۀ تابع قرار می‌دهیم:- گزینۀ1 x=2 و   ، x=3 مقادیر  	2
 f a b c      f a b c      f c( ) , ( ) , ( )= + + = + + =3 9 3 2 4 2 0  

بنابراین
f f f a b c a b c c a b c f( ) ( ) ( ) ( )− + = + + − − − + = − + = −3 2 2 2 0 9 3 8 4 2 2 1

121   2- گزینۀ x f x x f x( ) ( )+ = × −2 4 12 ش�کل  ب�ه  را  تس�اوی  	4

. xf x
x

( ) +=
−

2 12
4 1

، پس x f x x( ) ( )− × = +4 1 2 12 می‌نویسیم. در نتیجه

131 bx 3- گزینۀ
a

=−
2

 ، f x ax bx c( )= + +2 طول رأس سهمی  	2

x طول رأس سهمی است. پس 
a

=− 2
2

است. بنابراین طبق معادلۀ داده شده 

. مختصات رأس سهمی در معادلۀ آن صدق می‌کند، پس a=−1 و در نتیجه 
a
− =2 1
2

a  a b b b= −− = + + →− =− + + ⇒ =−11 2 1 1 2 2  
. ab=2 بنابراین 

141 چون س�همی در نقاطی به ط�ول 1− و 5 محور طول‌ها را 4- گزینۀ 	1
قطع کرده است، این نقاط عرض یکسان دارند. پس معادلۀ محور تقارن به‌صورت 
) نسبت به آن قرینۀ یکدیگرند. , )5 0 ) و  , )−1 0 x است که نقاط  −= =5 1 2

2
151 . همچنین با توجه به 5- گزینۀ c=5 از روی شکل معلوم می‌شود که  	1

 . b− =−2
2

−=bx اس�ت، پس 
2
معادل�ۀ داده ش�ده، طول رأس س�همی برابر 

. b c− ، در نتیجه 1−= b=4 بنابراین 
161 توج�ه کنی�د ک�ه مح�ور تقارن س�همی م�ورد نظ�ر خط 6- گزینۀ 	3

b و در نتیجه 
a

− >0
2

bx است. چون علامت a و b فرق می‌کند، پس 
a

=−
2

محور تقارن از ناحیه‌های اول و چهارم می‌گذرد )گزینه‌های )1( و )3((. همچنین، 
، که درس�ت نیست. بنابراین  c=0 اگر س�همی از مبدأ مختصات بگذرد، آن‌گاه 

سهمی مورد نظر می‌تواند به‌صورت گزینۀ )3( باشد.
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)3(

171 نمودار تابع در حالت‌های زیر از ناحیۀ چهارم نمی‌گذرد:7- گزینۀ 	3

. اکنون  m m m( )∆= − − = −2 2 24 4 5 16 ∆ را حس�اب می‌کنیم:  بنابراین 
توجه کنید که

 c

m m

m m m

m m

b
a

m

a

m

m#pH#ÁoÃ¬¥HoT H

½k¶A#Swj¾M#ÁIÀ

{

½pIM

³»j » Ï»H#ÁIÀS²Ie : 

IÄ

³nI¿a » ³¼w ÁIÀïS²Ie :

>

≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

− < ⇒

∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

∆> ⇒ − > ⇒ <−





− <


→ < ≤

⇒ >

2

2

2

4 40 5 16 0

4
5

0 4 0 2 2

0 0 0

5 5
40 5 16 0
5

4 2
5

اجتماع محدوده‌های به‌دست آمده در همۀ حالت‌ها برابر است با 

m− ≤ ≤4 2
5

181 محیط شکل برابر است با8- گزینۀ 	2
 x y y x+ = ⇒ = −4 4 40 10

مساحت شکل برابر است با
S xy xy xy x x x x( )= + = = − =− +22 3 3 10 3 30

 است. بنابراین 
a
∆−
4

بیشترین مقدار این عبارت درجۀ دوم برابر 

Smax ( )
=− =

−
900 75

4 3

191 x باشند، در دامنۀ 9- گزینۀ x− + =2 3 1 اعدادی که جواب معادلۀ 0 	3

bS است.
a

=− =3 تابع f قرار ندارند. با توجه به معادله مجموع این اعداد برابر 

02- گزینۀ20 f به‌ازای  x( )  باش�د، باید مخرج  اگ�ر دامنۀ این تابع  	4
تمام مقادیر حقیقی x مخالف صفر باشد، پس

x kx k

k  k k| |

∆<+ + = →∆= − <

< ⇒ < ⇒− < <

02 2

2

1 0 4 0

4 2 2 2
با توجه به مقادیر داده شده گزینۀ )4( درست است.

212 توجه کنید که- گزینۀ1 	2
fD x x  x

x x x

x x x x IÄ 

{ | , }= − ≥ − >

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− > ⇒ > ⇒ > <−

2 2

2 2

2 2

9 0 1 0

9 0 9 3 3

1 0 1 1 1

. پس  fD [ , ) ( , ]= − −3 1 1 3 از اش�تراک ناحیه‌های فوق معلوم می‌ش�ود که 

2± در دامنۀ تابع هستند.  3± و  عددهای صحیح 

22- گزینۀ22 می‌گیری�م  نتیج�ه   x− ≤ ≤4 4 از  اول  راه‌ح��ل  	3
 f بنابراین برد تابع . x− = − ≤ − ≤ + =5 3 8 3 2 3 8 11 ، پس  x− ≤− ≤8 2 8

] است.  , ]−5 11 بازۀ 

f یک تابع خطی اس�ت که ضریب x در آن  x x( )=− +2 3 راه‌حل دوم چون 
f اس�ت ک�ه برابر  f[ ( ), ( )]−4 4 منف�ی اس�ت ب�رد آن با توجه ب�ه دامنه برابر 

]  می‌شود. , ]−5 11

32- گزینۀ23  . f x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 ابتدا توجه کنید که 3 	3
، آن‌گاه x [ , ]∈ −4 5 از طرف دیگر، اگر 

 x x x x( ) ( )− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤2 24 5 3 1 6 0 1 36 3 1 3 33
بنابراین بزرگ‌ترین عضو برد f برابر 33 است.

42- گزینۀ24  ، x [ , ]∈ 0 1 f و اگر  gD D [ , ]= = 0 1 در مورد گزینۀ )4(،  	4

. بنابراین این دو تابع برابرند. در مورد گزینه‌های دیگر، یا  f x g x( ) ( )= آن‌گاه 
. f x g x( ) ( )≠ دامنۀ تابع‌ها برابر نیست، یا 

f g f gD  D D D { } ,= − = ⇒ ≠0  گزینۀ )1(�

f gD D f x x  g x x f x g x       , ( ) | | , ( ) ( ) ( )= = = = ⇒ ≠ گزینۀ )2(�

f g f gD   D D ( , ] [ , ) , [ , ) D= −∞ +∞ = +∞ ⇒ ≠0 1 1 گزینۀ )3(�

52- گزینۀ25 . بنابراین Sr=
π
S و در نتیجه  r=π 2 توجه کنید که  	1

 SP r P S S S( ) ( )= π = π ⇒ = π = π
π

2 2 2 2

62- گزینۀ26 a و 
2
a فرضك نيم، شعاع دايره  اگر طول ضلع مربع را  	1

a4 می‌شود. بنابراین محيط مربع برابر 
a a

aa  a

P

PP a a

P

½oÄHj SeIv¶       ”Mo¶#SeIv¶

½k #ªºn ÁIÀSµv¤ SeIv

      

{ ¶

,

( )

)

,

( ) (

= ⇒ = =π =

π −π= − =

−π −π= =

2 2

22 2

2 2

4
4 4

4
4 4

4 4
16 4 64

72- گزینۀ27 معادلۀ نیم‌دایره را پیدا می‌کنیم:  	3
 yx y y x y x≥+ = ⇒ = − → = −02 2 2 2 21 1 1  

−x می‌ش�ود و محیط آن برابر 21 x2 و عرض آن  بنابراین طول مس�تطیل 
 . P x x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 4 2 1 است با 

82- گزینۀ28 توجه کنید که 	3

 
f g f g f g
f g f g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

+ = + =− − =− + −⇒ = =−
− = − = − − = −

2 2 2 1 2 3 2 3 1
1 1 1 2 1 3 1 3

 

92- گزینۀ29 توجه کنید که  	1
 f f g

g

D x x D D g x    { | , ( ) } { , , }= ∈ ≠ =0 1 2 3  

بنابراین

 

f ff f     
g g g g

ff
g g

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

= = =− = = =
−

= = =

1 26 31 6 2 3
1 1 2 1
3 03 0
3 9

 

3− است. f برابر 
g
بنابراین مجموع مقادیر تابع 
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03- گزینۀ30 راه‌حل اول توجه کنید که  	1
 f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − = + + − + + = +2 23 2 2 1 1  

. f g x x x( )( )− − = − + =1 1 1 بنابراین 
. اکنون اگر  f g( )( )− = − =1 6 4 2 ، پس  g( )=1 4 )f و  )=1 6 راه‌حل دوم چون 
f به‌دس�ت  g( )( )− 1  ،2 f به‌ج�ای x ق�رار دهیم  g x( )( )− −1 در عب�ارت 
، حاصل 2  x=2 می‌آید که برابر 2 است. تنها در عبارت گزینۀ )1(، با قرار دادن 

می‌شود. 
313 راه‌حل اول دامنۀ تابع f به‌صورت زیر به‌دست می‌آید- گزینۀ1 	2

 f
x x

x D
x x

( , ]
− ≥ ⇒ ≤ ⇒ < ≤ ⇒ =
− > ⇒ >

8 0 8
3 8 3 8

3 0 3
 

دامنۀ تابع g به‌صورت زیر به‌دست می‌آید

 g

x
Dx

x

 [ , )

−∞ +∞
⇒ =− − + −

−

3 5
3 53 0

5
f به‌صورت زیر است g× بنابراین دامنۀ تابع 

 f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =3 8 3 5 3 5   

راه‌ح��ل دوم با توجه ب�ه گزینه‌ها امتحان می‌کنیم که آیا ع�دد 6 در دامنۀ تابع
x=6 عب�ارت زیر رادی�کال در تاب�ع g را منفی  f ق�رار دارد ی�ا ن�ه. چون  g×
f هم  g× x=6 در دامنۀ تابع g نیس�ت و در نتیج�ه در دامنۀ  می‌کن�د، پ�س 

نیست. پس گزینه‌های )1(، )3( و )4( نمی‌توانند جواب باشند. 
23- گزینۀ32 ابتدا توجه کنید که 	3

 
x x

g x x
x x

( ) | |
− ≥= − =

− + <

1 1
1

1 1
 

بنابراین

 

x x x
f g x f x g x

x x x

x x

x x

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

− − − ≥− = − =
+ − − + <

≥=
<

2 1 1 1

3 1 1 1

1

4 1

 

33- گزینۀ33 به محاسبات زیر توجه کنید 	3

 

gof g f g

gof g f g
gof g f g
gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = − =

= = − =
− = − = =
= = − =

1 1 1 2

2 2 1 2
1 1 3 2

3 3 2 4
 . gof  {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 2 2 2 1 2 3 4 بنابراین 

43- گزینۀ34 . از طرف دیگر، fof f f( )( ) ( ( ))=3 3 ابتدا توجه کنید که  	4

f f f f      ( ) , ( ( )) ( ) −= + = = = =2 13 13 3 4 13 3 13 6
2

. fof( )( )=3 6 بنابراین 
53- گزینۀ35 gof را به‌دست می‌آوریم a( )( ) fog و  a( )( ) ابتدا  	3

 fog a f g a f a a a
gof a g f a g a a a

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
( )( ) ( ( )) ( ) ( )

= = − = − + = −
= = + = + − = +

3 2 2 3 2 3 6 1
2 3 3 2 3 2 6 7  

بنابراین معادلۀ زیر به‌دست می‌آید

 a a a a a− + + = ⇒ =− ⇒ =− 36 1 6 7 2 10 6
5
 

ت
ن

63- گزینۀ36 ابتدا توجه کنید که  	4
fog x f g x f x x a x x ax ax( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = + + = + +2 2 22 2 1 2 1

ax دوعضوی باش�د.  ax+ + =2 2 1 2 بنابراین باید مجموعۀ جواب‌های معادلۀ 
ax مثبت باشد: ax+ − =2 2 1 0 ی معادلۀ  ∆ یعنی باید 

a a a a a a a a IÄ ( ) ( ) ( )∆= − − = + > ⇒ + > ⇒ > <−2 22 4 1 4 4 0 4 1 0 0 1

73- گزینۀ37 به محاسبات زیر توجه کنید 	1

 

fog f g f
fog f g f
fog f g f
fog f g f ½kzº#œÄ o•U

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =
− = − = =

− = − = =
= =

3 3 1 3
2 2 0 2
1 1 1 3

1 1 3

 

. fog        {( , ) , ( , ) , ( , )}= − − −3 3 2 2 1 3 بنابراین 

83- گزینۀ38 دامنۀ تابع fog به‌صورت زیر به‌دست می‌آید 	2
 fog g fD x D g x D x x{ | ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ − ≤ − ≤0 2 1 5 2 3  

. x≤ ≤1 3 −x پس  ≤− ≤−6 2 2 −x نتیجه می‌شود  ≤ − ≤1 5 2 3 از نامعادلۀ 
 . fogD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =0 2 1 3 1 2 بنابراین 

93- گزینۀ39 و   fD [ , )= +∞1 به‌ترتی�ب   g و   f تابع‌ه�ای  دامن�ۀ  	3

gD است. بنابراین [ , ]= − 3 3

 gof f gD x D f x D x x x  { | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≥ − ≤ − ≤1 3 1 3  

. x≤4 −x پس  ≤1 3 −x نتیج�ه می‌ش�ود  ≤ − ≤3 1 3 از نامعادل�ۀ 
 . gofD x x x  { | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 4 1 4 بنابراین 

04- گزینۀ40 ابت�دا نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راس�ت انتقال  	2
y به‌دست بیاید. سپس قرینۀ این نمودار را  f x( )= −1 می‌دهیم تا نمودار تابع 
y به‌دست بیاید.  f x( )=− −1 نس�بت به محور x رسم می‌کنیم تا نمودار تابع 
در آخ�ر، ای�ن نم�ودار را ی�ک واح�د ب�ه ب�الا انتق�ال می‌دهی�م ت�ا نم�ودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )= − −1 1

414 y را رسم می‌کنیم. برای این کار، - گزینۀ1 f x( )= − ابتدا نمودار تابع  	3
قرینۀ نمودار f را نسبت به محور y رسم می‌کنیم. اکنون، برای رسم کردن نمودار تابع 
y را که زیر محور x است  f x( )= − ، قرینۀ قس�متی از نمودار تابع  y f x| ( )|= −

نسبت به محور x رسم می‌کنیم و قسمتی را که زیر محور x است حذف می‌کنیم.



)5(

24- گزینۀ42 y کافی است ابتدا  f x( )= −2 1 برای رس�م نمودار تابع  	2
y را یک واحد به س�مت راس�ت منتقل کنیم تا نمودار تابع  f x( )= نمودار تابع 
y رس�م ش�ود. س�پس در نم�ودار اخیر ط�ول نقاط را بر 2 تقس�یم  f x( )= −1

y به‌دس�ت آید. توج�ه کنید که با این کار  f x( )= −2 1 می‌کنی�م تا نمودار تابع 
نمودار در راستای محور طول‌ها منقبض می‌شود. 

 

34- گزینۀ43 g را یک واحد به سمت  x f x( ) ( )= −2 اگر نمودار تابع 1 	2
y به‌دست می‌آید. اگر طول  f x( ( ))= − −2 1 راس�ت منتقل کنیم، نمودار تابع 1
 y f x f x( ( )) ( )= − − = − −2 2 1 1 4 2 نقاط این نمودار را نصف کنیم، نمودار تابع 1
به‌دس�ت می‌آی�د و اگ�ر عرض نق�اط این نم�ودار را دو براب�ر کنیم، نم�ودار تابع 
y به‌دس�ت می‌آی�د. پ�س ضابط�ۀ تابع�ی که نم�ودار آن  f x( ( ) )= − −2 4 2 1

y است. f x( )= − −2 4 2 2 به‌دست آمده به‌صورت 
44- گزینۀ44 y را رس�م می‌کنی�م و آن را دو  x| |= ابت�دا نم�ودار تابع  	1

y به‌دست آید. این  x| |= +2 واحد به سمت چپ منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 

y رس�م  x| |= + −2 نمودار را یک واحد به پایین منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 1

ش�ود. اکنون قس�متی از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نسبت به این محور 
قرینه می‌کنیم و قس�متی را که زیر محور x اس�ت حذف می‌کنیم تا نمودار تابع 

y رسم شود. x| || |= + −2 1

54- گزینۀ45 )} هر مؤلفۀ دوم  , ),( , ),( , ),( , )}1 3 2 4 5 7 6 1 در تابع  	3

متناظر دقیقاً یک مؤلفۀ اول اس�ت. یعنی هیچ دو زوج مرتبی مؤلفۀ دوم یکس�ان 
ندارند، پس این تابع یک‌به‌یک است.

64- گزینۀ46  a( , )−4 1 )a و  , )1 چ�ون مؤلف�ۀ دوم زوج مرتب‌های  	2

یکسان هستند، پس باید مؤلفه‌های اول آن‌ها هم برابر باشند،
 a a a− = ⇒ =4 2  

)b برابر باشند، , )+1 3 )  و  , )10 3 به همین ترتیب باید مؤلفۀ اول دو زوج مرتب 
 b b= + ⇒ =10 1 9

 . a b+ =11 بنابراین 
74- گزینۀ47 با توجه به نمودار تابع‌های داده شده، واضح است که تابع  	3

f یک‌به‌یک است.  x x x( ) ,= − ≤21 0
گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

گزینۀ )4(

84- گزینۀ48 راه‌ح��ل اول نم�ودار تابع ب�ه ازای مقادی�ر مختلف k به  	4
شکل زیر است

x<1 نباید از 2  y ب�ه ازای  x k= +2 واضح اس�ت که بیش�ترین مقدار تاب�ع 
بیشتر باشد، پس

 k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0  
g یک‌به‌ی�ک اس�ت و x x( )= +2 1 ، آن‌گاه تاب�ع  x≥1 راه‌ح��ل دوم اگ�ر 
h یک‌به‌یک اس�ت و x x k( )= +2 ، آن‌گاه تابع  x<1 و اگر gR [ , )= +∞2

. در نتیج�ه ب�رای اینک�ه تاب�ع f یک‌به‌ی�ک باش�د بای�د  hR  k( , )= −∞ +2

، پس  g hR R =∅

k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0

94- گزینۀ49 ، اما  − <−3 تاب�ع گزینۀ )1( اکیداً نزولی نیس�ت، زیرا 1 	3
، ام�ا  <0 1 . تاب�ع گزین�ۀ )2( اکی�داً نزول�ی نیس�ت، زی�را  f f( ) ( )− < −3 1
و   − <− <3 1 1 زی�را  اس�ت،  نزول�ی  اکی�داً   )3( گزین�ۀ  تاب�ع   . f f( ) ( )=0 1
 ، − <−2 1 . تابع گزینۀ )4( اکیداً نزولی نیس�ت، زیرا  f f f( ) ( ) ( )− > − >3 1 1

 . f f( ) ( )− = −2 1 اما 
05- گزینۀ50 ، پس  < <1 2 3 چون تابع f نزولی است و  	3

 f f f a a a( ) ( ) ( )≥ ≥ ⇒ + ≥ − ≥ −1 2 3 2 1 2 2
اکنون توجه کنید که

 
a a a

a a a

( )

( )

+ ≥ − ⇒ ≥−

− ≥ − ⇒ ≥

2 1 2 3 1

2 2 2 2
 

. a≥2 اشتراک جواب‌های نامعادله‌های )1( و )2( می‌شود 

515 y - گزینۀ1 x x= − +22 4 3 طول رأس سهمی  	2

. از روی نمودار تابع f معلوم است  b
a

− =1
2

برابر اس�ت با 

] و هر زیر مجموعۀ آن اکیداً  , )+∞1 که این تابع روی بازۀ 

 ( , )1 2 صع�ودی اس�ت. از بازه‌ه�ای داده ش�ده فق�ط بازۀ 

] است. , )+∞1 زیرمجموعۀ بازۀ 



گرمی  فصل اول: دست
)6(

25- گزینۀ52 y را یک واحد به س�مت راست  f x( )= اگر نمودار تابع  	4
y به‌دس�ت می‌آی�د. بنابراین، اگر نمودار  f x( )= −1 انتق�ال دهیم، نمودار تابع 
y را ی�ک واح�د به س�مت چ�پ انتقال دهی�م، نم�ودار تابع  f x( )= −1 تاب�ع 
y به‌دست می‌آید. اکنون اگر قرینۀ قسمت‌هایی از این نمودار را که زیر  f x( )=

 x رس�م کنیم و قس�مت‌هایی را که زیر محور x اس�ت، نس�بت به محور x محور
y به‌دست می‌آید. از روی این نمودار  f x| ( )|= است حذف کنیم، نمودار تابع 

) اکیداً نزولی است. , )− −2 1 y روی بازۀ  f x| ( )|= معلوم است که تابع 

35- گزینۀ53  f ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار، تابع 	1
صعودی است.

45- گزینۀ54 برای اینکه تابعی وارون‌پذیر باش�د، باید یک‌به‌یک باشد.  	3
. تاب�ع گزینۀ )2(  f f( ) ( )= =1 3 2 تاب�ع گزین�ۀ )1( یک‌به‌ی�ک نیس�ت، زی�را 
. تابع گزینۀ )3( یک‌به‌یک است، زیرا  f f( ) ( )= =2 5 3 یک‌به‌یک نیست، زیرا 
 f بنابرای�ن مقادیر تابع ، f( )=−4 5 )f و  )=−3 4  ، f( )=−2 2  ، f( )=−1 1

. f f( ) ( )= =1 3 0 متمایزند. تابع گزینۀ )4( هم یک‌به‌یک نیست، زیرا 
55- گزینۀ55 f را رس�م می‌کنی�م. برای این کار باید  ابتدا نمودار تابع 1− 	1

f را رسم  −− y رسم کنیم. سپس نمودار تابع 1 x= قرینۀ نمودار f را نسبت به خط 
f را نسبت به محور x رسم کنیم. می‌کنیم. برای این کار باید قرینۀ نمودار تابع 1−

65- گزینۀ56 توجه کنید که 	2

 f og f g f

g of g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− − −

− − −

= = =

= = =

1 1 1

1 1 1
2 2 1 4
3 3 4 3

 

بنابراین مقدار مورد نظر برابر 7 است.
75- گزینۀ57 . ب�ه این  f ( )− =1 2 ، پس 1 f( )=1 2 توج�ه کنی�د ک�ه  	2

 . f f( ) ( )−+ =11 2 3 ترتیب، 
85- گزینۀ58 به‌ص�ورت  را   f تاب�ع  ضابط�ۀ  ابت�دا  اول  راه‌ح��ل  	1

y می‌نویسیم و x را برحسب y پیدا می‌کنیم: x( )= − −22 4

 
xx y  x  y

x y x y f x x

( ) | |

( )

<

−

− = + ⇒ − = + →

− = + ⇒ = − + ⇒ = − +

22

1

2 4 2 4

2 4 2 4 2 4
) عبور می‌کند، پس نمودار تابع  , )−3 21 راه‌حل دوم چون نمودار تابع f از نقطۀ 

) عبور می‌کند. اکنون گزینه‌ها را یکی‌یکی بررسی می‌کنیم: , )−21 3 f از نقطۀ  −1

f ( )− = − =−1 21 2 25 3 گزینۀ )1(�
f ( )− =− + =1 21 2 25 3 گزینۀ )2(�
f ( )− = −1 21 2 17 گزینۀ )3( �
f ( )− = +1 21 2 17 گزینۀ )4( �

95- گزینۀ59 با توجه به شکل، 	2

 c cB c a
a a

ˆcos = ⇒ = ⇒ =2 6 2 6
7 7

اکنون طبق قضیۀ فیثاغورس،

 
a b c a a a a

a a a

( )= + ⇒ = + ⇒ = +

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 6 2425 25
7 49

25 25 49 7
49

06- گزینۀ60 ابت�دا توجه کنید  	3
ک�ه بنابر قضیۀ خطوط م�وازی و مورب، 

. در نتیجه، ACBˆα=

 ABACB
BC

ˆtan tanα= = = =3 3
1

616 ابتدا ش�کل را به - گزینۀ1 	2
ص�ورت مقابل کام�ل می‌کنی�م. اکنون 
توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در 

 ، ABC مثلث قائم‌الزاویۀ

 AB AC BC AB= + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 3 13 13  

. ACABC
AB

 : sinα= = 2
13

 در نتیجه، 

26- گزینۀ62 صورت کسر برابر است با 	4

 ( ) ( )− = − =33 3 3 3 3 34 3 0
2 2 2 2

 . A=0 بنابراین 

36- گزینۀ63 توجه کنید که  	2

 

ABCD ADCS S

DC AD D̂( sin )

sin

=

= × ×

= × × = × =0

2

12
2

35 4 120 20 10 3
2

46- گزینۀ64  α ، انتهای کمان روبه‌رو به زاویۀ  <α<0 0180 270 اگر  	2
در ناحیۀ سوم قرار دارد.

56- گزینۀ65 ش�کل  روی  از  	3
 . a c> b<0 و  مقابل معلوم می‌شود که 

. a c b> > بنابراین 

66- گزینۀ66 ، مش�خص اس�ت که  sin cosα α>0 ب�ا توج�ه ب�ه  	3
 ، cos cotα α<0 cosα هم‌علامت هس�تند. با توجه به  sinα و  مقادیر 
cotα مختلف‌العلامت هستند. بنابراین  cosα و  مشخص است که مقادیر 

α در ناحیۀ سوم قرار دارد. در این ناحیه،  انتهای کمان روبه‌رو به زاویۀ 
 sin , cos , cotα< α< α>0 0 0

76- گزینۀ67 ≥sin و در نتیجه  α≤0 1 ، پس  ≤α≤0 090 180 چون  	1
m m m≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 1 1 2 2 4
2 2



)7(

86- گزینۀ68  ، xsin≤ ≤20 1 ، بنابرای�ن  xsin− ≤ ≤1 1 می‌دانی�م  	4
. بنابراین کمترین  xsin≤ + ≤22 2 3 5 ≥xsin و در نتیج�ه  ≤20 3 3 پس 
مقدار عبارت 2 و بیشترین مقدار آن 5 است، که حاصل‌ضرب آن‌ها 10 می‌شود.

96- گزینۀ69 ب�ا توجه به اینک�ه محور طول‌ه�ا با خط م�ورد نظر زاویۀ  	1

3 است. 
3

tan یا همان  030 030 تشکیل می‌دهد، شیب خط برابر  مثلثاتی 

 ( , )6 3 y است و چون خط از نقطۀ  x b= +3
3

پس معادلۀ آن به‌صورت 

می‌گذرد، پس مختصات این نقطه در معادلۀ خط صدق می‌کنند: 

 b b= × + ⇒ =−33 6 3
3

x است.  y− − =3 3 0 y یا همان  x= −3 3
3

پس معادلۀ خط 

07- گزینۀ70 توجه کنید که 	1

 x x x x
x

tan tan tan tan
tan
− = ⇒ − = ⇒ =1 12 1 2

3
 

. x
x

cot
cot

= =
− −

3 3
1 3 1 2

. در نتیجه  x
x

cot
tan

= =1 3 بنابراین 

717 tan می‌توان نوشت- گزینۀ1 cotα α=1 با توجه به رابطۀ  	2

 m m m m
m

( )( )+ = ⇒ − = + ⇒ =
−

1 2 1 2 1 2 3
2 1

cotα=5 و در نتیجه  tanα=1 و 
5
بنابراین 

tan cotα+ α= + =2 2 1 62625
25 25

27- گزینۀ72 sin می‌توان نوشت cosα+ α=2 2 1 با توجه به رابطۀ  	4

 ( ) cos cos cos+ α= ⇒ α= ⇒ α=±2 2 23 16 41
5 25 5

cosα بای�د منفی باش�د، پس  ، مق�دار  <α<0 090 180 ب�ا توج�ه ب�ه اینک�ه 

، به‌دس�ت می‌آی�د  sintan
cos

αα=
α
. ب�ا توج�ه ب�ه رابط�ۀ  cosα=− 4

5

 . tan cosα− α=− + =3 4 1
4 5 20

. بنابراین  tanα= =−
−

3
35

4 4
5

37- گزینۀ73 و   x
x

tan
cos

+ =2
2

11 اتحاده�ای  از  اس�تفاده  ب�ا  	1

x به‌دست می‌آید
x

cot
sin

+ =2
2

11

 

x xA x x x x

x x
x xx x x x
x x

tan cot tan cos cot sin

cos sin

sin coscos sin sin cos
cos sin

= + = +

= × + × = + =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 22 2 2 2
2 2

1 1

1

47- گزینۀ74 راه‌حل اول مخرج مشترک می‌گیریم: 	4
cos sin cos cos cos

sin sin sin sin sin

cos ( cos ) cos sin cos cot
sin sin sin

θ − θ− θ θ− θ− − = =
θ θ θ θ θ
θ − θ θ θ θ= = = = θ

θ θ θ

4 2 4 2 4

4 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2
4 4 2

1 1 1

1

030 را قرار دهیم، مقدار  θ مقدار  راه‌حل دوم اگر در عبارت داده شده به جای 

 θ . اگر در گزینه‌ها به جای  − − = − − =1 1 9 16 4 9 3
1 1

16 4

عبارت برابر است با 

cot برابر 3 می‌شود. تنها گزینۀ )4( می‌تواند  θ2 030 را قرار دهیم، فقط  مقدار 
درست باشد.

57- گزینۀ75 tan را ب�ه ت�وان دو  cotα+ α=3 طرفی�ن تس�اوی  	3
. tan cot tan cotα+ α+ α α=2 2 2 می‌رسانیم:9

، پس  tan cotα α=1 چون 
tan cot tan cotα+ α+ = ⇒ α+ α=2 2 2 22 9 7

67- گزینۀ76 xsin تقسیم می‌کنیم: دو طرف تساوی داده شده را بر  	1

 x x
x x x

cos cot
sin sin sin

+ = ⇒ + =2 3 33 3 2  

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می‌آید

x x x
x

x x x x x

x x 

cot cot ( cot )
sin

cot cot cot cot cot

cot , cot

+ + = = +

+ + = + ⇒ − =

= =

2 2
2

2 2 2

99 12 4 9 1

9 12 4 9 9 5 12 0

120
5

 

. xcot =12
5
xcot و در نتیجه  ≠0 ، پس  xcos ≠0 چون 

77- گزینۀ77 : D= 075 D قرار می‌دهیم  R=
π0180
در تساوی  	4

 R R π= ⇒ =
π

0

0
75 5

12180
 

87- گزینۀ78 0500 را می‌توان  راه‌حل اول  	2
 090 050 در نظ�ر گرفت. 5 تا  090 به علاوۀ  5 ت�ا 
یعن�ی 5 تا ربع دای�ره، پس انتهای کم�ان روبه‌رو به 

0500 در ناحیۀ دوم قرار دارد. زاویۀ 
، پس انتهای کمان  ≤ ≤0 0 090 140 180 = و  +0 0 0500 360 140 راه‌ح��ل دوم 

0500 در ناحیۀ دوم قرار دارد. روبه‌رو به زاویۀ مرکزی 

97- گزینۀ79 ابت�دا ان�دازۀ زاوی�ۀ مرک�زی AOB را برحس�ب رادیان  	3
حساب می‌کنیم:

 D R R R π= ⇒ = ⇒ =
π π

0

0 0
20

9180 180
 

طول مسیر ماهواره برابر طول کمان AB است که برابر است با

 l r AB oT¶¼±Ã¨
π= ×θ⇒ = × = π36000 4000
9

 

08- گزینۀ80 ابتدا توجه کنید که 	1

       

      

sin( ) sin , sin( ) sin
cos( ) cos , cos( ) cos

π+α =− α π−α = α
π+α =− α π−α =− α

 

بنابراین

A sin sin sin tan
cos cos cos

− α− α − α= = = α
− α+ α − α
2 4 6 3
3 2



گرمی  فصل اول: دست
)8(

818 توجه کنید که- گزینۀ1 	1

 

 

cos( ) cos , sin( ) cos

sin( ) sin , cos( ) sin

ππ−α =− α +α = α

π−α =− α +α = α

2
3
2

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 
cos cos cos cot
sin sin sin

− α− α − α= = α
− α− α − α

2
2

28- گزینۀ82 توجه کنید که 	3

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

= − = =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2135 180 45 45
2

1120 180 60 60
2

بنابراین

sin cos

sin cos

( )
( )

+
− + + += = = ×

− − ++ −

+
= = + = +

−

0 0

0 0

2
2

2 1
135 120 2 1 2 1 2 12 2

2 1 2 1 2 1 2 1135 120
2 2

2 1 2 1 3 2 2
2 1

38- گزینۀ83 توجه کنید که  	2

 

sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π+ =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π− =− =−

π π π= π− = =

7 1
6 6 6 2
5 1
4 4 4

7 2 1
4 4 4

5 12
3 3 3 2

 

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین 

48- گزینۀ84 توجه کنید که 	2

     cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ =−

π π π π+ =π⇒ =−

7 7
8 8 8 8
3 5 3 5
8 8 8 8

بنابراین 

cos cos cos cos

cos cos cos cos

π π π π+ + +

π π π π=− − + + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3 5 7
8 8 8 8

7 5 5 7 0
8 8 8 8

58- گزینۀ85 sinα مقداری منفی است. پس ابتدا توجه کنید که  	4

     (.¡.¡.ù)

cos sin sin sin

sin sin , sin

α= − α⇒ = − α⇒ α=

−α= ⇒ α= α=

2 2 2

2

1 22 1 2 1 2 2
3 3

1 3 3
3 3 3

68- گزینۀ86 . پس cos sinα= − α22 1 2 توجه کنید که  	2

 

x x x

x x x
x x x x
x x

sin ( ) cos ( ) cos( )

cos cos cos
sin sin cos sin
cos cos

π π π− − − −
= =

= = =

21 2 2 2
4 4 2

2 2 2

 

78- گزینۀ87 می‌توان نوشت 	3
cos sin

sin cos sin cos

(sin cos ) ( sin ) ( )

++ =

= = = =

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0 2 0 2 2

1 1 15 15
15 15 15 15

1 1 1 16
1 115 15 30
2 4

88- گزینۀ88 π3 رادیان اس�ت، 
4

π3 رادیان، نصف 
8

با توجه به اینکه  	1

πα=3 و در نتیجه
8

cos قرار می‌دهیم  cosα= α−22 2 1 در تساوی 

cos( ) cos cos cos

cos( ) cos cos

cos cos

cos

π π π π× = − ⇒ = −

π π ππ− = − ⇒− = −

π π −= − ⇒ =

π −=

2 2

2 2

2 2

3 3 3 32 2 1 2 1
8 8 4 8

3 2 32 1 2 1
4 8 2 8

3 2 3 2 22 1
8 2 8 4

3 2 2
8 2

98- گزینۀ89 ابتدا توجه کنید که  	2

 
cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= + =−

= + =

0 0 0 0

0 0 0 0

105 90 15 15

105 90 15 15

بنابراین

 

cos sin sin cos

sin (sin cos ) sin

cos( ) cos

+ = +

= + + = +

−= − × + = − = − =

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0

3 105 105 3 15 15

2 15 15 15 2 15 1

3 4 31 2 15 1 2 30 2
2 2

 

09- گزینۀ90 راه‌حل اول می‌توان نوشت 	4

 

sin / cos / sin / cos /

cos / sin / sin / cos /

cos( / ) cos

sin( / ) sin

−− =
×

− × −= = =−
×

0 0 2 0 2 0

0 0 0 0

0 0

0 0

22 5 22 5 22 5 22 5
22 5 22 5 22 5 22 5

2 22 5 45 2
1 12 22 5 45
2 2

، بنابراین  cot tan cotα− α= α2 2 راه‌حل دوم می‌دانیم 
tan / cot / (cot / tan / )

cot

− =− −

=− =−

0 0 0 0

0

22 5 22 5 22 5 22 5

2 45 2
919 راه‌حل اول عبارت را به شکل زیر ساده می‌کنیم:- گزینۀ1 	2

 

sin
tan cos sin cos
tan

cos

sin

= =
+

= = × =

0

0 0 0 0
2 0

2 0

0

15
15 15 15 15

11 15
15

1 1 1 130
2 2 2 4

 

، پس tansin
tan

αα=
+ α2
22

1
راه‌حل دوم می‌دانیم 

tan sin
tan

= =
+

0 0
2 0
15 1 130

2 41 15



)9(

29- گزینۀ92 توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر است: 	2
x x x

f x
x x x

x x

x x

IÄ

cos cos cos
( )

cos cos cos

cos

− ≥=
+ <

π π ≤ ≤ ≤ ≤ π=
π π < <

0
2

0
2

30 0 2
2 2
3

2 2
بنابراین نمودار تابع به شکل 

روبه‌رو رسم می‌شود:

39- گزینۀ93 با توجه به هر یک از شکل‌های زیر می‌توان فهمید که اگر  	2

>xsin و می‌توان نوشت ≤1 1
2

، آن‌گاه  xπ π< <2
6 3

m m m−< ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤1 1 1 2 1 4 3 5
2 4

 

m می‌تواند مقادیر صحیح 4 و 5 باشد. بنابراین 

49- گزینۀ94 و   y a bx csin( )= + تواب�ع  تن�اوب  دورۀ  می‌دانی�م  	3

و   fT π= =
π

2 4

2

پ�س  اس�ت.   T
b| |
π=2 براب�ر   y a bx ccos( )= +

. بنابراین gT
a a| | | |
π π= =
−
2 2

 f gT T a a
a

| |
| |
π= ⇒ = ⇒ =π⇒ =±π42 4

59- گزینۀ95 ، پس xx cossin −=2 1 2
2

چون  	1

 x xf x x cos cos( ) sin − −= + = + =2 1 2 25 212 12
2 2

 

.
| |
π=π2
2

بنابراین دورۀ تناوب تابع f برابر است با 

y برابر a bx ccos ( )= +2 y و  a bx csin ( )= +2 نکته دورۀ تناوب توابع 

T است.
b| |
π=

69- گزینۀ96 f روی بازه‌ه�ای ب�ه ص�ورت  x x( ) tan=− 2 تاب�ع  	1

k∈ اکیداً نزولی اس�ت. بنابراین تابع f روی بازۀ  k ک�ه  k( , )π π π π− +
2 4 2 4

) اکیداً نزولی است و روی بازه‌های دیگر چنین نیست.  , )π π3
4 4

79- گزینۀ97 ) اکیداً  , )π π−
4 4

توجه کنید که تاب�ع تانژانت روی بازۀ  	2

صعودی است، پس 

 
x x x

m m

tan( ) tan tan tanπ π π π− < < ⇒ − < < ⇒− < <

−− < < ⇒− < <

1 1
4 4 4 4

2 31 1 1 4
5

 

89- گزینۀ98 x می‌نویسیم.  xcos( ) cosπ− =
4

معادله را به‌صورت  	2

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x x k x k k

   ¡ ¡ ù)

 

, (. . .

,

π π− = π+ ⇒ π=− ∈

π π π− = π− ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

2 2
4 4

2 2 2
4 4 8





 

) را مشخص می‌کنیم: , )π0 2 اکنون جواب‌های واقع در بازۀ 

 
k

x π π π

0 1 2

9 17
8 8 8

 

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادله دو جواب در بازۀ 

99- گزینۀ99 ، بنابراین معادلۀ مورد نظر  sin π=3
2 3

توجه کنید که  	1
می‌شود

 

x k k
x

x k k

x k k

kx k

      

      

      

      

,
sin( ) sin

( ) ,

,

( )
,

π π − = π+ ∈π π− = ⇒π π − = + π− ∈


π =− π− ∈
 + π =− π+ ∈


2 2
6 32

6 3 2 2 1
6 3

12
2 1

2 4









 

1001 y=−1 را قط�ع می‌کند، 00- گزین جای�ی که نم�ودار تاب�ع f خط  	4
f است، پس x( )=−1

 
x x k x k

kx k      

sin( )

,

π π π− = ⇒ − = π⇒ =− π+

π π=− + ∈

2 0 2 2
4 4 4

2 8


 

] عبارت‌اند از , ]π−π 3
2

جواب‌های واقع در بازۀ 

k

x

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2
3 7 5 9

8 8 8 8 8
 

] قطع می‌کند. , ]π−π 3
2

بنابراین نمودار تابع خط y=−1 را در پنج نقطه از بازۀ 

)غ.ق.ق.(



گرمی  فصل اول: دست
)10(

1011 راه‌حل اول توجه کنید که10- گزین 	2
x x x x

x x x

x x k k

x x k k

x x k k

  

  

  

sin sin sin (sin )

sin (sin )(sin )

sin ,

sin ,

sin ,

− = ⇒ − =

− + =

= ⇒ = π ∈


π = ⇒ = π+ ∈


π =− ⇒ = π− ∈


3 20 1 0

1 1 0

0

1 2
2

1 2
2







نق�اط انتهای�ی کمان‌های نظیر جواب‌ها را روی دایرۀ مثلثاتی مش�خص می‌کنیم. 

kx نوشت. k  ,π= ∈
2

 بنابراین جواب‌های کلی معادله را می‌توان به صورت 

راه‌حل دوم توجه کنید که 

 

x x x x x x
x x k k

x x k x k k

  

  

sin sin sin (sin ) sin cos

sin ,

cos ( ) ,

− = ⇒ − = ⇒− =
= ⇒ = π ∈


 π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

3 2 20 1 0 0
0

0 2 1
2 2





π هس�تند که می‌توان  
2
بنابراین جواب‌ها به‌صورت مضارب زوج و مضارب فرد 

kx نوشت. k ,π= ∈
2

 آن‌ها را به صورت جواب کلی 

1021 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:20- گزین 	2

 
x x x x

x x x x

( cos ) cos cos cos

(cos )( cos ) cos , cos

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 22 1 5 4 2 5 2 0

12 2 1 0 2
2

 

. جواب‌های معادله که در xcos =1
2
xcos جواب ندارد، پ�س  =2 معادل�ۀ 

π2 است. ππ−2 هستند که مجموع آن‌ها برابر 
3
π و 

3
] قرار دارند،  , ]π0 2 بازۀ 

1031 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:30- گزین 	3

 
xx x x x x
x

x x x x

sinsin cos sin cos sin
cos

sin ( cos ) sin cos

= ⇒ =

− = ⇒ =

2

2

2 2

2 1 0 2 0
 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x x k k

kx x k x k

 sin ,

cos ,

= ⇒ = π ∈

π π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

0

2 0 2
2 2 4





 

. π7
4

π5 و 
4

 ، π3
4

 ، π
4
 ، π ) عبارت‌ان�د از  , )π0 2 جواب‌ه�ای واق�ع در بازۀ 

پس معادله در این بازه پنج جواب دارد.
1041 در یک همس�ایگی مح�ذوف 1، مقادیر f منفی هس�تند، 40- گزین 	1

، پس f x f x| ( )| ( )=− بنابراین در این همسایگی 

 
x x

f x f x
f x f x
( ) ( )

lim lim
| ( )| ( )→ →

= =−
−1 1

1 

1051 . بنابراین50- گزین f x( ) ( )−→ −1 ، آن‌گاه  x +→1 اگر  	4

 
x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
+ −→ → −

= =
1 1

2  

1061 مقادیر حد راست و حد چپ را حساب می‌کنیم:60- گزین 	4

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + =

= − = − =−

3

2 2
2

2 2

2 8 4 12

3 4 6 2

، 14 واحد از مقدار حد چپ آن در این  x=2 بنابراین مقدار حد راس�ت تابع در 
نقطه بیشتر است. 

1071 توجه کنید که70- گزین 	2

 x x

x x

x a af x a
x

f x x ax b a b a b

lim ( ) lim

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

+ × += = = +
− × −

= + + = + + = + +
2 2

2 2

2 2

3 3 2 6
2 3 2 2 3

2 2 4 2

، پس هر یک از حدهای بالا برابر با 4 است:
x

f xlim ( )
→

=
2

4 چون 

 
a a

a b
a b b

+ = =−  ⇒ ⇒ + = 
+ + = =  

6 4 2
2

4 2 4 4

1081  80- گزین
x  

f xlim ( )
→−1

ابت�دا توجه کنی�د که بنابر قضای�ای حد،  	3

وجود دارد. از طرف دیگر

x x
x x xf x f xlim ( ( )) ( ) ( ) ( ) lim ( )

→− →−
− + − = ⇒ − − − + − − =2 2

1 1
1 6 1 1 1 1 6

 .
x

f xlim ( )
→−

=
1

3 پس 

1091 نتیج�ه 90- گزین در   . x
+

→2 2 2 آن‌گاه   ، x +→2 اگ�ر  	2
 .

x x
x x xlim ( [ ]) lim ( )

+ +→ →
= =

2 2
2 2 4 . پس  x[ ]=2 2

1101 x−3 را از ص�ورت و مخ�رج ح�ذف می‌کنی�م، 0- گزین1 عام�ل  	2
سپس حد را حساب می‌کنیم:

 
x x x

x xx x x
x x xx

( )
lim lim lim

( )( )→ → →

−− = = = =
− + +−

2

23 3 3

33 3 1
3 3 3 6 29

 

1111  است. می‌توان نوشت1- گزین1
  

0
0 حد مورد نظر به‌صورت  	3

 x x

x

x xx
x x x x

x
x x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− +− =
− − + +

+ += = =
+ + + × +

2

3 24 4

2 24

4 416
64 4 4 16

4 4 4 1
64 16 4 4 4 16

 

1121 x−3 از 2- گزین1 4 وقتی x از س�مت چپ به 1 نزدیک می‌شود،  	1
، از طرف دیگر وقتی  x[ ]− =−3 4 2 1− نزدیک می‌شود، پس  س�مت چپ به 

. بنابراین حد مورد  x x| | ( )− =− −1 1 x از س�مت چپ به 1 نزدیک می‌ش�ود، 

نظر برابر است با

x x

x xx
x x
| | ( )

lim ([ ] ) lim ( )
− −→ →

− − −
− + = − + =− − =−

− −1 1

1 13 4 2 2 1 3
1 1



)11(

1131  اس�ت. توجه کنید که بنابر 3- گزین1
  

0
0 حد مورد نظر به‌صورت  	2

. در نتیجه x x x x( ) ( )( )− = − = − +2 29 3 3 3 اتحاد مزدوج، 

 x x x
x x

x x x x
lim lim lim

( )( )→ → →

− −= =
− − + +

= = =
++

9 9 9
3 3 1

9 3 3 3
1 1 1

3 3 69 3

 

1141 با استفاده از اتحاد چاق و لاغر می‌توان نوشت4- گزین1 	1

 

x x

x

x

x xx x
x x x x

x
x x x x

x x x

( )
lim lim( )

( )

lim( )
( )( ) ( )

lim
( )( )( ( ) )

→ →

→

→

+ + + ++ − + −= ×
− − + + + +

+ −= ×
− + + + + +

= = =
+ ++ + + + +

33 23 3

2 2 33 27 7

33 27

33 27

1 2 1 41 2 1 2
49 49 1 2 1 4

1 8 1
7 7 1 2 1 4

1 1 1
14 4 4 4 1687 1 2 1 4

1151 )f و5- گزین1 )=2 توجه کنید که 1 	1

 x x

x x

xf x x  
x
xf x x
x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

−= − = − =
−
−= + = + =
−

2 2

2 2

2 2 1 1
2
2 2 1 3
2

 

x=2 فقط پیوستگی راست دارد. بنابراین تابع در 

1161 چون تابع در نقطۀ 3 پیوسته است، حدهای چپ و راست 6- گزین1 	4
تابع در این نقطه با هم برابرند:

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − = −

= + = +

2

3 3

3 3

16 16 9

2 6
 

. به این ترتیب a=1 و در نتیجه a a− = +16 9 6 بنابراین 

 
x x

f x
x x

( )
+ ≥= − <

2
2 1 3
16 3

 

.
x x

f x xlim ( ) lim( )
→ →

= − = − =2 2
1 1

16 16 1 15 در نتیجه 

1171 بای�د مخرج هیچ‌ج�ا صفر نش�ود، در نتیجه بای�د دلتای 7- گزین1 	3
x منفی باشد mx m− + + =2 2 6 0 معادلۀ 

 
m m m m

m m m m m

( ) ( ) ( )

( )( )

∆= − − + < ⇒ − + <

− − < ⇒ − + < ⇒− < <

2 2

2

2 4 6 0 4 4 6 0

6 0 3 2 0 2 3
 

 ، 0، 1 و 2 ب�رای m روی  بنابرای�ن تاب�ع f ب�ه ازای چهار مق�دار صحیح 1−
پیوسته است.

1181 y 8- گزین1
x

[ ]= 1  عددی صحیح شود، تابع 
x
1 در نقاطی که مقدار  	1

ناپیوسته است. این نقاط به‌صورت زیر هستند:

 k k x
x k

      ,= ∈ ⇒ =1 1
  

،( , )1 1
10

در بازۀ 

 k k
k

< < ⇒ < < ⇒ ≤ ≤1 1 1 1 10 2 9
10

 

یعنی در هشت نقطه تابع ناپیوسته است.

1191 2− نزدیک 9- گزین1 توج�ه کنی�د که وقتی x از س�مت چپ ب�ه  	1
x+2 از سمت چپ به صفر نزدیک می‌شود. بنابراین می‌شود، 

x x( )
lim

−→ −
=−∞

+2

1
2

1201 4	02- گزین

 x x

x x x

x
x x
x

x x
 

[ ]
lim lim

[ ]
lim lim lim

+ +

− − −

+→ →

→ → →

− − −= = =−∞

−
= = =

0 0

0 0 0

1 1
0

0 0 0

1211 ، بنابرای�ن ب�رای 12- گزین x( ) +− →23 0 ، آن‌گاه  x→3 اگ�ر  	1
∞− شود، باید حد صورت کسر عددی منفی شود: اینکه حاصل حد

x
ax a alim( )

→
+ < ⇒ + < ⇒ <−3

3
13 0 27 3 0
9

1221 برای اینکه نمودار تابع ش�بیه شکل مورد نظر شود، وقتی 22- گزین 	4
. فقط در گزینۀ )4(،  f x( )→−∞ ، باید  x +→2 x و  −→2

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

− +→ →
= =−∞

2 2

1231 ، مقادیر 32- گزین x +→1  و اگ�ر 
x

xlim
+→

=2

1
1 توج�ه کنید که  	3

 .
x

x
x

lim
+→

=+∞
−

2

1 1
x−1 مثبت‌ان�د و ب�ه صف�ر می�ل می‌کنن�د. بنابرای�ن 

، مقادیر x−1 منفی‌ان�د و به صفر  x −→1  و اگ�ر 
x

xlim
−→

=2

1
1 همین‌ط�ور 

. به این ترتیب، نم�ودار تابع f در 
x

x
x

lim
−→

=−∞
−

2

1 1
می�ل می‌کنن�د. بنابراین 

x=1 به شکل گزینۀ )3( است.  همسایگی نقطۀ 

1241 ، پس 42- گزین
x

+→1 1 ، آن‌گاه  x −→1 توجه کنید که اگر  	2

 xt t
x x

++= = + ⇒ →1 11 2  

.
x t

xf f t
x

lim ( ) lim ( )
− +→ →

+ = =+∞
1 2

1 پس 

1251 .52- گزین
x

f x
 

lim ( )
→ +∞

=2 از روی شکل معلوم است که  	2

1261 . بنابراین62- گزین
x

f x
 

lim ( )
+→

=+∞
1

ابتدا توجه کنید که  	۳

tx x
fof x f f x f t

 
  

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+ + → +∞→ →

= = =
1 1

2

1271 x2 اس�ت. همچنین 72- گزین )x برابر  )+ 21 بزرگ‌تری�ن جمل�ۀ  	4
x3 است. پس  )x برابر  )− 31 )x و  )+ 31 بزرگ‌ترین جملۀ 

 
x x

x x x
x x x  

( )
lim lim

( ) ( )→ +∞ → +∞

+
= =

+ + −

2 3

3 3 3
2 1 2 1
1 1 2

 

1281 x−3 82- گزین ، مقادیر x+1 و  x→−∞ توجه کنید که وقتی  	4
به ترتیب منفی و مثبت‌اند. بنابراین

x x

x

a x x a x x
x ax x ax

a x a a
a x a 

| | ( )
lim lim

| |

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→ −∞

+ + − − − + −
=

− + − − + −

− + − − −= =
− − −

1 3 1 1 3 1
3 15 3 15

3 1 3
1 12 1

. a=5
3
، بنابراین  a

a
− =
−

3 2
1

در نتیجه 



گرمی  فصل اول: دست
)12(

1291 ب�رای آنک�ه حد م�ورد نظر براب�ر صفر ش�ود، باید درجۀ 92- گزین 	3
مخرج بیشتر از درجۀ صورت باشد. مخرج از درجۀ اول است، پس باید ضریب 

جملات درجۀ دوم و سوم در صورت برابر صفر باشند:

 
a a

b
a b a b
− = ⇒ = ⇒ = − = ⇒ =

1 0 1
22 0 2  

. a b+ =3 بنابراین 
1301 توجه کنید که 03- گزین 	1

 
x xx x  

lim [ lim ] [ ]
→ −∞ → −∞

= ⇒ = =1 10 0 0  

، پس
x

[ ]=−1 ، بنابراین 1
x

− < <11 0 ، آن‌گاه  x→−∞ از ط�رف دیگر، اگ�ر 

. بنابرای�ن حاص�ل عبارت مورد نظ�ر برابر 
x xx  

lim [ ] lim ( )
→ −∞ → −∞

= − =−1 1 1

1− است. 

1311 x=3 برابر 13- گزین ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ  	3
f اس�ت. پس ش�یب خط عمود بر این خط، که هم�ان خط مماس بر  ( )′ =3 2

. f ( )′ − =− 11
2
− است. پس  1

2
x=−1 است، برابر  نمودار تابع در نقطۀ 

1321 x و 23- گزین a= شیب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطه‌های  	4
x مثبت است.  d= x منفی و در نقطۀ  b= x صفر، در نقطۀ  c=

1331 ، 33- گزین x=1 با توجه به تعریف مشتق تابع f در نقطۀ  	2

  h h

f h f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )
→ →

+ + + − ′= = = − =−
0 0

1 2 1 11 1 11 2 1
2 2 2 2

1341 x=5 را می‌نویسیم:43- گزین تعریف مشتق تابع f در نقطۀ  	1

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( )( )( )( ))
→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − − = × × × =
5 5

5

5 1 2 5 05
5 5

1 2 3 4 4 3 2 1 24



1351 x0 مشتق‌پذیر باشد، آن‌گاه  53- گزین می‌دانیم اگر تابع f در نقطۀ  	2

. بنابراین
 h

f x mh f x nh
m n f x

h
( ) ( )

lim ( ) ( )
→

+ − +
′= −0 0

00

  h h

f h f h f h f h
h h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ( )) ( ) ( )

→ →

+ − − + − −
=

′ ′= − − =

0 0

2 2 2 2 2 2 2 21
3 3

1 42 2 2 2
3 3

1361 با استفاده از تعریف، مشتق چپ و مشتق راست تابع f در 63- گزین 	3
x=1 را به‌دست می‌آوریم: نقطۀ 

 

x x

x x

x x

x x

x
f x f xf

x x
x x x
x x x

x
f x f xf

x x
x x x

x x x

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( ) ( )
lim lim

( )( )

+ +

+ +

− −

− −

+
→ →

→ →

−
→ →

→ →

−
−

− +′ = =
− −

− + += = =
+ − +

−
−

− +′ = =
− −

− − + − +
= = =−

+ − +

2

2

1 1

2 21 1
2

2

1 1

2 21 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1

 

بنابراین مقدار مش�تق راس�ت تابع f در نقطۀ x=1 به اندازۀ 2 واحد از مش�تق
چپ تابع در این نقطه بیشتر است.

1371 ، 1 و 5 پیوس�ته نیست، پس در 73- گزین −3 تابع f در نقطه‌های  	3
این نقطه‌ها مش�تق‌پذیر نیس�ت. همین‌طور، در نقطه‌های 1− و 3 مشتق چپ و 
مشتق راست تابع f برابر نیستند، پس تابع f در این نقطه‌ها مشتق‌پذیر نیست. 
2− و 4 مش�تق‌پذیر اس�ت. بنابراین تاب�ع f در پنج نقطۀ  تاب�ع f در نقطه‌ه�ای 

صحیح از دامنه‌اش مشتق‌پذیر نیست.

1381 . 83- گزین g x f x
x

( ) ( )′= =
3 2
1

3
مش�تق،  تعری�ف  بناب�ر  	4

 . g( )= =
3 2
1 18

123 8
بنابراین 

1391 بنابر قاعدۀ تقسیم، 93- گزین 	3
f x g x g x f xf x

g g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

. از طرف دیگر، f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′− − − − −′ − =
−2

1 1 1 11
1

پس 

f x x x f

ff x x

g x x g

gg x x

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

 = + − − =− ⇒ 
′ − =′ = + 

 = + − = ⇒ 
′ − =−′ = 

3

2

4

3

1 1 3

1 43 1

1 1 2

1 44

. f
g

( )( )
( ) ( )

( )

× − − −′ − = =−
2

4 2 4 31 1
2

بنابراین 

1401 ابتدا ضابطۀ تابع را به کمک اتحاد مزدوج ساده می‌کنیم:04- گزین 	1
f x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= − + + = − +

= − = −

2 2 4 4 4

8 9

1 1 1 1 1

1

 . f ( ) ( )′ = − =8
4 4
1 19 1 0
3 3

. پس  f x x( )′ = −89 بنابراین 1

1411 x در اطراف نقطۀ 14- گزین x− 24 توجه کنید که مق�دار عبارت  	2
x=−2 منفی است.  x=−2 منفی است و مقدار عبارت x+1 هم در اطراف 

پس در اطراف این نقطه

 f x x x x x x

f x x f

( )

( ) ( )

= − − − = − −

′ ′= − ⇒ − =−

2 24 1 5 1

2 5 2 9

x=5 مق�دار عبارت‌های  همچنی�ن توج�ه کنی�د که در یک همس�ایگی نقط�ۀ 
x و x+1 به‌ترتیب منفی و مثبت است. پس در اطراف این نقطه x− 24

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − + + = − + ⇒ = − ⇒ =2 24 1 3 1 2 3 5 7

. f f( ) ( )′ ′+ − =−5 2 2 در نتیجه 

1421 ، بنابراین24- گزین n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که  	2

f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−′ ′= + + = + = +2 2 4 1 2 3 2 34 2 3 2 3 4 4 2 3 16 2 3

 . f ( ) ( )( ( ) )′ − = − − + =− ×2 3 31 16 1 2 1 3 16 5 بنابراین 

1431 ، بنابراین34- گزین gg
g

( )
′

′=
2

توجه کنید که  	3

 xf x f
x

( ) ( ) ×′ ′= ⇒ = =
+

2

3
3 3 42 2

2 92 1
 



)13(

1441 بنابر قاعدۀ تقسیم، 44- گزین 	1
x x x x x xf x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + − + − +′ =
+

2 2 3 2

4
9 4 1 2 1 3 2 1

1

 . f ( )′ =31
4
در نتیجه 

1451 f 54- گزین x x x( )− + = + −33 5 2 4 6 اگر از دو طرف تس�اوی  	4
طبق قاعدۀ زنجیری مشتق بگیریم به‌دست می‌آید:

 
x

x f x x

f x x f f

( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′ ′− + − + = +

′ ′ ′− − + = + →− = ⇒ =−

2

12

3 5 3 5 6 4

103 3 5 6 4 3 2 10 2
3

 

1461 ابتدا توجه کنید که64- گزین 	1

 f x g f x g f x g f x( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))′ ′ ′ ′= =1 12 2 2 2
2 2

 

y را به‌دس�ت می‌آوریم و مش�تق آن را g f x( ( ))=1 2
2

بنابرای�ن ضابط�ۀ تابع 

حساب می‌کنیم:

y g f x g x x x x( ( )) ( ) ( )= = + = − + = − =−333 3 31 1 1 12 8 1 1 8 1 8
2 2 2 2

. y′=−1 در نتیجه

1471 توجه کنید که74- گزین 	3

 
x x

f x
x x

( )
− <′ =
+ >

2

2 1 1

3 2 1
 

. f f( ) ( )′ ′− + =− + =1 2 3 14 بنابراین 11

1481 شرط لازم برای مشتق‌پذیری، پیوستگی است:84- گزین 	4
 

x x
f f x f x a b a b( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = ⇒ + = + ⇒ − =−

1 1
1 2 1 2 2 1 

همچنین باید مشتق چپ و مشتق راست تابع با هم برابر باشند:

 

ax x
f x a b a b

x b x

aa b
a b

a b b
  

( )
+ >′ = ⇒ + = + ⇒ − =
+ <

=− =− ⇒ ⇒ + = 
− = =  

2

2 2 1
2 2 3 2 2 2 1

3 2 1

22 1 7
3 22 2 1
2

1491 نمودار تابع f به‌صورت زیر رسم می‌شود:94- گزین 	4

x=−2 نمودار تابع نقطۀ گوش�ه‌ای دارد و تابع در  x=2 و   ، x=0 در نق�اط 
. fD  { , }′ = − ±0 2 این نقاط مشتق ندارد. پس 

1501 x=3 مش�تق‌پذیر نیس�ت، پس 05- گزین چ�ون تاب�ع f در نقطۀ  	3
x=3 صفر است: x به‌ازای  ax+ −2 12 مقدار 

 a a+ − = ⇒ =9 3 12 0 1 
2− علام�ت عب�ارت . در نزدیک�ی نقط�ۀ  f x x x( ) | |= + −2 12 بنابرای�ن 

x منفی است، بنابراین x+ −2 12
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′=− + − ⇒ =− − ⇒ − =2 12 2 1 2 3  

1511 x باش�د. ش�یب 15- گزین y( , )0 0 ف�رض کنی�د نقطۀ مورد نظر  	2
f اس�ت، که چون خط  x( )′ 0 خ�ط مماس بر نمودار تابع f در این نقطه برابر با 

. اکنون توجه کنید که f x( )′ =0 0 مماس موازی محور x است، پس 

 
f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 6 3 3 1

0 3 1 0 1
 

. y f x f( ) ( )= = =−0 0 1 بنابراین 1

1521 f است:25- گزین ( )′ −2 شیب خط مماس مورد نظر برابر  	3

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ = ⇒ − =
+ + 2

2 2 2 2
1 1

 

) می‌گذرد. , )−2 4 ، پ�س خ�ط مم�اس از نقط�ۀ  f( )− =2 4 از ط�رف دیگ�ر 
بنابراین معادلۀ خط مماس به‌صورت زیر است:

 y x y x( )− = + ⇒ = +4 2 2 2 8  

1531 x بر نمودار 35- گزین y( , )0 0 فرض کنید خط مورد نظر در نقطۀ  	4
تابع، که س�همی اس�ت، مماس باش�د. در این ص�ورت، مقدار مش�تق f به‌ازای 

y است. بنابراین x= +5 x برابر با شیب خط  x= 0

 y x x x′= − ⇒ − = ⇒ =0 0
54 4 4 4 1
4
 

y است، پس x x= − +22 4 6 x روی سهمی  y( , )0 0 چون نقطۀ 

 y x x ( )= − + = × − × + =2 2
0 0 0

5 5 332 4 6 2 4 6
4 4 8

 

) می‌گذرد و ش�یب آن 1 اس�ت، پس , )5 33
4 8

بنابرای�ن خ�ط مورد نظر از نقطۀ 

y است. x− − =8 8 23 0 ، یعنی  y  x  − = −33 5
8 4

معادله‌اش به‌صورت 

1541 a ف�رض می‌کنیم. ش�یب خط 45- گزین
a

( , )1 نقط�ۀ تماس را  	2

مماس را به‌دست می‌آوریم:

 f x f a
x x a a

( ) ( )−′ ′= ⇒ =−1 1
2 2

 

y اس�ت.  x a
a a a

( )− =− −1 1
2

بنابرای�ن معادلۀ خط مماس به‌صورت 

) را در معادله جای‌گذاری می‌کنیم: , )3 0 نقطۀ 

  a a a a
a a a

( )−− = − ⇒ = − ⇒ =1 10 3 2 3 1
2

 

y اس�ت. در نتیج�ه x=− +1 3
2 2

‌بنابرای�ن معادل�ۀ خ�ط مم�اس به‌ص�ورت 

3 است.
2
عرض از مبدأ خط مماس برابر 



گرمی  فصل اول: دست
)14(

1551 مقدار دو آهنگ تغییر را حساب می‌کنیم:55- گزین 	2

 

f f A

f f

 
A

  ½â pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

 â½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

( ) ( )
[ , ]

( / ) ( )
[ , / ]

/
/

/ /
/

−−
= = =− =

−
−

=
−

−− −
= = = =− =

×

1

2

1 14 1 121 4
4 1 3 6

4 41 44 4 41
4 41 4

1 1 2 2 1 1
502 1 2 4 2 42

0 41 41 41 41 21
100 100

.
A
A

/
−

× ×= = = = =
× ×−

×

1

2

1
41 21 41 7 2876 2 87

50 6 50 2 50 100
41 21

بنابراین 

1561 ]  حساب می‌کنیم:65- گزین , ]1 2 مقدار ‌آهنگ تغییر متوسط را در بازۀ  	1
f f

ˆw¼T¶ oÃÃ™U#ª¹ÀA

( ) ( ) ( )− − −
= = =

−
2 1 1 1 2
2 1 1

 

از طرف دیگر، آهنگ تغییر لحظه‌ای در نقطۀ مورد نظر همان مشتق تابع در این
نقطه است که باید برابر 2 باشد. پس 

 f x x x   x
x x

(.¡.¡.ù)( ) ,′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =2
2 2

2 21 2 1 2 2 2

1571 آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع همان مش�تق آن اس�ت. پس 75- گزین 	3
. بیشترین مقدار تابع  f x x x( )′ =− + −23 6 6 مش�تق تابع f را پیدا می‌کنیم: 

 است، پس بیشترین مقدار 
a
∆−
4

a برابر  y ax bx c( )< = + +20 درجۀ دوم 

. ( )( )

( )

− − −
− =−

−
36 4 3 6 3

4 3
آهنگ تغییر لحظه‌‌ای برابر است با 

1581 مشتق اول و دوم تابع را حساب می‌کنیم:85- گزین 	4
 f x ax b f x a( ) ( )′ ′′= + ⇒ =2 2  

بنابراین

 
f a a

f a b b

( )

( )

′′ =− ⇒ =− ⇒ =−

′ =− ⇒ + =− ⇒ =

2 2 2 2 1

2 2 4 2 2
 

. a b− =−3 در نتیجه 

1591 مشتق دوم تابع f را به‌دست می‌آوریم:95- گزین 	3
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= + − ⇒ = +26 6 2 12 6  

بنابراین

 f a a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 10 12 6 0
2
 

1601 توجه کنید که06- گزین 	2

 f x f x f
x x

( ) ( ) ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = ⇒ − =−
2 3

1 21 1 2  

1611 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:16- گزین 	2

x  x  
x x x x
x x x x

lim lim
→− →−

− + − += = =−
−+ − +

3 2 2

3 2 21 1
2 3 5 6 6 6 6 4

3 63 2 3 6
1621 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:26- گزین 	3

x x
x x x

xx x
lim lim
→ →

− −
− ×= = =

− −− +23 3

3 31 1
3 12 3 2 3

2 7 6 7 27 12

1631 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌كنیم:36- گزین 	4

 
h

h

f h f hL
h

f h f h f f

( ) ( )
lim

( ) ( )
lim ( ) ( )

+

+

→

+ −
→

+ − −
=

′ ′+ + − ′ ′= = +

0

0

1 1

1 1 1 1
1

 .
x x

f x
x x

( )
 >′ =

<

2

3
3 1
4 1

اکنون تابع مشتق را پیدا می‌كنیم: 

. L= + =3 4 7 ، بنابراین  f ( )−′ =1 4 f و  ( )+′ =1 3 واضح استك ه 

1641 ، 46- گزین f x( )′ =0 ک�ه  نقاط�ی  و   f x( )′ ≥0 اگ�ر  می‌دانی�م  	3
) نمودار  , ]−∞ 3 تش�کیل یک بازه ندهند تابع اکیداً صعودی اس�ت. روی بازۀ 

 x=3 x=1 و  تابع مشتق بالای محور x یا مماس بر آن است و فقط در نقطۀ 
) اکیداً صعودی اس�ت.  , ]−∞ 3 مش�تق برابر صفر اس�ت. پس تابع روی بازۀ 

بنابراین بیشترین مقدار ممکن a برابر 3 است. 

1651 ، پس56- گزین f x x( )′ = −2 1 توجه کنید که  	1

 f x x x       xIÄ( )′ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤− ≥20 1 0 1 1  
]  اکیداً صعودی است، پس , )+∞1 ) و  , ]−∞ −1 بنابراین تابع f روی بازه‌های 

)  اکیداً صعودی نیست. , )−1 2 روی بازۀ 

1661 . 66- گزین f x x x x x( ) ( )′ =− + = − +23 2 3 2 توج�ه کنید که  	2
بنابراین

 
x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

20
3

0 0
 

) اکی�داً صعودی اس�ت. بنابراین بیش�ترین , )20
3

‌در نتیج�ه تاب�ع f روی ب�ازۀ 

2 است.
3
مقدار ممکن a برابر 

1671 مشتق تابع را پیدا می‌کنیم: 76- گزین 	4
 f x x mx x f x x mx( ) ( )′=− + − + ⇒ =− + −3 2 212 1 3 2 12

 . x mx− + − ≤23 2 12 0 ، در نتیجه  f x( )′ ≤0 باید مشتق تابع نامثبت باشد، یعنی 
برای اینکه این نابرابری همواره درست باشد، باید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 144 0 36 6 6
}   باش�د، تابع  , , , , , , }± ± ± ± ± ±0 1 2 3 4 5 6 بنابرای�ن اگ�ر m عضو مجموعۀ 

اکیداً نزولی است.

1681  مشتق‌پذیر است و86- گزین f در تمام نقاط  تابع  	2

f x x x x x( ) ,′ =− + = ⇒ = =26 6 0 0 1

2 است. )  نقاط بحرانی تابع f هستند که فاصلۀ آن‌ها برابر  , )1 1 ) و  , )0 0 پس 

1691 ابتدا تابع را به‌صورت چند‌ضابطه‌ای می‌نویس�یم، سپس 96- گزین 	1
مشتق تابع را پیدا می‌کنیم: 

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 + − ≥− − >− ′= ⇒ = − − <−− − − <−  

2

2
2 4 2 2 2 2

2 2 22 4 2

2− نقطۀ بحرانی تابع است.  x=−2 مشتق ندارد، پس نقطۀ به طول  تابع در نقطۀ 



)15(

از طرف دیگر،
x x

f x
x x

                      

   (.¡.¡.ù)

( )
− = ⇒ =′ = ⇒
− − = ⇒ =−

2 2 0 1
0

2 2 0 1

بنابرای�ن نقط�ۀ به طول 1 نقط�ۀ بحرانی تابع اس�ت. مجم�وع عرض‌های نقاط 
. f f( ) ( )− + =− + =2 1 4 5 1 بحرانی برابر است با 

1701 ریش�ه‌های صورت و مخرج تابع مشتق اگر در دامنۀ تابع 07- گزین 	3
باشند، طول نقاط بحرانی هستند. 

x x x xf x x x
x x x

( )
( )

− + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

4 6 4 7 42
3 3 3

مشخص است که صورت کسر دو ریشه و مخرج آن یک ریشه دارد که همگی در 
 است(، بنابراین تابع f سه نقطۀ بحرانی دارد. دامنۀ تابع هستند )دامنۀ تابع 

1711 fD و 17- گزین  [ , ]= 1 3 توجه کنید که  	3

 f x
x x

( )′ = −
− −

1 1
2 1 2 3

x=3 مشتق‌پذیر نیست. از طرف دیگر  x=1 و  تابع f در نقاط 
 f x x x x x x( )′ = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =0 1 3 1 3 2  

}   است که دارای سه عضو است. , , }1 2 3 پس مجموعۀ طول نقاط بحرانی تابع 

1721 1− و ۲ مینیم�م نس�بی دارد. 27- گزین f در نقطه‌ه�ای  تاب�ع  	۲
مجموع این عددها برابر ۱ است.

1731 f به‌ص�ورت زیر اس�ت. 37- گزین x( )′ ج�دول تعیی�ن علام�ت  	3
x=−2 دارد. بنابراین تابع f فقط یک نقطۀ مینیمم نسبی در 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + +

2 2

0 0
 

1741 . 47- گزین f x x x x x( ) ( )′ = − = −3 2 28 3 8 3 ابتدا توجه کنید که  	2

بنابراین جدول تغییرات تابع f به‌صورت زیر است:

 

x

f x

f x

ÂLvº

min

( )

( )

−∞ +∞

′ − − +

30
8

0 0

  

 
بنابراین تابع f فقط یک نقطۀ اکسترمم نسبی دارد.

1751 f ب�ه 57- گزین نم�ودار تاب�ع  	۱
 x=0 شکل مقابل اس�ت. این تابع در نقطۀ 
x=1 مینیمم  ماکزیم�م نس�بی و در نقط�ۀ 

نسبی دارد.

1761 . بنابراین67- گزین f x x( )′ = −4 8 ابتدا توجه کنید که  	4
 f x x( )′ = ⇒ =0 2  

اکنون توجه کنید که چون
 f       f       f( ) , ( ) , ( )= =− =0 1 2 7 5 11  

7− و پ�س مقدار ماکزیمم مطل�ق و مینیمم مطلق تاب�ع f به‌ترتیب برابر 11 و 
) است. )− − =11 7 18 اختلاف آن‌ها برابر 

1771 f 77- گزین تاب�ع  نم�ودار  	۳
به‌صورت مقابل اس�ت. حداکث�ر مقدار تابع 
2− است و  برابر ۳ و حداقل مقدار آن برابر 

اختلاف این دو مقدار برابر ۵ است.

1781 توجه کنید که87- گزین 	1

 
x x x xf x       x

x x

f x x x x   .¡.¡.ù

( )
( ) ,

( ) ( )

( ) , ( )

+ − −′ = = >
+ +

′ = ⇒ − = ⇒ = =−

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 0
1 1

0 1 0 1 1

. بنابراین 
x  

f xlim ( )
→+∞

=0  و 
x  

f xlim ( )
+→

=
0

0  ، f( )=11
2
از ط�رف دیگ�ر، 

. f( )=11
2
ماکزیمم مطلق تابع f برابر است با 

1791 ، پس97- گزین y x a= −2 چون  	3
A x xy x x a x ax

aA x x a x

( ) ( )

( )

= = − = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

22 2

0 4 0
4

. a a aa( ) − × =−
222

4 4 8
بنابراین کمترین مقدار xy برابر است با 

1801 ط�ول اضالع قائم�ۀ مثل�ث را a و b ف�رض می‌کنی�م. 08- گزین 	1

S را به‌دست آوریم. توجه  ab=1
2

می‌خواهیم بیش�ترین مقدار مس�احت، یعنی 

، در نتیجه b a= − 216 . پس  a b+ =2 2 16 کنید که 

 
S a a a

aS a a  S a a
a

( )

( ) ( )

= −

′ ′= − − ⇒ = ⇒ =
−

2

22
2

1 16
2
1 16 0 2 2
2 2 16

 

. ( ) =1 2 2 8 4
2

بنابراین بیشترین مقدار S برابر است با 

1811 B را روی نمودار در نظ�ر می‌گیریم. پس 18- گزین x y( , ) نقط�ۀ  	4
. بنابراین y x= +2 9

d x AB x y x x x x

xd x d x x
x x

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= = − + − = − + + = − +

−′ ′= = ⇒ =
− +

2 2 2 2

2

4 0 4 2 9 6 25

2 6 0 3
2 6 25

x=3 به‌دست می‌آید و برابر است با 4. بنابراین کمترین مقدار d به‌ازای 
1821 توجه کنید که مساحت مستطیل ABCD برابر است با 28- گزین 	4

 f x x x( ) ( )( )= − −3 1 1 2 . بنابراین باید بیشترین مقدار تابع  x x( )( )− −3 1 1 2
را پیدا کنیم. توجه کنید که

f x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )( )

( )

′ = − + − − =− +

′ = ⇒− + = ⇒ =

3 1 2 3 1 2 12 5

50 12 5 0
12

 x= 5
12

بنابراین تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و بیشترین مقدار آن به ازای 

. در نتیجه بیش�ترین مقدار مس�احت  1
24

به‌دس�ت می‌آی�د، که برابر اس�ت با 

1 است.
24

مستطیل ABCD برابر 



گرمی  فصل اول: دست
)16(

1831 توجه کنید که38- گزین 	3
AB AC a a

a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ + + − = − + −

+ + + = − + +

2 2 2 2

2 2

1 1 1 3 1 5

2 1 0 6 9 16
اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می‌آید

a a a a a a+ + = − + ⇒ = ⇒ =2 22 1 6 25 8 24 3

1841 . بنابراین48- گزین AB ( ) ( )= − + − =2 20 3 0 0 3 توجه کنید که  	2

AC a b a b

BC a b a b

a a b

     1

     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

= ⇒ − + − = ⇒ + =

= ⇒ − + − = ⇒ − + =

− + + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

3 0 0 3 9

3 3 0 3 3 9

9 6 9 2

. در نتیجه از  a=3
2
، پس  a− =9 6 0 از تس�اوی‌های )۱( و )۲( نتیجه می‌ش�ود 

، بنابراین  b a  = − = − =2 2 9 279 9
4 4

تساوی )۱( به دست می‌آید 

b  | |=3 3
2

1851 ) یعن�ی نقط�ۀ 58- گزین , )− + +2 4 3 1
2 2

وس�ط ضل�ع BC نقط�ۀ  	1

) اس�ت. ط�ول میانۀ نظی�ر رأس A برابر با فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ وس�ط  , )1 2

. ( ) ( )− + − =2 22 1 5 2 10 ضلع BC است، یعنی برابر است با 

1861 ) 68- گزین , )2 7 )a و  , )3 ش�یب خ�ط راس�تی ک�ه از نقطه‌ه�ای  	3

. ش�یب خط راس�تی ک�ه از نقطه‌های  a a− = −
−

7 7
3 2

می‌گ�ذرد براب�ر اس�ت با 

. اگر دو خط بر هم عمود  − =
− −
4 8 2
1 1

) می‌گذرد برابر است با  , )1 8 ) و  , )−1 4

1− است، پس باشند، حاصل‌ضرب شیب‌های آن‌ها برابر 

a a( )( )− =− ⇒ =137 2 1
2

1871 x 78- گزین y+ + =4 3 20 ) بر خط 0 , )3 1 طول عمود وارد از نقطۀ  	3
فاصلۀ این نقطه از این خط است که برابر است با

| |× + × +
= =

+2 2

4 3 3 1 20 35 7
54 3

1881 ax ویژگی‌های مورد نظر 88- گزین by c+ + =0 ف�رض کنید خط  	4

، در نتیجه  a
b

− =−1 1− اس�ت، پس  را داش�ته باش�د، چون ش�یب این خط 

. از طرف دیگر، چون فاصلۀ مبدأ از این خط برابر با ۵ است، پس a b=
a a c c c a c a

aa a

| | | |
| | | |

| |

× + × +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

+2 2

0 0 5 5 5 2 5 2
2

و   ax ay a+ + =5 2 0 نظ�ر  م�ورد  راس�ت  خط‌ه�ای  بنابرای�ن 

 x y+ + =5 2 ax هستند که می‌توان آن‌ها را به صورت 0 ay a+ − =5 2 0

x نوشت.  y+ − =5 2 0 و 

1891 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی 98- گزین 	2
. اکنون دقت کنید که  a PF PF′= + = + =2 6 8 14 a2 است. بنابراین  برابر 

A. با توجه به شکل فاصلۀ کانونی بیضی برابر است با F AF′ ′= =5
   FF AA AF A F c′ ′ ′ ′= − − ⇒ = − − =2 14 5 5 4  

1901 راه‌ح��ل اول ط�ول قط�ر ب�زرگ، ط�ول قط�ر کوچ�ک و 09- گزین 	2
c2 است. بنابراین b2 و   ، a2 فاصلۀ کانونی بیضی به‌ترتیب 

a a b b      ,= ⇒ = = ⇒ =2 8 4 2 6 3
از طرف دیگر،

a b c c c c= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 216 9 7 7
. c=2 2 7 بنابراین فاصلۀ کانونی بیضی مورد نظر برابر است با 

نتیج�ه  در   ، a b c= +2 2 24 4 4 پ�س   ، a b c= +2 2 2 چ�ون  دوم  راه‌ح��ل 
، یعنی  a b c( ) ( ) ( )= +2 2 22 2 2

 c c c( ) ( )= + ⇒ = ⇒ =2 2 2 28 6 2 2 28 2 2 7  

1911 چون مرکز بیضی روی مبدأ مختصات اس�ت و کانون‌های 19- گزین 	1
y است، یعنی  x هستند، پس قطر کوچک بیضی روی محور  بیضی روی محور 
a و  OA′= =17 ′BB قط�ر کوچ�ک بیضی اس�ت. اکن�ون توجه کنی�د که 

. در نتیجه b OB= =15

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 217 15 8
′ABF برابر است با  . در نتیجه، مساحت مثلث  AF a c′= + =25 بنابراین 

AF OB′× = × × =1 1 37525 15
2 2 2

1921 b و 29- گزین OB′= =6 راه‌ح��ل اول بنابر فرض‌های مس�ئله،  	2
. بنابراین a BF= =8

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 28 6 2 7

. c
a
= 7

4
پس خروج از مرکز بیضی برابر است با 

، پس b=6 a=8 و  راه‌حل دوم چون 
be
a

( ) ( )= − = − = − = =2 23 9 7 71 1 1
4 16 16 4

1931 راه‌حل اول بنابر فرض مسئله،39- گزین 	4
c c a b a b           (1),= ⇒ = − = ⇒ − =2 2 5 5 2 2 2 1

بنابراین
a b c a b c a b a b

a b(1)
     (2)

( )( )= + ⇒ − = ⇒ − + =

→ + =

2 2 2 2 2 2 5

5
a=3 به‌دس�ت می‌آی�د. در نتیجه خ�روج از مرکز   ،( )2 ) و  )1 از تس�اوی‌های 

 . c
a
= 5

3
بیضی برابر است با 

b به‌دست می‌آید.  a= −1 راه‌حل دوم برای به‌دست آوردن a، از تساوی )1(، 
بنابراین

a b c a a c

a a a a a

( )= + ⇒ = − +

= − + + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

1

2 1 5 2 6 3
 

1941 نقط�ۀ 49- گزین پ�س  اس�ت،  قط�ر  س�ر  دو  وس�ط  دای�ره  مرک�ز  	2

) مرکز دایره است. اکنون توجه کنید که شعاع دایره  , )1 4 )، یعنی  , )− +3 1 6 2
2 2

 ، AB ( ) ( )= + + − = + =2 23 1 6 2 16 16 4 2 AB1 است، چون 
2

برابر 

. بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است: r=2 2 در نتیجه 
 x y x y x y c( ) ( )− + − = ⇒ + − − = − − =− ⇒ =−2 2 2 21 4 8 2 8 8 1 16 9 9



)17(

1951 y2 برابر 1 است. 59- گزین x2 و  در معادلۀ گستردۀ دایره ضرایب  	4
x2 برابر 1 شود:  پس طرفین معادلۀ داده شده را بر 2 تقسیم می‌کنیم تا ضریب 

. از طرف  a=2 ، پس  a =1
2

. ب�ه این ترتیب  a bx y x y+ − + − =2 2 2 4 0
2 2

دیگر، چون شعاع دایره برابر 3 است، پس
b b b ab( ) ( ) ( ) ( )− + − − = ⇒ + = ⇒ =± ⇒ =±2 2 21 2 4 4 3 20 6 8 16

2 2 2
1961 نظ�ر 69- گزین م�ورد  دای�رۀ  معادل�ۀ  می‌کنی�م  ف�رض  	2

x باش�د. مختص�ات نقطه‌ه�ای داده ش�ده در این  y ax by c+ + + + =2 2 0
معادله صدق می‌کنند:

a c b c a b c            , ,+ + = + + = + − + + =1 0 1 0 1 1 0
b به‌دست می‌آید. بنابراین در معادلۀ سوم c+ =−1 از معادلۀ دوم 

 a b c a a( )− + + = ⇒ − + − = ⇒ =2 0 2 1 0 1
b=1 به‌دس�ت می‌آی�د.  c=−2 و از معادل�ۀ دوم  در نتیج�ه از معادل�ۀ اول 

بنابراین شعاع دایرۀ مورد نظر برابر است با

a b c ( )+ − = + − − =2 21 1 104 1 1 4 2
2 2 2

1971 r=2 اس�ت. 79- گزین )O مرکز دایره و ش�عاع دایره  , )2 0 نقطۀ  	2

OA، و در نتیجه ( )= − + =2 26 2 0 4 همچنین 

AT OA r= − = − = =2 2 2 24 2 12 2 3  

1981 نقط�ۀ 89- گزین دای�ره  مرک�ز  	1
 O است. شیب خطی که نقطه‌های O( , )0 0

و A روی آن قرار دارند، برابر است با 

. بنابراین شیب خط مماس بر دایره که بر خط گذرنده از O و A عمود  − =
−

1 0 1
1 0

 A  ( , )1 1 اس�ت، براب�ر 1− اس�ت. پس معادلۀ خ�ط مماس بر دای�ره‌ در نقطۀ 
به‌صورت زیر است:

y x y x( )( )− = − − ⇒ =− +1 1 1 2

1991 )O و شعاع آن 99- گزین , )0 0 x نقطۀ  y+ =2 2 169
25

مرکز دایرۀ  	2

 ( , )0 0 r=13 است. بنابراین مطابق شکل زیر، OH برابر با فاصلۀ نقطۀ 
5
برابر 

. در  | |+ −
=

+2 2

0 0 12 12
54 3
x اس�ت، ک�ه براب�ر اس�ت ب�ا  y+ − =4 3 12 0 از خ�ط 

  ،OHB نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

OB OH HB HB HB( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 213 12 1
5 5
 . AB HB= =2 2 اکنون توجه کنید که 

002- گزین200  ،O ( , )−−1
4 0

2
x نقطۀ  y x+ − =2 2 4 0 مرکز دای�رۀ  	3

O و شعاع آن برابر است با ( , )1 2 0 یعنی 

r ( ) ( )= − + − = + − =2 2
1

1 14 0 4 0 16 0 0 2
2 2

 

O، یعن�ی ( , )−− −2
2 8
2 2

x نقط�ۀ  y x y k+ + − + =2 2 2 8 0 مرک�ز دای�رۀ 

O و شعاع آن برابر است با  ( , )−2 1 4

r k k k( ) ( )= + − − = + − = −2 2
2

1 12 8 4 4 64 4 17
2 2

O. پس  O r r= +1 2 1 2 برای اینکه دو دایره مماس بیرونی باشند باید 

k k k k( ) ( )+ + − = + − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =2 22 1 0 4 2 17 3 17 9 17 8

102- گزین201 رقم صدگان عدد مورد نظر نمی‌تواند صفر باشد. بنابراین  	3
برای صدگان 4 انتخاب داریم. برای هر یک از رقم‌های دهگان و یکان 5 انتخاب 

 . × × =4 5 5 100 داریم. بنابراین تعداد عددهای موردنظر برابر است با 

202- گزین202 نف�ر اول می‌تواند ب�ر روی هر یک از صندلی‌ها بنش�یند،  	4
پس برای او 6 انتخاب وجود دارد. نفر دوم باید صندلی‌ای به‌جز صندلی نفر اول 
را انتخ�اب کن�د، پس 5 انتخاب دارد. به همین ترتیب، نفر س�وم هم 4 انتخاب 

. × × =6 5 4 120 دارد. بنابراین تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با 
302- گزین203 ب�رای هر س�ؤال یکی از چهار گزینه درس�ت اس�ت، پس  	1

‌کلی�د هر س�ؤال 4 حال�ت دارد. پ�س تعداد حالت‌ه�ای مختلف ک�ه یک کلید
204 است.  یعنی 

IU

× × ×
20

4 4 4



20 سؤالی می‌تواند داشته باشد 

402- گزین204 تعداد راه‌های رسیدن  	2
از نقطۀ A به هر نقطه روی شکل را به کمک 
اصل جمع حساب می‌کنیم که مطابق شکل 
روبه‌رو اس�ت. بنابراین به 30 طریق مختلف 

می‌توانیم از نقطۀ A به نقطۀ B برویم. 

502- گزین205 اگر صدگان عدد 7 باش�د، هر ک�دام از رقم‌های دهگان و  	2
یکان می‌توانند نه حالت داش�ته باشند )فقط 7 نمی‌توانند باشند(. پس 81 عدد 
به این صورت وجود دارد. اگر دهگان عدد 7 باشد، رقم یکان می‌تواند نه حالت 
و رقم صدگان می‌تواند هشت حالت داشته باشد )7 و صفر نمی‌تواند باشد(. پس 
72 عدد به این شکل وجود دارد. به همین ترتیب اگر یکان عدد 7 باشد، دهگان 
می‌تواند نه حالت داش�ته باش�د و صدگان می‌تواند هش�ت حالت داش�ته باشد. 
یعنی 72 عدد نیز به این شکل وجود دارد. بنابراین تعداد کل عددهای مطلوب 

. + + =81 72 72 225 برابر است با 

602- گزین206 حروف یکسان را کنار هم قرار می‌دهیم و آن‌ها را به عنوان  	3
یک عضو جایگش�ت در نظ�ر می‌گیریم. یعنی می‌خواهیم تعداد جایگش�ت‌های 

4=! است. 24 مختلف S ، I ، M و P را حساب کنیم که برابر 

702- گزین207 توجه کنید که  	2

 

n nP n P n
n n

n n
n n n

! !( , ) ( , )
( )! ( )!

( )! ( )( )!

= ⇒ = ×
− −

= ⇒ − = ⇒ =
− − −

5 2 4 2
5 4

1 2 4 2 6
5 4 5
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802- گزین208 باید سه رقم متمایز از میان رقم‌های 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 7 و 9  	3
انتخاب کنیم و با آن‌ها عددی س�ه رقمی بنویس�یم. تعداد راه‌های این کار برابر 

. P !( , )
!

= =66 3 120
3

است با 

902- گزین209 ارق�ام اول و آخر را باید از بین پنج رقم فرد انتخاب کنیم  	1
)P حالت امکان‌پذیر است. سه رقم وسط را هم باید از بین  , )5 2 که این کار به 

)P حالت امکان‌پذیر  , )8 3 هش�ت رقم باقیمانده انتخاب کنیم که ای�ن کار به 

است. بنابراین تعداد اعداد مطلوب سؤال برابر است با 

P P ! ! !( , ) ( , )
! ! !

× = × =5 8 85 2 8 3
3 5 3

2102 در اینج�ا ترتی�ب بی�رون آوردن 4 گ�وی از 20 گوی مهم 0- گزین1 	4

 . P ! !( , )
( )! !

= =
−

20 2020 4
20 4 16

است، پس تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با 

2112 راه‌حل اول توجه کنید که 1- گزین1 	2
n n n n n n

n n

n n n n n

n n n n n

! ! !( )! !( )!
!( )! !( )!

! ( )( )( )( )! ! ( )!

( )( )( )

   
   = ⇒ = ⇒ − = −
    − −   
× − − − − = × × × × −

− − − = × × ⇒ − = ⇒ =

4 4 7 7
4 4 7 74 7

4 4 5 6 7 4 5 6 7 7

4 5 6 7 6 5 4 7 11

.
n !

! !

    × ×   = = = =
   
   

11 11 11 10 9 165
8 3 68 8

بنابراین 

پ�س   . m k n+ = آن‌گاه   ،
n n

m k

   
   =
   
   

اگ�ر  می‌دانی�م  دوم  راه‌ح��ل 

.
n !

! !

    × ×   = = = =
   
   

11 11 11 10 9 165
8 3 68 8

. پس  n= + =7 4 11

2122  طریق می‌تواند سه تا از کتاب‌هایش را 2- گزین1
 
 
 
 

6

3
محس�ن به  	4

 طریق می‌تواند سه تا از کتاب‌هایش را انتخاب 
 
 
 
 

8

3
انتخاب کند و ابراهیم نیز به 

.
   
   =
   
   

6 8
1120

8 3
کند. بنابراین تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با 

2132 اگر به چهار پرسش از پنج پرسش نخست پاسخ دهد، باید 3- گزین1 	4
به ش�ش پرسش از هش�ت پرسش دیگر پاس�خ دهد. تعداد راه‌های این کار برابر 

. اگر به هر پنج پرس�ش نخست پاسخ دهد، باید به 
   
   =
   
   

5 8
140

4 6
اس�ت با 

پنج پرسش از هشت پرسش دیگر پاسخ دهد. تعداد راه‌های این کار برابر است با 

. + =140 56 196 . بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 
   
   =
   
   

5 8
56

5 5

2142 اگر سه نفر از هشت نفر را انتخاب کنیم و در یک تیم قرار 4- گزین1 	1
دهی�م، پن�ج نفر باقی‌مان�ده تیم پنج نف�ره را تش�کیل می‌دهن�د. بنابراین تعداد 

. ! !
! ! ! !

  × × × = = =
  × 

8 8 8 7 6 5 56
3 5 3 53

 است: 
 
 
 
 

8

3
حالت‌های ممکن برابر 

2152  5- گزین1
 
 
 
 

6

1
ابتدا یک زن و شوهر را از بین شش زن و شوهر به  	1

حال�ت انتخ�اب می‌کنیم. اکنون باید س�ه نف�ر را از بین پن�ج زوج دیگر انتخاب 

 حالت امکان‌پذیر 
 
 
 
 

5

3
کنی�م. ابتدا س�ه زوج انتخاب می‌کنیم که این کار ب�ه 

است. سپس از بین هر زوج انتخاب شده زن یا شوهر را انتخاب می‌کنیم که این 
× راه ممکن اس�ت. پ�س کل حالت‌های انتخاب پن�ج نفر از بین  ×2 2 2 کار ب�ه 

.
   
   × × =
   
   

36 5
2 480

1 3
ساکنین آپارتمان برابر است با 

2162 مجموع�ۀ 6- گزین1 ی�ک  عض�وی  k زیرمجموعه‌ه�ای  تع�داد  	1

 . n= + =5 6  و در نتیجه 11
n n   

   =
   
   5 6

 است. بنابراین 
n

k

 
 
 
 

n عضوی برابر

 
 
 
 
 

11

3
تعداد زیرمجموعه‌های سه عضوی مجموعۀ یازده عضوی برابر است با 

.
 
 
 
 

11

8
یا همان 

2172 توجه کنید که7- گزین1 	3

n S       n A( ) , ( )
   
   = = = + = + =
   
   

2 2 2
2 4 2 1 3

1 2

. n AP A
n S
( )

( )
( )

= =3
4
بنابراین 

2182 تع�داد راه‌های انتخاب س�ه لام�پ از دوازده لامپ برابر 8- گزین1 	4

 A چون هش�ت لامپ درون جعبه سالم‌اند، پس اگر . n S( )
 
 =
 
 

12

3
اس�ت با 

. بنابراین n A( )
 
 =
 
 

8

3
پیشامد مورد نظر باشد، آن‌گاه 

n AP A
n S

!
( ) ! !! !( )
( ) ! ! !

! !

 
 
 

× × × = = = = = =
× × × 

 
 
 

8
8

3 8 9 6 7 8 145 3
12 12 5 12 10 11 12 55

9 33

2192 . برای اینکه س�ه مهره 9- گزین1 n S( )
 
 =
 
 

10

3
واضح اس�ت ک�ه  	1

همرنگ باش�ند، یا باید هر سه آبی باش�ند یا هر سه قرمز. پس تعداد حالت‌های 

. بنابراین n A( )
   
   = +
   
   

4 6

3 3
انتخاب سه مهرۀ همرنگ برابر است با 

 n AP A
n S
( )

( )
( )

   
   +
   

+   = = = =
 
 
 
 

4 6

3 3 4 20 1
10 120 5

3
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022- گزین220 چون A و B دو پیش�امد ناس�ازگارند، پس  	 4

 P A B P A P B P B P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =3 1 1
8 4 8

  

. P B P B( ) ( )′ = − = − =1 71 1
8 8

بنابراین 

122- گزین221 توجه کنید که  	2
P A B P A P A B P A B P A B( ) ( ) ( ) / / ( ) ( ) /− = − ⇒ = − ⇒ =0 1 0 3 0 2  

از طرف دیگر
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 3 0 4 0 2 0 5   

222- گزین222 فرض کنید A پیشامد این باشد که هر دو عدد رو شده زوج  	2
باشند و B پیشامد این باشد که مجموع دو عدد رو شده برابر 6 باشد، در این صورت 
 B    A B{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}, {( , ),( , )}= =1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 2 4 4 2  

. n A BP A B
n B
( )

( | )
( )

= =2
5

 پس 

322- گزین223 توجه کنید که 	1

 P A B P A B P A BP A B
P B P B
( ) ( ) ( )

/ ( | )
( ) ( ) /

′ ′ ′
′= = = =

′ −
0 2

1 0 8
  

. P A B( ) / / /′ = × =0 2 0 8 0 16 در نتیجه 

422- گزین224 A را پیشامد گرفتن بیماری سارس و B را پیشامد درمان  	4

. در نتیجه P B A( | )= 1
10

P و  A( )= 2
100

فرد می‌گیریم. در این صورت 

 P A B P A BP B A P A B
P A
( ) ( )

( | ) ( ) /
( )

= = = ⇒ =1 0 002
10 2

100

 



در نتیجه احتمال اینکه فرد هم دچار بیماری شود و هم درمان شود 0/002 است.

522- گزین225 ف�رض کنید A پیش�امد این باش�د که نف�ر اول به هدف  	4
بزند و B پیشامد این باشد که نفر دوم به هدف بزند.

. پیشامدهای A و B مستقل‌اند و  P B( ) /=0 7 P و  A( ) /=0 8 توجه کنید که 
. احتمال مورد نظر  P A B P A P B( ) ( ) ( ) / / /= = × =0 8 0 7 0 56 در نتیج�ه 

برابر است با
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 8 0 7 0 56 0 94 

622- گزین226 پیش�امد »به هدف زدن شخص اول« را A و پیشامد »به  	3
هدف زدن شخص دوم« را B می‌نامیم. پس

 P A P A P B P B      ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = − = = ⇒ = − =1 1 3 3 3 51 1
4 4 4 8 8 8

A اس�ت که چون  B′ ′
 پیش�امد »حداق�ل یکی از آن‌ه�ا به هدف نزند« برابر 

′B مستقل از یکدیگرند، پس ′A و 

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + − × =3 5 3 5 29
4 8 4 8 32



722- گزین227 راه‌ح��ل اول توج�ه کنید ک�ه در اینج�ا فض�ای احتمال  	3
R2 پیشامد این باشد که توپ  S است. فرض کنید  ¡ ¡ ¡ A A A A ¡{ , , , }=

B1 به‌ترتیب پیش�امدهای این باش�ند ک�ه توپ اول قرمز و  R1 و  دوم قرمز و 
B1 فضای S را افراز می‌کنند،  R1 و  توپ اول آبی باشد. در این صورت، چون 

بنابر قانون احتمال کل،

P R P R P R R P B P R B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + = × + × =2 1 2 1 1 2 1
3 2 6 3 1
9 8 9 8 3

راه‌حل دوم نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید

 P ³»j N¼U ·j¼M q¶o¤( )= × + × =3 2 6 3 1
9 8 9 8 3

822- گزین228 فرض کنید B پیشامد انتخاب جعبۀ اول  برای افزودن 2  	2
′B پیشامد انتخاب جعبۀ دوم برای افزودن  مهرۀ س�فید باشد. در این صورت 
2 مهرۀ س�فید است. همچنین فرض کنید A پیشامد سفید بودن مهرۀ انتخاب 

P را حساب کنیم. طبق قانون احتمال کل، A( ) شده باشد. باید 

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

= × + × = =1 8 1 7 15 3
2 10 2 10 20 4

توجه کنید که اگر دو مهرۀ سفید به جعبۀ اول اضافه شوند، این جعبه شامل 8 مهرۀ 

س�فید و 2 مهرۀ سیاه می‌ش�ود، پس احتمال سفید بودن مهرۀ انتخابی از این جعبه 

. به طور مشابه P A B( | )= 8
10

8 می‌شود، یعنی 
10

برابر 

P A B( | )′ = 7
10

922- گزین229 فرض کنید A پیشامد این باشد که در پرتاب دو تاس اول  	1

 ( , )4 1 و   ( , )1 4  ،( , )3 2  ،( , )2 3 اینه�ا  از  )ک�ه  نیاین�د  براب�ر  ‌عدده�ای 

مطلوب‌اند(، B پیشامد این باشد که در پرتاب دو تاس اول عددهای برابر بیایند 

) مطلوب‌اند( و C پیش�امد این باشد  , )2 1 ) یا  , )1 2 ) و س�پس  , )1 1 )که ابتدا 

که مجموع نهایی برابر 5 باشد. در این صورت، بنابر قانون احتمال کل، 

P C P A P C A P B P C B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

= × + × × =30 4 6 1 2 73
36 30 36 6 36 648

032- گزین230 جعبه‌ها را A و B می‌نامیم. نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	4

از روی این نمودار معلوم است که احتمال مورد نظر برابر است با 

× + × =1 6 1 3 9
2 8 2 8 16
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132- گزین231 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	2

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با

/× + × = =30 80 70 70 73 0 73
100 100 100 100 100

232- گزین232 ب�ه کم�ک ش�کل زی�ر، مجموع�ۀ داده ش�ده را س�اده‌تر  	2
 ، −2  ، −3  ، −4 . بنابراین اعداد صحیح  A [ , ] ( , ]= − −4 2 2 4 می‌نویسیم:

3 و 4 در مجموعۀ A قرار دارند.

332- گزین233 عدد 2 باید در نامساوی‌های زیر صدق کند: 	2
 a a  a a     ,≤ ⇒ ≤ < + ⇒ >−2 2 1 2 3 1

. a ( , ]∈ −1 1 −a و در نتیجه  < ≤1 بنابراین 1

432- گزین234 . بنابراین با  a a
a a

< < <2
2 4

1 1 ، پس  a− < <1 0 چون  	4

توجه به شکل زیر،

 a a a
a a a

( , ) ( , ) ( , )=2 2
2 4 2

1 1 1
  

532- گزین235 در حالت زیر اشتراک بازه‌ها تهی خواهد بود: 	3

پس
 a a a a− ≥ + ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 24 2 1 1 1

یعنی
a [ , ]∈ −1 1

632- گزین236 ابتدا مجموعۀ A را با نوشتن اعضایش مشخص می‌کنیم.  	3

 عددی صحیح ش�ود، مقادیر صحیحی که x می‌تواند 
x
10 توجه کنید برای آنکه 

 , , ,± ± ± ±1 2 5 10 اختیار کند، شامل مقسوم‌علیه‌های صحیح عدد 10 یعنی 

. در نتیجه A مجموعه‌ای متناهی  A { , , , }= ± ± ± ±1 2 5 10 اس�ت. بنابراین 

اس�ت. از طرفی مجموعۀ ‌B ش�امل اعداد صحیحی اس�ت که معکوسشان از 1 
بزرگ‌ترن�د. می‌دانی�م معک�وس هم�ۀ عدده�ای صحی�ح )ب�ه جز صف�ر(، از 1 
کوچک‌ترن�د پس مجموعۀ B تهی اس�ت. بنابرای�ن مجموعۀ ‌B نیز مجموعه‌ای 

متناهی است. 

732- گزین237 اگر تعداد محدودی از اعضای مجموعۀ نامتناهی A را که  	4
در مجموع�ۀ متناهی B نیز قرار دارند، حذف کنیم، باز هم مجموعه‌ای نامتناهی 

A نامتناهی است.  B− باقی می‌ماند. یعنی 
بررسی سایر گزینه‌ها به‌صورت زیر است:

 A B− . پ�س  A B { }− = 0 ، آن‌گاه B= A= و  گزین��ۀ )1( اگ�ر 
متناهی است ولی A و B نامتناهی‌اند.

 A B− . پس  A B { }− = − 1 ، آن‌گاه  B { }= 1 A= و  گزینۀ )2( اگر 
نامتناهی است ولی B متناهی است.

. پس A متناهی و  A B− =∅ ، آن‌گاه  B= A و  { }= 1
2

گزین��ۀ )3( اگر 

A متناهی است. B− B نامتناهی است ولی 

832- گزین238 . بنابرای�ن اعداد  A ( , ]′= −2 2 ب�ا توجه به ش�کل زی�ر،  	3
′A هستند، که مجموع آن‌ها برابر 2 است. ، صفر، 1 و 2 عضو  −1 صحیح 

932- گزین239 مجموع�ۀ علاقه‌من�دان ب�ه فوتب�ال را ب�ا A و مجموع�ۀ  	3
 ، n A( )=30 علاقه‌من�دان به والیبال را با B نش�ان می‌دهی�م. در این صورت 
. از ط�رف دیگ�ر 40 نفر حداقل به یکی از دو رش�ته علاقه دارند.  n B( )=35

. بنابراین n A B( )=40 پس 

 
n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =40 30 35 25

 

 

 

پس 25 نفر به هر دو رشته علاقه دارند.

042- گزین240 	2

 
n A B n A B n A B n B A

n A B n B A n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − + −

− = − + − ⇒ − + − =20 4 16

 

 

142- گزین241 توجه کنید که در دو حالت زیر این دو بازه جدا از هم هستند: 	1

a a− ≥ ⇒ ≥1 2 3

a a+ ≤− ⇒ ≤− 53 2 3
3

a و در  a− < +1 3 2 a بازه باش�د باید  a [ , ]− +1 3 2 از ط�رف دیگر برای اینکه 

. بنابراین a>− 3
2
نتیجه 

 a ([ , ) ( , ]) ( , )∈ +∞ −∞ − − +∞5 33
3 2

   

، دو بازۀ مورد نظر جدا از هم هستند. a≥3 اگر 

242- گزین242 با توج�ه به ش�کل مقابل  	1
A دو  B B و  A−  ، A B− مجموعه‌ه�ای 

به دو جدا از هم هستند.



)21(

342- گزین243 توجه‌کنید که در ش�کل اول، 6 دایرۀ رنگی وجود دارد. در  	1
ش�کل دوم، 4 دایرۀ رنگی به دایره‌های رنگی اولیه اضافه می‌ش�ود، در شکل سوم، 
2× دای�رۀ رنگ�ی ب�ه دایره‌های رنگ�ی اولیه اضافه می‌ش�ود، ... در ش�کل nاُم، 4
)n دایرۀ رنگی به دایره‌های رنگی اولیه اضافه می‌شود. بنابراین اگر تعداد  )− ×1 4
 na n n( )= + − = +6 4 1 4 2 na بگیریم،  دایره‌ه�ای رنگ�ی در ش�کل nاُم را 

)توجه کنید که شکل nاُم، n دایرۀ خاکستری دارد(. بنابراین 
a = × + =20 4 20 2 82

442- گزین244 nt است، پس an b= + جملۀ عمومی الگو  	1

 
t a b

t a b

= + =  ⇒ 
= + =  

4

16

16 4 16

28 16 28
 

. بنابراین b=12 از حل دستگاه فوق به‌دست می‌آید a=1 و 
 nt n t= + ⇒ =212 14  

542- گزین245 )n مربع کوچک تشکیل شده است  )+ 22 ش�کل nاُم از  	2
)n مرب�ع کوچ�ک س�فید و اگ�ر n فرد باش�د،  )+2 2 ک�ه اگ�ر n زوج باش�د، 
n مربع کوچک س�فید در ش�کل وج�ود دارد. بنابراین در  n( )+ − = +2 2 1 2 3

) مربع کوچک وجود دارد که 40تای آن‌ها سفید هستند.  )220 ش�کل هجدهم، 
پس در شکل هجدهم 360 مربع کوچک رنگی وجود دارد.

642- گزین246  n
n
− =
+

4 3 3
3

بای�د ببینیم به ازای کدام مقدار n تس�اوی  	3

برقرار می‌شود. پس 
 n n n− = + ⇒ =4 3 3 9 12  

بنابراین جملۀ دوازدهم دنباله برابر 3 است.

742- گزین247 ، عدد  24 ، عدد آخر دستۀ دوم  22 عدد آخر دس�تۀ اول  	4
)n است. پس عدد  )22 26 و … عدد آخر دس�تۀ nاُم برابر  آخر دس�تۀ س�وم 

220 است. بنابراین عدد اول دستۀ یازدهم 402 است.  آخر دستۀ دهم 

842- گزین248 n به‌دس�ت می‌آید.  na a −= −1 3 از رابط�ۀ داده ش�ده  	4
3− با جملۀ قبلی آن به‌دست می‌آید. پس  یعنی هر جملۀ دنباله‌ از جمع کردن 
4− داریم که جملۀ بیستم آن  3− و جملۀ اول  یک دنبالۀ حسابی با قدرنسبت 

. a a d ( )= + =− + − =−20 1 19 4 19 3 برابر است با 61

942- گزین249  d و قدرنس�بت آن a1 ،فرض‌کنی�د جملۀ اول این دنباله 	1
باشد. در این‌صورت 

 
a a d a d

a a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − = ⇒ + =

= ⇒ + − = ⇒ + =
4 1 1

9 1 1

5 4 1 5 3 5 1

30 9 1 30 8 30 2
 

، پس d=5 25 اگ�ر تس�اوی )1( را از تس�اوی )2( کم‌کنی�م، به‌دس�ت می‌آید 
. اکن�ون اگ�ر این مقدار d را در تس�اوی )1( قرار دهیم، به‌دس�ت می‌آید  d=5

. بنابراین جملۀ عمومی دنبالۀ حسابی مورد نظر، برابر است با   a =−1 10

 na a n d n n( ) ( )( )= + − =− + − = −1 1 10 1 5 5 15

052- گزین250 این اعداد دنباله‌ای حس�ابی تشکیل می‌دهند که متناهی  	2
بوده و قدرنس�بت آن 7 اس�ت. کوچک‌ترین عدد س�ه‌رقمی که بر 7 بخش‌پذیر 
اس�ت، 105 و بزرگ‌ترین عدد س�ه‌رقمی که بر 7 بخش‌پذیر است، 994 است. 

− است که برابر است با 128.  +994 105 1
7

پس تعداد این اعداد 

152- گزین251  است، پس 
x+

1
2
 و 

x
1 1 واسطۀ حسابی 

2
عدد  	2

 x x
x x x x

( )
( )
+ += × + ⇒ =

+ +
1 1 1 1 21
2 2 2 2

در نتیجه
x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =±2 22 2 2 2 2

252- گزین252 . اکنون قدرنس�بت دنباله  a a+ >2 1 ، پس  a>0 چون  	2

. اختلاف کوچک‌ترین و بزرگ‌ترین  a a ad + − += =
+

2 1 1
4 1 5

را به‌دست می‌آوریم 

عددهایی که درج کرده‌ایم برابر 3d است و در نتیجه
a a a a( )+

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
3 1 9 3 3 45 3 42 14

5

 

352- گزین253  a d a a d, ,− + جمالت دنبال�ۀ حس�ابی را به‌صورت  	3

. از  a=7 a=3 و در نتیجه  21 درنظر می‌گیریم. مجموع آن‌ها 3a است. پس 
طرف دیگر،

 
a d a a d d

d d d          IÄ  

( )( )( ) ( )

, , , ,

− + = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =± ⇒

2

2 2

168 7 49 168

49 24 25 5 2 7 12 12 7 2
پس نسبت بزرگ‌ترین عدد به کوچک‌ترین عدد برابر 6 است.

452- گزین254  . r( )>0 فرض‌کنید قدرنسبت این دنبالۀ هندسی r باشد  	3
در این‌صورت 

 
a a a a r a r

a a a r a r a r r

                 (1)

   (2)

( )

( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

4 4
1 5 1 1 1

2 6 2 4
3 7 1 1 1

30 30 1 30

120 120 1 120

؛ پس  r =2 4 اگر تس�اوی )2( را بر تس�اوی )1( تقس�یم کنیم، به‌دس�ت می‌آید 

. a =1
30
17

. به این ترتیب، از تساوی )1( نتیجه می‌شود  r =4 16

552- گزین255 + پس = + = +3 9 5 7 4 8 راه‌حل اول چون  	2
 a a a a a a= =3 9 5 7 4 8  

. a a a a a a( )= =2
3 5 7 9 4 8 9 در نتیجه 

راه‌حل دوم توجه کنید که
a a r      a a r a a a r,= = ⇒ = =3 7 2 10

4 1 8 1 4 8 1 3

پس

a a a a a r a r a r a r a r a r( )= = = =2 4 6 8 4 20 2 10 2
3 5 7 9 1 1 1 1 1 1 9

652- گزین256 توجه کنید که  	1

 a a a a a a a a a( ) ( )= ⇒ = ⇒ =±8 8
1 2 8 1 8 1 8 1 881 3  

از طرف دیگر،

 
a a a a

a a a a

+ = + ⇒ =

+ = + ⇒ =
2 7 1 8

4 5 1 8

2 7 1 8

4 5 1 8
 

  . a a a a a a a a a a( )( ) ( )= = =2
2 4 5 7 2 7 4 5 1 8 9 پس 



گرمی  فصل اول: دست
)22(

752- گزین257 اگر جملۀ اول دنبالۀ حس�ابی a و قدرنس�بت آن d باشد،  	2
a هستند. پس  d+8 a و  d+3  ، a d+ جملات دوم، چهارم و نهم به‌ترتیب 

a است و درنتیجه  d+8 a و  d+ a واسطۀ هندسی  d+3
a d a d a d a ad d a ad d

d ad d a

( ) ( )( )+ = + + ⇒ + + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2

2

3 8 6 9 9 8

3 3
پس قدرنسبت دنبالۀ حسابی 3 برابر جملۀ اول آن است.

852- گزین258 . در نتیجه x x x| |= =−4 4 ، پس  x<0 چون  	2

x x x x x( )+ = + − =3 43 43 2 3 2  

952- گزین259 ابتدا توجه کنید که 	1

 b a a b a a b a a| | | |− = ⇒ − = ⇒ =6 6 0 0

نتیج�ه  در   . b=−1  ، a<0 اگ�ر  و   b=1  ، a>0 اگ�ر  بنابرای�ن 

a+1 و اگر  a که اگر a مثبت باشد برابر با  b a b a| | | | | |+ = + = +6 66 6 1

a−1 است. a منفی باشد، برابر با 

062- گزین260 می‌توان نوشت  	1
n

n n

n
n n

× × × × × × × ×= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

34 3 4 2 24 3 4 2 4 2 2 3 4 2

1
16 8

2 8 2 8 2 2

12 2 2
16 8

162- گزین261 a و در  a<2 3 . بنابراین  a>1 نتیجه می‌شود a a> از  	3

پ�س   >3 1
4 2

همچنی�ن   . a a<3 2 یعن�ی   . a a<3 32 3 نتیج�ه 

. بنابراین نابرابری داده شده در گزینۀ )3( نادرست است. a a a a= > =
3 1

4 34 2

262- گزین262 توجه کنید که 	3

 a a a( )= ⇒ = ⇒ =
3 3 5 5 5
5 5 3 3 316 16 16  

. a ( ) ( )
×

= = = = = =
3 5 3 5 3 5 5

4 54 3 4 3 4 4 416 16 16 2 2 32 بنابراین 

362- گزین263 با استفاده از نمایش اعداد با نمای گویا به‌دست می‌آید 	3

  = × × = =
1 1 19 19

3 4 3 4 12 243 3 3 3 3 3 3 3  

. a=19
24

بنابراین 

462- گزین264 . از طرف  a a
aa

( )+ = + −2 2
2

9 34 2 12 توج�ه کنید ک�ه  	3

. اگر دو طرف این تساوی را در 2 ضرب کنیم، به‌دست  a
a

+ =3 4
2

دیگر، بنابر فرض 

. − =28 12 52 . بنابراین، حاصل عبارت موردنظر برابر است با  a
a

+ =32 8 می‌آید 

562- گزین265 می‌توان نوشت 	2

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + −÷ = ×
− − +−

+ − − −= = = = =
−− + −

2 2

2 2

3 2 2 6 2 5 3 2 2 3 2 2
3 2 2 6 2 5 6 2 56 2 5

3 2 2 3 2 2 3 2 2 9 8 1 1
36 20 16 46 2 5 6 2 5 6 2 5

662- گزین266 بنابر اتحاد مربع مجموع سه جمله، 	1
 a b c a b c ab bc ca( ) ( ) ( )− + = + + + − − +2 2 2 2 2 1  

از طرف دیگر،
 ab bc ca ab bc ca+ − = ⇒− − + =−8 8  

در نتیجه، از تساوی )1( نتیجه می‌شود
 a b c a b c= + + − ⇒ + + =2 2 2 2 2 236 16 52  

762- گزین267 x و  x x x( )( )− − = − +21 2 3 2 ابت�دا توجه کنی�د که  	4

. بنابراین x x x x( )( )− + = − −24 1 3 4

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )

( )( )

− − − + = − + − −

= + − =

2 21 2 4 1 3 2 3 4

7 2 7 4 27
 

862- گزین268 ابتدا عبارت را ساده می‌کنیم: 	2

 A x x x x x x

x x x

( )= − + − − − + −

=− + + −

3 2 3 2

3 2

6 12 8 8 12 6 1

7 6 6 7
 

x2 برابر 6 است. بنابراین ضریب 

962- گزین269 ابتدا عبارت را به کمک اتحاد مزدوج و اتحاد چاق و لاغر  	3
ساده می‌کنیم:

 

A x x x x x x

x x x x x x

x x x x

( )( )( )( )

(( )( ))(( )( ))

( )( )

= − + + + − + +

= − + + + − + +

= − + + = − + =

2 2

2 2

3 3 6 6

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 . A ( )= =12 62 2 x=12 و نتیجه می‌شود  2 حال قرار می‌دهیم 

072- گزین270 می‌توان نوشت 	1

 

x y x y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− − − − = − + − + +

= − − + = − − + − + +

= − − + +

2 2 2 2

2 2

6 8 7 6 9 8 16

3 4 3 4 3 4

7 1

 

x عامل عبارت مورد نظر است. y+ +1 بنابراین 

172- گزین271 توجه کنید که 	3

 
x x x x x x x

x x x x

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

3 4 4 4 2

2 2
 

x عاملی از عبارت مورد نظر است. x− +2 2 بنابراین 

272- گزین272 صورت کسر اول برابر است با 	3
 y y y y y( ) ( )( )+ = + = + − +3 3 23 3 3 1 3 1 1  

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با
y y y x y x y

y x x y y

( )( ) ( )
( )

( )

+ − + −
× = +

− − +

2

2
3 1 1 3 1

1
 

372- گزین273 ب�ا توج�ه به اتح�اد جملۀ مش�ترک، عبارت داده ش�ده را  	3
ساده می‌کنیم: 

 a ab ac bc a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر  a c a b c b+ = + + − = + =3 2 5 توجه کنید که 
. × =3 5 15 برابر است با 



)23(

472- گزین274 می‌توان نوشت 	2

 

a a a aa
a a a a a a

a a a a a
a a a a a

a  
a

( ) ( )(( ) )

( ) ( )

( )

− − + +− = =
− − −

+ += = + + = + +

= − + + = + =

2 3 2 2 2 26

4 2 2 2 2 2

4 2 4 2 2
2 2 2 2 2

22

1 1 11
1 1
1 1 1 1

1 2 1 5 3 8

 

572- گزین275 مخرج کسر را گویا کرده و عبارت را ساده می‌کنیم: 	1
( )( )

( )( )

+ ++ + + +− = − = −
−− − +

+= − = + − =

4 2 3 3 14 2 3 4 3 4 6 2 35 5 5
3 13 1 3 1 3 1

10 6 3 5 5 3 3 5 3 3
2

672- گزین276  + +1 2 3 ص�ورت و مخرج کس�ر داده ش�ده را در  	3
ضرب می‌کنیم:

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

+ ++ +× =
+ − + + + −

+ + + +
= =

2 2
4 1 2 34 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 1 2 3 2 1 2 3

2 2 2
2 ضرب می‌کنیم:  اکنون صورت و مخرج این کسر را در 

 . ( )+ +
× = + +

2 1 2 3 2 2 2 6
2 2

772- گزین277 ابتدا مخرج طرف چپ تساوی را گویا می‌کنیم: 	4

 ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +

3 33 3

3 3 3 33 3

33 33

1 1 9 3 1 9 3 1
3 1 3 1 9 3 1 3 1

9 3 1 1 1 19 3
2 2 2 2

 

. a=1
2
بنابراین 

872- گزین278 x−2 برابر  P بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	1
 . P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 4 2 3 2 2 1 11 است با 

972- گزین279 P بر x−1 برابر  x( ) باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	4
 x−1 بر P x( ) . چون چندجمل�ه‌ای  P a a( )= − − =− −1 3 4 5 4 2 اس�ت با 

بخش‌پذیر است، پس این باقی‌مانده صفر است، در نتیجه 

 a a− − = ⇒ =− 14 2 0
2
 

082- گزین280 x+3 بخش‌پذیر اس�ت،  P بر  x( ) چون چندجمله‌ای  	3
، در نتیجه P( )− =3 0 پس 

 P a( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =8 7 23 3 3 3 3 9 0  

. از ط�رف دیگ�ر، باقی‌ماندۀ P x x x x( )= + + −8 7 23 9 بنابرای�ن a=1 و 
 . P P( ) ( )− + = −2 1 1 x+2 برابر است با  P بر  x( )+1 تقس�یم چندجمله‌ای 

 . P( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =−8 7 21 1 3 1 1 9 10 اکنون توجه کنید که 

182- گزین281 جواب‌های معادله برابر هستند با 	1
bx

a
− ± ∆ ± − × ±= = = = ±

28 8 4 13 8 12 4 3
2 2 2

 

282- گزین282 معادل�ۀ گزین�ۀ )3( ب�ه ازای هر مقدار m ج�واب حقیقی  	3
دارد، زیرا معادله‌ای که به‌ازای هر m، دلتای مربوط به آن همیشه مثبت باشد، 

جواب این تست است.
 mx x m m− − = ⇒∆= + >2 20 1 4 0  

، آن‌گاه معادله به یک معادلۀ درجۀ اول تبدیل می‌شود m=0 توجه کنید که اگر 
که باز هم دارای جواب حقیقی است. بررسی سایر گزینه‌ها به‌صورت زیر است: 

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 0 4 4 گزینۀ )1(�

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 20 1 4 گزینۀ )2( �

 mx x m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 1 0 1 4 گزینۀ )4( �

382- گزین283 ، پس ∆≥0 باید  	1

 
k

x k x k

k k k

( ) ( )

( )
>

− + + = ⇒∆= + − ≥

+ ≥ → + ≥ ⇒ ≥

2 2

02

1 1 0 1 4 0

1 4 1 2 1
 

پس حداقل مقدار مثبت k برابر 1 است.

482- گزین284 توج�ه کنی�د ک�ه چ�ون مجم�وع ضریب‌ه�ای معادل�ۀ  	1
x براب�ر با صفر اس�ت، پس یک�ی از جواب‌های معادلۀ  x− + =292 167 75 0

، پ�س کوچک‌ترین  <75 1
92

75 اس�ت. چون 
92

م�ورد نظ�ر 1 و ج�واب دیگر آن 

75 است.
92

جواب 

582- گزین285 معادله را به روش تجزیه حل می‌کنیم: 	1

 x x
x x x x      ( )( ) ,

<
− − = → = =1 2

1 23 2 2 0 3 2 2  

. x x ( ) ( )+ = + = + =4 2 4 2
1 2 3 2 2 9 8 17 بنابراین 

682- گزین286 x+2 فرض می‌کنیم. بنابراین این دو عدد فرد را x و  	3

 
x x x x x x

x x x   x  ¡.¡.—

( )

( )( ) (. ),

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 2 2 22 130 2 4 4 130 2 63 0

9 7 0 9 7
 

بنابرای�ن دو ع�دد م�ورد نظ�ر، 7 و 9 هس�تند و اختالف مربع‌های آن‌ه�ا برابر
81− یعنی 32 است. 49

782- گزین287 ابتدا توجه کنید که 	2
x x x x x x x x( )+ = +2 2

1 2 1 2 1 2 1 2  
. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر x x =−1 2 x و 1 x+ =1 2 4 از طرف دیگر، 

.( )( )− =−1 4 4 برابر است با 

882- گزین288 αβ=−5. بنابراین α+β=2 و  ابتدا توجه کنید که  	1

( ) ( ) ( )α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =3 3 3 3 8 3 5 2 38  

982- گزین289  α=−
β
1 β جواب‌های معادله باشند، آن‌گاه  α و  اگر  	3

αβ=−1. بنابراین  و در نتیجه 
m m m− =− ⇒ − =− ⇒ =−1 1 1 2 1

2
 

092- گزین290  ، x x− =1 22 17 x و چون  x+ =−1 2 5 توجه کنید که  	4
 x1 . چون  x =1 4 پ�س ب�ا جمع کردن طرفین این تس�اوی‌ها به‌دس�ت می‌آید 

جواب معادلۀ مورد نظر است، پس 4 در این معادله صدق می‌کند:
m m( )+ − + = ⇒ =24 5 4 4 16 0 13  



گرمی  فصل اول: دست
)24(

192- گزین291 β جواب معادله است، پس در معادله صدق می‌کند: 	4

 β −β− = ⇒ β =β+2 22 7 0 2 7  

.α+ β =α+β+ = + =2 1 152 7 7
2 2

α+β=1. بنابراین 
2
از طرف دیگر، 

292- گزین292 مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌ها را حساب می‌کنیم 	3

 
S

P ( )( )

=α+β= − + + =

=αβ= − + = −

2 3 3 3 5

2 3 3 3 3 3
 

بنابراین معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:
x Sx P x x− + = ⇒ − + − =2 20 5 3 3 0  

392- گزین293 . بنابراین x x =−1 2 x و 1 x+ =1 2 1 توجه کنید که  	1

 

x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + + + ++ = = = =
+ + + + + + + + −

× = = = =
+ + + + + + + + −

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 21 1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

 

x است. x− + =2 3 1 0 بنابراین معادلۀ مورد نظر 

492- گزین294  ax bx c+ + =2 0 معادل�ۀ  جواب‌ه�ای  اینک�ه  ب�رای  	2

c . توج�ه کنید ک�ه در این حالت 
a
<0 مختل�ف العلام�ت باش�ند، کافی اس�ت 

0<∆. بنابراین
 m m

m
+ < ⇒− < <2 0 2 0  

592- گزین295 راه‌حل اول برای اینکه معادلۀ مورد نظر دو جواب منفی  	4
، مجموع جواب‌ها منفی و حاصل‌ض�رب آن‌ها مثبت  ∆>0 داش�ته باش�د، باید 

باشد. در نتیجه 

 aa a a    ( )( ) , ,∆> ⇒ − − > ⇒ >− =− < > ⇒ <
− −
40 16 4 2 0 2 2 0 0 0
2 2

. a− < <2 0 بنابراین 
راه‌ح��ل دوم ابت�دا معادل�ۀ داده‌ش�ده را به‌صورت 
x می‌نویسیم. اکنون سهمی به معادلۀ  x a+ =22 4
y را در ی�ک دس�تگاه  a= y و خ�ط  x x= +22 4
 ، a− < <2 0 مختصات رس�م می‌کنیم. بنابراین اگر 
، معادله یک  a>0 معادله دو جواب منفی دارد و اگر 

جواب منفی و یک جواب مثبت دارد.
x=−2 طول نقاط برخورد سهمی با محور x هستند و  x=0 و  توجه کنید که 

)  است. , )− −1 2 رأسش که نقطۀ مینیمم آن است نقطۀ 

692- گزین296 ∆ است. پس شرط داشتن دو جواب، مثبت بودن  	1

 
a a

a a
a a
IÄ    ( ) ( ) ( )

 + > ⇒ >


∆= + − > ⇒ + > ⇒
 + <− ⇒ <−

2 2
1 8 7

1 64 0 1 64 1
1 8 9

 

شرط مثبت بودن دو جواب این است که مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌ها مثبت
باش�ند. حاصل‌ضرب جواب‌ها برابر 4 اس�ت که مثبت است و مجموع جواب‌ها 

−+a است. پس  1
2

برابر 

 a a a ( )+− > ⇒ + < ⇒ <−1 0 1 0 1 2
2

 

. a<−9 از نابرابری‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود 

792- گزین297 توج�ه کنید که معادل�ه دو جواب دارد ک�ه یکی مثبت و  	4
یکی منفی است، پس حاصل‌ضرب جواب‌ها منفی است:

 k k
k
( )

( , )
−

< ⇒ ∈ −
+

5 2 0 6 2
6

 

از ط�رف دیگر چون قدرمطلق جواب منفی از جواب مثبت بزرگ‌تر اس�ت، پس
مجموع جواب‌ها منفی است

k k k
k k
( )

( , ) ( , )
+ +− < ⇒ > ⇒ ∈ −∞ − − +∞
+ +

17 1 10 0 6 1
6 6

  

. k ( , )∈ −1 2 بنابراین 

892- گزین298 x=−1 یک جواب معادله است.  ابتدا توجه کنید که  	1
( ) ( ) ( )− − − − − − =3 21 1 3 1 1 0

بنابراین معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم
x x x x x x x x

x x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

+ − − − = ⇒ + − + + =

+ − + + = ⇒ + − − =

3 2 2 2 2

2 2

2 3 1 0 1 2 3 1 0

1 1 2 1 0 1 2 1 0

x به دس�ت می‌آیند که  x− − =2 2 1 0 پ�س جواب‌ه�ای دیگ�ر از حل معادل�ۀ 
. در نتیج�ه مجموع جواب‌ه�ای منفی معادله  −1 2 1+ و  2 عبارت‌ان�د از 

. ( )− + − =−1 1 2 2 برابر است با 
992- گزین299 x=2 یک�ی از جواب‌های معادله اس�ت، پس در  چ�ون  	4

x−2 عاملی از  .چون  a=−4 +a پس  + + =8 4 2 6 0 معادله صدق می‌کند: 
. x x x x Q x( ) ( )− + + = −3 24 6 2 x است، بنابراین  x x− + +3 24 6

 x−2 x را بر  x x− + +3 24 6 Q چندجمله‌ای  x( ) ب�رای به دس�ت آوردن 

Q. بنابراین x x x( )= − −2 2 3 تقسیم می‌کنیم، که نتیجه می‌شود 

x x x x x x x x x( )( ) ( )( )( )− + + = − − − = − + −3 2 24 6 2 2 3 2 1 3
3 هس�تند که مجموع  1− و  x=2 جواب‌های دیگر معادله  پ�س به غی�ر از 

مربع‌های آن‌ها 10 است.

003- گزین300 به‌ص�ورت  معادل�ه   ، t x= ≥2 0 کنی�م  ف�رض  اگ�ر  	4

t اس�ت. ع�دد  ±=3 13
2

t در می‌آی�د ک�ه جواب‌ه�ای آن  t− − =2 3 1 0

3− منفی است و قابل قبول نیست. بنابراین 13
2

 x x+ += ⇒ =±2 3 13 3 13
2 2

 

پس حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر است با

 + + +− =−3 13 3 13 3 13
2 2 2

 

103- گزین301  . t≥0 x و  t=± ، آن‌گاه  x t=2 اگر ف�رض کنی�م  	3
t در می‌آی�د. اگر این معادله دو  t m− + − =2 22 1 0 همچنین معادله به ش�کل 
جواب مثبت داش�ته باشد، معادلۀ اصلی چهار جواب خواهد داشت. بنابراین در 

t باید شرط‌های زیر برقرار باشند: t m− + − =2 22 1 0 معادلۀ 

 
m m m

b c m m
a a

m   IÄ       

( )

,

∆> ⇒ − − > ⇒ < ⇒− < <

− > ⇒ > > ⇒ − > ⇒ <− >

2 2

2 1

0 4 4 1 0 2 2 2

0 2 0 0 1 0 1
 

) باش�د، معادلۀ اصلی , ) ( , )− −2 1 1 2 بنابرای�ن اگر m عض�و مجموعۀ 

چهار جواب خواهد داشت. این مجموعه را می‌توان به‌صورت زیر هم نوشت
 m ( , ) [ , ]∈ − − −2 2 1 1  



)25(

203- گزین302  x x x x( ) ( )− + − − =2 2 22 3 0 معادل�ه را ب�ه ش�کل  	3
x به‌دست می‌آید x t− =2 می‌نویسیم. با قرار دادن 

 

t t t t

x x x x

x x x x

jnHkº#JH¼]#¾²jI•¶

IÀJH¼]#“¼µ\¶

,+ − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = ⇒∆< ⇒

− = ⇒ − − = ⇒∆> ⇒ =

2

2 2

2 2

2 3 0 3 1

3 3 0 0

1 1 0 0 1

 

303- گزین303 معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	2

 

x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )
( )
( )( ) ( )( )

+ − −
− = ⇒ =

− + − +

++ = ⇒ =
− + − +

2 1 12 1 0 0
1 1 1 1

33 0 0
1 1 1 1

 

3− هس�تند که هر دو قابل قبول هس�تند و مجموع جواب‌های این معادله 0 و 
3− است. آن‌ها 

403- گزین304 دو طرف معادله را در مخرج مشترک کسرهای دو طرف  	3
x است ضرب می‌کنیم: x( )( )− +3 3 3 که برابر 

x xx x x x x x
x x

x x x x

x x x x x

x x x x

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

+ −− + + − + = × − +
− +

+ + − = − +

+ + + − + = −

+ = − ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 103 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3

3 3 3 3 10 3 3

3 6 9 3 6 9 10 9

6 54 10 90 4 144 6
6− و 6 هیچ‌کدام از مخرج‌ها را صفر نمی‌کنند، هر دو قابل قبول هستند.  چون 

36− است. بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 
503- گزین305 معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	2

x a x x a
x x a x x a

x a x a x a

x a x a

( )( ) ( )( )

( )

( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − −

+ − − − =

2

2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12

4 9 4 10 3 0
بنابراین

 a a aIÀïJH¼]#“¼µ\¶
−= =− ⇒ − =− ⇒ =4 9 1 4 9 1 2
4 4

 

x درمی‌آی�د که چون x+ − =24 23 0 ، آن‌گاه معادل�ه به‌ص�ورت  a=2 اگ�ر 
x=−3 که هر کدام مخرج یکی  x=2 و  0<∆ پس معادله دو جواب دارد. )
از کسرها را در معادلۀ اولیه صفر می‌کنند، هیچ کدام جواب معادلۀ بالا نیستند. 

پس هر دو جواب این معادله قابل قبول هستند.(
603- گزین306 x ضرب می‌کنیم x a( )+ طرفین معادله را در  	1

 x a x x ax x a x a( )+ + = + ⇒ + − − =2 23 2 2 2 2 4 0  
0≤∆. پس برای اینکه معادله جواب داشته باشد باید 

 a a a a a a a( )− + ≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ − + ≥2 2 22 4 8 0 4 16 16 8 0 2 4 0  

a همواره مثبت اس�ت، پس معادله ب�ه‌ازای تمام مقادیر a a− +2 2 4 عب�ارت 
جواب دارد. 

703- گزین307 سمت راست معادلۀ داده شده را به شکل زیر می‌نویسیم: 	2

x x
x x

( )= + + −
+ +

2
2
15 2 1 1

1
، این معادله می‌شود x x t+ + =2 1 اگر فرض کنیم 

t t t t t t t
t

,= − ⇒ = − ⇒ − − = ⇒ =− =2 215 52 1 15 2 2 15 0 3
2

به این ترتیب 

  
x x x x

x x x x x x

jnHkº#JH¼]( )

,

+ + =− ⇒ + + = ∆<

+ + = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2 2

5 71 0 0
2 2

1 3 2 0 2 1
 

بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد.

803- گزین308 ابتدا توجه کنید که 	1

 x x x
x xx

( ) ( )+ = + + = − +2 2 2
2

1 1 12 4  

x تبدیل می‌ش�ود. x
x x

( ) ( )− = −21 3 1
2

پ�س معادلۀ م�ورد نظر ب�ه معادلۀ 

، که مجموع جواب‌هایش صفر اس�ت،  x − =2 1 0 ، یعنی  x
x

− =1 0 بنابراین یا 

3 اس�ت. 
2
x ک�ه مجموع جواب‌هایش  x− − =2 3 1 0

2
، یعنی  x

x
− =1 3

2
ی�ا 

3 است. 
2
بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر با 

903- گزین309 اگر این عدد x باشد، آن‌گاه 	4

x x x x
x x
+ = ⇒ + = ⇒ − − =2 2

2
1 1 4 1 4 4 1 0

− است.  1
4
معادلۀ بالا دو جواب دارد که حاصل‌ضرب آن‌ها برابر 

3103 اگر ماش�ین کندتر به تنهایی در t ساعت کار را تمام کند، 0- گزین1 	3

t ساعت کار را تمام می‌کند. پس ماشین کندتر 
3
ماش�ین س�ریع‌تر به تنهایی در 

 
t
3  کار و ماش�ین سریع‌تر به تنهایی در یک ساعت 

t
1 به تنهایی در یک س�اعت 

1 کار را 
6
کار را انج�ام می‌ده�د. از طرف دیگر دو ماش�ین با هم در یک س�اعت 

انجام می‌دهند. بنابراین

 t
t t t
+ = ⇒ = ⇒ =1 3 1 4 1 24

6 6
 

بنابراین ماشین کندتر به تنهایی در 24 ساعت کار را انجام می‌دهد.

3113 ، پس 1- گزین1 a b− ب�ا توج�ه به ج�دول تعیین علام�ت باید0> 	3
x ریشۀ عبارت است، بنابراین b= . همچنین  a b<

  

a b b a b a b b a b

a b a b  
a b b

b b

(.¡.¡.—)

( ) ( ) ( )

( )( )

− − + = ⇒ − − − =

− = ⇒ =− − = ⇒
− = ⇒ =

2 2 0 2 0

0
2 0

2 0 2
 

چون a عددی طبیعی است، پس
 a b a< = ⇒ =2 1  

. a b+ =3 بنابراین 

3123 ب�ا توج�ه به ج�دول تعیین علامت، مش�خص اس�ت که 2- گزین1 	2
−a و در نتیجه  =2 0 عبارت مورد نظر باید چندجمله‌ای درجۀ اول باش�د. پس 
 x=4 y اس�ت. چون  b x( )=− + +2 4 . بنابرای�ن عبارت به صورت  a=2

ریشۀ عبارت است، پس
 b b( )− + × + = ⇒ =−2 4 4 0 1 

. a b− =3 بنابراین 



گرمی  فصل اول: دست
)26(

3133 ابتدا عبارت را به صورت زیر می‌نویسیم3- گزین1 	3

 x x x xy
x

( )( )( )( )

( )

− − − +
=

− 3
1 2 1 1

2
 

)x و )− 21 . چون عبارت‌های  x xy
x

( ) ( )

( )

− +
=

−

2

2
1 1

2
اکنون آن را ساده می‌کنیم 

 x+1 نامنف�ی هس�تند، علامت عب�ارت اخیر را با توج�ه به علامت x( )− 22

تعیین می‌کنیم:
x

y

−∞ − +∞

− + + +

1 1 2

0 0

3143 را 4- گزین1  x x− < −4 1 3 2 و   x x− < +3 2 5 6 نامعادل�ۀ  دو  	2
حل می‌کنیم:

x x x x x x x    ,− < + ⇒− < ⇒ >− − < − ⇒ <−3 2 5 6 2 8 4 4 1 3 2 1
−x جواب مسئله است. پس  < <−4 اشتراک مجموعۀ جواب‌های فوق یعنی 1

 . a b+ =−5 a=−4 و b=−1 و در نتیجه 

3153 a>0 برقرار باشند. پس5- گزین1 0>∆ و  باید شرایط  	1
m m

m m m m m m

     (1)

( ) ( )( )

− > ⇒ >

∆= − − < ⇒ − − > ⇒ + − >2

1 0 1

8 4 1 0 2 0 1 2 0

با توجه به جدول تعیین علامت زیر باید 
mm IÄ       (2)  ><− 21

. m>2 از دو شرط )1( و )2( نتیجه می‌شود 
m

m m

−∞ − +∞

− − + − +2

1 2

2 0 0

3163 x 6- گزین1 xy
x x x

( ) ( )

| |( )

− +
=

−

2 3

5
1 2

2
ابتدا جدول تعیین علامت عبارت  	4

را رسم می‌کنیم:

 
x

y

−∞ − +∞

+ − + + −

2 0 1 2

0 0

) است.  , ] ( , )−∞ −2 0 2 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر 

3173 نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:7- گزین1 	1

x xx
x x

− −− − ≥ ⇒ ≥
22 21 0 0

به کمک تعیین علامت مجموعۀ جواب‌های نامعادله را تعیین می‌کنیم.
x

x x
x

−∞ − +∞

− − − + − +
2

1 0 2

2 0 0

. در  b=2 ]   است. پس a=−1 و  , ) [ , )− +∞ −1 0 2 این مجموعه به‌صورت 

. a b+ نتیجه 1=

3183 طرفی�ن معادل�ه را ب�ه ت�وان دو می‌رس�انیم و معادل�ه را س�اده 8- گزین1 	1
می‌کنیم:

x x x x x− = − + ⇒ − + =2 21 4 4 5 5 0

نت

نت نت

ت
ن

x هس�تند. ولی  +=5 5
2

x و  −=5 5
2

جواب‌ه�ای این معادله به‌صورت 

5− در معادل�ۀ اصلی صدق نمی‌کند زیرا این عدد کوچک‌تر از 2 اس�ت و  5
2

، آن‌گاه سمت چپ معادله، نامنفی و  x< <1 2 x اگر  x− = −1 2 در معادلۀ 

 x +=5 5
2

س�مت راست آن منفی اس�ت که قابل قبول نیست. بنابراین فقط 

جواب معادله است.

3193 x می‌نویسیم و 9- گزین1 x+ + = +1 1 2 3 معادله را به شکل  	1
طرفین آن را به توان دو می‌رسانیم:

 x x x x x+ + + + = + ⇒ + = +1 1 2 1 2 3 2 1 1  
دوباره طرفین تساوی اخیر را به توان دو می‌رسانیم:

x x x x x

x x x   x

( ) ( )

,

+ = + ⇒ + = + +

− − = ⇒ =− =

2 2

2

4 1 1 4 4 2 1

2 3 0 1 3
هر دو جواب در معادلۀ اصلی صدق می‌کنند، پس مجموع جواب‌ها برابر 2 است.

023- گزین320 معادلۀ مورد نظر را این‌طور می‌نویسیم: 	4
x x x x+ + − − + + =2 25 28 24 5 5 28 0

، این معادله می‌شود x x t+ + =2 5 28 اکنون اگر فرض کنیم 
t t t t t   t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 24 5 0 8 3 0 8 3

، یعنی t=8 ، پس  t≥0 چون 

x x x x x x

x x x   x( )( ) ,

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2 2 25 28 8 5 28 64 5 36 0

4 9 0 4 9

36− است.  بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 

123- گزین321 اگر این عدد را x فرض کنیم، آن‌گاه 	2
x x xx x x x x x

x    x

 »j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

,

− = ⇒ = → = ⇒ =

= =

2 2 4
2 2 4

0 4
چ�ون هر دو ع�دد در معادلۀ اولیه صدق می‌کنن�د، بنابراین دو عدد با خاصیت 

مورد نظر وجود دارد.

223- گزین322 	1
a a a

a a a

a a a

·¼a

·¼a

     ·¼a

| | | ( ( ))| ( )

| | | ( )| ( )

| | ( )

| | | |
| |

| |+ − + = + − − + + <

= + + = − + + <

= − =− <

3 2 1 3 2 1 1 0

3 3 3 3 3 0

0

323- گزین323 نتیج�ه  در   ، a a| |=− پ�س  اس�ت،  منف�ی   a چ�ون  	4

. اکنون توجه کنید که  a b   a b| | | || |− = − −

b a a a b| |< =− ⇒ + <0

. از طرف دیگر، a b a b a b| | | || |− = − − =− − بنابراین 

 b a b a b a| | | | | || | | |− = − = +2 2 2  

بنابرای�ن  . b a b a| |+ =− −2 2 نتیج�ه  در   ،
 

b a b a a
< <

+ = + + <
0 0

2 0 چ�ون 

. a b b a a( )− − − − − =2 حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 



)27(

423- گزین324 ، پس  x< <1 2 چون  	3
x xx x x          
x x x x x
| | | |

, ,
| |

− − − −= =− = = =
− − − −

2 2 1 11 1 1
2 2 1 1

 . − − + =−1 1 1 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 1

523- گزین325 توجه کنید که  	4
 x x x x x x( )< ⇒ − = − <2 2 1 0  

 x x| |= و   x x| |− = −1 1  ، x x| |+ = +1 1 بنابرای�ن   . x< <0 1 نتیج�ه  در 

. x x x x( )+ − − + =1 1 3 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 

623- گزین326 معادله را به شکل زیر حل می‌کنیم: 	4
x x

x
x x

| |
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =−  

2 3 5
2 3

2 3 1

بنابراین مجموع جواب‌های معادله برابر 4 است.

723- گزین327  . x x| | | |=3 3 x و  x| | | |− = راه‌حل اول توجه کنید که  	1

بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود
 x x x x x x x | | | | | | | | | | ,+ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =3 15 5 15 3 3 3  

بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر صفر است.
−x هم جواب  راه‌حل دوم توجه کنید که اگر x جواب معادلۀ مورد نظر باشد، 

این معادله است. بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد صفر است.

823- گزین328 x تس�اوی‌های زیر نتیجه  x x| | | |− = −23 1 از تس�اوی  	4

می‌شوند

 
x x x x x

x x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ − + =

2 2

2 2

3 1 2 1 0 1

3 1 4 1 0 2
 

مجم�وع جواب‌ه�ای معادلۀ )1( برابر 2 و مجموع جواب‌ه�ای معادلۀ )2( برابر
4 اس�ت. پ�س مجموع جواب‌ه�ای معادلۀ اصلی برابر 6 اس�ت )توجه کنید که 

معادله‌های به‌دست آمده، جواب مشترک ندارند(. 

923- گزین329 نامعادله را به‌صورت زیر حل می‌کنیم: 	2
a ax a a x a x− +− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ + ⇒ ≤ ≤3 33 2 3 3 2 3

2 2

a است. پس a[ , ]− +3 3
2 2

بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله، بازۀ 

 a aa a a a b b      ,− +=− ⇒ − =− ⇒ = = ⇒ =3 33 2 1 2
2 2

033- گزین330 نامعادله را به شکل زیر ساده می‌کنیم: 	2
x x x| | | | | |− < ⇒− < − < ⇒− < <2 6 6 2 6 4 8

|x را  |<8 |x همواره برقرار اس�ت، پس کافی اس�ت نامعادلۀ  |− <4 نابرابری 

حل کنیم:
x x| |< ⇒− < <8 8 8

7− تا 7 در نامعادله صدق می‌کنند که تعداد آن‌ها 15 تا  بنابراین اعداد صحیح 
است.

133- گزین331 x می‌نویسیم. x| | | |> −2 2 ابتدا نامعادله را به‌صورت  	2

اکنون دو طرف نامعادله را به توان 2 می‌رسانیم تا به نامعادلۀ زیر برسیم:
 x x x x( ) ( ) ( )> − ⇒ − − >2 2 2 24 2 2 2 0

x یا به طور معادل x x x( ( ))( )− − + − >2 2 2 2 در نتیجه0
x x( )( )+ − >2 3 2 0

 .( , ) ( , )−∞ − +∞22
3

 بنابراین مجموعۀ جواب‌های مورد نظر برابر است با 

233- گزین332 توجه کنید که  	4

 

f f

     

     

( ) ( ) | ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) | | | | |

| | | |
+ +

− −

− + − = − − − − −

+ − − − − − = − − −

+ − − − =− + =

3 1 5 2 5 3 3 1 2 3 5 3 1 2

5 3 5 2 2 3 5 5 2 2 5 3 3 5 3 5 3 7

5 3 5 8 3 5 5 12 4 4 0

 

 

 

333- گزین333  است. 
x

x x

x
f x

#### ####

#

#

# #

#

##

( )
≥

− ≤

=


2

2 0

0
ضابطۀ تابع f به ش�کل  	3

x≤0 نمودار  y را رس�م کنیم و برای  x= 2 x≥0 نمودار تابع  پ�س باید برای 

y را رسم کنیم. x=− 2 تابع 

433- گزین334 بنابرای�ن   .
xx

x x
| | >− =
− − <

1 11
1 1 1

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1

. در نتیجه نمودار تابع f مانند گزینۀ )1( است.
x x

f x
x x

( )
 + >=

− <

2

2

1 1

1 1

533- گزین335 توجه کنید که 	3
x x x x

f x x x x x x

x x x x

        

      

                  

( )

( )

 − + + ≤− − ≤−
  = + + − < ≤ = + − < ≤ 
 

+ − > >  

1 1 1 1

1 1 0 2 1 1 0

1 0 1 0

 

در نتیجه نمودار تابع f مانند گزینۀ )3( است.

633- گزین336 توجه کنید که 	1

             [ ] , [ ] [ ] , [ ] [ ] , , [ ] [ ] , [ ]= = = = = = = =1 2 3 4 5 18 19 200 1 2 9 10
2 2 2 2 2 2 2 2



از جمع تساوی‌های بالا نتیجه می‌شود

 [ ] [ ] [ ] [ ] ( )+ + + + = + + + + = + =1 2 3 20 2 1 2 9 10 90 10 100
2 2 2 2

   

733- گزین337 ابتدا با حل نامعادله، محدودۀ x را می‌یابیم: 	4
 x x x x x( )+ < ⇒ + < ⇒− < <2 0 1 0 1 0

1− و صفر باش�د و به توان ه�ر عدد فردی برس�د، در همان  اگ�ر ع�ددی بین 
محدوده باقی می‌ماند، ولی اگر به توان عددی زوج برسد، عددی بین صفر و 1 

می‌شود، یعنی

 

k k

k k

x x
x

x x

x x x

[ ]

[ ]

...[ ] [ ] [ ] ( )

+ +

 < < ⇒ =− < < ⇒
− < < ⇒ =−

+ + + = × + × − =−

2 2

2 1 2 1

2 10

0 1 0
1 0

1 0 1

5 0 5 1 5



گرمی  فصل اول: دست
)28(

833- گزین338  ، n n n n( )< + < +3 3 2 33 1 راه‌ح��ل اول از نابرابری  	1

 . n n n[ ]+ =3 3 23 ، بنابراین  n n n n< + < +3 3 23 1 نتیجه می‌گیریم 
راه‌حل دوم چون تس�اوی به ازای هر عدد طبیعی n باید برقرار باشد، پس مثلًا 
آن‌گاه   ، n=2 اگ�ر  باش�د.  برق�رار  تس�اوی  بای�د   n=2 ازای  ب�ه 

. از ط�رف دیگر فقط عب�ارت گزینۀ )1( به ازای  n n[ ] [ ]+ = =3 33 23 20 2

n=2 برابر 2 می‌شود. 

933- گزین339 ]x ع�دد صحی�ح اس�ت، معادل�ه را به‌ص�ورت  ] چ�ون  	3
x می‌نویسیم. بنابراین x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ = − −2

x x[ ]=− ⇒− ≤ <1 1 0

043- گزین340 توجه کنید که  	4

f       ( ) |[ ] [ ]| | ( )|− = − + − = − + − =1 5 7 3 4 7
2 2 2

143- گزین341 ، پس x+1 قرار می‌دهیم f در ضابطۀ x به جای 	1

 
f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ = + − + − + = + − − − −

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3

243- گزین342 ابتدا توجه کنید که باید 	3
x x x[ ] [ ]− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 0 2 2

. fD [ , )= +∞2 بنابراین 

343- گزین343 f را صف�ر می‌کنند، در  x( ) مقادی�ری از x ک�ه مخ�رج  	2
دامنۀ تابع f قرار ندارند. اکنون توجه کنید که

x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <2 0 2 2 3 6 9
3 3 3

. a b+ =15 b=9 و در نتیجه   ، a=6 . پس  fD  [ , )= − 6 9 بنابراین 

443- گزین344 ضابطۀ تابع به شکل زیر است 	4

 
x xx f x x

x xx f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

− < < ⇒− < < ⇒ =− ⇒ =− −

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

2 0 1 0 1 1
2 2

0 2 0 1 0
2 2

پس نمودار تابع به شکل زیر است

543- گزین345 با توجه به فرض‌های مسئله، 	2

 
a

a a

f b

f b b

( )

( ) +

=− ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ × + =1

3 30 4
4 4

1 0 4 0 4 4 0
 

اگر رابطۀ اول را از رابطۀ دوم کم کنیم،‌ نتیجه می‌شود

 
a a

b b b−

× = ⇒ =−

+ =− ⇒ + =− ⇒ =−1

33 4 1
4

3 1 34 1
4 4 4

 

. a b+ =−2 در نتیجه 

643- گزین346 f را به‌دست می‌آوریم x( )− ابتدا  	4

 
x xx

x x
x

f x( )
−

−

−
− −− = = =
+ ++

1 1
2 1 1 22

12 1 1 21
2

 

.
x x x x

x x x
f x f x( ) ( ) − − − + −+ − = + = =

+ + +
2 1 1 2 2 1 1 2 0
1 2 1 2 1 2

بنابراین 

743- گزین347 یعن�ی    
x

x
x

f x
x

( )
−

 − ≥=
− <

2 1 0
2 1 0

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	4

. بنابراین نمودار تابع به شکل زیر رسم می‌شود.
x

x

x
f x

x
( )

( )

 − ≥=
− <

2 1 0
1 1 0
2

843- گزین348  اکیداً صعودی باش�د، آن‌گاه  xy روی  a= اگر تابع  	1
. k>0 ، پس  k+ >3 1 1 . بنابراین  a>1

943- گزین349 ، بنابراین ( ) ( )−= =4 481 3 2
16 2 3

توجه کنید که  	2

 x x x x x( )( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )+ − + − − −= ⇒ = =2 1 2 4 1 4 12 81 2 3 2
3 16 3 2 3

 

. x=2
5
، پس  x x( )+ =− −2 4 1 در نتیجه 

053- گزین350 x5 معادله را حل می‌کنیم با فاکتورگیری از  	1

 
x x x

x x

( ) ( )−+ × = ⇒ + = ⇒ × =

×= = = ⇒ =

2

3

3 285 1 3 5 140 5 1 140 5 140
25 25

25 1405 125 5 3
28

 

پس معادله یک جواب دارد.

153- گزین351 x در  a=2 ، معادلۀ  xy=2 با توج�ه به نم�ودار تاب�ع  	2
، جواب ندارد.  a≤0 x و اگر  b( )= ، دقیقاً یک جواب دارد  a>0 صورت�ی که 

بنابراین

 
xx

xx

jnHj#JH¼ #¦Ä  jnHj#JH¼ #¦Ä

 jnHkº#J

 ]

H¼ jnHkº# ¼] H

]

J ]

. , .

. , .

− = ⇒

+ =

− = ⇒

+ = ⇒ ⇒

2 6 0 2 5 0

2 6 02 5 0
 

xy=2 یک‌به‌یک است، پس معادلۀ اصلی دو جواب دارد. چون تابع 



)29(

253- گزین352 ، معادلۀ مورد نظر می‌شود x t=3 اگر فرض کنیم  	2
x x t t t t,× × − × − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 1 13 9 9 6 3 1 0 27 6 1 0

9 3

. در نتیجه  x=−1 ، پ�س  x −= = 113 3
3

، یعن�ی  t=1
3
، پ�س  t>0 چ�ون 

معادله یک جواب دارد.

353- گزین353 آن‌گاه    ، f x g xa a( ) ( )< و   a< <0 1 اگ�ر  می‌دانی�م  	1

، پس < <10 1
2

f و بالعکس. چون x g x( ) ( )>

 x x x− > − ⇒ <3 3 3  

453- گزین354 ، نامعادلۀ داده ش�ده را می‌توان  x t=5 اگ�ر فرض کنیم  	1
این‌طور نوشت

 
x x tt t t

t t t t( )( )

−+ × < ⇒ + × < ⇒ + <

+ − < ⇒ + − <

1 2 2

2

25 24 5 1 24 1 5 24 5
5

15 24 5 0 5 0
5

 

. x<−1 ، در نتیجه  x −< = 115 5
5

، یعنی  t  − <1 0
5

، پس  t+ >5 0 چون 

553- گزین355 . اکنون اگر  ×= × =
1 1 1

5 4 5 5 4 47 7 7 7 7 توجه کنید که 	4
n استفاده کنیم، به‌دست می‌آید

a ax n xlog log= از ویژگی 

 log log log= = =
1

5 4 47 7 7
1 17 7 7 7
4 4

653- گزین356  a a ax y xylog log log ( )+ = با استفاده از تساوی  	3
به‌دست می‌آید

log ( ) log ( ) log (( )( )) log− + + = − + = =4 4 4 4
13 1 3 1 3 1 3 1 2
2

753- گزین357 ، پس  x
a

a
x

log
log

=1 چون  	1

log log log ( )
log log

log log log

+ = + = ×

= = = =

6 6 6
4 9

2
6 6 6

1 1 4 9 4 9
6 6

36 6 2 6 2

853- گزین358 c می‌توان نوشت cb aa blog log= به کمک تساوی  	3

 
logloglog log= = = = =329 9 3

1 1336 3 2 23 6 6 6 6 6

953- گزین359 alog نتیجه می‌شود =4 از تساوی  	2

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =22 2 2 2
2
 

بنابراین

 
a a

log log log log (log log )

( )

= = = = −

= − = −

3 10125 5 3 5 3 3 10 2
2

33 1 3
2 2

 

063- گزین360 ابتدا توجه کنید که 	4

 
a a a a

b b b b

log log( ) log log log

log log( ) log log log

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

30 3 10 3 10 3 1

50 5 10 5 10 5 1
 

. a
b

log
log

log
−= =
−5

3 13
5 1

بنابراین 

163- گزین361 . بنابراین x x x+ = × = × =2 23 3 3 9 3 4 توجه کنید که 	1
x x log= ⇒ = 3

4 43
9 9

 

263- گزین362  ay xlog= ف�رض کنید ک�ه نم�ودار f از روی نمودار  	1
، دو واحد به سمت  ay xlog= به‌دس�ت آمده باشد. معلوم اس�ت که نمودار 
چپ منتقل ش�ده اس�ت تا نمودار f به‌دست آید. بنابراین ضابطۀ تابع f می‌تواند 
 ، alog =2 2 ، پس  f( )=0 2 af باش�د. از ط�رف دیگ�ر  x x( ) log ( )= +2

(. بنابراین  a>0 =a )توجه کنید که  2 . بنابراین  a =2 2 یعنی 
f x x( ) log ( )= +2 2

363- گزین363 می‌توان نوشت 	3
f x x x x x( ) log( ) log( )= + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =24 2 4 6 2 4 2 2 4 10 52

 . f ( )− =1 6 52 ، پس  f( )=52 6 بنابراین 
463- گزین364 	2
563- گزین365 لگاریتم فقط برای اعداد مثبت تعریف می‌شود، پس 	2

 fx x x D ( , )− > ⇒ < ⇒− < < ⇒ = −2 29 0 9 3 3 3 3  
1± و صفر در دامنۀ تابع هستند.  ، ±2 بنابراین اعداد صحیح 

663- گزین366 ، آن‌گاه xy −= 5 13 اگر  	4

 
y

y x x
log

log
+

= − ⇒ = 3
3

1
5 1

5

 .
x

f x
log

( )− +
= 31 1

5
بنابراین 

763- گزین367 ابتدا x را بر حسب y حساب می‌کنیم: 	2
 y yy x x xlog ( )= − ⇒ = − ⇒ = +3 2 3 2 3 2

 . xf x( )− = +1 3 2 بنابراین 

863- گزین368 x را حل کنیم: x x− =2 7 کافی است معادلۀ  	1
 x x x x,− = ⇒ = =2 8 0 0 8

x=0 قابل قبول نیس�ت چون لگاریتم صفر تعریف نمی‌شود.  واضح اس�ت که 
پس معادله فقط یک جواب دارد.

963- گزین369 توجه کنید که 	1

 
x x x

x x x

log log log

log ( ) log ( ) log ( )

= =

− = − = −2

1
22 2 2

4 22

1
2

16 6 6
2

 

در نتیجه، معادلۀ مورد نظر می‌شود

 

x x x x

x x x x x x

x x x x ¡#¡   #—    

log log ( ) log log ( )

log ( ( )) ( )

( )( ) , (. . . )

+ − = ⇒ + − =

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 2 2

4 2
2

1 1 6 2 6 4
2 2

6 4 6 2 6 16 0

8 2 0 8 2

 

x=−2 در معادلۀ اصلی صدق نمی‌کند، بنابراین غیرقابل قبول است. دقت کنید که 



گرمی  فصل اول: دست
)30(

073- گزین370 از تعری�ف لگاریت�م معادل�ه را به‌ص�ورت  ب�ا اس�تفاده  	4
x می‌نویسیم. بنابراین x( )− =22 1

 
x x x x x

x x x x( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 24 4 1 4 5 1 0

14 1 1 0 1
4

x=1 برابر 
4
x−2 است که به ازای x=1 برابر 1 و به ازای  پایۀ لگاریتم عبارت 1

− می‌ش�ود. ولی می‌دانیم که پایۀ لگاریتم باید مثبت و مخالف 1 باش�د. پس  1
2

هیچ‌کدام از مقدارهای به‌دست آمده قابل قبول نیستند و معادله جواب ندارد.

173- گزین371 نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم 	4
xlog ( ) log− ≤3 310 9

نتیجه می‌گیریم
 x x− ≤ ⇒ ≥10 9 1

−x و در  >10 0 xlog وقتی معنا‌دار اس�ت که  ( )−3 10 از طرف دیگر عبارت 

] است.  , )1 10 . پس مجموعۀ جواب‌های نامعادله بازۀ  x<10 نتیجه 

273- گزین372 x نتیجه می‌شود  xlog( ) log( )+ > +2 2 1 از نامعادلۀ  	2
 x x x+ > + ⇒ <2 2 1 1

 x>− 1
2
)xlog برای  )+2 1 x>−2 و عبارت  )xlog ب�رای  )+2 عبارت 

) است.  , )− 1 1
2

معنا‌دار است. پس مجموعۀ جواب‌های نامعادله 

373- گزین373 . از  x>2 ، یعنی  x− >2 0 ابت�دا توجه کنید ک�ه بای�د  	4
طرف دیگر، باید

x/ /log ( ) log− ≥ =0 5 0 52 0 1

 ) / <0 5 1 در نتیجه )چون 
x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3

. ab=6 ، پس  b=3 a=2 و  . به این ترتیب  fD ( , ]= 2 3 بنابراین 

473- گزین374 	3

573- گزین375 چ�ون C روی نیمس�از زاوی�ۀ AOB ق�رار دارد، پ�س  	4
 OBC و OAC از طرف دیگر، مثلث‌ه�ای قائم‌الزاویۀ . x CA CB= = =6
، در نتیجه  y OA OB= = =12 همنهشت‌اند )وتر و یک زاویۀ حاده(. بنابراین 

x y+ =18

673- گزین376 پ�س  دارد،  ق�رار   A زاوی�ۀ  نیمس�از  روی   D چ�ون  	2
 AHD و ABD از ط�رف دیگر، مثلث‌های قائم‌الزاویۀ . y DH DB= = =3

، در نتیجه  x AH AB= = =4 همنهشت‌اند )وتر و یک زاویۀ حاده(. بنابراین 
x y+ =7

773- گزین377  BC بر خط D پ�ای عمود وارد از نقط�ۀ H ف�رض کنید 	1
باش�د )شکل زیر را ببینید(. چون نقطۀ D روی نیمساز زاویۀ ABH است، پس 
 BHD و BAD از ط�رف دیگ�ر، مثلث‌ه�ای قائم‌الزاوی�ۀ . DH DA= =4

همنهشت‌اند )به حالت وتر و یک ضلع زاویۀ قائمه(. بنابراین
BH BA BC CH CH CH= = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =9 9 6 9 3

اکنون، از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ CHD نتیجه می‌شود
CD CH DH x x= + ⇒ = + = ⇒ =2 2 2 2 2 23 4 25 5

873- گزین378 ، بنابر قضیۀ تالس، EF BC چون  	4

 AE AF x x
EB FC

= ⇒ = ⇒ = × =2 2 2 4
1 2

 

973- گزین379 . بنابر قضیۀ تالس، EF BC چون  	4

 
AE AF x x x x x x
EB FC x x
x x x

= ⇒ = ⇒ + = −
− +

= ⇒ =

2 2

2

2 2 2 2
1 2

4 4
083- گزین380 ، ABF بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، ED BF چون  	3

 AE AD x
EB DF x

= ⇒ = ⇒ =12 6 2
4

، ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ،EF BC همین‌طور، چون 

 AE AF y
EB FC y

= ⇒ = ⇒ =12 8 8
4 3

 

. xy=16
3
بنابراین 

183- گزین381 راه‌حل اول در متوازی‌الاضلاع ضلع‌های روبه‌رو برابرند.  	2
. چ�ون BDFE متوازی‌الاضالع اس�ت، پ�س  DF BE= =15 در نتیج�ه 
. بنابراین، از تعمیم قضی�ۀ تالس در مثلث  DF BC ، در نتیج�ه  DF BE

ABC نتیجه می‌شود
AD DF x x x
AB BC x

x x

( )= ⇒ = ⇒ = +
+ +

= × ⇒ =

15 27 15 8
8 15 12

12 15 8 10
 ،CAB بنابر قضیۀ تالس در مثلث ،EF BA راه‌حل دوم چون 

CE CF CF FA      
EB FA FA CF

( )= ⇒ = ⇒ =12 5 1
15 4

،ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ،DF BC از طرف دیگر چون 
AD AF x x
DB FC

( )= → = ⇒ =1 5 10
8 4

283- گزین382 بنابر قضیۀ تالس، 	4

 AE AF x x
EB FC

= ⇒ = ⇒ =8 6
4 3

 

از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

 AE EF y
AB BC y

= ⇒ = ⇒ =8 4 6
12

 

. xy=36 بنابراین 

383- گزین383 بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقه، 	3
AE DF x x x
EB FC x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =29 36 6
4



)31(

483- گزین384 در مثلث FBC ، چون نقطۀ N وس�ط ضلع FC است و  	4
، پ�س بنابر قضیۀ تالس نقطۀ M هم وس�ط ضلع FB اس�ت. در  MN BC

نتیجه در مثلث FBC، پاره‌خط MN میان‌خط است و

 BC BCMN BC= ⇒ = ⇒ =6 12
2 2

 

، ABC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC اکنون توجه کنید که چون 
EF AF EF EF
BC AC

= ⇒ = ⇒ =1 4
12 3

 

583- گزین385 دارن�د  براب�ر  زاوی�ۀ  دو   ACE و   ABF مثلث‌ه�ای  	2
AEC و زاوی�ۀ A در آن‌ها مش�ترک اس�ت(. بنابراین ای�ن مثلث‌ها  AFBˆ ˆ= (

متشابه‌اند )زز(. در نتیجه
AB AF x x
AC AE x

( )+= ⇒ = ⇒ + = × ⇒ =
+

3 1 2 2 2 3 4 4
2 3

683- گزین386 دارن�د  براب�ر  زاوی�ۀ  دو   ACB و   AEF مثلث‌ه�ای  	3
B و در زاویۀ رأس A مشترک‌اند(، پس این دو مثلث متشابه‌اند )زز(.  AFEˆ ˆ= (

بنابراین

 AE AF x x
AC AB x x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ + +
4 6 1 6 4 12 8

6 2 4 2 4
 

783- گزین387 C1 و E متم�م یکدیگرند، و  توج�ه کنید که زاویه‌ه�ای  	2
C2 برابرند.  C2 نیز متمم یکدیگرند. بنابراین زاویه‌های E و  C1 و  زاویه‌های 

بنابرای�ن مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ABC و CDE که ی�ک زاویۀ حادۀ برابر دارند 
متشابه‌اند )زز(. در نتیجه

BC AB x
DE CD x

= ⇒ = ⇒ =4 3 6
8

883- گزین388 توجه کنید که 	3

 AB BD ABD DBC
DB BC

     
ˆ ˆ,= = =1

2
 

بنابراین مثلث‌های ABD و DBC متشابه‌اند )ض‌زض(. در نتیجه
AB AD x x
DB DC

= ⇒ = ⇒ =1 4
2 8

 

983- گزین389 . بنابرای�ن دو مثلث  AE AF
AC AB

= =1
2
توج�ه کنی�د ک�ه  	4

AEF و ACB دو ضلع متناسب دارند و زاویۀ بین این دو ضلع متناسب در آن‌ها 
( برابر است، پس این دو مثلث به حالت )ض ز ض( متشابه‌اند. بنابراین Â )یعنی 

AE EF x
AC CB x

= ⇒ = ⇒ =1 8 16
2

 

093- گزین390 ، بنابر قضیۀ  EF BC . چ�ون  EB x= فرض کنی�د  	2
اساسی تشابه مثلث‌های AEF و ABC متشابه‌اند، پس

AEF  AE
ABC  AB x

x x
x

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

= ⇒ =
+ +

= ⇒ + = ⇒ =
+

2 2

2 2

18 3
18 32 3

9 3 3 25 2
25 3

193- گزین391 قائم‌الزاوی�ه،  مثل�ث  در  طول�ی  رابطه‌ه�ای  بناب�ر  	2
. AH=2 5 . پس  AH HB HC= × = × =2 5 4 20

293- گزین392 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 	1
AH HB HC x x= × ⇒ = × ⇒ =2 26 3 12

393- گزین393  ، ABD بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ 	4
BH HA HD BH/= × = × = ⇒ =2 4 5 2 9 3

 ، BAC همین‌طور، بنابر روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ
AH BH HC HC HC( / ) /= × ⇒ = × ⇒ =2 24 5 3 6 75

. BC / /= + =3 6 75 9 75 بنابراین 

493- گزین394 . بناب�ر رابطه‌های طولی در مثلث  HC x= فرض کنید  	3
قائم‌الزاویه، 

AC CH CB x x x x

x x x

( )

( )( )

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 224 5 5 24 0

8 3 0 3

593- گزین395 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 	1
 AB AH AC     BC HC AC,= × = ×2 2  
اگر تساوی اول را بر تساوی دوم تقسیم کنیم، به‌دست می‌آید

 AB AH AC AH AB
HC AC HC BCBC

×= = = ⇒ =
×

2

2
3 3  

693- گزین396  ، ABC ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  	3
. از ط�رف دیگر،  AC=13 . پس  AC BA BC= + = + =2 2 2 2 212 5 169

بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 

 AB BC BH AC x x× = × ⇒ × = × ⇒ =6012 5 13
13

 





فصل دوم

پاسخ آزمون‌ها



11 چ�ون f فق�ط ی�ک زوج مرت�ب دارد، پ�س تس�اوی‌‌های  ۀنیزگ - 	2
 ، a=1 برق�رار اس�ت ک�ه نتیجه می‌ش�ود a=2 2 b و  c+ =2 2  ، a b− =2 1

 . a b c+ + =2 ، پس  c=0 b=1 و 
22- a2 و  ۀنیزگ  از عدد 2 دو پیکان خارج ش�ده است، پس دو عدد  	4

 . a=2 a که نتیجه می‌شود a=−1 یا  a= +2 2 a+2 باید یکسان باشند. پس 
، باید  a=−1 اگر . a b+ =6 ، پس  b a= =2 4 ، باید داشته باشیم  a=2 اگر 
. پس حاصل  a b+ =−2 ، پس b=−1 و در نتیجه  b b= +2 داش�ته باش�یم 1

2− است. a برابر 6 یا  b+

33- } اس�ت ک�ه 3 عضو دارد.  ۀنیزگ  , , }1 3 5 دامنۀ تابع مجموعۀ  	3
}a است که باید تعداد اعضای آن کمتر از 3 باشد.  , , }23 5 برد تابع مجموعۀ 
±=a پس  3 ±=a یا  5 . بنابراین  a =2 5 a یا باید  =2 3 یعنی یا باید 

4 مقدار مختلف برای a وجود دارد.
44- تعداد جواب‌های  ۀنیزگ  	4

تع�داد  ب�ا  براب�ر   f x( )=1 معادل�ۀ 
y=1 با نمودار  نقطه‌های برخ�ورد خط 
تابع f است. از روی شکل روبه‌رو معلوم 
است که تعداد این نقطه‌ها سه تا است.

55- ابتدا توجه کنید که ۀنیزگ  	1
 f x x x x f t t( ) ( ) ( )+ = + + = + − ⇒ = −2 2 22 4 2 2 2 2  

. f( ) ( )= − =23 3 2 ، نتیجه می‌شود 1 3 اکنون اگر به‌جای t قرار دهیم 
66- در ضابطۀ تابع به جای x ، مقدار x−1 را قرار می‌دهیم:  ۀنیزگ  	4

 f x x x x x( ) ( ) ( )− = − − − = − +2 21 1 2 1 4 3
در ضابطۀ تابع به جای x مقدار x+1 را قرار می‌دهیم: 

 f x x x x( ) ( ) ( )+ = + − + = −2 21 1 2 1 1

. f x f x x x x x f x( ) ( ) ( ) ( )− + + = − + = − + = +2 21 1 2 4 2 2 2 2 2 بنابراین2
77- توجه کنید که  ۀنیزگ  	3

 xf x f x x
x x x x

( ) ( ) ( )+ = + − ⇒ + = + −
2 1 3 1 13 4 3 4  

x )چنین عددی وج�ود دارد، زیرا 
x

+ =1 4 بنابرای�ن، اگر x عددی باش�د ک�ه 

x ، ک�ه دلت�ای آن مثبت  x− + =2 4 1 0 x مع�ادل اس�ت با 
x

+ =1 4 معادل�ۀ 

. f( )= × − =4 3 4 4 8 است، پس جواب حقیقی دارد.( آن‌گاه 

88- x و در نتیجه  ۀنیزگ  t
x
+ =
−

1
2

راه‌حل اول فرض می‌کنیم  	1

 ttx t x tx x t t x t x  t
t

( ) ,+− = + ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ = ≠
−

2 12 1 2 1 1 2 1 1
1

 : t
t
+
−

2 1
1

در رابطۀ داده شده به جای x قرار می‌دهیم 

 t t t tf t
t t t

( ) ( )+ + − + += − = =
− − −

2 1 4 2 1 3 32 1
1 1 1

 . xf x
x

( ) +=
−

3 3
1

، آن‌گاه  x≠1 در نتیجه اگر

فصل اول

فصل دوم: آزمون ها

، به‌دست می‌آید x=−1 راه‌حل دوم اگر در رابطۀ داده شده قرار دهیم 
 f( )=−0 3  

اکنون در توابع داده شده در گزینه‌ها به جای x مقدار صفر را قرار می‌دهیم. تنها 
)f تابع گزینۀ )1( است.  )=−0 3 تابعی که در آن 

99- می‌آی�د  ۀنیزگ  به‌دس�ت  اول  ضابط�ۀ  از   x=2 ب�رای  	3
. f m( )= −2 8 f و از ضابطۀ دوم  m( )= −2 4 2

)f وجود داشته باشد.  )2 برای اینکه رابطه، تابع باشد، باید فقط یک مقدار برای 
)f را محاسبه کنیم که  )2 . بنابراین باید  m=2 ، پس  m m− = −4 2 8 یعنی 

. f( )= − =2 8 2 6 برابر است با 

101 n4 وقتی ک�ه n توان چهارم 0- گزینۀ n∈ آن‌گاه عدد  اگ�ر  	3
، اع�دادی گویا  4 81 4 و  16 ع�ددی طبیعی باش�د، گوی�ا خواهد بود. پ�س 

هستند و بقیۀ اعداد داده شده گنگ هستند. بنابراین
 f f f( ) ( ) ( )+ + + = × + × =4 4 42 3 100 2 1 97 0 2

111 m - گزینۀ1 m( , )−32 ) و  , )2 0 ب�ا توجه ب�ه زوج‌های مرت�ب  	1

m نتیجه می‌شود:  m m , ,− = ⇒ = −3 0 0 1 1

f و f تابع نیست.  {( , ),( , ),( , )}= 2 0 0 1 0 2  ، m=0 اگر 

f و f تابع نیست.  {( , ),( , ),( , ),( , )}= 2 0 1 1 0 2 2 1  ، m=1 اگر

f و f تابع است.  {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −2 0 1 1 0 2 2 1  ، m=−1 اگر

1− باشد. پس m فقط می‌تواند برابر 

121 . 2- گزینۀ f a( )=4 f یا  a( ، پس 1=( f( )=4 2 )f و  )=1 2 چون  	3
 . a=5 f نتیج�ه می‌ش�ود  a( )=4 a=3 و از  f نتیج�ه می‌ش�ود  a( از 1=(

بنابراین مجموع مقادیر ممکن برای a برابر 8 است.

131 ب�ا توجه به ش�کل، ج�واب نامعادلۀ مورد نظ�ر به‌صورت 3- گزینۀ 	2
، 4 و 5(  −2  ، −3  ، −4  ، ] است. بنابراین 6 عدد صحیح )5− , ] [ , ]− −5 2 4 5

در این نامعادله صدق می‌کنند.

141 x=2 را در رابطۀ داده شده قرار می‌دهیم: 4- گزینۀ ابتدا  	4
 f f f( ) ( ) ( )− = − + ⇒ =−2 2 2 4 6 4 2 2

. f( )− =2 10 ، در نتیجه  f x x x( )= −2 3 پس 

151 t≥1 5- گزینۀ x و  t= −2 ، آن‌گاه 1 t x= +2 اگ�ر فرض کنیم 1 	2
بنابراین

 f x x x f t t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = − ⇒ = − − − = − +2 2 2 2 2 21 1 1 3 2

. f x x x( )= − +2 3 2 ، آن‌گاه  x≥1 بنابراین اگر 

161 توجه کنید که6- گزینۀ 	۲
x x x x

x x x x

( )

( )

+ + = + −

+ + + = + +

3 2 3

3 2 3

6 12 2 8

6 12 10 2 2
 

. اگر در این تس�اوی به ج�ای x قرار دهیم  x
f x

x

( )
( )

( )

+ −
+ =

+ +

3

3
2 82
2 2

بنابرای�ن 

. xf x
x

( ) −=
+

3

3
8
2

، به‌دست می‌آید  x−2



)35(

171 ، پس7- گزینۀ x− ≤ <1 0 ، آن‌گاه  x<− ≤0 1 توجه کنید که اگر  	2

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
− − +− = = =−
− −

1 1  

، پس x< ≤0 1 ، آن‌گاه  x− ≤− <1 0 و اگر 

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
+ − −− = = =−
− −

1 1  

. f x f x( ) ( )− =− بنابراین همواره 

181 چون8- گزینۀ 	۲
 f a b b a      f a b a b( ) ( ) , ( ) ( )− = × − + = − = × + = +1 1 6 6 4 6 4

پس

 
f f b a a b

a b a b

( ) ( )

( )

− + =− ⇒ − + + =−

+ =− ⇒ + =−

1 6 10 6 4 10

5 10 2

. f a b a b b b( ) ( )= + = + + = −1 4 3 3 2 در نتیجه 

191 برای ورودی‌های فرد، خروجی تابع f یک واحد از ورودی 9- گزینۀ 	۱
آن بیشتر است، یعنی

f f( ) , ( ) ,= + = = + =1 1 1 2 3 3 1 4 f, ( )= + =19 19 1 20

برای ورودی‌های زوج، خروجی تابع f یک واحد از ورودی آن کمتر است، یعنی
f f( ) , ( ) ,= − = = − =2 2 1 1 4 4 1 3 f, ( )= − =20 20 1 19

بنابراین

 
A ( ) ( )

( )

= + + + + + + +

= + + + + = + =

2 4 20 1 3 19

201 2 3 20 1 20 210
2

 



02- گزینۀ20 اگر ضابطۀ داده ش�ده، متعلق به یک تابع باش�د باید در  	4
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه‌فرد باش�د. یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن‌گاه   ، f x x a( )= +22 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  ضابط�ۀ  در  آن  مق�دار 

. بنابراین f a( )= −2 8 2 ، آن‌گاه  f x ax( )= −3 2 . اگر  f a( )= +2 8

 a a a a+ = − ⇒ = ⇒ =108 8 2 7 10
7

 

و در نتیجه

 f a f( ) ( ) ( )= = × + =2 107 7 7 10 7 2 10 1410
7

 

212 برد تابع ثابت، یک عضو دارد. بنابراین- گزینۀ1 	2

m

m  n  

m m

m n n n

mn k k k,

=

= = −

− = ⇒ =

+ = → + = ⇒ =−

+ = →− + = ⇒ =

6

6 1

2 4 6

2 4 6 2 4 1

4 6 4 10

 

22- گزینۀ22 x2 و x برابر با  اگ�ر f تابع�ی ثابت باش�د، باید ضرای�ب  	2
صفر باشند:

 a a  b b,− = ⇒ = + = ⇒ =−4 0 4 3 0 3  

 . f x ab( ) ( )= + = × − + =19 4 3 19 7 در این صورت 
بنابراین 

 f a b f( ) ( )+ = =1 7  

32- گزینۀ23 f است.  x x( )= در تابع همانی، ضابطۀ تابع به ش�کل  	۳
بنابراین

 

f m n f m n

m n
m      n

m n

( ) , ( )

,

− = − =− = + =

− =− ⇒ = =
+ =

4 2 4 6 6

2 4 8 10
3 36

 . mk
n

= =4
5

، بنابراین  m mf k
n n

( )= = از طرف دیگر 

42- گزینۀ24 راه‌حل اول ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می‌کنیم: 	۳

 
x ax a x x a x

f x
x x

x x a
x a x

x

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = − + ≠−
+

2 4 2 4 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2

−a و در نتیجه  =2 2 0 f اس�ت. بنابراین بای�د  x x( )= ضابط�ۀ تابع همان�ی 
 . f a f( ) ( )− = − =−1 1 ، پس  a=1

، بنابراین f( )=0 0 راه‌حل دوم چون تابع f همانی است، پس 

 a a− = ⇒ =4 4 0 1
2

 

 . f a f( ) ( )− = − =−1 1 در نتیجه 

52- گزینۀ25 چ�ون f تابع�ی خطی اس�ت، پ�س ضابط�ۀ آن به‌صورت  	۱
f است، بنابراین x ax b( )= +

 
f f a b a b a b

f f a b a b b

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− − = + − − + = − =

− = + − + =− =

2 3 2 2 3 2 8 2 46

3 3 1 3 3 2 22
 . f( )− =−2 17 . بنابراین  f x x( )= −3 11 ، b=−11 و  a=3 در نتیجه 

62- گزینۀ26 . در این صورت f x ax b( )= + راه‌حل اول فرض کنید  	۳
f x a x b ax a b

f x a x b ax a b ax a b

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( )

− = − + = − +

+ = + + = + + = + +

1 1

2 2 2 2 2 2 2 4 2
. بنابراین f x f x ax a b x( ) ( )− + + = + + =− +1 2 2 3 3 3 9 21 پس 

 
a a

f x x
a b b

( )
=− =−  ⇒ ⇒ =− + 
+ = =  

3 9 3
3 10

3 3 21 10

راه‌حل دوم تس�اوی داده ش�ده به‌ازای هر x برقرار است، پس x=1 را در این 
. فقط در تابع گزینه )3( این ش�رط  f f( ) ( )+ =0 2 3 12 تس�اوی قرار می‌دهیم: 

برقرار است.

72- گزینۀ27  b و a را حساب می‌کنیم تا مقادیر f( )2 )f و  )−1 ابتدا  	1
به‌دست آید:

 
f a b a

f a b b

( )

( )

− = + = =  ⇒ 
= − = =  

1 3 1

2 4 2 0 2
 

. f( )=−1 1 f و در نتیجه  x x x( )= −2 2 بنابراین 

82- گزینۀ28 ، پس  x x| |= ، آن‌گاه  x>0 ابت�دا توج�ه کنید که اگ�ر  	1

. در نتیجه  x x| |+ =0 x و  x| |=− ، آن‌گاه  x≤0 . همچنین اگر  f x
x

( )= 1

نمی‌ش�ود،  تعری�ف   x≤0 ب�ه‌ازای  تاب�ع 
. بنابراین نمودار  fD ( , )= +∞0 بنابرای�ن 

این تابع به‌صورت مقابل خواهد بود:



فصل دوم: آزمون ها
)36(

92- گزینۀ29 fD و   ( , )= + ∞0 ابتدا توجه کنید که  	1

x xf x
xx xx

( )= = =
3

1

بنابراین نم�ودار تابع f به‌صورت روبه‌رو 
y را در یک نقطه قطع  x= است و خط 

می‌کند.

03- گزینۀ30 ابتدا توجه کنید که 	3
x x x xf x

xx x x x
( )

( )( )

+ + + += = =
−− − + +

2 2

3 2
1 1 1

11 1 1

 f را یک واحد به راست منتقل کنیم نمودار تابع y
x

= 1 بنابراین اگر نمودار تابع 

y را دو واحد به پایین منتقل  x= 2 به‌دس�ت می‌آید. همچنین اگر نمودار تاب�ع 
کنیم نمودار تابع g به‌دست می‌آید.

x در س�ه نقطه نمودار  xf x
xx

( ) + += =
−−

2

3
1 1

11
مطابق ش�کل زیر نمودار تابع 

g را قطع می‌کند. x x( )= −2 2 تابع 

313 . در نتیجه- گزینۀ1 f( )=2 2 f است. پس  x x( )= ضابطۀ این تابع  	3
 k k k− = ⇒ = ⇒ =14 2 2 2 12 6  

. f f( ) ( )− × = − =−14 3 6 4 4 )f را حساب کنیم:  )− ×14 3 6 بنابراین باید 

23- گزینۀ32 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می‌نویسیم 	1
 f x kmx kx m x x k x km x m( ) ( ) ( )= − − + + = − + + −2 2 22 2 2 2 2 2  
در تابع ثابت، مقدار تابع به x بستگی ندارد. پس در ضابطه نباید x وجود داشته 

x2 باید صفر باشند. پس  باشد. یعنی ضرایب x و 
 k k      ,− = ⇒ =2 0 2 kkm m m=+ = → + = ⇒ =−22 0 2 2 0 1  

. k m+ =1 بنابراین 

33- گزینۀ33 f است. بنابراین x x( )= ضابطۀ تابع همانی به‌صورت  	3
 a  b  a b c          , ,− = − = + − =2 0 3 1 0  

. c a b= + = + =2 4 6 b=4 و   ، a=2 در نتیجه 

43- گزینۀ34  f x k( )= راه‌ح��ل اول ضابطۀ تاب�ع ثاب�ت به‌صورت  	3
است. بنابراین

 x k x kax k
ax

+ = ⇒ + = −
−

2 1 2 1 3
3

 

k=−1 برقرار  3 ka=2 و  تساوی فوق یک اتحاد است. پس باید تساوی‌های 

. a=−6 −=k و  1
3

باشند. بنابراین 

 f( )=− 11
3

)f و تابع ثابت است، پس  )=− 10
3

راه‌حل دوم با توجه به اینکه 

و در نتیجه 
f a a

a
( ) += =− ⇒ =− + ⇒ =−

−
2 1 11 9 3 6

3 3
 

53- گزینۀ35 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می‌نویسیم: 	4
 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + − − = − + − −2 2 22 4 1 2 4  

f اس�ت. یعنی ی�ک چندجمله‌ای  x ax b( )= + ضابطۀ توابع خطی به ش�کل 
درجۀ اول است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله‌ای درجۀ اول 

شود، یعنی
 m f x x( )= ⇒ =− −1 2 1 

. f m f( ) ( )= =−1 3 بنابراین 

63- گزینۀ36 چ�ون تابع خطی اس�ت، باید ضابطۀ آن ی�ک چندجمله‌ای  	4
درجۀ اول باش�د. پس باید صورت و مخرج کس�ر در ضابطۀ داده شده ساده شوند. 
یعنی صورت باید به شکل ضرب دو عبارت باشد که یکی از آن‌ها x+1 است. یعنی 

x mx x x a x mx x a x a( )( ) ( )+ + = + + ⇒ + + = + + +2 2 22 1 2 1  
برای اینکه تساوی فوق برقرار باشد باید داشته باشیم

 aa m a m     , == = + → =22 1 3  
پس ضابطۀ تابع به‌صورت زیر است:

 x x
f x x x

x
( )( )

( ) ,
+ +

= = + ≠−
+

1 2 2 1
1

 

پس نمودار تابع به شکل زیر است:

73- گزینۀ37 نظ�ر  در   f x ax b( )= + به‌ص�ورت  را  تاب�ع  ضابط�ۀ  	3
می‌گیریم. بنابراین 

f a b f f f a b a a b b a ab b

f a b f f f a b a a b b

a ab b

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

= + ⇒ = + = + + = + + =

− =− + ⇒ − = − + = − + +

=− + + =−

2

2

1 1 1

1 1

7

 

اگر طرفین تساوی‌های اخیر را از هم کم کنیم، نتیجه می‌شود

 
a ab b a ab b a a a

a b b b f x x
a ab b

a b b b f x x

( ) ( )

( )

( )

+ + − − + + = − − ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

= ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ = −+ + = ⇒
=− ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =− +

2 2 2 2

2

1 7 2 8 4 2

2 4 2 1 1 2 1
1

2 4 2 1 3 2 3

. f( )=0 3 )f یا  )=−0 1 بنابراین 



)37(

83- گزینۀ38 راه‌ح��ل اول در ضابط�ۀ تابع به‌ج�ای x مقدار x−1 را  	1
قرار می‌دهیم:

 f x a x b x ax ax bx a b( ) ( ) ( )− = − − − + = − − + + +2 21 1 1 2 2 2  
بنابراین از رابطۀ داده شده به‌دست می‌آید

 f x f x ax ax bx a b ax bx x( ) ( )− − = − − + + + − + − = +2 21 2 2 2 6 2
. چون این رابطه به ازای هر x برقرار است، پس ax a b x− + + = +2 6 2 بنابراین 

 a a
a ba b b

− = =− 
⇒ ⇒ − =− + = = 

2 6 3 82 5  

f به ازای هر مقدار x برقرار  x f x x( ) ( )− − = +1 6 2 راه‌حل دوم چون رابطۀ 
x=1 هم برقرار است: است، پس به ازای 

f f a b a b a b( ) ( ) ( )− = ⇒ − − + = ⇒ − + − = ⇒ − =−0 1 8 2 2 8 2 2 8 8  
93- گزینۀ39 ابتدا توجه کنید که  	4

f
xf x      D

x x x
( ) , { }

( )( )
+= = = − ±

+ − −
1 1 1

1 1 1


y را یک واحد به س�مت راس�ت منتق�ل کنیم نمودار تابع 
x

= 1 اگر نمودار تابع 

y به‌دست می‌آید.
x

=
−
1

1

y=0 و  بنابرای�ن نمودار تابع f به‌صورت ش�کل رس�م ش�ده اس�ت ک�ه خطوط 

− را داشته باشد  1
2

−=y را قطع نمی‌کند.  پس k فقط می‌تواند مقادیر 0 و  1
2

− است. 1
2

که مجموع آن‌ها برابر 

04- گزینۀ40  ، x<0 f و برای  x x( )= x و   x| |=  ، x≥0 ب�رای  	2
. نمودار تابع‌های f و g را در شکل زیر رسم کرده‌ایم. از  f x( )=0 x و  x| |=−

روی این شکل معلوم می‌شود که نمودارها در دو نقطه متقاطع‌اند. 

414 x2 منفی باشد. - گزینۀ1 چون س�همی ماکزیمم دارد، باید ضریب  	4
پس گزینه‌های )1( و )2( نادرست هستند. با توجه به شکل داده شده طول رأس سهمی 

x و در گزینۀ )4( 
( )

=− =
−
4 2

2 1
عددی منفی است. در گزینۀ )3( طول رأس سهمی 

x است. پس گزینۀ )4( درست است.
( )
−=− =−
−
4 2

2 1
طول رأس سهمی 

24- گزینۀ42 x اس�ت. عرض رأس 
k k
−=− =2 1
2

طول رأس س�همی  	3

. چون رأس س�همی  y k
k k k

( ) ( )= − + = −21 1 12 2 2 س�همی را پیدا می‌کنیم: 

. k −= 1
2

 در نتیجه 
k k

( )− =−1 12 2 y است، پس  x=−2 روی خط 

34- گزینۀ43  y mx m x m= + +2 22 3 محور تقارن سهمی به معادلۀ  	2

. به این  m=−2 ، یعنی  m− =2 my اس�ت. بنابرای�ن  m
m

=− =−
22

2
خط 

، که عرض رأس آن برابر  y x x=− + −22 8 6 ترتیب، معادلۀ س�همی می‌شود 

. ac b
a

( )( )

( )

× − − −− = =
−

22 4 2 6 84 2
4 4 2

است با 

44- گزینۀ44 راه‌حل اول با توجه به  	2
ش�کل محور تقارن س�همی داده شده از وسط 
پ�س  می‌گ�ذرد،    ( , )−1 0 و   ( , )3 0 نق�اط 

x اس�ت. از ط�رف  −= =3 1 1
2

معادل�ۀ آن 

bx است. بنابراین 
a

=
2

دیگر با توجه به معادلۀ داده ش�ده، طول رأس س�همی 

. b
a
=2 . در نتیجه  b

a
=1

2
) عبور کرده است، پس مختصات این نقطه  , )−1 0 راه‌حل دوم سهمی از نقطۀ 

در معادلۀ سهمی صدق می‌کنند. بنابراین
 a b c a b c      (1)( ) ( )= − − − + ⇒ + + =20 1 1 0  

) عبور کرده است، پس , )3 0 همچنین سهمی از نقطۀ 
 a b c      (2)− + =9 3 0  

دو طرف معادلۀ )1( را از دو طرف معادلۀ )2( کم می‌کنیم:

 ba b c a b c a b a b
a

− + − − − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =9 3 0 8 4 0 8 4 2  

b است. از 
a

ax برابر  bx c− + =2 0 راه‌حل سوم مجموع جواب‌های معادلۀ 

x=3 هستند.  طرف دیگر با توجه به شکل، جواب‌های این معادله x=−1 و 

. b
a

( )= + − =3 1 2 بنابراین 

54- گزینۀ45  c−2 راه‌ح��ل اول ب�ا توجه به نم�ودار داده ش�ده، c و  	1
ax هستند. بنابراین bx c+ + =2 0 جواب‌های معادلۀ 

 
b bc c c b ac
a a ac b
cc c c ac
a a

( )

 − =− = ⇒ = 
⇒ ⇒ + =− 

 − = − = ⇒ =−
 

2
1

1 12 2
2

 

راه‌ح��ل دوم ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار داده ش�ده، c یک�ی از جواب‌ه�ای معادل�ۀ 
ax است. بنابراین bx c+ + =2 0

 cac bc c ac b ac b≠+ + = → + + = ⇒ + =−02 0 1 0 1  

64- گزینۀ46 ب�رای آنک�ه نم�ودار یک س�همی، مح�ور x را در دو طرف  	1
مبدأ مختصات قطع کند، باید حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ y=0 منفی باشد. پس 

 m m
m
− < ⇒ < <2 0 0 2  
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74- گزینۀ47 در حالت‌های زیر نمودار تابع درجۀ دوم از ناحیه‌های اول و  	2
دوم صفحۀ مختصات عبور نمی‌کند. 

x2 در این معادله  f حداکثر یک جواب دارد و ضریب  x( )=0 بنابراین معادلۀ 
منفی است.

 

a m m

m m

m m

m m

IÄ

( )

( ) ( )

( )

= − < ⇒ <

∆≤ ⇒ − − ≤ ⇒ − ≥

 − ≥ ⇒ ≥



 − ≤− ⇒ ≤


2 2

1 0 1 1

10 1 4 1 0 1
4

1 31
2 2

2

1 11
2 2

 

 . m≤1
2

از اشتراک ناحیه‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود 

84- گزینۀ48 توجه کنید که 	4

 mac b m m
a a

( )−∆ −− = = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
2 4 2 364 5 5 2 9 5 7

4 4 4
 

94- گزینۀ49 ب�ا  براب�ر  ش�ده  اس�تفاده  نرده‌ه�ای  ط�ول  مجم�وع  	3
. همچنی�ن مس�احت کل زمین  x y= −4 200 3 y اس�ت.پس  x+ =3 4 200

. در نتیجه A xy=2 برابر است با 

 A xy xy y y y y( ) ( )= = × = − = − 21 1 12 4 200 3 200 3
2 2 2

 

بنابراین

 
yA y y y y   

y

( ) (( ) )

( )

= − =− − =− − −

= − − ≤

2 2 2

2

200 100 100002 200 3 3 3
3 3 9

10000 100 100003
3 3 3

 

5000 است.
3

، یعنی حداکثر مساحت اصطبل برابر  A≤5000
3

بنابراین 

05- گزینۀ50 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر می‌ت�وان نتیج�ه گرف�ت محیط  	2
مستطیل برابر است با

x x x x x x

x

( ) ( )

( )

+ − =− + + =− − + +

=− − + ≤

2 2 2
0 0 0 0 0 0

2
0

2 2 4 2 4 8 2 2 1 10

2 1 10 10

در نتیجه بیشترین محیط مستطیل برابر است با 10.

515 مختصات رأس سهمی را پیدا می‌کنیم:- گزینۀ1 	4

x y ( ) ( )−=− = ⇒ = − + =
×

22 1 1 1 23 2 1
2 3 3 3 3 3

x2 عددی مثبت  ) اس�ت و چون ضری�ب  , )1 2
3 3

بنابرای�ن رأس س�همی نقطۀ 

است، پس سهمی دارای پایین‌ترین نقطه است، یعنی گزینۀ )4( درست است.

25- گزینۀ52 )a است  , )−1 2 y نقطۀ  ax ax= − +2 2 2 رأس سهمی  	3

y قرار دارد. پس bx bx= + +2 2 1 که روی سهمی 
a b b a b ( )− = + + ⇒ + − =2 2 1 3 1 0 1

)b اس�ت که روی س�همی  , )− −1 1 y نقط�ۀ  bx bx= + +2 2 رأس س�همی 1

y قرار دارد. پس ax ax= − +2 2 2
b a a b a ( )− = + + ⇒ =− −1 2 2 3 1 2

 a a( )+ − − − =3 3 1 1 اگر در معادلۀ )1( مقدار b را از معادلۀ )2( قرار دهیم، آن‌گاه 0

. a b+ =0 b=1 و در نتیجه 
2

. بنابراین  a=− 1
2

در نتیجه 

35- گزینۀ53  y ax bx c= + +2 س�همی  تق�ارن  مح�ور  معادل�ۀ  	1

bx است. در نتیجه
a

=−
2

به‌صورت 

 m m m m m
m( )
−− = ⇒ − =− + ⇒ = ⇒ =
−
2 1 33 4 2 4 6

2 3 4 2 2

45- گزینۀ54 ، پس مح�ور تقارن  OA OB< توج�ه کنید ک�ه چ�ون  	4
 b و a یعنی علامت ، b

a
− >0

2
س�همی پاره‌خط OB را قطع می‌کند. در نتیجه، 

، در  a>0 فرق می‌کند. از طرف دیگر، چون س�همی پایین‌ترین نقطه دارد، پس 
. از طرف دیگر، عرض نقطۀ تلاقی س�همی و محور y منفی اس�ت،  b<0 نتیجه 

. bc>0 . به این ترتیب،  c<0 پس 
55- گزینۀ55 . طول  c=0 ) عبور می‌کن�د، پس  , )0 0 س�همی از نقط�ۀ  	2

. عرض  b a=−2 b در نتیجه 
a

− =1
2

رأس س�همی برابر x=1 اس�ت. پ�س 

، بنابراین y=−1 رأس سهمی برابر است با 

 b aa b =−× + × =− →221 1 1 a a a− =− ⇒ =2 1 1‌
. b=−2 بنابراین 

65- گزینۀ56 x=4 و  ب�ا توج�ه به اینکه س�همی مح�ور طول‌ه�ا را در  	1
 f x k x x( ) ( )( )= + −2 4 x=−2 قطع کرده اس�ت، معادلۀ سهمی به شکل 

)f است. بنابراین )−4 1 است. از طرف دیگر مساحت مستطیل برابر 
 f f( ) ( )− = ⇒ − =4 1 8 1 2  

پس
 k k( )( )− + − − = ⇒ =− 21 2 1 4 2

5
 

ی�ا   f x x x( ) ( )( )=− + −2 2 4
5

ش�کل  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  بنابرای�ن 

 . c=16
5

f است و در نتیجه  x x x( )=− + +22 4 16
5 5 5

75- گزینۀ57 x2 و عرض  با توجه به ش�کل معلوم می‌ش�ود ضری�ب  	4
نقطۀ تقاطع سهمی با محور y مثبت است. در نتیجه

 m m           (1),+ > >2 0 0  
از ط�رف دیگر، چون مجموع ضرایب صفر اس�ت، بنابرای�ن، جواب‌های معادلۀ 

m و 1 هستند، که با توجه به شرط )1( هر دو مثبت هستند. 
m+2

y=0 اعداد 

) است. , )+∞0 بنابراین حدود m بازۀ 
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85- گزینۀ58 ابت�دا توجه کنید که نمودار تابع f یک س�همی اس�ت که  	1
ماکزیم�م دارد. بنابرای�ن در حالت کلی باید به‌صورت‌های زیر باش�د تا از ناحیۀ 

اول صفحۀ مختصات عبور کند. 

f دو جواب داش�ته باشد که هر دو منفی نباشند یا  x( )=0 بنابراین باید معادلۀ 
x=0 باشد، آن‌گاه  اینکه یکی صفر و دیگری منفی نباش�د. اگر یکی از جواب‌ها 
f در می‌آید ک�ه از ناحیۀ اول صفحۀ  x x( )=− 2 m=0 و معادل�ه ب�ه صورت 
منف�ی  ج�واب  دو  داش�تن  ش�رط  پ�س  نمی‌کن�د.  عب�ور  مختص�ات 

b را بررسی می‌کنیم: c  
a a

 ( , , )∆> − < >0 0 0

 
cm m m
am m  

b mm a

IÄ      ,

> > ⇒− > ⇒ <
∆> ⇒ + > ⇒ 

 − < ⇒ <<− 

2
0 0 2 0 0

0 8 0
0 08

 

. m>0 ، نباید برقرار باشد و در نتیجه  m<0 پس 
95- گزینۀ59 β نش�ان می‌دهیم. در این  α و  جواب‌های معادله را با  	1

)k و  )α+β=− −2 =α+β، چ�ون  αβ2 ص�ورت طب�ق ف�رض مس�ئله، 
. بنابراین k=−2 k پس  k− + =−2 2 ، بنابراین  kαβ=−

f x x x x x x( ) ( ) ( )=− − + =− + + =− + + ≤2 2 22 4 1 2 2 1 2 1 3 3
f برابر 3 است. x( ) پس بیشترین مقدار 

06- گزینۀ60 ط�ول اضالع قائمه را با b و c نش�ان می‌دهی�م. در این  	2
. از طرف دیگر، b c+ =8 صورت 

S bc b b b b( ) ( )= = − = − 21 1 18 8
2 2 2

b به‌دست می‌آید. در 
( )
−= =
−
8 4

2 1
b به ازای  b− 28 بیش�ترین مقدار عبارت 

. ( )× − = =21 168 4 4 8
2 2

نتیجه، بیشترین مقدار S برابر است با 

616 ) عبور می‌کند، طول رأس سهمی - گزینۀ1 , )−0 1 س�همی از نقطۀ  	2

 ac by
a

( )( )

( )

− − −−= = =
−

2 4 1 1 164 3
4 4 1

bx و ع�رض آن 
a ( )
− −= = =

−
4 2

2 2 1
) و نمودار آن به ش�کل زیر اس�ت.  , )2 3 اس�ت، در نتیج�ه رأس س�همی نقطۀ 

بنابراین این سهمی از ناحیۀ دوم نمی‌گذرد.

26- گزینۀ62 y دارای پایین‌ترین نقطه  x x= −2 2 س�همی به معادلۀ  	1
 y ax bx c= + +2 به مختصات x=1 و y=−1 است. پس سهمی به معادلۀ 

) است. بنابراین  , )−1 1 ) عبور می‌کند و رأس آن  , )−0 2 از نقطۀ 

b  a

bx b a
a

y a b a b

a a  

c c

a b

Âµ¿w##táHn Ï¼Š  

Âµ¿w##tHá n#ƒo–  

 

:

: ( ) ( )

,= −

=− = ⇒ =−

= + − =

− = + + ⇒

− ⇒ + =

→ − = ⇒ =− =

=−

2

2

2 0 0 2

1 2
2
1 1 2 1 1

2 1 1 2
. abc ( )( )( )= − − =1 2 2 4 بنابراین 

36- گزینۀ63  x=2 y خط  x x= − +2 4 محور تقارن سهمی به معادلۀ 1 	2

=ax است. پس
2

2
y خط  ax a x= −2 3 است و محور تقارن سهمی به معادلۀ 

 a a a= ⇒ = ⇒ =±
2 22 4 2

2
 

46- گزینۀ64  b ac
a
− >

2 4 0
4

b را به‌ص�ورت  c
a
>

2

4
ابت�دا نابراب�ری  	4

b است،  ac
a
−−

2 4
4

می‌نویس�یم. می‌دانیم عرض رأس س�همی مورد نظر برابر 

که منفی است. در نتیجه باید عرض رأس سهمی مورد نظر منفی باشد، بنابراین 
در بین گزینه‌های داده شده گزینۀ )4( می‌تواند درست باشد.

56- گزینۀ65 y اس�ت. مختصات  ax bx c= + +2 معادل�ۀ س�همی  	4
نقاط داده شده را در معادلۀ سهمی قرار می‌دهیم:

 
x y a b c

x y a b c

x y a b c

  (1)

  (2)

  (3)

,

,

,

=− = ⇒ = − +

= = ⇒ = + +

= = ⇒ = + +

1 0 0

1 4 4

2 9 9 4 2

 

اگر دو طرف معادلۀ )1( را از دو طرف معادلۀ )2( کم کنیم، به معادلۀ زیر می‌رسیم:
 a b c a b c b b( )− = + + − − + ⇒ = ⇒ =4 0 4 2 2  

در معادله‌های )1( و )3( به جای b مقدار 2 را قرار می‌دهیم و دستگاه معادلات 
زیر را حل می‌کنیم:

 
a c a c a

a c a c c

− + = + = =    ⇒ ⇒  
+ + = + = =    

2 0 2 1

4 4 9 4 5 1
 

 ( , )−2 1 y اس�ت. این س�همی از نقطۀ  x x= + +2 2 بنابراین معادلۀ س�همی 1
عبور می‌کند.

66- گزینۀ66 چون سهمی ماکزیمم دارد، پس 	1
 m m+ < ⇒ <−1 0 1 

همچنین، سهمی محور x را قطع نمی‌کند، در نتیجه دلتای معادلۀ آن منفی است:
 m m( ) ( )∆= + + + <21 16 1 0  

، در  m+ <1 0 m می‌رس�یم. می‌دانیم  m( )( )+ + <1 17 0 بنابراین به نامعادلۀ 
. m ( , )∈ − −17 1 . بنابراین  m>−17 ، پس  m+ >17 0 نتیجه 

76- گزینۀ67 اگر نمودار تابع f فقط از ناحیۀ س�وم عبور نکند، آن‌گاه از  	2
x2 مثبت  ناحیه‌ه�ای اول، دوم و چهارم عب�ور می‌کند. )توجه کنید که ضریب 
f دو جواب  x( )=0 اس�ت و س�همی کمترین مق�دار دارد.( پ�س باید معادل�ۀ 
داشته باشد که یا هر دو مثبت باشند یا یکی مثبت و دیگری صفر باشد. بنابراین

 

m m m

b m m
a

c m m
a

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( )

( , ] ( )

∆> ⇒ + > ⇒ ∈ −∞ − +∞

− > ⇒− > ⇒ ∈ −∞

≥ ⇒− ≥ ⇒ ∈ −∞

20 4 0 4 0 1

0 0 0 2

0 0 0 3



 

. m ( , )∈ −∞ −4 از اشتراک مجموعۀ جواب‌های )1(، )2( و )3( نتیجه می‌شود 
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86- گزینۀ68 از شکل روبه‌رو و فرض  	3
مسئله نتیجه می‌شود

a b a b b a( )+ = ⇒ + = ⇒ = −2 24 12 12

 . l a b a a a a( )= + = + − = − +2 2 2 2 2 212 2 24 144 اکن�ون توجه کنید که 

 .
a

( )− − × ×∆− =− =
×

224 4 2 144 72
4 4 2

l2 براب�ر اس�ت با  کمتری�ن مق�دار 

بنابراین
l l≥ ⇒ ≥2 72 6 2

96- گزینۀ69 ) گذشته است، پس , )−0 2 چون نمودار تابع f از نقطۀ  	3
 f c( )=− ⇒ =−0 2 2  

x هس�تند، در  bx c− + + =2 0 x2 جواب‌های معادلۀ  x1 و  از ط�رف دیگر، 

. بنابراین  x x c=− =1 2 2 x و  x b+ =1 2 نتیجه 

 
x x  x x x x x x  x x

b  b

( )+ − = ⇒ + − − =

− × = ⇒ =

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3 342 2 42
2 2

7 2 42 49
2

 

 f در نتیجه بیشترین مقدار تابع . ac b
a
− 24

4
عرض رأس س�همی برابر اس�ت با 

. ( )( )

( )

− − −
=

−
4 1 2 49 41

4 1 4
برابر است با 

07- گزینۀ70 از فرض مسئله، معلوم می‌شود که  	2
x y®§ #ˆÃd¶{ = + =3 2 4

باید مس�احت پنجره بیش�ترین مقدار ممکن ش�ود. در نتیجه 
مساحت پنجره را حساب می‌کنیم:

S x xy S x xy= + ⇒ = +2 23 4 3 4
4

، پس y x= −2 4 3 چون 

S x x y x x x x x( ) ( )= + × = + − = − +2 2 24 3 2 2 3 2 4 3 3 6 8

ازای  ب�ه  ف�وق  عب�ارت  مق�دار  بیش�ترین   ، − <3 6 0 چ�ون 

x به‌دست می‌آید.
( )

−= =
− −

8 4
2 3 6 6 3

717 ابتدا توجه کنید که- گزینۀ1 	3
xx x       x

x x
,+ = ⇒ =− − = ⇒ = ⇒ =

+ +
11 0 1 1 0 0 0

1 1
. fD  { , }= − −0 1 بنابراین 

27- گزینۀ72 ریشه‌های مخرج کسر را به‌دست می‌آوریم: 	3

 
x x x x

x x  x x     

( )( )

,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ =± = ⇒ =±

4 2 2 2

2 2

3 2 0 1 2 0

1 1 2 2

. پس چهار عدد در دامنۀ تابع قرار ندارند. fD { , }= − ± ±1 2 بنابراین 

37- گزینۀ73 مخرج کس�ر را مس�اوی صفر قرار داده و ریشه‌های آن را  	۲
به‌دست می‌آوریم:

 
x x x x

x x x       x x x

| | | | | | | |

,

− − = ⇒ = −

= − ⇒ =− =− + ⇒ =

2 1 0 2 1

12 1 1 2 1
3

1 در دامنۀ تابع قرار 
3

. بنابراین دو عدد 1− و  fD { , }= − − 11
3

 در نتیجه 

− است.  2
3

ندارند که مجموع آن‌ها برابر 

47- گزینۀ74  دامنۀ تابع باشد، باید مخرج کسر ضابطۀ  برای اینکه  	1
تابع ریشه نداشته باشد. بنابراین

 m m m∆= − < ⇒ < ⇒− < <2 216 0 16 4 4

57- گزینۀ75 x را حل کنیم. با توجه به جدول 
x
− ≥
+

9 0
2

باید نامعادل�ۀ  	2

−x است.  < ≤2 9 تعیین علامت زیر، جواب نامعادله به‌صورت 
x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

2 9

9 0
2

 . a b− =−11 b=9 و   ، a=−2 . در نتیجه  fD ( , ]= −2 9 پس 

67- گزینۀ76 شرط‌های زیر برای تعیین دامنه وجود دارد: 	۳

 
x x       x x

x x x x x x x

,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤

− − − ≠ ⇒ − ≠ − ⇒ − ≠ − ⇒ ≠

1 0 1 7 0 7

1 7 0 1 7 1 7 4
. پس عددهای صحیح ۱، ۲، ۳، ۵، ۶ و ۷ در دامنۀ  fD [ , ] { }= −1 7 4 بنابراین 

تابع قرار دارند.

77- گزینۀ77  . fD x x x m{ | }= + + − ≥2 22 2 0 توج�ه کنی�د که  	2

 ، ∆≤0 ، باید  x x m+ + − ≥2 22 2 0 برای اینکه همواره 
 m m m m( )∆= − − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 2 22 4 2 0 4 8 4 0 1 1 1

بنابراین کمترین مقدار ممکن m برابر 1− و بیشترین مقدار آن برابر ۱ است که 
اختلاف آن‌ها برابر ۲ است.

87- گزینۀ78 y به نمودار تابع  f x( )= −2 برای اینکه از نم�ودار تابع  	۲
y برسیم، کافی است آن را دو واحد به چپ منتقل کنیم.  f x( )=

x را تعیین 
f x( )

، عب�ارت  xg x
f x

( )
( )

= ب�رای به‌دس�ت آوردن دامنۀ تابع 

علامت می‌کنیم:

 

x

f x

x

x
f x

( )

( )

−∞ − − +∞

+ − + + −

− − − + +

− + − + −

5 3 0 2

0 0 0

0

0

، پس دامنۀ تابع g شامل سه عدد صحیح است. gD ( , ) [ , )= − −5 3 0 2 بنابراین 

97- گزینۀ79 تساوی‌های زیر باید برقرار باشند: 	۲

 a

a

a a

a b a b b b

a c a c c c

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

=

=

= ⇒ =

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =−

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =

4

4

1 2 1 8 4

2 2 2 5 2 5 8 5 3

3 5 3 5 4 5 1

 . a b c+ + =2 بنابراین 

نت

ت
ن

ت
ن

ت
ن



)41(

08- گزینۀ80  g x x x( )= −6 f و  x x x( )= − 26 تابع‌های  	۲
برابرند، زیرا

f gD D   f x x x x x x x g x[ , ], ( ) ( ) ( )= = = − = − = − =20 6 6 6 6

g و همین‌طور تابع‌های  x x x( )= −3 f و  x x x( )= −2 3 تابع‌ه�ای 

g دامنۀ یکسان ندارند، پس برابر  x x x( )= +3 f و  x x x( )= +2 3

g دامنۀ یکس�ان  x x( )= −3 f و  x x x( )= − +2 6 9 نیس�تند. تابع‌ه�ای 
دارند، اما ضابطۀ برابر ندارند، زیرا 

f x x x x x g x( ) ( ) | | ( )= − + = − = − ≠2 26 9 3 3

818 س�ه کس�ر در ضابطۀ تابع وجود دارد. مخ�رج هر یک را - گزینۀ1 	4
برابر صفر قرار می‌دهیم:

 
x x      x x

 x x
x

,+ = ⇒ =− − = ⇒ =

− = ⇒ + − = ⇒ =
+

1 0 1 2 0 2

41 0 1 4 0 3
1

. پ�س حاصل‌ضرب عددهایی ک�ه در دامنۀ  fD { , , }= − −1 2 3 بنابرای�ن 
6− است. تابع قرار ندارند برابر 

28- گزینۀ82 مخرج کسر را مساوی صفر قرار می‌دهیم و ریشه‌های آن  	3
را به‌دست می‌آوریم:

 

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) , ,

− − + = ⇒ − − + =

− − − = ⇒ − − =

− + − = ⇒ = =− =

3 2 3 2

2 2 2

2 2 0 2 2 0

1 2 1 0 1 2 0

1 1 2 0 1 1 2

 

. پس سه عدد در دامنۀ تابع قرار ندارند. fD { , , }= − −1 1 2 بنابراین 

38- گزینۀ83 x=4 در دامنۀ تابع نیس�ت، پ�س مخرج حداقل  چون  	۳
یکی از کسرهای ضابطۀ تابع را صفر می‌کند. بنابراین

 
x

x

x a a a

a ax  a
x a a

=

=

− = → − = ⇒ =

+ +− = → − = ⇒ =
− −

4

4

0 4 0 4

1 10 4 0 3
4

پس حاصل‌جمع مقادیر ممکن برای a برابر ۷ است.
48- گزینۀ84 چون فقط یک عدد حقیقی در دامنۀ تابع قرار ندارد، پس  	2

m باید فقط یک جواب داش�ته باشد. در دو حالت این  x x+ + =2 2 1 0 معادلۀ 
اتفاق می‌افتد.

حالت اول مخرج ریشۀ مضاعف داشته باشد:

 m m∆= − = ⇒ =±2 11 4 0
2

 . n=−2 x=−2 ریشۀ مخرج است، در نتیجه  در این حالت 
x2 برابر صفر باشد.  حالت دوم مخرج عبارت درجۀ اول باش�د، یعنی ضریب 

 . n=−1 x=−1 ریشۀ مخرج است. در نتیجه  m=0 و  در این حالت 
، 2 است. n پس حاصل‌ضرب مقادیر ممکن برای 

58- گزینۀ85 معادل�ۀ  جواب‌ه�ای   x=2 و   x=−1 بای�د  	1
a باشند، بنابراین x bx| |− + =1 0

 
x  

x

a x bx a b

a x bx a b

| |

| |

= −

=

− + = → + + =

− + = → − + =

1

2

1 0 1 0

1 0 2 2 1 0

 . ab= 3
16

−=b و در نتیجه  1
4

−=a و  3
4

بنابراین 

68- گزینۀ86 شرط‌های زیر برای تعیین دامنۀ تابع وجود دارند: 	3

 
x x  x x

x x x x

     ,− ≥ ⇒ ≤ + ≥ ⇒ ≥−

+ − ≠ ⇒ + ≠ ⇒ + ≠ ⇒ ≠

3 0 3 2 0 2

2 2 0 2 2 2 4 2
، 1 و 3 در  0  ، −1  ، −2 fD و عدده�ای صحی�ح  [ , ] { }= − −2 3 2 بنابرای�ن 

دامنۀ تابع قرار دارند.

78- گزینۀ87 ] اس�ت. بنابرای�ن عب�ارت  , ]−3 2 دامن�ۀ تاب�ع f ب�ازۀ  	3

 [ , ]− −3 2 ax بای�د روی این ب�ازه نامنفی باش�د و روی بازۀ  bx a+ +2 22

 ax bx a+ + =2 22 0 x=−3 جواب‌های معادلۀ  x=2 و  منفی باش�د. پس 
3− قرار دهیم مقدار عبارت  هس�تند. یعنی اگر به جای x یک بار 2 و بار دیگر 

برابر صفر خواهد شد:
a b a I a b a

a b a a b a

a a

a a a a

  

( )

( ) ,

 × + + = + + = ⇒+ 
× − + = − + =  

+ =

+ = ⇒ = =−

2 2

2 2

2

3 4 2 2 0 12 6 6 0

2 9 3 2 0 18 6 4 0

30 10 0

10 3 0 0 3

 )I( از معادلۀ a=−3 b=0 و اگ�ر  a=0 از معادل�ۀ )I( نتیجه می‌ش�ود  اگ�ر 
نتیجه می‌شود

 b b− + + = ⇒ =−12 2 18 0 3  
a قابل  b= =−3 . پ�س فق�ط  fD = f و  x( )=0 a آن‌گاه  b= =0 اگ�ر 

 . a b+ =−6 قبول است و در نتیجه 

88- گزینۀ88 f را حل کنی�م. مطابق جدول  x

x x

( )
≥

−2
0 بای�د نامعادلۀ  	4

تعیین علامت زیر جواب نامعادله به‌صورت زیر است: 
 x x xIÄ IÄ=− < < < ≤1 0 1 1 2  

 . gD { } ( , ) ( , ]= −1 0 1 1 2  بنابراین 

 

x

f x

x x

f x

x x

( )

( )

−∞ − − +∞

− − − +

− + + + − + +

− − + +
−

2

2

2 1 0 1 2

0 0 0

0 0

0

98- گزینۀ89 g و تابع f با تابع  x ax b( )= + راه‌حل اول فرض کنید  	2

 x mx ax b
x

− + = +
−

2 3
3

x≠3 تساوی  g برابر باشد. در این صورت به ازای هر 

برقرار است. پس
x mx ax b ax bx ax a b x b( )− + = + − − =− + − +2 2 23 3 3 3 3

x≠3 برقرار است. بنابراین تساوی بالا به ازای هر 

a  
b

a      b b

m a b m

,

= −
=

=− = ⇒ =

− = − → =1
1

1 3 3 1

3 4

f درست باشد. پس g( ) ( )=3 3 . همچنین باید تساوی  g x x( )=− بنابراین 1+
f n     g n( ) , ( )= =− + =− ⇒ =−3 3 3 1 2 2

. m n+ =2 در نتیجه 

ت
ن

ت
ن



فصل دوم: آزمون ها
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x س�اده  mx
x

− +
−

2 3
3

راه‌ح��ل دوم برای اینکه تابع f خطی باش�د، باید کس�ر 

x−3 داش�ته باشد. پس صورت کسر به  ش�ود. یعنی باید صورت کسر عامل 
x=3 صفر می‌شود. ازای 

m m

x xx mx x x x
x x x

( )( )

( )

− + = ⇒ =

− −− + − += = =− +
− − − −

2 2

9 3 3 0 4

1 33 4 3 1
3 3 3

پس نمودار تابع f به‌صورت زیر است: 

x x
f x

n x
( )

− + ≠=
=

1 3

3
    

، بنابراین n=−2 n≠−2 آن‌گاه تابع f خطی نیست. پس  واضح است که اگر 
 m n+ =2  

09- گزینۀ90 ضابطۀ دو تابع را مساوی قرار می‌دهیم: 	3

 

bx c cx bc bx
x b

c bc b
c c

bc c b

,

,

+ = ⇒ + = +
+

 = ==  ⇒ × = ⇒ 
=  =− =−

2 8 2
8

1 48 28 2
2 1 4

2

−=x در دامن�ۀ تابع f قرار  1
2

. بنابرای�ن  xf x
x

( ) +=
+

4 2
8 4

، آن‌گاه  b=4 اگ�ر 

−=a و در نتیجه  1
2

ندارد و در دامنۀ تابع g نیز نباید قرار داش�ته باش�د. پس 

 a=1
2

xf که نتیجه می‌ش�ود  x
x

( ) − +=
−

4 2
8 4

 ، b=−4 . در حالت  ab
c
=−4

. ab
c
=4 و 

919 عددهای�ی ک�ه مخرج ضابط�ۀ تابع را صف�ر می‌کنند، در - گزینۀ1 	۱
 x a x a( )− + + =3 1 0 x=2 ج�واب معادلۀ  دامن�ۀ تابع ق�رار ندارن�د. پس 

است. پس
 a a a( )− + + = ⇒ =8 2 1 0 6

f اس�ت. دامن�ۀ تابع را  x
x x

( )=
− +3

1
7 6

بنابرای�ن ضابط�ۀ تابع به‌صورت 

به‌دست می‌آوریم:
 x x x x x x   x   x( )( ) , ,− + = ⇒ − + − = ⇒ = = =−3 27 6 0 2 2 3 0 2 1 3

 . fD { , , }= − −1 2 3 در نتیجه 

29- گزینۀ92 شرایط زیر برای تعیین دامنۀ تابع وجود دارد: 	۳

 
x x

x x x x

− ≥ ⇒ ≥

− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

12 1 0
2

174 2 1 0 2 1 4 2 1 16
2

 . a b+ =9 b=17 و 
2

 ، a=1
2

. پس  fD [ , ]= 1 17
2 2

بنابراین 

39- گزینۀ93 ه�ر دو عب�ارت رادیکالی بای�د بامعنی باش�ند. در نتیجه  	3

. ب�ا توجه به جدول‌های تعیین علامت زیر مجموعۀ  x
x
− ≥
+

0
5

x و 
x
− ≥

216 0

) و مجموع�ۀ جواب‌های نامعادلۀ  , ] ( , ]−∞ −4 0 4 جواب‌ه�ای نامعادلۀ اول 

) است. بنابراین دامنۀ تابع f برابر است با , ]−5 0 دوم 

 (( , ] ( , ]) ( , ] ( , ]−∞ − − = − −4 0 4 5 0 5 4   

 

x

x

x

x
x

−∞ − +∞

− − + + −

− − + +

− + − + −

2

2

4 0 4

16 0 0

0

16 0 0

 
x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

5 0

0
5

. a b+ =−9 b=−4 و   ، a=−5 بنابراین 
49- گزینۀ94 شرط تعیین دامنه به‌صورت زیر است 	3

 a x ax b( )+ + + ≥22 0  
) باش�د، مگر  , ]−∞ 3 مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادلۀ فوق نمی‌تواند به‌صورت 

. در نتیجه  a+ =2 0 a درجۀ اول باشد، یعنی  x ax b( )+ + +22 اینکه عبارت 
x درمی‌آید:  b− + ≥2 0 . پس نامعادله به‌صورت  a=−2

 f
b bx b x D ( , ]− + ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞2 0
2 2

 . b=6 b=3 و در نتیجه 
2

بنابراین 

59- گزینۀ95 x به‌دس�ت  f x( )− ≥3 0 دامن�ۀ تابع g از حل نامعادلۀ  	3
می‌آی�د. با توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب‌های این نامعادله

]   است که شامل چهار عدد صحیح است. , ] { , }−1 2 1 0

 

x

x

f x

x f x

( )

( )

−∞ − − +∞

− + + + − − −

− − + −

− − − − +

3

3

2 1 0 1 2

0

0 0 0

0 0 0

69- گزینۀ96 راه‌حل اول نمودار تابع به ش�کل زیر است. واضح است  	1
. a b+ . در نتیجه 1= b=1 a=0 و  ] است. پس  , ]− 0 1 که برد تابع 

، آن‌گاه  x>2 راه‌حل دوم اگر 
 x x f x( )> ⇒ − > ⇒ >2 4 2 3 1 1

، آن‌گاه x<−2 اگر 
 x f x( )+ < ⇒ <2 0 0  

. در نتیجه b=1 a=0 و  . پس  fR   ( , ) ( , ) [ , ]= −∞ +∞ = −0 1 0 1  پس 

a b+ =1

ت
ن

نت



)43(

79- گزینۀ97 . نمودار تابع f در دو حالت  f x ax b( )= + فرض کنید  	3
a<0 را در شکل‌های زیر رسم کرده‌ایم.  a>0 و 

. پس  f( )=2 )f و 1 )=−1 2 ، آن‌گاه  a>0 اگر 

 
a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ =− =  ⇒ ⇒ = − ⇒ =− 
+ = =−  

2 3 43 5 1
32 1 5

 

، پس f( )=−2 2 )f و  )=1 1 ، آن‌گاه  a<0 اگر

 
a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ = =−  ⇒ ⇒ =− + ⇒ = 
+ =− =  

1 3 43 4 0
32 2 4

 

89- گزینۀ98 نم�ودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت. واضح اس�ت که برد  	1
]  است. , ]−1 0 تابع f بازۀ 

99- گزینۀ99 تاب�ع  دامن�ۀ  اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	3
ب�ازۀ  آن  ب�رد  باش�د،  حقیق�ی  اع�داد  مجموع�ۀ   f x x ax( )=− − +2 4 1

)a اس�ت. در این حالت نمودار تابع f یک سهمی است و با حذف  , ]−∞ + 21 4
ی�ک عدد از دامنه مطابق ش�کل زیر، عددی از برد حذف نمی‌ش�ود، مگر اینکه 
طول رأس س�همی را حذف کنیم. بنابراین طول رأس س�همی برابر 4 و عرض آن 

+a است: 21 4 برابر 

 
a x a

 y a b

Âµ¿w táHn Ï¼ö

Âµ¿w táHn Æoø

( )
−= =− = ⇒ =−
−

= = + = + ⇒ =2

4 4 2
2 1

1 4 1 16 17
 

. a b+ =15 بنابراین 

1001 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که00- گزین 	3

 
x x xxx g x x x x

x x
g x f x a

( )( )( )
( )

( ) ( )

− + +−≠ ⇒ = = = + + +
− −

= ⇒ =

24 3 21 1 111 1
1 1
1

از طرف دیگر،
x g x g b f g f b            ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )= ⇒ = = = = ⇒ =1 1 1 4 1 1 4

 . a b+ =5 بنابراین 
x=0 و x=1 مقادی�ر a و b به راحتی  راه‌ح��ل دوم با اس�تفاده از نقطه‌ه�ای 

به‌دست می‌آیند. 

 
a

f g a
a b

f g a b b

( ) ( )

( ) ( ) =

= ⇒ = ⇒ + =
= ⇒ + = → =

1

0 0 1
5

1 1 3 4
 

1011 نظ�ر 10- گزین در   x−2 را  آن  و ع�رض   x را  ط�ول مس�تطیل  	4
 . P x x x x( ) ( )= + − = −2 2 4 4 می‌گیریم، پس محیط آن برابر است با 

1021 . 20- گزین Pr=
π2

P و در نتیجه  r= π2 اگر r شعاع دایره باشد،  	4

. بنابراین  S r=π 2 از طرف دیگر 
P PS S P P( ) ( )π=π = ⇒ =
π ππ

22 2
2

1
2 44

1031 x −2 هس�تند، پ�س محی�ط آن 30- گزین
2

ابع�اد مس�تطیل x و  	2

xP به‌دست می‌آید.  x x  x( ) ( )= + − = +2 2 4
2

به‌صورت 

1041 با توجه به ش�کل درمی‌یابیم که اندازۀ شعاع ربع دایره و 40- گزین 	2
ضلع مربع برابر r اس�ت. از طرف دیگر، اگر مس�احت ربع دایره را از مس�احت 

مربع کم کنیم، مساحت قسمت رنگی به‌دست می‌آید، بنابراین

 S r r  r r( ) ( )−π= − π =2 2 21 4
4 4

1051 مق�دار x باید مثبت باش�د و 50- گزین 	3
x2 باید از 8 کمتر باش�د.  مقدار بریده ش�ده یعنی 
. بنابرای�ن  x< <0 4 >x در نتیج�ه  <0 2 8 پ�س 

)  است. , )0 4 دامنۀ این تابع بازۀ 

1061 از روی ش�کل معل�وم اس�ت که نقط�ۀ A از یک طرف تا 60- گزین 	4
)، و از ط�رف دیگ�ر ت�ا  , )6 0 ، یعن�ی نقط�ۀ  x  مح�ل برخ�ورد خ�ط ب�ا مح�ور 
) است. , )0 6 مبدأ مختصات می‌تواند حرکت کند. بنابراین، دامنۀ این تابع بازۀ 

1071 توجه کنید که حجم مخزن برابر است با70- گزین 	4

r r r r

V ¾ºH¼TwH ´\e ½o¨#´Ãº#´\e

( )( ) ( ) π=π + × + π

= +

π

×

=2 3 3 22 420 2 20

2

3 3
 

1081 مطابق شکل زیر، با استفاده از رابطۀ فیثاغورس،80- گزین 	2

 x xy y  ( ) + = ⇒ = −
22 2 2 22 4

2 4
 

همچنین طول قطر مستطیل از رابطۀ فیثاغورس قابل محاسبه است:

 xd x y x  = + = + −
22 2 2 4

4
 

d ضابطۀ تابع مورد نظر است. x x( )= +23 4
4

بنابراین 

1091 ) x عبور 90- گزین , )0 )  و  , )2 3 ش�یب خط�ی ک�ه از نقطه‌ه�ای  	3

)y  عبور  , )0 )  و  , )2 3  است. شیب خطی که از نقطه‌های 
x
−
−

3 0
2

می‌کند، برابر 

)y  روی  , )0 ) x و  , )0  ،  ( , )2 3 −y اس�ت. چون نقطه‌های 
−

3
0 2

می‌کند، برابر 

y برقرار است. بنابراین
x

−− =
− −

33 0
2 0 2

یک خط واقع‌اند، پس برابری 

 xy y  y
x x x

−− = ⇒ = − ⇒ =
− − −
6 6 33 3

2 2 2
 



فصل دوم: آزمون ها
)44(

1101 مطاب�ق ش�کل زی�ر طول ضل�ع OM ب�ه کم�ک قضیۀ 0- گزین1 	4
 . AM OA x x x x( )+ = + = +2 2 2 2 2 فیثاغورس برابر است با 

پس محیط مثلث OAM برابر است با 

 P x x x x x( )= + + +2

1111 }اس�ت که 1- گزین1 , , }2 3 4 اش�تراک دامنه‌های f و g مجموعۀ 	2
ش�کل  ب�ه  تاب�ع  ای�ن  پ�س  اس�ت.   f g+ تاب�ع  دامن�ۀ 
 f gR  { , , }+ = −2 11 1 f اس�ت. بنابراین  g {( , ),( , ),( , )}+ = −2 2 3 11 4 1

f برابر 12 است. g+ و مجموع اعضای برد 

1121 ابتدا توجه کنید که 2- گزین1 	4

 f g

f g f g f g

D       D

D D D D

{ , , , }, { , , , }

{ , }+ −

= − =

= = =

1 3 5 1 1 2 5 4

1 5

راه‌حل اول بنابراین a یکی از مقادیر ۱ یا ۵ است. از طرف دیگر،

 

f g f g

f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ = + = + =

− = − = − =−

+ = + = + =

− = − = − =

1 1 1 2 4 6

1 1 1 2 4 2

5 5 5 6 2 8

5 5 5 6 2 4
 . a=5 f و در نتیجه  g f g( )( ) ( )( )+ = −5 2 5 پس 

راه‌حل دوم توجه کنید که 
f g a f g a f a g a f a g a f a g a

f   g f g

f   g f g a

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

+ = − ⇒ + = − ⇒ =

= = ⇒ ≠

= = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 3

1 2 1 4 1 3 1

5 6 5 2 5 3 5 5

1131 و 3- گزین1  fD ( , ] [ , )= −∞ +∞0 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1
 . g f g fD D D   { , , }− = = −2 1 0 4 بنابرای�ن   . gD  { , , , , }= −11 0 2 4

1− یا 0 یا 4 باشد:  بنابراین a باید یکی از مقدارهای 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− − = − − − = − =

− = − = − =

− = − = − =

2 1 2 1 1 4 2 2

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 2 4

 

 . f a f( ) ( )− = − =4 28 a=4 و در نتیجه  . بنابراین  g f( )( )− =2 4 پس 4

1141 راه‌حل اول توجه کنید که4- گزین1 	3

 

x x x x x xf g x f x g x
x x x

x xx x
x x

( )( ) ( ) ( )

( )( )

− − − + −+ = + = + =
+ + +

− +−= = = −
+ +

2 4 2 2 4 2

2 2 2

2 24 2
2 2

1 1
1 1 1

1 11 1
1 1

 

. با  f g( )( )+ =−0 . پس 1 g( )=0 0 )f و  )=−0 راه‌حل دوم توجه کنید که 1
1− است. x=0 حاصل  توجه به گزینه‌ها فقط در گزینۀ )3( به ازای 

1151 توجه کنید که5- گزین1 	2

 f g x f x g x f x g x x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

− = − ⇒ − = −

2 1

3
 

طرفین تساوی‌های بالا را جمع می‌کنیم

 x xf x g x f x g x x x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + −+ + − = − + − ⇒ =
22 41 3

2
 

x را به‌دست آوریم x+ − =
2 4 2

2
پس باید حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ 

 x x x x+ − = ⇒ + − =2 24 4 8 0  

c است.
a
=−8 حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ بالا برابر 

1161 . 6- گزین1 fD { }= − 2 gD و  { }= − 3 ابتدا توجه کنید که  	3

از طرف دیگر،

 
g f g
f

xD D D x f x x
x

( ) { | ( ) } ( { , }) { | }

{ , , }

+= − = = − − =
−

= − −

40 2 3 0
2

2 3 4

 



g قرار ندارند برابر 1 است.
f

پس مجموع اعدادی که در دامنۀ تابع 

1171 ابتدا ضابطۀ تابع f را حساب می‌کنیم:7- گزین1 	۱

 f x g x x x f x g x x x( ) ( ) , ( ) ( )+ = − − = − −2 24 6 12

با جمع طرفین دو تساوی بالا نتیجه می‌شود
 f x x x f x x x( ) ( )= − − ⇒ = − −2 22 2 10 12 5 6

بنابراین

 
g f g
f

D D D x f x

x x x

( ) { | ( ) }

( ) { | } { , }

= − =

= − − − = = − −2

0

5 6 0 1 6



 

1181 ، پس 8- گزین1 f gD D { , }= = − 0 1 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	3

. از طرف دیگر، f g f gD D D { , }− = = − 0 1 

 x x x xf g x f x g x
x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) + + −− = − = − = =−
− − −

2 2

2 2 2
1 1 1 

 

بنابرای�ن بای�د نم�ودار تاب�ع y=−1 را ب�ا 
}  رسم کنیم که به‌صورت  , }− 0 1 دامنۀ 

مقابل است.
1191 ، پ�س 9- گزین1 f gD D [ , )= = +∞0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	1

. از طرف دیگر، g f f gD D D [ , )− = = +∞0

 g f x g x f x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( )− = − = − − − = −2 3 2 3  
g به‌صورت روبه‌رو  f− پس نم�ودار تابع 

) است. , ]−∞ 2 است و برد آن بازۀ

1201 ابتدا توجه کنید که02- گزین 	1

 

x x x
f g x f x g x x x x

x x
x x

( )
( )( ) ( ) ( )

− + ≥
− = − = − − ≤−

− ≥
=− − ≤−

2 1 1
1 3 1
1 1

2 1 1
f را به‌صورت زیر به‌دست می‌آوریم g− اکنون برد تابع 

 x x y
x x x y
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

 ≤− ⇒− ≥ ⇒− − ≥ ⇒ ≥

1 1 0 0
1 2 2 2 1 1 1  



)45(

f هم  g− ] اس�ت. از روی نم�ودار تابع  , )+∞0 f بازۀ  g− بنابرای�ن برد تابع 
می‌توان برد آن را به‌دست آورد.

1211 . بنابراین12- گزین f g f gD D D { , , }− = =2 0 1 2 توجه کنید که 	۴

 
f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

− = − = − − =

− = − = − − =

− = − =− − =−

2 0 0 2 0 1 2 1 3

2 1 1 2 1 4 2 2 8

2 2 2 2 2 6 2 3 12
1− است.  f برابر  g−2 بنابراین مجموع مقدارهای تابع 

1221 توجه کنید که 22- گزین 	4
f g x x f g f g

f g x x f g f g

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = × + = ⇒ + =

− = − ⇒ − = − =− ⇒ − =−

2 1 2 2 2 1 5 2 2 5 1

1 2 1 2 1 2 2 1 2
)f و  )=2 2 اگ�ر دس�تگاه معادله‌ه�ای )1( و )2( را حل کنیم، به‌دس�ت می‌آید 

  . f g f g( )( ) ( ) ( )× = × = × =2 2 2 2 3 6 . بنابراین  g( )=2 3

1231 توجه کنید که32- گزین 	۱
 f gD D( , ] { }, { , , , , , }= −∞ − = − −4 0 2 1 0 3 4 5

بنابراین
 f f g

g

D D D x g x( ) { | ( ) } { , , , } { } { , , }= − = = − − − − = −0 2 1 3 4 1 2 3 4

f سه زوج مرتب دارد. 
g

پس تابع 

1241 توجه کنید که 42- گزین 	3

 
x x

f g x f x g x x x x
x x

( )( ) ( ) ( ) | | | |
− + ≤
+ = + = − + = ≤ ≤
 − ≥

2 1 0
1 1 0 1

2 1 1

f ثابت است. در این بازه، g+ ] تابع  , ]0 1 در بازۀ 
 

 

f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) | | | |
+−

− = − = − − =− + − =− +1 1 2 1  

1251 ابتدا توجه کنید که52- گزین 	1

 
f g x f x g x f x g x x

f x x g x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

= − −

− = − ⇒ − = 2

2 2 2 1

1 2

2 2 2

 

بنابراین

 
x g x g x x g x x x

g x x x

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − − = ⇒− + − =

= − − +

2 2

2

2 1 2 5 2 2

1 2 2
5

 

1261 ابتدا دامنۀ تابع‌های f و g را به‌دست می‌آوریم:62- گزین 	1

 
f

g

x x D
x
x x D

x

( , ]

[ , )

− ≥ ⇒ < ≤ ⇒ =
−
− ≥ ⇒ ≤ < ⇒ =
−

5 0 1 5 1 5
1
1 0 1 4 1 4

4
بنابراین

f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =1 5 1 4 1 4 

1271 توجه کنید که72- گزین 	2

 

xf g x f x g x
x

g xg x x g x xf x
f f x

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

× = × =
+

= = ⇒ =

2
1

1

2

xf را از تس�اوی )۲(  x( ) g در تس�اوی )۱( معادل آن یعنی  x( ) اگر به جای 
قرار دهیم، به‌دست می‌آید

 xf x xf x f x
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

× = ⇒ =
+ +

2
2 2

1
1 1

، در نتیجه xg x x f x
x

( ) ( )
( )

= =
+

22 2 2
21

بنابراین 

x xf g x f x g x   
xx x

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

−− = − = − =
++ +

22 2 2 2
2 2

1 1
11 1

1281 ابتدا توجه کنید که82- گزین 	2

f g f gD D D

x x xf g x f x g x
x x x x x x x

{ , }

( )( ) ( ) ( )

+ = = − −

++ = + = − + + = + = =
+ + + + +

1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

 

آن‌گاه   ، x≠0 و   x≠−1 اگ�ر  پ�س 
تاب�ع  نم�ودار  بنابرای�ن   . f g x( )( )+ =1

f به‌صورت مقابل است. g+

1291 ابتدا توجه کنید که92- گزین 	4

 
f gD D

f g x f x g x x x x x

x x x

[ , )

( )( ) ( ) ( )

( )

= = +∞

− = − = + − − − −

= − = − −

2

2 2

4

4 2 4

2 1 1
f به‌ترتیب زیر عمل می‌کنیم: g− برای تعیین برد تابع 

 x x x x f g x( ) ( ) ( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ − ≥2 24 1 3 1 9 1 1 8 8
f از روی نمودار آن هم مشخص است. g− . برد تابع  f gR [ , )− = +∞8 پس 

1301 ، آن‌گاه03- گزین x>1 اگر  	4
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )= =− ⇒ − = − − =1 2 1 2 3  

، آن‌گاه x< ≤0 1 اگر 
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( )= = ⇒ − = − =−1 2 1 2 1 

، آن‌گاه x− ≤ ≤1 0 اگر 
 f x g x f g x  ( ) , ( ) ( )( )=− = ⇒ − =− − =−1 2 1 2 3  

، آن‌گاه x<−1 اگر 
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )=− =− ⇒ − =− − − =1 2 1 2 1  

 . f gR  { , , , }− = − −3 1 3 1 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)46(

1311 دامنۀ تابع g به شکل زیر است:13- گزین 	1
 g fD D x f x{ | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − =2 1 4 3 5 4 3 1 5  

از طرف دیگر،

 f f
g  g

f f
     

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( )
−= = =− = = =

− − − − −
1 51 1 11 5 1

2 1 2 1 3 2 5 2 1
 

 . g {( , ),( , )}= − 11 5 1
3

بنابراین 

1321 g را به‌دست می‌آوریم:23- گزین a( ) f و  a( ) ابتدا مقادیر  	1

 

f g a f a g a f a g a      

f g a f a g a g a g a

g a g a g a g a

g a f a

g a f a

( )

( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ = +

× = ⇒ = → + =

+ − = ⇒ + − =

 =− → =−

 = → =

1

2

1

1

2 2 2 1

8 8 2 8

2 8 0 4 2 0

4 2

2 4

بنابراین

 f a f af fa       a
g g a g g a

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )
−= = = = = =
−

4 2 12
2 4 2

1331 ابتدا توجه کنید که 33- گزین 	1

 f gD D

f x x x x

        [ , ] , { , , , , }

( )

= − = − − −

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2 2

3 3 1 1 3 3 4

0 9 0 9 3
 

بنابراین

g f g
f

D D D x f x    { | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − − − − = −0 1 1 3 3 3 3 1 1

از طرف دیگر،

 g gg g 
f f f f

     

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

−
= = = − = = =

−
1 12 2 2 21 1
1 2 1 28 8

 

g فقط یک عضو دارد.
f

g و در نتیجه برد تابع 
f

  {( , ),( , )}= −2 21 1
2 2

بنابراین 

1341 } است. پس43- گزین , }− 0 1 دامنۀ تابع‌های f و g مجموعۀ  	4
 f g f gD D D { , }− = = − 0 1   

f را به‌دست می‌آوریم: g− اکنون ضابطۀ تابع 

 
f g x f x g x

x x x x
xx x

x x xx x

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

− = − = + −
− −
−+ − −= = =
−−

2

2

1 1 1
1

2 11 1 2
1

1351 ابتدا دامنۀ تابع‌های f و g را به‌دست می‌آوریم53- گزین 	۱

 
f

g

x x
D

x x

x x
D

x x

[ , ]

[ , ]

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
+ ≥ ⇒ ≥−

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
− ≥ ⇒ ≤

2

2

4 0 2 2
2 2

4 0 4

4 0 2 2
2 1

1 0 1

b=1 و در نتیجه   ، a=−2 . پس  f g f gD D D [ , ]+ = = −2 1 بنابراین 

a b+ =−1

1361 ابتدا توجه کنید که63- گزین 	۴

 f x       g x
x x bax

( ) , ( )
( )( )( )

= =
+ ++ 2

1 1
12

x=−1 می‌تواند  f قرار ندارد، پس تنها  g+ x=−1 در دامنۀ تابع  چون فقط 
. برای a دو حالت  b=1 ریش�ۀ مخ�رج در تابع‌های f و g باش�د. بنابراین بای�د 

وجود دارد:
 . a=2 f باشد، آن‌گاه  x( ) x=−1 ریشۀ مخرج  حالت اول اگر 

 . a=0 f ریشه نداشته باشد، آن‌گاه  x( ) حالت دوم اگر مخرج 
a می‌تواند ۱ یا ۳ باشد.  b+ بنابراین 

1371 ابتدا دامنۀ تابع f را به‌دست می‌آوریم:73- گزین 	2
 ax a ax a− + ≥ ⇒ ≥ −1 0 1

، آن‌گاه  a=0 . اگر  ax
a
−≤ 1 ، آن‌گاه  a<0 . اگر  ax

a
−≥ 1 ، آن‌گاه  a>0 اگر 

 gD [ , )= +∞2 f و  gD [ , ]× = 2 5 . ب�ا توجه به این موضوع و اینکه  x∈

، در نتیجه f
aD
a

( , ]−= −∞ 1 باید 

 a a a a
a
− = ⇒ − = ⇒ =−1 15 1 5

4
 

. f( )= 23
2

f و در نتیجه  x x( )= − +1 5
4 4

پس 

1381 f را به‌دس�ت می‌آوریم )توجه 83- گزین g( )+ 2 ابتدا ضابطۀ تابع  	2
:) x≥1 کنید که 

 
f g x f x g x f x g x

x x x x x x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

+ = + +

= + + − + + − = + −

2 2 2

2

2

2 2 2
 f g x( )( )+ g عبارت‌هایی مثبت هستند، پس  x( ) f و  x( ) با توجه به اینکه 

 ، a=2 . پس  f g x x x x( )( )+ = + −22 2 هم مثبت اس�ت. بنابرای�ن 
 . a b+ =3 b=1 و در نتیجه 

1391 دامنۀ تابع‌های f و g به‌صورت زیر است:93- گزین 	3

 f

g

x x D

a x x a D a

[ , )

( , ]

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞

− ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞

2 0 2 2

0
 

. از طرف دیگر،  a=4 . پس  f g f gD D D [ , ]− = = 2 4 چون 

 f g f g b

b b

( )( ) ( ) ( )+ = ⇒ + = − + − + =

+ = ⇒ =

3 5 3 3 3 2 4 3 5

2 5 3
 . a b+ =7 در نتیجه 

1401 راه‌حل اول توجه کنید که04- گزین 	2

 
x x x x

f x x x g x x x

x x x x

( ) , ( )

 − ≤ + ≤
  = + < < = + < < 
 

+ ≥ + ≥  

2 0 2 3 0

2 0 1 2 3 0 1

2 1 3 2 1

بنابراین

 
x x

f g x f x g x x x

x x

( )( ) ( ) ( )

− − ≤
− = − = − − < <

− ≥

3 1 0

1 0 1

2 1



)47(

، پس  g( )=2 8 )f و  )=2 4 راه‌حل دوم توجه کنید که 
f g( )( )− = − =−2 4 8 4

 . f g( )( )− = − =−1 5 34
2 2 2

، پس  g( )=1 4
2

)f و  )=1 5
2 2

همچنین 

 . f g( )( )− − = − =1 3 1 2 ، پس  g( )− =1 1 )f و  )− =1 3 همچنین 
همۀ این شرایط فقط در تابع گزینۀ )۲( وجود دارد.

1411 توجه کنید که14- گزین 	4

 
fog f g f

gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =

− = − = − =−

2 2 2 3

1 1 3 2
 

 . fog gof( )( ) ( )( ) ( )− − − = − − =2 1 3 2 5 بنابراین 

1421 . از 24- گزین fog f g( )( ) ( ( ))− = −2 2 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	2

. f g f( ( )) ( )− = = + =22 4 4 2 18 )g و  )− =− + =2 2 6 4 طرف دیگر، 

1431 راه‌حل اول توجه کنید که34- گزین 	2
 fog x f g x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = + − = +3 2 3 4 3 2 12 7  

. fog x x x( )( ) ( )− = − + = −1 12 1 7 12 5 بنابراین 
راه‌حل دوم دقت کنید که 

fog x f g x f x

f x x x

( )( ) ( ( )) ( ( ) )

( ) ( )

− = − = − +

= − = − − = −

1 1 4 1 3

4 1 3 4 1 2 12 5

1441 . 44- گزین gof x g f x( )( ) ( ( ))= راه‌ح��ل اول توج�ه کنید که  	۴
بنابراین

x
x x x xxgof x g
x x x x x

x

( )
( )( ) ( )

+ −
+ + − + +−= = = =
− + + + − −+

−

2 12 2
2 1 4 2 2 2 2 41

1 2 1 2 1 2 2 4 12
1

. فقط در  gof g f g( )( ) ( ( )) ( )= = − =−0 0 1 4 راه‌ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 
گزینۀ )4(، تساوی بالا برقرار است.

1451 توجه کنید که54- گزین 	1
 fog x f g x f x x x x( )( ) ( ( )) ( )= = − + = − +2 26 15 5 3 2  

. اگ�ر در این تس�اوی ق�رار دهیم  f x x x(( ) )− + = − +2 23 6 5 3 2 بنابرای�ن 
 . f( )=6 38 ، به‌دست می‌آید  x=3

1461 توجه کنید که64- گزین 	3
 fof f fD x x D f x D x x    { | , ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − ≤1 2 1 4 2 2  

 . x≤ ≤31
2

، پس  x− ≤− ≤−3 2 2 ≥x نتیجه می‌شود  − ≤1 4 2 2 از نامعادلۀ 

. fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =3 31 2 1 1
2 2

بنابراین 

1471 ، تاب�ع fog 74- گزین f x( )2 . تاب�ع  g x x( )= 2 ف�رض کنی�د  	3
است. بنابراین می‌توان نوشت 

fog g fD x x D g x D x x x    { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤21 4

≥x نتیجه می‌شود ≤21 4 از نامعادله‌های 

 
x x

x x
x x x

¥HoT{H

 1

  

,
,

 ≤ ⇒− ≤ ≤ →− ≤ ≤− ≤ ≤
≤ ⇒ ≤− ≥

2

2

4 2 2
2 1 2

1 1 1
 

 .
f x

D
( )

[ , ] [ , ]= − −2 2 1 1 2 بنابراین 

1481 fD و 84- گزین [ , ]= −2 2 ابت�دا دامن�ۀ تاب�ع gof را با توج�ه به  	3
gD به‌دست می‌آوریم =

gof f gD x D f x D x x  { | ( ) } { , } [ , ]= ∈ ∈ = − ≤ ≤ − ∈ = −22 2 4 2 2

اکنون ضابطۀ تابع gof را مشخص می‌کنیم
 gof x g f x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = −2 2 2 24 4 1 5  

برای محاسبۀ برد از دامنۀ تابع کمک می‌گیریم

 
x x x

x gof x( )( )

− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤− ≤

≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2

2 2 0 4 4 0

1 5 5 1 5
 

. gofR [ , ]= 1 5 بنابراین 

1491 توجه کنید که 94- گزین 	2
fog g fD x x D  g x D x x a   x  

x x a  x x x a  x

{ | , ( ) } { | , | | }

{ | , } { | , }

= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤

= ≥ − ≤ − ≤ = ≥ − ≤ ≤

0 1 3

3 1 3 2 4
. برای اینکه این تساوی برقرار  fogD a [ , ] [ , ] [ , ]= +∞ − = −2 4 2 4 بنابراین 

2− است. . یعنی حداکثر مقدار a برابر  a≤−2 باشد، باید 

1501 می‌توان نوشت05- گزین 	3
g x g x

fog x f g x g x g x

x x x x
x x x x

( ) ( )
( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )

− <
= = + ≥
− − − < − < 

= = − + − ≥ − ≥ 

2 1 0
4 0

2 3 6 1 3 6 0 6 13 2
3 6 4 3 6 0 3 2 2

1511 توجه کنید که15- گزین 	4

 
fog f g f fog f g f

fog f g f fog f g f

      

         

(

)

)( ) ( ( )) ( ) , ( )( ) ( ( )) ( )

( ( ( ( ) ()( ) ( ))) ( )( ( )) ,

− = − = = = = =

= = = = =− =5 5 1 0

1 1 3 7 1 1 2 5

3 3 0 1
 . fog {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 7 1 5 3 1 5 0 بنابراین 

1521 . در نتیجه25- گزین f( )=2 3 توجه کنید که  	1
 gof g f g m m( )( ) ( ( )) ( )= = = + = ⇒ =2 2 3 3 2 8 2  

1531 gof را به‌دست می‌آوریم35- گزین x( )( ) fog و  x( )( ) ابتدا  	4

 
fog x f g x f x

x x
xgof x g f x g

x x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = + = =
+ −

+= = = + =
− − −

1 12 1
2 1 1 2

1 2 11
1 1 1

 

بنابراین 
x x x x x xfog x gof x

x x x x x x
( )( ) ( )( )

( )
+ − + + + −+ = + = =
− − −

2 2

2
1 1 1 2 2 2 3 1

2 1 2 1 2 2
 

1541 ابتدا توجه کنید که45- گزین 	2
 fof x f f x f x f x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + +2 3 2

بنابراین

 

fof x f x f x

f x f x f x f x

f x x x x x

f x x x x x

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + =

 = ⇒ + + = ⇒ + + =


=− ⇒ + + =− ⇒ + + =

2

2

2 2

2 2

6 3 2 6

3 4 0 1 4 0

1 3 2 1 3 1 0 1

4 3 2 4 3 6 0 2

3− است.  ). در معادلۀ )۱( حاصل‌جمع جواب‌ها برابر  )∆<0 معادلۀ )۲( جواب ندارد 
3− است. fof برابر  x( )( )=6 پس حاصل‌جمع جواب‌های معادلۀ 



فصل دوم: آزمون ها
)48(

1551 می‌توان نوشت55- گزین 	2

 x x xx xg x g x
( )

( ) ( )→ + + ++ +− = → = =1 1 22 31
3 3 3

 

بنابراین
 xfog x x f g x x f x( )( ) ( ( )) ( )+= + ⇒ = + ⇒ = +36 5 6 5 6 5

3
 

. f( )=1 5 ، به‌دست می‌آید  x=0 اگر در این تساوی قرار دهیم 

1561 ابتدا دامنۀ تابع gof را به‌دست می‌آوریم:65- گزین 	2

 

gof f gD x D f x D

x x

x

x x x

x x x x

x x x

¡.¡.—

¡.¡.—

{ | ( ) }

{ , { , , , }}

(. )

(. )

= ∈ ∈

= − ≤ ≤ − ∈ −

− =−

− = ⇒ − = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 0 1 2

3 3

3 0 3 0 3

3 1 3 1 2 2

3 2 3 4 1

بنابراین

gofD x x{ , { , }} { , }= − ≤ ≤ ∈ ± ± = ± ±3 3 2 3 2 3

پس حاصل‌ضرب اعضای دامنۀ تابع gof برابر ۶ است.

1571 تاب�ع 75- گزین  ، xy f( )= 2 تاب�ع   ، xg x( )=2 کنی�د  ف�رض  	3
 است، پس  ،g است. دامنۀ تابع y fog x( )( )=

 x
fog g fD x x D g x D x x     { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤1 2 4

. xf
D

( )
[ , ]=2 0 2 ، پس x≤ ≤0 2 ≥x نتیجه می‌شود  ≤1 2 4 از نامعادله‌های 

1581 fD و85- گزین { }= − −1 ابتدا توجه کنید که  	4

 
fof f f

xD x D f x x
x

x x x x
x

  { | ( ) D } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− =− ⇒ − =− − ⇒ =
+

11 1
1

1 1 1 1 0
1

 

. اکنون ضابطۀ تابع g را به‌دست می‌آوریم  g fofD D { , }= = − −1 0 بنابراین 

 
x

f x x xxg x fof x f f x
f x x x x x

x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

− −− − − − −+= = = = = =
+ − − + ++

+

1 11 1 1 11
1 1 1 11

1

 

 

بنابراین نمودار تابع g به شکل مقابل است. 

1591 توجه کنید که95- گزین 	3

gof f gD x x D f x D x x x{ | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ ≤ − ≤22 3 1 3 13

 . x− ≤ ≤−4 2 ≥x یا  ≤2 4 ≥x نتیجه می‌شود  − ≤21 3 13 از حل نامعادلۀ 
. gofD [ , ] { }= −2 3 2 بنابراین 

1601 تابع gof به شکل زیر است06- گزین 	4

 
f x f x

gof x g f x
f x f x
( ) ( )

( )( ) ( ( ))
( ) ( )

− >= = − <

3 0
2 0  

f را حل کنیم. x( )<0 f و  x( )>0 کافی است نامعادله‌های 
، آن‌گاه x≥0 : اگر  f x( )>0 حل 

 f x x x x( )= + > ⇒ >− ⇒ ≥1 0 1 0  
، آن‌گاه x<0 اگر 

 f x x x x( )= − > ⇒ > ⇒ ∈∅1 0 1  
، آن‌گاه x≥0 : اگر  f x( )<0 حل 

 f x x x x( )= + < ⇒ <− ⇒ ∈∅1 0 1  
، آن‌گاه x<0 اگر 

 f x x x x( )= − < ⇒ < ⇒ <1 0 1 0  

.
x x x x

gof x
x x x x
( )

( )( )
( )

− + ≥ − ≥  = = − − < − <  

3 1 0 2 0
2 1 0 3 0 بنابراین 

1611 توجه کنید که 16- گزین 	3

 

fog f g f a

fog f g f b

fog f g f c

fog f g f d

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

1 1 4 1 1

2 2 1 2 2

3 3 3 4 4

4 4 2 3 3

 

. a b c d− + − =0 بنابراین 

1621 gof را به‌دست می‌آوریم26- گزین a( )( )fog و ( )( )2 ابتدا مقادیر  	4

 
fog f g f a

gof a g f a g a a

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = +

= = = −

2 2 2 4

3 6 6
 

بنابراین باید معادلۀ زیر را حل کنیم

a a a a( )+ − − = ⇒ = ⇒ =54 6 6 3 7 5
7

 

1631 fof را به‌دست آوریم36- گزین x( )( ) باید  	4

 

x
f x x xxfof x f f x
f x x x x

x
x
x

( )
( )( ) ( ( ))

( )

+ ++ + + −−= = = =
− + + − +−

−
−=

− +

2 22 2 2 42
2 2 2 2 42

2
3 2

6

 

1641 با توجه به ضابطۀ تابع f ،46- گزین 	۴

 g x
fog x f g x

g x
( )

( )( ) ( ( ))
( )

= =
−1

بنابراین

 

g x x xg x g x xg x x
g x x

xx g x x g x
x

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

= ⇒ + = −
− +

−+ =− ⇒ =
+

2
1 2 1

1
1

1651 توجه کنید که 56- گزین 	3
gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = −4 19

بنابراین

 
f x g x x f x g x x

x xf x g x f g x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

− = + ⇒ − = +

+ +− = ⇒ − =

4 19 4 4 19 4

19 19
4 4

 . f g( )( ) +− = =5 195 6
4

در نتیجه 



)49(

1661 دامنۀ تابع‌های f و g به شکل زیر است:66- گزین 	۳
 f gD D     [ , ) , [ , ]= +∞ =1 0 3

از   . gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤10 1 3 بنابرای�ن 

≥x نتیجه می‌شود − ≤0 1 3 نامعادله‌های 
 x x− ≤ ⇒ ≤1 9 10

. gofD x x x{ | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 10 1 10 بنابراین 

1671 gD 76- گزین { }= − 0 ، آن‌گاه  g x
x

( )= +1 3 اگر فرض کنیم  	3

. بنابراین  h x f g x fog x( ) ( ( )) ( )( )= = و 

fog g fD x D g x D x
x

{ | ( ) } { { }| }= ∈ ∈ = ∈ − ≤ + ≤10 2 3 4

 را حل کنیم:
x

≤ + ≤12 3 4 باید نامعادله‌های 

x
x x

xx
x x

( )

( )

− − ≤ ⇒ ≤
− ≤ ≤ ⇒ + + ≥ ⇒ ≥



1 11 0 0 111 1
1 11 0 0 2

x و از حل نامعادلۀ )2(  ( , ) [ , )∈ −∞ +∞0 1 از حل نامعادلۀ )1( نتیجه می‌شود 

. از اشتراک ناحیه‌های به‌دست آمده  x ( , ] ( , )∈ −∞ − +∞1 0 نتیجه می‌شود 
. hD ( , )= − −1 1 دامنۀ تابع h مشخص می‌شود: 

1681 راه‌حل اول ابتدا دامنۀ تابع gof را مشخص می‌کنیم:86- گزین 	۲
gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { , } [ , )= ∈ ∈ = ≥ − ∈ = +∞1 1 1

اکنون ضابطۀ تابع gof را به‌دست می‌آوریم:
 gof x g f x g x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = − + = +21 1 6 1 6 5
اکنون با توجه به دامنۀ تابع gof که شرط x≥1 را دارد، برد آن را پیدا می‌کنیم:

 gofx x gof x R( )( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 5 6 6 6

. از طرف دیگر، f x( )≥0 ، پس  f x x( )= −1 راه‌حل دوم چون 
 gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = + ≥2 6 6  

. gofR [ , )= +∞6 بنابراین 

1691 fD و 96- گزین { }= − −2 ابتدا توجه کنید که  	۴

 
fof f f

xD x D f x D x
x

x x x x
x

{ | ( ) } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− ≠− ⇒ − ≠− − ⇒ ≠
+

2 42 2
2

2 4 2 2 4 2 4 0
2

. اکنون ضابطۀ تابع g را به‌دست می‌آوریم: g fofD D { , }= = − −2 0 بنابراین 

 

f x
g x fof x f f x

f x
x

x xx
x x x x
x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

( )

−
= = =

+

− −
− − −+= = =−

− − + ++
+

2 4
2

2 42 4
4 8 4 8 42

2 4 2 4 2 42
2

. { , }− 0 2 بنابراین نمودار تابع g به شکل زیر است و برد تابع g برابر است با 

1701 توجه کنید که07- گزین 	3

 x x
gof x g f x f x x x( )( ) ( ( )) ( )

− <
= = + = − ≥

6 1 03 2 3 4 0  

1711 توجه کنید که17- گزین 	3
f f  f  f  f

f g f g f g f g f g

             

          

( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )

( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( ))

= = = = =

= = = = =

1 4 2 3 3 2 4 1 5 5

1 2 2 5 3 1 4 4 5 3
اکنون توجه کنید که

f g f g f g f g

f g f g  f g f g

f g f g

        

     

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ =

1 3 1 3 2 5 2 5

3 4 3 4 4 1 4 1

5 2 5 2
. g {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 3 2 5 3 4 4 1 5 2 بنابراین 

1721 ابتدا توجه کنید که27- گزین 	۱
 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = = +5

، پس  g( )=6 5 از طرف دیگر 
a a a g a g( ) ( )+ = ⇒ = ⇒ = =6 4 4 1

1731 راه‌حل اول توجه کنید که37- گزین 	2

 

fog x f g x f x a

x a a x a

gof x g f x g x a

x a a x a

( )( ) ( ( )) ( )

( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = − +

= − + − + =− + +

= = − +

=− − + + =− + −

5 2

2 5 2 1 10 3 1

2 1

5 2 1 2 10 7 5
fog همواره برقرار است، پس x gof x( )( ) ( )( )= چون 

 a a a a− = + ⇒ = ⇒ =37 5 3 1 4 6
2

x=0 برقرار است. پس راه‌حل دوم تساوی داده شده به‌ازای 

 
fog gof f g g f f a g a

a a a a a a a

( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

( )

= ⇒ = ⇒ = − +

− + =− − + + ⇒ + = − ⇒ =

0 0 0 0 2 1

34 1 5 1 2 3 1 7 5
2

1741 . 47- گزین xgof x g f x g
x

( )( ) ( ( )) ( )+= =
−

1
2

توجه کنید که  	1

بنابراین
 xg

x x
( ) ( )*

+ =
− +

1 1
2 2

، آن‌گاه  xt
x
+=
−

1
2

اگر فرض کنیم 

 ttx t x t x t x
t

( ) +− = + ⇒ − = + ⇒ =
−

2 12 1 1 2 1
1

t و نتیجه می‌شود 
t
+
−

2 1
1

) به جای x قرار می‌دهیم  )* در تساوی 

 t t xg t g x
t t t t x
t

( ) ( )− − −= = = ⇒ =
+ + + − − −+
−

1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 4 1 4 12

1
1751 توجه کنید که57- گزین 	2

 
gof x x f x g f x x f x

f x f x x f x

f x f x x f x x

( )( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )

= + ⇒ = +

− + = +

− − + = ⇒ − =

2 2

2 2

2 2 2 2
3 4
4 4 0 2

. پس  f x x f x xIÄ( ) ( )− = − =−2 2 چون f تابعی چندجمله‌ای است، پس 

f x x( )=− +2 f یا  x x( )= +2



فصل دوم: آزمون ها
)50(

1761 به‌ص�ورت 67- گزین آن  ضابط�ۀ  پ�س  اس�ت،  خط�ی   f چ�ون  	2
f است. پس x ax b( )= +

 

fof x f f x af x b a ax b b a x ab b

a ba
a x ab b x

a bab b

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

,

,

= = + = + + = + +

 =− == + + = − ⇒ ⇒ 
= =−+ =− 

2

2
2 2 34

4 3
2 13

 

)f یا  )=0 3 f که نتیجه می‌ش�ود  x x( )= −2 f یا 1 x x( )=− +2 3 بنابراین 
. f( )=−0 1

1771 . 77- گزین fof og x f f g x(( ) )( ) ( ( ( )))= ابتدا توجه کنید که  	4
. چون  f g x f x x( ( )) (| |) | || |= = + −2 4 از ط�رف دیگ�ر، می‌ت�وان نوش�ت 

f و g x  x x( ( )) | | | |= + − = −2 4 2 ، پس  x| |+ >2 0

 f f g x f x x x x( ( ( ))) (| | ) | | | | | || | | |= − = − + − = − = −2 2 2 4 4 4

1781 ابتدا دامنۀ تابع f را به‌دست می‌آوریم87- گزین 	3
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4  

بنابراین 
 fof f fD x D D x xf xx{ | ( |) } { }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − − ≤24 0 4 1 40  

پس
x x x x x x

x x x

x x

( ) ( ) | |
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3 2 3 2 3 2 3
 . fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ − ≤ ≤ + = − +0 4 2 3 2 3 2 3 2 3 بنابراین 

1791 . 97- گزین gD { }= − 0 fD و  k[ , )= +∞ ابتدا توجه کنید که  	2

بنابراین
 fog g fD x D g x D x k

x
{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≠ + ≥10 3  

k را حل می‌کنیم:
x
+ ≥1 3 نامعادلۀ 

 k x
k

x x
( )+ −

+ − ≥ ⇒ ≥
1 31 3 0 0  

 ی�ا به‌ص�ورت 
k

( , ]
−
10

3
مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادل�ۀ ف�وق ی�ا به‌ص�ورت 

 است. باتوجه به فرض مسئله
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1801 توجه کنید که08- گزین 	3
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1811 −f باید قرینۀ نمودار تابع f 18- گزین برای رسم کردن نمودار تابع  	1
را نسبت به محور x رسم کنیم.

1821 ابت�دا قرین�ۀ نم�ودار تاب�ع f را نس�بت به محور x رس�م 28- گزین 	3
y به‌دس�ت بیاید. سپس، قرینۀ این نمودار را  f x( )=− می‌کنیم تا نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )=− − نسبت به محور y رسم می‌کنیم تا نمودار تابع 

1831 1 ضرب می‌کنیم تا 38- گزین
2

ابت�دا طول نقاط روی نمودار f را در  	2

y به‌دس�ت بیای�د. اکنون قرینۀ این نمودار را نس�بت به  f x( )= 2 نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )=− 2 محور x رسم می‌کنیم تا نمودار تابع 

1841 ] رس�م 48- گزین , ]π0 y را روی بازۀ  xsin= 2 ابتدا نمودار تابع  	1

y روی بازۀ  xsin= می‌کنی�م. ب�رای این کار، طول هر نقطه روی نم�ودار تابع 

1 ضرب می‌کنیم. س�پس عرض هر نقطه روی نمودار به‌دس�ت 
2

] را در  , ]π0 2

 [ , ]π0 y روی بازۀ  xsin=2 2 آم�ده را در 2 ض�رب می‌کنیم تا نمودار تاب�ع 

به‌دس�ت بیاید. اکنون اگر این نمودار را ی�ک واحد به پایین انتقال دهیم، نمودار 
] به‌دس�ت می‌آی�د. در آخ�ر قرین�ۀ  , ]π0 y روی ب�ازۀ  xsin= −2 2 تاب�ع 1

قس�مت‌هایی از ای�ن نم�ودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رس�م 
می‌کنیم و قسمت‌هایی را که زیر محور x است حذف می‌کنیم.
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1851 اگر نمودار تابع f را a واحد به س�مت راست منتقل کنیم، 58- گزین 	3
y به‌دست می‌آید. اگر نمودار به‌دست آمده را a واحد  f x a( )= − نمودار تابع 
g به‌دس�ت می‌آید. چون  x f x a a( ) ( )= − + ب�ه بالا انتقال دهیم، نمودار تابع 

. در نتیجه g( )=0 0 نمودار اخیر از مبدأ مختصات عبور می‌کند، پس 

 g f a a a a a

a a a a

( ) ( )

( )

= − + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2
0 0 7 9 0
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1861 اگ�ر طول نقاط نمودار تاب�ع f را دو برابر کنیم، نمودار تابع 68- گزین 	2
xy به‌دست می‌آید. اگر نمودار به‌دست آمده را یک واحد به سمت راست  f( )=

2
xy به‌دست می‌آید. اگر این نمودار را نسبت  f( )−= 1

2
منتقل کنیم، نمودار تابع 

xy به‌دست می‌آید. f( )=− −1
2 2

به محور طول‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 

1871 y را یک واحد به س�مت چپ 78- گزین x= ابت�دا نمودار تابع  	۲
y به‌دس�ت آید، س�پس این نمودار را  x= +1 منتق�ل می‌کنیم تا نمودار تابع 
y به‌دست آید. x= + −1 1 یک واحد به پایین انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 

اکنون قرینۀ قس�متی از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نسبت به محور x رسم 
می‌کنیم و قسمتی را که زیر محور x است حذف می‌کنیم تا نمودار تابع f رسم شود.

1881 ابت�دا نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راس�ت منتقل 88- گزین 	3
y به‌دست بیاید. سپس عرض هر نقطه روی  f x( )= −1 می‌کنیم تا نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )= −3 1 این نمودار را ۳ برابر می‌کنیم تا نمودار تابع 

1891 ابتدا توجه کنید که98- گزین 	2
 f x  x x( ) log log| |= =2 2 xlog| |=2  

y را رس�م می‌کنیم و قرینۀ آن نس�بت به محور  xlog= پ�س ابت�دا نم�ودار تابع 
y به‌دست آید. اکنون  xlog| |= عرض‌ها را به نمودار اضافه می‌کنیم تا نمودار تابع 
y به‌دست آید. xlog| |=2 عرض نقاط این نمودار را دو برابر می‌کنیم تا نمودار تابع 

1901 اگر نمودار تابع f را نسبت به محور y قرینه کنیم، نمودار 09- گزین 	4
y به‌دس�ت می‌آید. اکنون اگر این نمودار را یک واحد به سمت  f x( )= − تابع 
y به‌دست می‌آید. f x f x( ( )) ( )= − − = − +1 1 راست انتقال دهیم، نمودار تابع 

1911 ابت�دا نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راس�ت منتقل 19- گزین 	3
y به‌دست بیاید. سپس عرض هر نقطه روی  f x( )= −1 می‌کنیم تا نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )= −2 1 این نمودار را 2 برابر می‌کنیم تا نمودار تابع 

1921 y را رسم می‌کنیم. برای این 29- گزین f x( )= − ابتدا نمودار تابع  	1
کار، قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به محور y رس�م می‌کنیم. س�پس نمودار تابع 
y را رس�م می‌کنی�م. برای ای�ن کار، قرینۀ قس�متی از نم�ودار تابع  f x| ( )|= −

y را که زیر محور x اس�ت نسبت به محور x رسم می‌کنیم و قسمتی  f x( )= −

y را دو  f x| ( )|= − را که زیر محور x است حذف می‌کنیم. در آخر، نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x| ( )|= − −2 واحد به پایین منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 

1931 برای رس�م نمودار تابع 39- گزین 	1

xy باید در نمودار تابع f طول نقاط  f( )=2
2

را در 2 ض�رب کنی�م. همچنی�ن بای�د عرض 
نقاط را در 2 ضرب کنیم.

1941 y را رس�م می‌کنیم و آن را یک 49- گزین x= 3 ابتدا نم�ودار تابع  	1
y به‌دست آید. x= −3 1 واحد به سمت پایین منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 

اکن�ون قس�متی از این نمودار را ک�ه پایین محور طول‌ها قرار دارد نس�بت به این 
مح�ور قرین�ه می‌کنیم، س�پس قس�متی را که پایی�ن محور طول‌ها اس�ت حذف 

y به‌دست آید. x| |= −3 1 می‌کنیم تا نمودار تابع 

1951 اگر نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راست و دو واحد 59- گزین 	1
y به‌دست می‌آید. بنابراین باید  f x( )= − +1 2 به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

f را به‌دست آوریم: x( )− + =1 2 0 جواب‌های معادلۀ 

 x x x x x

x x x x x  x

( ) ( )

( )( ) ,

− − + − − + = ⇒− + − + − =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

1 1 2 2 0 2 1 1 0

3 2 0 1 2 0 1 2
 



فصل دوم: آزمون ها
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1961 اگ�ر طول نقاط روی نمودار تاب�ع f را نصف کنیم، نمودار 69- گزین 	۱
y رس�م می‌ش�ود و اگر عرض نقاط این نمودار را سه برابر کنیم،  f x( )= 2 تابع 
y رس�م می‌ش�ود. اگر نمودار اخیر را دو واحد به سمت  f x( )=3 2 نمودار تابع 
y رس�م می‌ش�ود. پس اکنون  f x( ( ))= +3 2 2 چ�پ منتقل کنیم، نمودار تابع 
y به‌دست آمده است که اگر آن را نسبت به محور  f x( )= +3 2 4 نمودار تابع 

y به‌دست می‌آید. f x( )= − +3 2 4 عرض‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
1971 توجه کنید که 79- گزین 	1

      f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2
y را رسم می‌کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می‌کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می‌کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در سه نقطه متقاطع‌اند.

1981 ابت�دا نم�ودار تابع f را ی�ک واحد به چپ منتق�ل می‌کنیم تا 89- گزین 	۴
y رس�م ش�ود. س�پس نمودار این تابع را نس�بت به محور  f x( )= +1 نمودار تابع 
y رسم شود. در آخر نمودار حاصل  f x( )= −1 عرض‌ها قرینه می‌کنیم تا نمودار تابع 

g رسم شود. x f x( ) ( )= + −1 1 را یک واحد به بالا منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 

نم�ودار تابع‌ه�ای f و g را در ش�کل روب�ه‌رو 
مشاهده می‌کنید که نقطۀ مشترکی ندارند.

1991 به‌ترتیب زیر عمل می‌کنیم99- گزین 	3

002- گزین200  g در این صورت دامنۀ تابع . h x x x( ) | |= − فرض کنید  	1
با دامنۀ تابع foh برابر است:

 foh h fD x D h x D x x x     { | ( ) } { | | | } [ , )= ∈ ∈ = − ≤ − ≤ = − +∞2 2 1

اکنون توجه کنید که 
 x g x f x g x f x      ( ) ( ) , ( ) ( )≥ ⇒ =− < ⇒ =−0 0 0 2  

] بای�د نمودار  , )+∞0 . پ�س در بازۀ 
x

g x
f x x

( )
( )

≥=
− − ≤ <

1 0

2 1 0
پ�س 

] باید ابتدا طول نقاط نمودار تابع f را  , )−1 0 y=1 را رسم کنیم و در بازۀ  تابع 

y رس�م شود و سپس نمودار این قسمت را  f x( )= 2 نصف کنیم تا نمودار تابع 
y رسم شود. f x( )=− 2 نسبت به محور x قرینه کنیم تا نمودار تابع 

  

102- گزین201 ابتدا عرض هر نقطه روی نمودار تابع f را نصف می‌کنیم  	3

f1 به‌دست بیاید. سپس این نمودار را یک واحد به پایین انتقال 
2

تا نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )= −1 1
2

می‌دهیم تا نمودار تابع 

) و  , )−0 2 ، نمودار f خطی اس�ت ک�ه از نقطه‌های  x<0 توج�ه کنی�د که اگ�ر 

 f x x( )=− −2 ، ضابطۀ f به صورت  x<0 ) می‌گ�ذرد، بنابراین اگ�ر  , )−2 0

، پس  x( )− − − =1 2 1 0
2

، آن‌گاه  f x( )− =1 1 0
2

x<0 و  اس�ت. در نتیجه اگر 

y محور x را در نقط�ه‌ای به طول  f x( )= −1 1
2

. یعن�ی نمودار تاب�ع  x=−4

4− قطع می‌کند.

202- گزین202 اگر نمودار تابع f را نسبت به محور عرض‌ها قرینه کنیم،  	4
y به‌دست می‌آید و اگر این نمودار را یک واحد به سمت  f x( )= − نمودار تابع 
y به‌دست می‌آید. پس نمودار  f x( ( ))= − −1 راست منتقل کنیم، نمودار تابع 

y است. f x( )= − +1 نهایی نمودار تابع 

302- گزین203 y بای�د در نمودار  f x( )=− 1 2
2

برای رس�م نمودار تابع  	4

− ضرب کنیم.  1
2

تاب�ع f ط�ول نقاط را بر 2 تقس�یم کنیم و ع�رض نق�اط را در 

بنابرای�ن نم�ودار در راس�تای مح�ور طول‌ها منقبض می‌ش�ود و در راس�تای محور 
عرض‌ها علاوه‌بر اینکه منقبض می‌شود، نسبت به محور طول‌ها قرینه هم می‌شود.
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402- گزین204 توجه کنید که اگر نمودار تابع f را a واحد به سمت راست  	4
y به‌دس�ت می‌آید و اگر نمودار به‌دس�ت  f x a( )= − منتقل کنیم، نمودار تابع 
g به‌دست  x f x a a( ) ( )= − + آمده را a واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
)g و در نتیجه    )=0 0 می‌آی�د. این نم�ودار باید از مبدأ مختصات عبور کند، پس 

، آن‌گاه f x x x( )=− + −2 3 2 . اگر  f a a( )− + =0

 f a a a a a a a( )− + = ⇒− − − + = ⇒ + + =2 20 3 2 0 2 2 0  

، آن‌گاه f x x( )= +2 اگر 1
 f a a a a a a( )− + = ⇒ + + = ⇒ + + =2 20 1 0 1 0  

، آن‌گاه  f x x( )=− −2 1 اگر 
 f a a a a a a( )− + = ⇒− − + = ⇒ − + =2 20 1 0 1 0  

معادله‌ه�ای ب�الا جواب ندارند، پس گزینه‌های )1(، )2( و )3( جواب نیس�تند. 
، آن‌گاه f x x x( )= + +2 5 4 اگر 

 
f a a a a a a a

a a

( )

( )

− + = ⇒ − + + = ⇒ − + =

− = ⇒ =

2 2

2

0 5 4 0 4 4 0

2 0 2
 

502- گزین205 a22 واحد به س�مت راس�ت  y را   x| |= اگر نمودار تابع  	2
 a2 y به‌دست می‌آید و اگر این نمودار را   x a| |= − 22 منتقل کنیم، نمودار تابع 

f به‌دست می‌آید. با  x  x a a( ) | |= − −2 22 واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
توجه به نمودار این تابع مساحت ناحیۀ مورد نظر 

. بنابراین  S a a a( )= =2 2 41 2
2

برابر است با 

. a=± 2 ، پس  a =4 4

602- گزین206 y را یک واحد به س�مت  f x( )= −2 اگ�ر نمودار تاب�ع  	۱
y به‌دست می‌آید.  f x f x( ) ( )= − − = −1 2 3 راست منتقل کنیم، نمودار تابع 
 y f x( )= − −3 1 اگر این نمودار را یک واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
به‌دست می‌آید. اگر نمودار به‌دست آمده را نسبت به محور طول‌ها قرینه کنیم، 
y به‌دس�ت می‌آید و اگر این نمودار را نس�بت به  f x( )=− − +3 نمودار تابع 1
y به‌دس�ت می‌آید.  f x( )=− − − +3 محور عرض‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 1
تاب�ع  نم�ودار  کنی�م،  نص�ف  را  نم�ودار  روی  نق�اط  ط�ول  اگ�ر  اکن�ون 

y به‌دست می‌آید. f x( )=− − − +2 3 1

702- گزین207 ضابطۀ تابع را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1
 f x x x x x( ) | | |( ) |= − + = − +3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت راست و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به سمت بالا منتقل کنیم، سپس قسمتی از نمودار را که زیر محور x است نسبت 

به این محور قرینه کنیم و در آخر قسمتی را که زیر محور x است حذف کنیم.

802- گزین208 توجه کنید که 	۴

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− + ≥=− + =
− + − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

0

3 0

بنابراین کافی اس�ت در جاهایی که مقدار f منفی 
)، عرض نقاط روی  , )−1 1 اس�ت، یعنی در بازۀ 

نم�ودار f را ۳ براب�ر کنیم و نمودار را نس�بت به 
 g محور طول‌ها قرینه کنیم، در بقیۀ جاها نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول‌ها است.

902- گزین209 y را نسبت به محور عرض‌ها  f x( )= −1 اگر نمودار تابع  	۱
y به‌دس�ت می‌آید و اگر ط�ول نقاط این  f x( )= +1 قرین�ه کنی�م، نمودار تابع 
y به دس�ت می‌آی�د. اگر این  f x( )= +1 2 نم�ودار را نص�ف کنیم، نمودار تابع 
تاب�ع  نم�ودار  کنی�م،  منتق�ل  راس�ت  س�مت  ب�ه  واح�د  ی�ک  را  نم�ودار 

y به‌دست می‌آید. f x f x( ( )) ( )= + − = −1 2 1 2 1

با توجه به ش�کل مقابل نمودار توابع 
ی�ک   y g x( )= و   y f x( )= −1

نقطۀ برخورد دارند.

2102 توجه کنید که 0- گزین1 	2
 f x x x x x( ) | | | | | |= − + = − +2 24 3 4 3  

. به این  f x g x( ) (| |)= ، آن‌گاه  g x x x( )= − +2 4 3 پ�س اگر فرض کنی�م 
y را رسم کنیم. برای این کار، ابتدا نمودار  g x(| |)= ترتیب، کافی است نمودار 
 y را رس�م می‌کنیم، س�پس قس�متی از این نمودار را که سمت چپ محور g تابع
 y اس�ت حذف می‌کنیم و قرینۀ قس�متی از این نمودار را که س�مت راست محور

است نسبت به محور y رسم می‌کنیم.
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2112 . بنابراین1- گزین1 f x( )≤0 توجه کنید که همواره  	1
 y f x f x f x f x f x| ( )| ( ) ( ) ( ) ( )= − =− − =−2  

، ابتدا عرض هر نقطه روی نمودار تابع f را در  y f x( )=−2 برای رسم کردن نمودار 
y به‌دست بیاید. سپس قرینۀ این نمودار  f x( )=2 2 ضرب می‌کنیم تا نمودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )=−2 را نسبت به محور x رسم می‌کنیم تا نمودار تابع 

2122 اگ�ر طول نقاط نمودار تابع f را دو برابر کنیم، نمودار تابع 2- گزین1 	4
xy به‌دس�ت می‌آی�د. اگر نم�ودار به‌دس�ت آمده را ی�ک واحد به چپ  f( )=

2

xy به‌دس�ت می‌آید. پس نمودار مورد نظر  f( )+= 1
2

منتقل کنیم، نمودار تابع 

xy است. f( )= +1
2 2

متعلق به تابع 

2132 y روی 3- گزین1 xsin= ابت�دا عرض هر نقطه روی نمودار تابع  	4
y به‌دست بیاید.  xsin=3 ] را 3 برابر می‌کنیم تا نمودار تابع  , ]−π π بازه 

س�پس، قرین�ۀ این نمودار را نس�بت ب�ه محور x رس�م می‌کنیم تا نم�ودار تابع 
y را 2 واحد  xsin=−3 y به‌دست بیاید. در آخر، نمودار تابع  xsin=−3

y به‌دست بیاید. xsin= −2 3 به بالا انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 

2142 y روی بازۀ 4- گزین1 xsin= ابتدا طول هر نقطه روی نمودار تابع  	1

 [ , ]π0 2 y روی بازۀ  xsin= 2 1 می‌کنیم تا نمودار تابع 
2

] را ضرب در  , ]π0 4

 f به‌دست بیاید. سپس، این نمودار را یک واحد به بالا انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع
به‌دست بیاید.

2152 با توجه به شکل معلوم می‌شود که a عددی مثبت است. 5- گزین1 	4
از طرف دیگر، 

 

f  a a       f a

x a x a
f x  x a

x a x a

( ) | | , ( )

( ) | |

= − = − =−

− = ⇒ = += ⇒ − − = ⇒
− =− ⇒ = −

0 2 2 2

2 2
0 2 0

2 2
 

بنابراین با توجه به شکل زیر

  

a a a
S       S

a
S S a a

a a a a a  a  (.¡.¡.ù)

( ) ( ( ))
,

( )

( )( ) ,

− + − −
= = =

−
+ = ⇒ + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2
1 2

2
2

1 2

2

2 2 2 2 4
2 2

29 94 4 4 8 9
2 2 2

4 3 0 3 1 0 3 1

 

)f ولی در نمودار رسم  )=−0 f و در نتیجه 1 x  x( ) | |= − −1 2 ، آن‌گاه  a=1 اگر

)f عددی مثبت است. پس a=1 قابل قبول نیست. در نتیجه )0 شده مقدار 

 f x  x f f  
a

( ) | | ( ) ( ) | |= − − ⇒ = = − − =1 1 1 23 2 3 2
3 3 3

 

2162 نمودار تابع را به ش�کل زیر رس�م می‌کنی�م. بنابراین اگر 6- گزین1 	۴
نمودار نهایی را دو واحد به پایین ببریم، هر دو محور مختصات را قطع می‌کند.

2172  7- گزین1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل  	۳

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 

به‌صورت زیر است:
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بنابراین نمودار تابع f به شکل زیر است:

2182 . در این صورت دامنۀ تابع g 8- گزین1 h x x x( ) | |= + فرض کنید  	4
با دامنۀ تابع foh برابر است:

 foh h fD x D h x D x x x{ | ( ) } { | | | } ( , ]= ∈ ∈ = − ≤ + ≤ = −∞2 2 1  

اکنون توجه کنید که

 
x g x f x x f

x g x f x x f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤ ⇒ =− − =− =

< ≤ ⇒ =− + =−

0 0 1

0 1 2

) باید نمودار تابع  , ]−∞ 0 . پس در بازۀ 
x

g x
f x x

( )
( )

≤=
− < ≤

1 0

2 0 1
پس 

) باید ابتدا طول نقاط نمودار تابع f واقع در  , ]0 1 y=1 را رس�م کنیم و در بازۀ 

) را نص�ف کنی�م ت�ا نم�ودار تاب�ع  , ]0 2 ب�ازۀ 

y رس�م ش�ود و س�پس نم�ودار ای�ن  f x( )= 2
قسمت را نسبت به محور x قرینه کنیم.

2192 راه‌حل اول اگر نمودار تابع f را نس�بت به محور y قرینه 9- گزین1 	۴
y به‌دس�ت می‌آید. اگر این نمودار را نس�بت به  f x( )= − کنی�م، نم�ودار تابع 
y به‌دست می‌آید. اکنون اگر این  f x( )=− − محور x قرینه کنیم، نمودار تابع 
 y f x( ( ))=− − +1 نمودار را یک واحد به سمت چپ انتقال دهیم، نمودار تابع 

به‌دست می‌آید، که همان نمودار شکل )۲( است.

y f x( )=− −y f x( )= −

y f x( )=− − −1

) روی نمودار تابع است. در گزینه‌های )1(،  , )−4 0 راه‌حل دوم در شکل )2(، نقطۀ 
)f ظاهر می‌ش�وند اما با توجه به  )−5 )f و  )5 x=−4 مقادیر  )2( و )3( به‌ازای 
5− در دامنۀ تابع f نیستند، پس این سه گزینه رد می‌شوند. شکل )1(، عددهای 5 و 

022- گزین220  تا نمودار تابع پنج بار 
k k
π π π≤ <4 5

2
مطابق ش�کل باید  	3

، پس حداقل  k≤ <8 10 ] قط�ع کند. بنابراین  , ]π0
2

مح�ور طول‌ها را روی بازۀ 

مقدار k برابر 8 است . 

122- گزین221 ) نتیجه  , )2 3 )b و  , )2 3 ب�ا توج�ه ب�ه دو زوج مرت�ب  	2
)a و  , )2 1 . با توجه به دو زوج مرتب  b=1 b=2 و در نتیجه  2 می‌گیری�م ک�ه 

. a b+ =3
2

. بنابراین  a=1
2

، پس  a b=2 )b نتیجه می‌گیریم  , )1

222- گزین222 y یک‌به‌یک نیستند،  x[ ]= y و  x| |=  ، y x= 2 توابع  	3

چون خطی موازی محور طول‌ها وجود دارد که نمودار آن‌ها را در بیش از یک نقطه 
y به‌صورت زیر اس�ت و هر خط موازی  x x| |= قط�ع می‌کند. ولی نمودار تابع 

محور طول‌ها آن را در یک نقطه قطع می‌کند. پس این تابع یک‌به‌یک است.

               
x x

y x x
x x

| |
 ≥= =
− ≤

2

2

0

0
 

322- گزین223 y یک‌به‌یک 
x

=
−
1

1
y و  x= +2 3  ، y x= توابع 1+ 	4

هس�تند چون ه�ر خط موازی محور طول‌ها نمودار آن‌ه�ا را حداکثر در یک نقطه 

 y=1
2

y یک‌به‌یک نیس�ت. چون مثاًل خط  x x[ ]= − قط�ع می‌کن�د. تاب�ع 
نمودار آن را در بیش از یک نقطه قطع می‌کند.

نمودار سایر توابع به‌صورت زیر است:

422- گزین224 f یک‌به‌یک نیست. زیرا  x x x( )= −3 تابع  	1
f f( ) ( )= =0 1 0

522- گزین225 توجه کنید که 	۴

 
x x

f x x x
x x

( )

 − ≥


= − + ≤ ≤
− + ≤

3 4 2
4 0 2

3 4 0

بنابراین نمودار تابع f به‌صورت مقابل اس�ت. این 
و   [ , )+∞2 و   ( , ]−∞ 2 بازه‌ه�ای  روی  تاب�ع 

 [ , ]1 3 ] یک‌به‌ی�ک اس�ت ول�ی روی ب�ازۀ  , ]0 2

یک‌به‌یک نیست.
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622- گزین226 −a اس�ت.  − =2 3 0 ش�رط یک‌به‌یک نب�ودن این تابع  	1

. توجه کنید که در این صورت تابع f با یک تابع ثابت برابر است a=− 3
2

پس 

x xax xf x f
x x x x

( )
( ) ( )

( )

− + − −+ − += = = = =− ⇒ =−
− − − −

3 3 3 23 3 6 3 32 3
2 2 2 4 2 2 2 2

722- گزین227 نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. از روی شکل  	۲

 ، a>3
2

) یک‌به‌یک اس�ت. اما اگر  , ]−∞ 3
2

معلوم اس�ت ک�ه تابع روی ب�ازۀ 

خطی موازی با مح�ور طول‌ها وجود دارد که 
نم�ودار تاب�ع را در دو نقط�ه قط�ع می‌کند. 

3 است. 
2

بنابراین حداکثر مقدار a برابر 

822- گزین228 نمودار تابع گزینۀ )4(  	4
به‌صورت روبه‌رو است. هر خط موازی محور 
طول‌ه�ا نمودار تابع f را حداکثر در یک نقطه 
قطع می‌کند. پس این تابع یک‌به‌یک است. 
نمودار تابع‌های سایر گزینه‌ها به‌صورت زیر است:

گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

922- گزین229 راه‌ح��ل اول نم�ودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت. مطابق  	3
. k≤3 +k تابع f یک‌به‌یک است. پس  ≤3 6 شکل واضح است که با شرط 

g یک‌به‌یک است. همچنین  x x( )= +2 4 ، آن‌گاه تابع  x≥1 راه‌حل دوم اگر 
h یک‌به‌یک است. از طرف دیگر x x k( )= +3 ، تابع  x<1 اگر 

gx x x g x R( ) [ , )≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 2 2 2 4 6 6 6

x x x k k h x k( )< ⇒ < ⇒ + < + ⇒ < + ⇒1 3 3 3 3 3 hR k( , )= −∞ +3
برای اینکه تابع f یک‌به‌یک باشد، باید 

 g hR R k k k[ , ) ( , )=∅⇒ +∞ −∞ + =∅⇒ + ≤ ⇒ ≤6 3 3 6 3   

پس حداکثر مقدار ممکن k برابر 3 است.

032- گزین230 راه‌حل اول نمودار تابع f به‌ازای مقدارهای مختلف k به  	1
ش�کل زیر اس�ت. برای اینکه تابع یک‌به‌یک باش�د، باید کمترین مقدار عبارت 

x≤0 از ۱ کمتر نباشد:  k به‌ازای  x−4
 x x k x k≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥0 0 4 4

 . k≥1
4

، پس  k≥4 1 یعنی 

g یک‌به‌یک اس�ت و اگر  x x( )= −1 2 ، آن‌گاه تابع  x>0 راه‌ح��ل دوم اگر 
h یک‌به‌یک است و x k x( )= −4 ، آن‌گاه تابع  x≤0

g

h

x x x x R  

x x k x k R k

( , )

[ , )

> ⇒ > ⇒− < ⇒ − < ⇒ = −∞

≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ = +∞

0 0 2 0 1 2 1 1

0 0 4 4 4

. پس g hR R =∅ برای اینکه تابع f یک‌به‌یک شود، باید 

k k≥ ⇒ ≥14 1
4

132- گزین231  a( , )2 1 و   ( , )9 1 مؤلف�ۀ دوم زوج مرتب‌ه�ای  چ�ون  	3

مساوی هستند، باید مؤلفه‌های اول آن‌ها هم مساوی باشند:

 a a= ⇒ =±2 9 3
a نیز  b( , )+3 2 ) و  , )6 2 به همین ترتیب باید مؤلفه‌های اول زوج مرتب‌های 

 . b a= −6 3 ، بنابراین  a b+ =3 6 مساوی باشند، پس 
b=−3 و تابع به‌صورت زیر است: ، آن‌گاه  a=3 اگر 
 f {( , ),( , ),( , )}= 9 1 6 2 3 9

b=15 و تابع به‌صورت زیر است: ، آن‌گاه  a=−3 اگر 
 f {( , ),( , ),( , )}= − −9 1 6 2 3 45

 . a b− =−18 a یا  b− =6 پس 

232- گزین232 . پ�س تاب�ع 
x

f x
x

( )
>=− <

1 0
1 0 در گزین�ۀ )1(،  	3

. پ�س تابع یک‌به‌یک  f x x( ) | |=  ، x≠0 یک‌به‌ی�ک نیس�ت. در گزینۀ )2(، 

f پ�س تابع یک‌به‌یک نیس�ت. در  f( ) ( )= −1 1 نیس�ت. در گزین�ۀ )4( مثاًل 

گزینۀ )3( نمودار تابع به‌صورت زیر است و تابع یک‌به‌یک است.

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
 ≥= =
− <

2

2

0

0
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332- گزین233 نمودار تابع‌ها به شکل زیر است: 	3

 
x

f x x x
x x

( ) | |
<= + = ⇒
≥

0 0

2 0
:گزینۀ )1(تابع یک‌به‌یک نیست 

 
x x

f x x x
x

( ) | |
<= − = ⇒
≥

2 0

0 0
:گزینۀ )2(تابع یک‌به‌یک نیست 

x x
f x x x

x x
( ) | |

<= + = ⇒
≥

0
2

3 0
:گزینۀ )3(تابع یک‌به‌یک است 

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
− <= + = ⇒

≥

0
2

3 0
:گزینۀ )4(تابع یک‌به‌یک نیست 

432- گزین234  . f f f( ) ( ) ( )= = − =0 1 1 0 در تابع گزینۀ )2(،  	1

 . f x( )=0 ، آن‌گاه  x≤0 در تابع گزینۀ )3(، اگر 

 . f f( ) ( )= =0 2 0 در تابع گزینۀ )4(، 

بنابرای�ن گزینه‌های )2(، )3( و )4( رد می‌ش�وند. توجه کنید که می‌توانید ثابت 
x دو  f x( , ( ))2 2 x و  f x( , ( ))1 1 کنید تابع گزینۀ )1( یک‌به‌یک است. اگر 

، آن‌گاه f x f x( ) ( )=1 2 زوج مرتب از تابع f باشند که 

 

A

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + = + + ⇒ − + − =

− + + + − =

− + + + =

3 3 3 3
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 0

0

1 0 1


 

اکنون توجه کنید که 

 A x x x( )= + + + >2 2
1 2 2

1 3 1 0
2 4

 

 f و تابع x x=1 2 ، پ�س  x x− =1 2 0 بنابرای�ن از معادلۀ )1( نتیجه می‌ش�ود 

یک‌به‌یک است.

532- گزین235 ابتدا توجه کنید که 	2

 
x f x x x

x f x x x x

x f x x x

( )

( )

( )

≥ ⇒ = − − + =

≤ ≤ ⇒ = − + − = −

≤ ⇒ =− + + − =−

3 1 3 2

1 3 1 3 2 4

1 1 3 2

 

]  یک‌به‌یک  , ]1 3 بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت و این تابع روی بازۀ 
d≤3 نیز  c≥1 و  c ک�ه  d[ , ] اس�ت.توجه کنی�د ک�ه تاب�ع f روی ه�ر ب�ازۀ 

یک‌به‌یک است. پس حداکثر مقدار ممکن برای b برابر 3 و حداقل مقدار ممکن 
b برابر 2 است. a− برای a برابر 1 است و در نتیجه حداکثر مقدار ممکن برای 

632- گزین236 ad یک‌به‌یک  bc− ≠0 ax با ش�رط  bf x
cx d

( ) +=
+

تابع  	۳

، آن‌گاه تابع f برابر یک تابع ثابت است که یک‌به‌یک  ad bc− =0 اس�ت و اگر 
، آن‌گاه تابع f یک‌به‌یک نیست. از معادلۀ اخیر  k k− =3 4 0 نیس�ت. پس اگر 
 f تابع k پ�س به‌ازای س�ه مقدار مختل�ف . k=±2 به‌دس�ت می‌آی�د k=0 و 

یک‌به‌یک نیست.

732- گزین237 x ب�ه ش�کل زیر  x
f x

x x
( )

 − <=
+ ≥

2

2
2 0

2 0
نم�ودار تاب�ع  	2

اس�ت. واضح اس�ت که تاب�ع یک‌به‌یک اس�ت. بقیۀ 
گزینه‌ه�ا را می‌توانی�د با رس�م نمودار ی�ا آوردن مثال 

نقض، رد کنید.

832- گزین238  y x kx=− +2 نم�ودار تاب�ع  	3
x=3 قب�ل از طول رأس  به ش�کل مقابل اس�ت. اگر 
س�همی ق�رار گیرد یا بر آن منطبق ش�ود، تاب�ع در بازۀ 

) یک‌به‌یک است. بنابراین , ]−∞ 3

 k k≤ ⇒ ≥3 6
2

932- گزین239 ، آن‌گاه f x f x( ) ( )=1 2 راه‌حل اول توجه کنید که اگر  	۴

 

x k x x k x x x k x x

x x x x k x x

x x x x k

( )

( )( ) ( )

( )( )

− = − ⇒ − − − =

− + − − =

− + − =

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

0

0

0

x و در نتیجه x k+ − ≠1 2 0 ، آن‌گاه  k<0 اگر 

 x x x x− = ⇒ =1 2 1 20

پس تابع یک‌به‌یک است.
f اس�ت و یک‌به‌یک اس�ت. اما اگر  x x( )= k=0 هم تابع به‌صورت  به‌ازای 

 x2 x1 را برحس�ب  x می‌ت�وان مق�دار  x k+ − =1 2 0 ، آن‌گاه از  k>0

نتیجه نمی‌ش�ود. پس در  x x=1 2 f لزوماً  x f x( ) ( )=1 2 به‌دس�ت آورد و از 
این حالت تابع یک‌به‌یک نیست.
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راه‌حل دوم )این راه‌حل پس از مطالعۀ فصل کاربرد مشتق قابل استفاده است.(
] پیوس�ته اس�ت. پس در صورتی که یک‌به‌یک باش�د،  , )+∞0 تابع f روی بازۀ 

. k x kf x  
x x

( ) −′ = − =21
2 2

اکیداً یکنواست. اکنون توجه کنید که 

f و در نتیجه تابع f اکیداً صعودی است و یک‌به‌یک  x( )′ >0 ، آن‌گاه  k≤0 اگر 

]k اکیداً نزول�ی و روی بازۀ  , ]
2

0
4

، آن‌گاه تاب�ع f روی ب�ازۀ  k>0 اس�ت. اگ�ر 

] غیریکنواست. , )+∞0 ]k اکیداً صعودی است، پس روی بازۀ  , )+∞
2

4
042- گزین240 f می‌نویسیم.  x f x( ) ( )+ = +3 23 1 معادله را به‌صورت  	۱

چون f تابعی یک‌به‌یک است، پس
 x x x x+ = + ⇒ − + =3 2 3 23 1 2 0

x=−1 یک�ی از جواب‌های معادله اس�ت، به کمک تقس�یم  واضح اس�ت ک�ه 
x را تجزیه می‌کنیم: x− +3 2 2 عبارت 

 x x x x x( )( )− + = + − + =3 2 22 1 2 2 0

x=−1 تنها جواب معادله است. x جواب ندارد. پس  x− + =2 2 2 0 معادلۀ 
142- گزین241  . f f( ) ( )>1 2 ، اما <1 2 تابع گزینۀ )1( صعودی نیست، زیرا 	2

 . f f f( ) ( ) ( )= <2 4 5 > و  <2 4 5 تابع گزینۀ )2( صعودی است، زیرا 
. f f( ) ( )>2 3 ، اما  <2 3 تابع گزینۀ )3( صعودی نیست، زیرا 

. f f( ) ( )− >2 3 ، اما  − <2 3  تابع گزینۀ )4( هم صعودی نیست، زیرا 
242- گزین242 چون تابع f اکیداً صعودی است، پس 	2

 

f f f a a a

a a a a a

a a a

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

< < ⇒ < < ⇒ − < + < −

− < + ⇒ + − < ⇒− < <

+ < − ⇒ >

2

2

1 2 3 1 2 3 1 1 3 1

1 1 1 2 0 1 2 1

1 3 1 1 2

 

. a< <1 2 اشتراک جواب‌های نامعادله‌های )1( و )2( می‌شود 
342- گزین243 ] و هر بازۀ   , ]−2 3 با توجه به شکل سؤال تابع f روی بازۀ  	2

 b a− a صعودی اس�ت. بنابراین حداکث�ر مقدار  b− ≤ < ≤2 3 a ک�ه  b[ , ]

برابر 5 است.

442- گزین244 ، آن‌گاه تابع صعودی  a>1 اگر xy a= در تابع نمای�ی  	۱
است. بنابراین

 k k k| |− > ⇒ > ⇒ >2 23 1 4 2  

542- گزین245 طول رأس سهمی به معادلۀ  	1

 . b
a

− =3
2 4

f برابر است با  x x x( )=− + −24 6 1

 f از روی نم�ودار این س�همی معلوم اس�ت که تابع

) اکیداً نزولی است. , )+∞3
4

روی بازۀ 

642- گزین246  )۴( گزین�ۀ  تاب�ع  نم�ودار  	۴
به‌صورت زیر است و این تابع نزولی است.

 
x x

f x
x x

( )
− − ≥=
− + <

2 0

2 0

با رس�م نم�ودار توابع گزینه‌ه�ای دیگ�ر می‌توانید 
نزولی بودن آن‌ها را رد کنید.
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742- گزین247 ش�رط صعودی بودن تابع f آن است که همۀ مقادیر تابع  	1
y باشد:  x a= +1 y کوچک‌تر از یا مساوی با کمترین مقدار تابع  x= +2 2 1

 
x x a a y a

x x y

≥ ⇒ + ≥ + ⇒ ≥ +


< ⇒ + < ⇒ <

1

2

1 1 1

1 2 1 3 3
 

. a≥2 . پس  a≤ +3 1 بنابراین 

842- گزین248 از تعریف تابع صعودی نتیجه می‌شود  	2
 m m m− ≥ + ⇒ ≥2 1 1 2  

942- گزین249 f را  x( )≥0 ب�رای پیدا کردن دامنۀ تابع g باید نامعادلۀ  	2
، پ�س بای�د  f x f( ) ( )< 0 ، آن‌گاه  x<0 )f و اگ�ر  )=0 0 ح�ل کنی�م. چ�ون 
 f را حل کنیم که با توجه به اکی�داً صعودی بودن تابع f x f( ) ( )≥ 0 نامعادل�ۀ 

. gD [ , )= +∞0 . پس  x≥0 نتیجه می‌شود 

052- گزین250 ، تابعی صعودی با  مجم�وع دو تابع صعودی با دامنۀ  	1
 f2 ، یعن�ی تابع  f g− f و  g+  اس�ت. بنابرای�ن مجم�وع دو تابع  دامن�ۀ 

صعودی است، پس تابع f نیز صعودی است.

152- گزین251 تاب�ع f اکیداً صعودی، تابع g اکی�داً نزولی، تابع h ثابت  	4
)هم صعودی و هم نزولی( و تابع k غیریکنواست.

252- گزین252 توجه کنید که  	۳

 

x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x

IÄ ( )

( )( ) ( )

− < < ⇒ ≤ + ≤ −

≤ + ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≥

+ ≤ − ⇒ − + ≤

− − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2 2

2 2 2

2 0 1 4 3 7

4 3 4 3 0 1 3 1

3 7 2 7 3 0

12 1 3 0 3 2
2

 

 f آن‌گاه تابع ، x≤ ≤1 1
2

x=3 یا  با توجه به شرایط )۱( و )۲( نتیجه می‌شود اگر 

صعودی است. پس به‌ازای مقادیر صحیح ۳ و ۱ تابع f صعودی است.

352- گزین253  f روی بازه‌هایی اکیداً صعودی اس�ت که تابع f− تاب�ع  	3
] اکیداً نزولی اس�ت،  , ]−3 1 روی آن‌ه�ا اکی�داً نزولی اس�ت. تاب�ع f روی ب�ازۀ 

−f روی این بازه اکیداً صعودی است. بنابراین تابع 

452- گزین254 باید مبنای لگاریتم بین صفر و 1 باشد. پس 	3
 k k< − < ⇒ < <0 1 1 1 2  

552- گزین255 نمودار تابع f به شکل مقابل  	2
اس�ت. برای اینکه تابع نزولی باش�د، باید دامنۀ آن 
. k≥2 ] باشد، بنابراین  , )+∞2 زیرمجموعۀ بازۀ 

652- گزین256 نم�ودار تاب�ع f به‌ص�ورت  	3
]a b هم  , مقابل اس�ت. چ�ون تاب�ع f روی بازۀ [
صعودی است هم نزولی، پس روی این بازه تابعی 
ثابت اس�ت. از روی نمودار تابع f معلوم است که 
]  تابعی ثابت اس�ت،  , ]−1 2 ای�ن تابع روی ب�ازۀ 
ک�ه   a b[ , ] مانن�د  ب�ازه‌ای  ه�ر  روی  همین‌ط�ور 
. بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار ممکن  a b− ≤ < ≤1 2
 ، b=2 b وقتی به دست می‌آید که a=−1 و  a−

. b a− =3 که در این صورت 



)59(

752- گزین257 y صعودی هستند. x k= −4 y و  x= − +1 2 توابع  	۳

y x k x,= − <4 1y x= − +1 2
k−4 بیش�تر از ۲ نباش�د تا تابع f صعودی  مطابق ش�کل‌های بالا کافی اس�ت 

 . k≥2 ، در نتیجه  k− ≤4 2 باشد. پس 

852- گزین258 با توجه به تعریف تابع اکیداً نزولی، 	3
 a a a a a a a( )( )− < ⇒ − − < ⇒ + − < ⇒− < <2 23 2 2 3 0 1 3 0 1 3  

952- گزین259 دامنۀ تابع g از حل نامعادلۀ زیر به‌دست می‌آید:  	1
 f x f x f x f( ) ( ) ( ) ( )− − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥2 2 0 2 2 2 1  

 x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3 با توجه به اکیداً نزولی بودن تابع f نتیجه می‌شود �
. gD ( , ]= −∞ 3 بنابراین 

062- گزین260 y صعودی‌ان�د، پ�س مجموع  f x( )= y و  x= تواب�ع  	2
y صعودی است. x f x( )= + آن‌ها صعودی است. یعنی تابع 

162- گزین261 از تعریف تابع صعودی نتیجه می‌شود 	3

 
f f f m m m

m m m      m m m

( ) ( ) ( )

,

< < ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ +

− ≤ ⇒ ≥− ≤ + ⇒ ≤

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3
 

−m و در نتیج�ه m می‌تواند پنج مق�دار صحیح 3، 2، 1، 0 و  ≤ ≤1 3 بنابرای�ن 
1− را داشته باشد.

262- گزین262 تابع�ی که ه�م صعودی اس�ت و هم نزول�ی، تابعی ثابت  	4
است. پس f تابع ثابت است. بنابراین

 f f f       a a a b      a b( ) ( ) ( ), , ,= = − = + = − =− =−1 2 3 2 3 6 4 4 10

 . a b+ =−14 در نتیجه 

362- گزین263 y را رس�م کنی�م و عرض هر  xsin= اگ�ر نمودار تابع  	2
f به‌دس�ت می‌آید که  x x( ) sin=3 نقط�ۀ آن را س�ه برابر کنیم، نمودار تابع 

] و هر بازۀ دیگر  , ]π π−
2 2

به‌صورت زیر است. واضح است که تابع f روی بازۀ 

 a صعودی اس�ت. پس حداکثر مقدار aπ π− ≤ ≤
2 2

]a که  , ]π−
2

به‌ص�ورت 

π است.
2

برابر 

462- گزین264  y
x

=
−
1 ابتدا نمودار تابع  	2

را دو واحد به سمت راست انتقال می‌دهیم تا نمودار 

y به‌دس�ت بیاید. 
x x( )

= =
− − − +

1 1
2 2

تابع 

) و هر بازۀ دیگری  , )−∞ 2 اکنون از روی این نمودار معلوم است که تابع f روی بازۀ 
a≤2 صعودی است. بنابراین حداکثر مقدار a برابر 2 است. )a که  , )−∞ مانند 

562- گزین265 نم�ودار تابع باید به ش�کل زیر باش�د، یعنی اگ�ر طول رأس  	۳
) باشد، آن‌گاه تابع غیریکنوا می‌شود. پس , )3 5 x است، در بازۀ  k= سهمی که 1+

k k< + < ⇒ < <3 1 5 2 4

662- گزین266  f به صورت زیر اس�ت. از روی نمودار تابع f نمودار تابع 	4
]a b که  , ] ]  و هر بازه‌ای به صورت  , ]−1 3 معلوم اس�ت که این تابع روی بازۀ 
b وقتی به  a− a  اکیداً نزولی اس�ت. بنابراین، بیش�ترین مقدار  b− ≤ < ≤1 3

 . b a− =4 ، که در این صورت  b=3 a=−1 و  دست می‌آید که 

762- گزین267 ابتدا توجه کنید که  	1

 
k x x

f x kx x
k x x

( )
( ) | |

( )

+ − ≥= + − =
− + <

1 1 1
1

1 1 1
 

برای اینکه تابع f صعودی باشد، باید هر دو خط موجود در ضابطۀ تابع صعودی 
باشند، یعنی شیب نامنفی داشته باشند. پس

 
k

k
k

+ ≥ ⇒ ≥
− ≥

1 0
1

1 0
 

862- گزین268 ابتدا توجه کنید که تابع f اکیداً صعودی است، پس 	3

 
x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ > ⇒ >

< ⇒ < ⇒ <

6 6 0

6 6 0

x را حل کنیم. با 
f x( )
− ≥

24 0 برای به‌دس�ت آوردن دامن�ۀ تابع g باید نامعادل�ۀ 

توجه به جدول تعیین علامت زیر، جواب نامعادله به‌صورت زیر است:
 x ( , ] [ , )∈ −∞ −2 2 6

بنابراین در دامنۀ تابع g چهار عدد طبیعی قرار دارد.

 

x

x

f x

x
f x

( )

( )

−∞ − +∞

− − + − −

− − − +

− + − + −

2

2

2 2 6

4 0 0

0

4 0 0

962- گزین269  y x= y صعودی اس�ت، پس تابع 1+ x= تاب�ع  	2
y همواره مثبت هس�تند.  x= نیز صعودی اس�ت. همچنین مقادیر تابع 1+

y نزولی است.
x

=
+

1
1

بنابراین تابع 

072- گزین270 y صعودی‌ان�د، پس مجموع  x= 3 y و  x= تابع‌ه�ای  	3

y صعودی است. توابع سه گزینۀ دیگر غیریکنوا هستند. x x= +3 آن‌ها یعنی 

ت
ن
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172- گزین271 f مقدار a را پیدا  og a( )( )− − =−1 1 ابتدا از تس�اوی 1 	3
می‌کنیم:

 
f g a f g a

g a g a a

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

=− ⇒ − =

= ⇒ = ⇒ =−

1 1 1

1

1 1

4 4 2
 

 f( )=−3 2 f را می‌خواهی�م که با توجه به تس�اوی  ( )− −1 2 بنابرای�ن مق�دار 

. f ( )− − =1 2 3 نتیجه می‌گیریم 

272- گزین272 f را پیدا میك‌نيم: −1 تابع  	4
 f {( , ),( , ),( , ),( , )}− = − − −1 2 1 5 3 3 2 1 5

. gof {( , ),( , )}− =1 2 4 5 0 در نتیجه 

372- گزین273 . بنابراین g ( )− =1 2 3 ، پس  g( )=3 ابتدا توجه کنید که 2 	2

 
f a g f a

f a f a a

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ =

1 1 1

1

2 6 3 6

3 3 2
 . g a g( ) ( )= =2 4 در نتیجه 

472- گزین274 ) عبور می‌کند، نمودار  , )9 11 چون نمودار تابع f از نقطۀ  	4

)  عبور می‌کند. , )11 9 f از نقطۀ  −1 تابع 

572- گزین275 f قرینۀ نم�ودار تابع f نس�بت به خط  نم�ودار تاب�ع 1− 	3
y است که به شکل زیر است:  x=

672- گزین276  f اس�ت. پس برد تابع f همان برد تابع f دامنۀ تابع 1− 	1
را به‌دست می‌آوریم:

 
f x x

x x

x x f x

( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + −

− ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤ ⇒− ≤ ≤

2

2 2

1 1

1 2 0 1 3

0 1 9 1 1 1 8 1 8
 . ff

D R [ , ]− = = −1 1 8 بنابراین 

772- گزین277 نمودار تابع‌ها به شکل زیر است: 	4
گزینۀ )2(گزینۀ )1(

گزینۀ )4(گزینۀ )3(

با توجه به نمودارها واضح است که تابع گزینۀ )4( وارون‌پذیر است.

872- گزین278 y قرینه کنیم  x= اگ�ر نمودار تابع f را نس�بت به خ�ط  	3

 f x x( )= −3 4 f به‌دست می‌آید. بنابراین باید تابع وارون تابع  نمودار تابع 1−
را به‌دست آوریم.

 y xy x y x x f x( )−+ += − ⇒ + = ⇒ = ⇒ =14 43 4 4 3
3 3

 

xy است. += 4
3

بنابراین معادلۀ خط جدید 

972- گزین279 را   x y مق�دار  x= − +1 2 از تس�اوی  راه‌ح��ل اول  	3
برحسب y به‌دست می‌آوریم:

y x y x x y x y y( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = − + ⇒ = − +2 2 22 1 2 1 2 1 4 5

 . f x x x( )− = − +1 2 4 5 بنابراین 

f که فقط در تابع گزینۀ )3(  ( )− =1 2 ، پس 1 f( )=1 2 راه‌حل دوم توجه کنید که 
صدق می‌کند.

082- گزین280  fx D∈ ه�ر  ب�رای  	2

f برقرار است. پس  of x x( )( )− =1 تس�اوی 
g اس�ت و  x x x( ) ,= ≤3 تاب�ع g به‌صورت 

نمودار آن به شکل روبه‌رو است.

182- گزین281 fD و   { , , , }= 1 2 3 5 ابتدا توجه کنید که  	2

 
f

f D {( , ),( , ),( , ),( , )} { , , , }−
− = ⇒ =1

1 3 1 4 2 2 3 1 5 3 4 2 1  

بنابراین

 

ff f f
D D D

f f f f

f f f f

f f f f

 { , , }

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− −×
− −

− −

− −

= =

× = × = × =

× = × = × =

× = × = × =

1 1

1 1

1 1

1 1

1 2 3

1 1 1 3 5 15

2 2 2 4 3 12

3 3 3 2 1 2



 

f به‌صورت زیر است f −× 1 بنابراین تابع 
 f f  {( , ),( , ),( , )}−× =1 1 15 2 12 3 2  

282- گزین282 f و در نتیجه  a( )=3 . پس  f a( )− =1 3 فرض کنید  	2

 a a a a a
a

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
−

33 3 3 2 3
1 2

 

. f ( )− =1 33
2

یعنی 

382- گزین283 ) عبور می‌کند، نمودار  , )8 9 چ�ون نمودار تابع f از نقطۀ  	4

) عبور می‌کند: , )9 8 f از نقطۀ  −1 تابع 

f f( ) ( )−= + − = ⇒ =3 18 8 8 1 9 9 8

482- گزین284 y رس�م  x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط  	4

f را  f به‌دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می‌کنیم تا نمودار تابع 1−
y به‌دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می‌کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می‌کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 



)61(

582- گزین285  f است. پس دامنۀ تابع f برابر دامنۀ تابع f برد تابع 1− 	۳
را به‌دست می‌آوریم:

 x x x x x x x     ( ) ,− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ − ≠ ⇒ ≠24 0 4 0 0 4 1 0 1
. بنابراین اعداد صحیح صفر، ۲، ۳ و ۴ در  ff

R D [ , ) ( , ]− = =1 0 1 1 4 پ�س 

f قرار دارند. −1 برد تابع 

682- گزین286 نمودار تابع‌های چهار گزینه به‌صورت زیر است: 	4
گزینۀ )۱(

�
x x

f x x x
x x

( ) | |
 <=− =
− ≥

2

2

0

0
	

گزینۀ )۲(

�
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =
≥

4 0
3

2 0
 	

گزینۀ )۳(

�
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= + =
≥

0
2

3 0
	

گزینۀ )۴(

�
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =

− ≥

4 0
3

2 0
 	

f وارون‌پذیر نیست. x x x( ) | |= −3 با توجه به نمودارها، تابع 

782- گزین287 f را به‌دست می‌آوریم x( )−1 ابتدا  	1

 a y a xy a x x a y x f x( )−− −= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =13 3
3 3

 

a فقط یک جواب داشته باشد xx −=2
3

بنابراین باید معادلۀ 

 x x a  a a     ,+ − = ∆= + = ⇒ =−2 13 0 1 12 0
12

 

882- گزین288 توجه کنید که 	2
 ff x x x x D( ) ( ) , [ , )= − + = − − = +∞2 24 2 2 2 2

بنابراین f تابعی یک‌به‌یک است. توجه کنید که

 
x

y x x y x y

x y x y

( ) ( ) | |

≥

= − − ⇒ − = + ⇒ − = +

→ − = + ⇒ = + +

2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

 . f x x( )− = + +1 2 2 بنابراین 

982- گزین289  . ffof f
D D R− −= =1 1 توجه کنید که  	3

، f از ط�رف دیگر با توجه به نمودار تابع
، بنابرای�ن دامن�ۀ تاب�ع  fR ( , ]= −∞ 1

) است. , ]−∞ 1 fof برابر  −1

092- گزین290 راه‌حل اول توجه کنید که 	4

x x

x x xf og x g of x g f x

x xg x g x g x x( )

( ) ( ) ( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

− − − −

→ +− −

− − −= ⇒ = ⇒ =

− −− = → = ⇒ = +

1 1 1 1

11 1

2 2 2
2 2 2

2 11 2 1
2 2

xf را  og x( ) ( )− − −=1 1 2
2

راه‌حل دوم اگر تابع‌های وارون دو طرف تساوی 

پیدا کنیم به‌دست می‌آید
 f og x x      ( )( ) ( )− = +1 2 2 1  

، پس از تساوی )1( نتیجه می‌شود f x x( )− = +1 1 از طرف دیگر، 

f g x x g x x g x x( ( )) ( ) ( )− = + ⇒ + = + ⇒ = +1 2 2 1 2 2 2 1

192- گزین291 g−1 را به‌دست می‌آوریم: f و  −1 ابتدا  	1

 
f

g

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

−

−

= −

= − −

1

1

2 1 3 2 4 2 1 4

2 2 1 3 1 4 2 1
 

g را به‌دست می‌آوریم: of− −1 1 اکنون 

  

 g of {( , ),( , ),( , )}− − =1 1 2 3 3 2 4 1  
توجه کنید که می‌توان ابتدا fog را حس�اب کرد، س�پس با اس�تفاده از تس�اوی 

g مسئله را حل کرد. of fog( )− − −=1 1 1

292- گزین292 )b  روی نمودار تابع وارون  , )−1 )a و  , )7 اگ�ر نقطه‌های  	1
) b روی تابع f هستند. اما از طرف دیگر  , )−1 ) a و  , )7 تابع f باشند، نقطه‌های 
 x<1 بزرگ‌ت�ر از یک هس�تند یا کوچک‌تر از آن. پ�س با فرض b و a نمی‌دانی�م

به‌دست می‌آید:
 x x       x x (.¡.¡.ù)  (.¡.¡),+ = ⇒ = + =− ⇒ =−3 7 4 3 1 4  

 ، x≥1 همچنین با فرض 

 x x        x x (.¡.¡)  (.¡.¡.ù),+ = ⇒ = + =− ⇒ =− 23 1 7 2 3 1 1
3

 

بنابراین می‌توان نوشت
 f f      f f( ) ( ) , ( ) ( )− −− =− ⇒ − =− = ⇒ =1 14 1 1 4 2 7 7 2

 . f f( ) ( )− −+ − = − =−1 17 1 2 4 2 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)62(

392- گزین293 ) عب�ور می‌کند، پس  , )3 2 f از نقطۀ  نم�ودار تاب�ع 1− 	4

) عبور می‌کند. بنابراین  , )2 3 نمودار تابع f از نقطۀ 
 f a a( )= ⇒ + + = ⇒ =−2 3 8 2 3 7

در نتیجه
  f x x x f( ) ( )= + − ⇒ = + − =3 7 3 27 3 7 23  

492- گزین294  y f x( )= y قرینۀ نمودار تابع  f x( )−= 1 نمودار تابع  	2
y است.  x= نسبت به خط 

y را یک واحد به راست و یک واحد به بالا منتقل کنیم،  f x( )−= 1 اگر نمودار 

y رسم می‌شود. f x( )−= − +1 1 نمودار تابع 1

592- گزین295 ) برخورد  , )1 2 f در نقطۀ  −1 چ�ون نمودار تابع‌های f و  	1

می‌کنند، پس 

 
f f a b

f f f a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ = ⇒ + =1

1 2 1 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

4
3 7

2 1

. ab=−21 بنابراین 

692- گزین296  . f x ax b( )= + چون f تابعی خطی است، فرض می‌کنیم  	2
در این صورت

 
f a b

f f a b

     (1)

     (2)

( )

( ) ( )−

= ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ + =1

1 3 3

11 3 3 11 3 11
 . b=−1 و a=4 اگر دستگاه معادله‌های )1( و )2( را حل کنیم، به‌دست می‌آید 

 . f( )− =−3 13 f و در نتیجه  x x( )= −4 1 بنابراین 

792- گزین297 تاب�ع  وارون  ک�ه  می‌آوری�م  به‌دس�ت  را   f x( ) ابت�دا  	2

f است: x( )−1

 y k x ky x k x y k x f x( )
− −= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =2 2
2 2

 

x نباید جواب داشته باشد kx −=2
2

بنابراین معادلۀ 

 x x k x x k k k      ,= − ⇒ − + = ∆< ⇒ − < ⇒ >2 2 12 2 0 0 1 8 0
8

 

892- گزین298  f بنابراین تابع . f x x( ) ( )= + −31 ابتدا توجه کنید که 1 	3
یک‌به‌یک است. از طرف دیگر،

 y x x y x y x y( ) ( )= + − ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + −3 3 3 31 1 1 1 1 1 1 1

 . f x x( )− = + −31 1 در نتیجه 1

992- گزین299 بنابرای�ن   . x af x
x

( )− +=
−

1
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1

. پس af a( )− += = +
−

1 33 3
3 2

 

f of f f

a a
f a

a
a a a a
a

( )( ) ( ( ))

( )
( )

− − − −

−

= ⇒ =

+ +
+ = ⇒ =

+ −
+ = ⇒ + = + ⇒ =
+

1 1 1 1

1

9 93 3
4 4

39 93
4 3 2 4

2 3 9 8 12 9 9 3
1 4

 

003- گزین300  . ff of
D D { }− = = −1 3 توجه کنید که  	1

103- گزین301 g−1 توجه کنید: f و  −1 ابتدا به تابع‌های  	2

 

f g f g

f

g

D D

 

 

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

D { , , , } { , , , } { , , }− − − −

−

−

−

= − −

=

= = − =1 1 1 1

1

1

2 1 3 1 2 2 1 4

2 3 3 4 4 2 1 1

2 3 2 1 2 3 4 1 2 3 1 

 

f را به‌دست آوریم: g− −−1 1 اکنون می‌توانیم تابع 

 f g  

 

{( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , )}

− −− = − − − −

= − −

1 1 2 1 3 3 1 4 1 4 1

2 2 3 5 1 3
 

f برابر است با g− −−1 1 مجموع عضوهای دامنه و برد تابع 
 ( ) ( )+ − + + − + + =2 2 3 5 1 3 2  

203- گزین302 . پ�س  f( )= − + = + =39 9 1 2 2 2 4 توج�ه کنی�د ک�ه  	4

 . f f( ) ( )−+ =19 4 13 f و در نتیجه  ( )− =1 4 9

303- گزین303 ) عب�ور می‌کند،  , )8 13 چ�ون نم�ودار تاب�ع f از نقط�ۀ  	۴

) می‌گذرد: , )13 8 f از نقطۀ  −1 نمودار تابع 

  f f( ) ( )−= × + − = ⇒ =3 18 2 8 8 5 13 13 8

403- گزین304  f نم�ودار تابع 	2
قرین�ه   y x= ب�ه خ�ط  را نس�بت 

f رس�م  می‌کنی�م ت�ا نمودار تابع 1−
شود. بنابر شکل زیر، نمودار تابع‌های 

f در دو نقطه متقاطع‌اند. −1 f و 

503- گزین305  f ) نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع‌ه�ای f و 1− , )1 2 چ�ون  	3

. بنابراین f( , )∈2 1 ، یعنی  f( , ) −∈ 11 2 )f و  , )∈1 2 است، پس 

f a b
b b b b b

f a b

( )

( )

 = ⇒ − = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =
= ⇒ − =

1 2 3 2
3 2 6 3 4 24 7

2 1 6 1

 . a b+ =8 پس a=1 و در نتیجه 



)63(

603- گزین306  : x=2 f قرار می‌دهیم  x g x( ) ( )− = −2 1 3 در تساوی 1 	3
 f g g f( ) ( ) ( ) ( )= − ⇒ = +3 6 1 6 3 1

. g( )= + =6 2 1 3 . در نتیجه  f( )=3 2 f پس  ( )− =1 2 3 از طرف دیگر، 

703- گزین307 به‌ص�ورت  را   f تاب�ع  ضابط�ۀ  ابت�دا  اول  راه‌ح��ل  	2
y می‌نویسیم. حالا x را برحسب y پیدا می‌کنیم: x( )= + −21 1

 
y x y x

x y x y

( )

( )

+ = + ⇒ + = +

= + − ⇒ = + −

2

2

1 1 1 1

1 1 1 1

. f x x x x x x( ) ( )− = + − = + + − + = + − +1 21 1 1 1 2 1 2 2 بنابراین 1
راه‌حل دوم 

 f f( ) ( )−= ⇒ =11 3 3 1  
در بین گزینه‌های داده شده فقط اگر در عبارت داده شده در گزینۀ )2(، به جای 

، حاصل 1 می‌شود. 3 x قرار دهیم 

803- گزین308 ابتدا توجه کنید که 	1

 
x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( )

( )

( )

 ≥ ⇒ = + − + − =− +
− ≤ ≤ ⇒ = + + − − =


≤− ⇒ =− − + − − =− −

1 2 1 2 2 3

2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 2 3

 

] وارون‌پذیر است. توجه کنید که تابع f روی  , ]− −2 1 بنابراین تابع f با دامنۀ 
a≤−2 و b≥1 ه�م وارون‌پذیر اس�ت ولی برای اینکه  a ک�ه در آن  b[ , ]−

] در نظر می‌گیریم. , ]− −2 1 b کمترین مقدار باشد دامنه را  a−

 

xf x
yx y x x

y y

xf x
yx y x x

y y

( )

( )

−

−

− =− > ⇒ =− + ⇒ = ⇒ − > ⇒ <
− − =− − <− ⇒ =− − ⇒ = ⇒− − <− ⇒ >

1

1

3
3 21 2 3

32 1 1
2

3
3 22 2 3

32 2 1
2

 

 .
x x

f x
x x

( )−

− <=
− − >

1
3 1

2
3 1

2

بنابراین 

903- گزین309 fof برقرار  x x( )( )− =1 fx تس�اوی  R∈ برای ه�ر  	2
 ، x≥2 . پس ب�رای هر  fR [ , )= +∞2  ، f اس�ت. ب�ا توج�ه به نم�ودار تاب�ع

. بنابراین  g x x( )= +3
 gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 3 5 5 5  

3103 راه‌ح��ل اول ضابط�ۀ تاب�ع وارون تابع‌ه�ای f و g را پیدا 0- گزین1 	2
می‌کنیم که به‌صورت زیر هستند:

 f x x g x x      ( ) ( ) , ( )− −= − + = +31 3 11 2 1  
بنابراین 

 
f og x f g x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )

− − − − −= = +

= + − + = +

31 1 1 1 1

3 3

1

1 1 2 2
 

. از طرف دیگر، f og x gof x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه‌حل دوم توجه کنید که 

 gof x g x x x( )( ) ( ) ( )= + − = + − − = −3 3 31 2 1 2 1 2  

 . f og x x( )( )− − = +1 1 2 . بنابراین  gof x x( ) ( )− = +1 2 و 

3113 .1- گزین1 fog a a( )( )− =1 توجه کنید که  	2

g و در نتیجه  a c( )− =1 ، پ�س  f c a( )= . چ�ون  f g a a( ( ))− =1 بنابرای�ن 
. به همین ترتیب g c a( )=

 

f b c

f d d

f a b

fog b c f g b c

g b b g b b

fog c d f g c d

g c d g d c

fog d b f g d b

g d a g a d

( )

( )

( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

=− −

−

=− −

−

=− −

−

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

1 1

1

1 1

1

1 1

1

. g a d b b c a d c{( , ),( , ),( , ),( , )}= پس 

3123 ، در این صورت2- گزین1 f a( )− =1 1 فرض می‌کنیم  	۲

 

f a a a a a

a a    a a a

a a a a

( )

( )*

,

= ⇒ + + + = ⇒ + + + =

+ =− − ⇒ + = + +

− + − −+ − = ⇒ = =

2

2

1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 2 1

1 5 1 51 0
2 2

 − +1 5
2

. بنابراین  a≤−1 ، پس  a− − ≥1 0 ) واضح است که  )* از تساوی 

قابل قبول نیست.

3133 فرض می‌کنیم طول نقطۀ برخورد a باشد. در این صورت 3- گزین1 	۴
f است. در  a روی نمودار تابع 1− a( , )+1 a+1 است. پس نقطۀ  عرض آن 

a روی نمودار تابع f است. پس a( , )+1 نتیجه نقطۀ 

 
f a a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( )

( )( )

+ = ⇒ + + + + =

+ + + = ⇒ + + = ⇒ =−

3

3 2 2

1 1 2 1 9

3 4 12 0 3 4 0 3

+a است. =−1 2 پس عرض نقطۀ برخورد 

3143 f قرینۀ نم�ودار تابع f نس�بت به خط 4- گزین1 نم�ودار تاب�ع 1− 	2
y اس�ت که در ش�کل رس�م شده اس�ت. بنابراین مس�احت قسمت رنگی  x=

مورد نظر است که از دو مثلث و یک مربع تشکیل شده است:

 S S S S S × ×= + + ⇒ = × + + =1 2 3
1 2 1 22 2 6
2 2



فصل دوم: آزمون ها
)64(

3153 f 5- گزین1 m نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع‌ه�ای f و 1− n( , ) اگ�ر  	2
. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می‌شود 

af a b      f b( ) , ( )− = ⇒ − + = =− ⇒− + + =−1 1 1 11 1 1 1
3 3 3 27 3

در نتیجه 

 
a b

a b
a b

  ,

− + =− ⇒ =− =−
 + =−


2
2 83
9 9263

9

 

. a b+ =−10
9

پس 

3163 توجه کنید که 6- گزین1 	3

 g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − −− = − =1 1 11 1 3  

g و اگر در تس�اوی  s( )=3 . در این صورت  g s( )− =1 3 اکن�ون ف�رض کنید 

، به‌دست می‌آید x s= g قرار دهیم  x f x( ) ( )= − +1 1

 
g s f s

f s
g s

( ) ( )
( )

( )

= − + ⇒ + =−
=

1 1
1 2

3
 

. یعنی  s=3 ، پس  s+ =1 4 بنابراین، چون تابع f یک‌به‌یک است، 

g ( )− =1 3 3

3173 x مقدار x را برحسب y به‌دست می‌آوریم:7- گزین1 ay
x b
+=
+

2 از تساوی  	۳

 a byyx by x a y x a by x
y

( )
−

+ = + ⇒ − = − ⇒ =
−

2 2
2

 . ab=12 b=−3 و   ، a=−4 a و در نتیجه  bxf x
x

( )− −=
−

1
2

بنابراین 

3183 راه‌حل اول توجه کنید که8- گزین1 	۱

 
x x x x x

f x
x x x x x

  

( ( ))
( )

( )

+ − − < + <  = = 
+ − ≥ − ≥  

3 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

 ، h x x( )= −4 1 ، x≥1 g و ب�رای  x x( )= +2 1 ، x<1 ف�رض کنی�د ب�رای 
بنابراین

 

x x g x

xg x x g x

x x h x

xh x x h x

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

−

−

< ⇒ + < ⇒ <

−= + ⇒ =

≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

+= − ⇒ =

1

1

1 2 1 3 3

12 1
2

1 4 1 3 3

14 1
4

 .
x x

f x
x x

( )−

− <=
+ ≥

1
1 3

2
1 3

4

بنابراین 

f و  ( )− =1 1 0 ، پ�س  f( )=2 7 )f و  )=0 1 راه‌ح��ل دوم توج�ه کنی�د ک�ه 

. این شرایط فقط در تابع گزینۀ )۱( وجود دارد. f ( )− =1 7 2

3193 f تابع‌هایی برابرند، پس دامنۀ 9- گزین1 راه‌ح��ل اول چون f و 1− 	۴
آن‌ها برابر است. اکنون توجه کنید که

 
f

f

a x
f x D

x
x af x D

x a

( )
( ) { }

( ) { }
( )

−
−

+ +
= ⇒ = −

−
+ += ⇒ = −

− + 1
1

1 4 1
3 1 3

4 1
3 1 3





. a=0 ، در نتیجه  a+ =1 1
3 3

. پس  a{ } { }+− = −1 1
3 3

  بنابراین 

. xf x f x
x

( ) ( )− += =
−

1 4
3 1

، آن‌گاه  a=0 توجه کنید که اگر 

. بنابراین  a d=− ، آن‌گاه  f f −= 1 ax اگر  bf x
cx d

( ) +=
+

راه‌حل دوم در تابع 

. a=0 ، در نتیجه  a ( )+ =− −1 1 در اینجا 

023- گزین320  fof x x( )( )− =1 ff تساوی 
x D R−∈ =1 برای هر  	3

برقرار است. برد تابع f را به‌دست می‌آوریم:
 fx x f x R( ) [ , )− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 0 1 2 2 2 2

. بنابراین g x x( )=2  ، x≥2 پس برای هر 

gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 2 4 4 4

123- گزین321  m m( , )−31 4 ) و  , )1 0 با توج�ه به زوج مرتب‌ه�ای  	۱
m برقرار باشد. پس m− =34 0 باید تساوی 

 m m m m( ) ,− = ⇒ = =±2 14 1 0 0
2

m=0 رابطه به شکل زیر درمی‌آید که تابع نیست. به‌ازای 

 f {( , ),( , ),( , )}= 1 0 0 2 0 4

m=1 رابطه به شکل زیر درمی‌آید که تابع نیست. 
2

به‌ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه به شکل زیر درمی‌آید که تابع است.  1
2

به‌ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه تابع است. 1
2

پس فقط به‌ازای 

223- گزین322 راه‌حل اول اگر f تابع ثابت c باشد، آن‌گاه 	4

 a x
f x c

x
( )

( )
+ +

= =
−

2 3
2 3

. به  c=−3 3 a و  c+ =2 2 . در نتیج�ه  a x cx c( )+ + = −2 3 2 3 بنابرای�ن 

. a c= − =−2 2 4 c=−1 و  این ترتیب 
. بنابراین f f( ) ( )=1 2 راه‌حل دوم f تابعی ثابت است، پس 

 aa a a a
( )+ ++ + += ⇒ = + ⇒ =−

− − −
2 2 32 3 5 2 7 4

2 3 4 3 1
راه‌حل سوم مشتق تابع ثابت برابر صفر است. پس

 
f x   

a x a x a
f x

x x

a a( )

( )( ) (( ) ) ( )
( )

( ) ( )

( )′ =

+ − − + + − + −′ = =
− −

→− + − = ⇒ =−

2 2

0

2 2 3 2 2 3 3 2 6
2 3 2 3

3 2 6 0 4
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323- گزین323 x≥0 برای دامن�ۀ تابع وجود  اولًا توج�ه کنید که ش�رط  	۱
دارد. عددهای داده ش�ده در گزینه‌ها بزرگ‌تر از صفر هس�تند. پس ریش�ه‌های 

مخرج را به‌دست می‌آوریم:
x  x x x x x x x

x x x x   ¡.¡.—

( )

, (. )

− ≥− − = ⇒ − = → − + =

+ −− + = ⇒ = =

1 0 2

2

1 0 1 2 1

3 5 3 53 1 0
2 2

] است.   , ) { }++∞ − 3 50
2

بنابراین دامنۀ تابع 

423- گزین324 ، یعنی fD x   x  { | | | }= − − ≥216 9 0 توج�ه کنید ک�ه  	۱

. در نتیجه fD x x{ | | }|= − ≤2 9 16

x x x x− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 216 9 16 7 25 0 25 5 5
 . b a− =10 b=5 و   ، a=−5 fD و در نتیجه  [ , ]= −5 5 پس 

523- گزین325 y را یک واحد به راس�ت و دو  x= 3 اگ�ر نمودار تاب�ع  	۱

y به‌دس�ت می‌آید. اگر  x= − −3 1 2 واح�د به پایین انتقال دهیم، نمودار تابع 

 y x=− − +3 1 2 این نمودار را نسبت به محور طول‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به‌دست می‌آید. دو نمودار مطابق شکل زیر در یک نقطه متقاطع‌اند.

623- گزین326 یعن�ی   ، fD x x x{ | }= − ≥2 4 0 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1
. بنابراین gD { , , , , }= −1 0 1 3 4 fD و  ( , ] [ , )= −∞ +∞0 4

g f g fD D D { , , }+ = = −2 1 0 4

1− یا صفر یا ۴ باشد:  بنابراین a باید 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ − = − + − = + =

+ = + = + =

+ = + = + =

2 1 2 1 1 2 5 5 3 5

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 0 6

. f( )− = =4 32 4 2 a=4 و در نتیجه  بنابراین 

723- گزین327 fof را به‌دست می‌آوریم: x( )( ) ابتدا  	2

fof x f f x a ax b b

a a x abx b b

a x a bx ab b

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = + +

= + + +

= + + +

2 2

2 4 2 2

3 4 2 2 2

2

2
بنابراین تساوی زیر به‌ازای هر مقدار x برقرار است:

 a x a bx ab b x x+ + + = − +3 4 2 2 2 4 22 27 18 2
پس باید تساوی‌های زیر درست باشند:

 a a b ab b, ,= =− + =3 2 227 2 18 2

 b=−18 18  ، a b=−22 18 ، در نتیجه از  a=3 a نتیجه می‌شود  =3 27 از 
a=3 و b=−1 در تس�اوی  . مقادی�ر  b=−1 به‌دس�ت می‌آی�د ک�ه یعن�ی

 . a b+ =2 ab هم صدق می‌کنند. پس  b+ =2 2

823- گزین328 ابتدا توجه کنید که 	۳

 
k x x

f x x k x
k x x

( | |)
( ) | || |

( | |)

+ ≥= + =
− <

3 0
3

3 0

 y k x( | |)= −3 y و  k x( | |)= +3 برای اینکه تابع f صعودی باشد، باید خطوط 
y همواره مثبت است، پس  k x( | |)= +3 شیب نامنفی داشته باشند. شیب خط 

y همواره نامنفی باشد. یعنی k x( | |)= −3 باید شیب خط 
 k k k| | | |− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤3 0 3 3 3

923- گزین329  f m نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع‌های f و 1− n( , ) اگ�ر  	۳

. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می‌شود 

 af a b      f b( ) , ( )− = ⇒− + + = =− ⇒ − + =−1 2 1 1 21 1 1
3 9 3 3 27 27

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
− + = ⇒ =− =−
 + =−

1
89 1
927 25

. a b+ =−17
9

پس 

033- گزین330 y رس�م  x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط  	۴

f را  f به‌دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می‌کنیم تا نمودار تابع 1−

y به‌دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می‌کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می‌کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به‌دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 

133- گزین331 اگر ضابطۀ داده ش�ده متعلق به یک تابع باش�د، باید در  	2
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه‌فرد باش�د، یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن‌گاه   ، f x x a( )= + +2 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  در ضابط�ۀ  آن  مق�دار 

 . f a( )= +2 8 16 ، آن‌گاه  f x ax( )= +3 16 . اگر  f a( )= +2 2
بنابراین

 a a a+ = + ⇒ =−2 8 16 2

. پس
x x

f x
x x

( )
 + − ≥=
− + ≤

3

2 2 2

2 16 2
و در نتیجه 

 f a f( ) ( ) ( )= − =− − + =32 2 2 16 32
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233- گزین332 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می‌نویسیم: 	۳

 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + + + = − + + +2 2 22 4 1 2 4

y است، یعنی یک چندجمله‌ای درجۀ اول  ax b= + ضابطۀ توابع خطی به شکل 

است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله‌ای درجۀ اول شود، یعنی
 m f x x( )= ⇒ = +1 6 1

 . f m f( ) ( )= =1 7 بنابراین 

333- گزین333 ابتدا توجه کنید که 	1

 xf x
x x x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+= + − = + + − = + + −1 1 1 1 1 11 1  

. f x f x
x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )−− = + − + = + − + =
−

1 1 1 11 1 بنابراین 

433- گزین334  f باید در نمودار تابع xy f( )=2
2

برای رسم نمودار تابع  	1

xy به‌دست آید. همچنین  f( )=
2

طول نقاط را در ۲ ضرب کنیم تا نمودار تابع 

در نم�ودار به‌دس�ت آم�ده باید عرض نق�اط را در ۲ ضرب کنیم ت�ا نمودار تابع 

xy به‌دس�ت آی�د. بنابرای�ن مس�احت قس�مت رنگ�ی در ش�کل زیر  f( )=2
2

. × × − × × =1 1 96 2 3 1
2 2 2

مورد سؤال است که برابر است با 

533- گزین335  
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل  	۳

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 

به‌صورت زیر است:

بنابرای�ن نمودار تابع f به ش�کل روبه‌رو 

است:

633- گزین336 توجه کنید که 	۴

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− − ≥=− − =
− − − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

3 0

0

 f بنابرای�ن کاف�ی اس�ت در جاهایی ک�ه مقدار
نامنفی است، 

، ع�رض نقاط روی نمودار f را   [ , ]−1 1 در بازۀ
۳ براب�ر کنی�م و نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور 
 g طول‌ه�ا قرین�ه کنی�م، در بقیۀ جاه�ا نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول‌ها است.

733- گزین337 توجه کنید که  	4

 f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2

y را رسم می‌کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می‌کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می‌کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در چهار نقطه متقاطع‌اند.

833- گزین338 ضابطۀ تابع را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1

 f x  x x x   x( ) | | |( ) |= + + = + −3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت چپ و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به س�مت پایین منتقل کنیم، س�پس قرینۀ قس�متی از نمودار را که پایین محور 
طول‌ها قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم و قسمتی را که زیر محور x است 

حذف کنیم.
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933- گزین339  y برحس�ب  را   x مق�دار   y x= −3 2 3 تس�اوی  از  	۲
به‌دست می‌آوریم:

 yy x x −
= − ⇒ =

3
3 22 3

3

 . ab=−2 b=2 و   ، a=−1 xf و در نتیجه  x( )− − +=
31 2
3

بنابراین 

043- گزین340 . اگر نم�ودار تابع  f x x( ) cos=− 4 توج�ه کنی�د ک�ه  	۱
y را رس�م کنیم و نس�بت به مح�ور طول‌ها قرینه کنی�م، نمودار تابع  xcos=

y به‌دس�ت می‌آید. اگر طول هر نقط�ه از این نمودار را یک چهارم  xcos=−

y به‌دست می‌آید با توجه به شکل، تابع f روی  xcos=− 4 کنیم، نمودار تابع 

−π است.
4

] اکیداً نزولی است، پس حداقل مقدار a برابر  , ]π− 0
4

بازۀ 

143- گزین341 نم�ودار اولی�ه و نم�ودار انتقال یافت�ه را در یک دس�تگاه  	2
مختصات رسم می‌کنیم. طول نقطۀ برخورد نمودارها جواب معادلۀ زیر است:

 x x| ( )| | | ( )+ − = −1 14 1 2 1
2 2

 

x+4 مثبت است. بنابراین معادلۀ )1( می‌شود توجه کنید که x منفی و 

 x x x( )+ − =− − ⇒ =−1 14 1 2 3
2 2

 

تجربی - 93 �

243- گزین342 ابتدا توجه کنید که 	2

 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = +  
، پس g( )=6 5 از طرف دیگر 

 a a a+ = ⇒ =6 4  
تجربی - 91 �

343- گزین343 توجه کنید که 	4
x

x xgof x g f x g
x x

x
x x

xx x
x x

x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

− +
− += = =
+ −−

+
− + +

+= = =
+ − +

+

2 12 2
2 1 1

1 2 12
1

4 2 2 2
61 2

2 2 2 1 3
1

تجربی - 96 �

443- گزین344 ابتدا ضابطۀ تابع g را پیدا می‌کنیم: 	3
 g f x g x x x( ( )) ( )= + = + +22 3 8 22 20  

tx و −= 3
2

. در این صورت  x t+ =2 3 فرض می‌کنیم 

 
t tg t

t t t t t

( ) ( ) ( )− −= + +

= − + + − + = − +

2

2 2

3 38 22 20
2 2

2 12 18 11 33 20 2 5
 

g و x x x( )= − +22 5 بنابراین 

fog x f g x g x x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = − + + = − +2 22 3 2 2 5 3 4 2 13
ریاضی - 92 �

543- گزین345 نم�ودار  ب�ه   y f x( )= −2 نم�ودار  از  اینک�ه  ب�رای  	4
y برس�یم، کافی اس�ت آن را مطابق ش�کل زیر دو واحد به چپ منتقل  f x( )=

xf را  x( ) ، عبارت  g x xf x( ) ( )= کنیم. برای به‌دست آوردن دامنۀ تابع 
تعیین علامت می‌کنیم: 

 

x

f x

x

xf x

( )

( )

−∞ − − +∞

+ − + + −

− − − + +

− + − + −

5 3 0 2

0 0 0

0

0 0 0 0

 . gD [ , ] [ , ]= − −5 3 0 2 بنابراین 

خارج از کشور تجربی - 94 �

643- گزین346 معلوم  y x| |= 3 راه‌ح��ل اول با توجه ب�ه نمودار تاب�ع  	3

می‌شود که این تابع یک‌به‌یک نیست، بنابراین وارون‌ناپذیر است.

) روی نمودار این تابع هستند، پس  , )0 0 ) و  , )−1 1  ،( , )1 1 راه‌حل دوم س�ه نقطۀ 
خارج از کشور تجربی - 95 این تابع صعودی، نزولی، یک‌به‌یک و وارون‌پذیر نیست.�

743- گزین347  . f og a f g a( )( ) ( ( ))− −= =1 1 6 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	4
)g نتیجه می‌شود  )=4 7 . باتوجه به اینکه  g a f( ) ( )= = − =6 12 5 7 بنابراین 

 a=4
ریاضی - 93 �

843- گزین348 ، آن‌گاه x<0 اگر  	3
yy x x y x y x y y| |<=− − ⇒− = ⇒ =− → =02 2

، آن‌گاه x≥0 و اگر 
 yy x x y x y y| |≥= ⇒ = → =02  

x و ضابط�ۀ تاب�ع وارون تاب�ع f به‌ص�ورت  y y| |= بنابرای�ن در ه�ر حالت�ی 

تجربی - 96 f است.� x x x( ) | |− =1



فصل دوم: آزمون ها
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943- گزین349 راه‌حل اول ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را به‌دست می‌آوریم 	2
yxy xy y x x y y x

x y
( )

++= ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =
− −

2 44 2 4 1 2 4
2 1

f نقطه‌های  x f x( ) ( )−= 1 . اکنون با حل معادلۀ  xf x
x

( )− +=
−

1 2 4
1

بنابراین 

برخورد دو تابع را می‌یابیم:

 
x x x x x
x x
x x x x x x( )( ) ,

+ += ⇒ + − = −
− −
− − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2

4 2 4 3 4 2 8
2 1
3 4 0 1 4 0 1 4

 

y را بیابیم: x= راه‌حل دوم کافی است طول نقطه‌های برخورد نمودار تابع f و خط 

 x x x x x x x x x
x

,+ = ⇒ − = + ⇒ − − = ⇒ =− =
−

2 24 2 4 3 4 0 1 4
2

 

خارج از کشور تجربی - 96 �

053- گزین350 ابتدا توجه کنید که 	2

 ax x bax by y       x y b y
b

,− −+ = ⇒ = − = ⇒ =8 28 2 3
3

 

چون خط‌های داده ش�ده نس�بت به نیمس�از ربع‌های اول و س�وم قرینۀ یکدیگر 

x وارون یکدیگرند. از طرف  by −=2
3

axy و 
b
−=8 هس�تند، پس تابع‌های 

b و 
b
=8

2
. بنابرای�ن  x by +=3

2
x می‌ش�ود  by −=2

3
دیگ�ر، وارون تاب�ع 

. در نتیجه  b=±4 ، یعنی  b =2 16 . در نتیجه  a
b
− =3

2
ab a a b

ab a a b

−=− ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
−

−= ⇒ = ⇒ =− ⇒ + =−

34 6 2
4 2

34 6 2
4 2

خارج از کشور ریاضی - 93 �. a b+ =±2 بنابراین 

153- گزین351  x ط�ول نق�اط تلاق�ی نم�ودار تاب�ع م�ورد نظر ب�ا محور 	3
x=−2 و  x هستند. جواب‌های این معادله  x− − =2 3 10 0 جواب‌های معادلۀ 

x=5 هس�تند. بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع 
مورد نظر به‌صورت مقابل است. از روی 
این ش�کل معلوم اس�ت که بای�د نمودار 
تاب�ع را حداقل دو واح�د به طرف xهای 
مثبت انتق�ال دهیم تا ط�ول نقاط تلاقی 
نمودار حاصل با محور x غیرمنفی باشد.
خارج از کشور تجربی - 93 �

253- گزین352 ابتدا دقت کنید که 	3
f x x x x x x x( ) [ ] [ ] [ ]− = − − − = − − + = −2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 2

. g x f x f x x x x x x x( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]= − − = − − + = −2 3 2 2 2 2 2 2 2 پس 
اکن�ون ف�رض می‌کنی�م k ع�دد صحی�ح دلخواهی باش�د. در این ص�ورت اگر 

x و k[ ]= ، آن‌گاه  k x k≤ < +1
2

k x k x k[ ]≤ < + ⇒ =2 2 2 1 2 2  

x و k[ ]= ، آن‌گاه  k x k+ ≤ < +1 1
2

. اگر  g x k k( )= − =2 2 0 بنابراین 

 k x k x k[ ]+ ≤ < + ⇒ = +2 1 2 2 2 2 2 1  

. gR { , }= −1 0 . در نتیجه  g x k k( )= − − =−2 2 1 1 بنابراین 
خارج از کشور ریاضی- 92 �

353- گزین353 fog را پیدا می‌کنیم: x( )( ) ابتدا  	2

 fog x f g x f x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )= = + = + − = +2 22 2 4 3 2 1  
fog را حل می‌کنیم: x f x( )( ) ( )= اکنون معادلۀ 

x x x x x x

x x

( ) ( )+ = − ⇒ + + = − +

= ⇒ =

2 2 2 22 1 2 3 4 4 1 4 12 9

116 8
2

تجربی - 92 �

453- گزین354 توجه کنید که 	3

 

x
x xgof x g f x g

x x
x

x x
xx x

x x
x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

+−
+ −= = =
− + +

−
− − −

− −−= = =− −
+ + −
−

2 31 3
2 3 2
2 2 3 2

2
2 6 9

7 72 1
2 3 4 2 7

2

 

خارج از کشور تجربی - 96 �

553- گزین355  . gof f gD x x D f x D{ | , ( ) }= ∈ ∈ توجه کنید که  	2

. در نتیجه gD [ , ]= 0 1 fD و  { }= − ±1 از طرف دیگر، 

 

gof
xD x x
x

x x x x
x x x
x x x x
x
x x x
x

IÄ  IÄ

  0

      

{ | , }+= ≠± ≤ ≤
−

+ + + − +≤ ⇒ − = ≤
− − −

≤ ⇒ <− = >
−
+ ≥ ⇒ − > ⇒− < <
−

2

2

2 2 2 2

2 2 2

2

2

2 2
2

11 1
1

1 1 1 11 1 0
1 1 1
2 0 1 0 1

1
1 0 1 0 1 1
1

 

از اشتراک ناحیه‌های به‌دست آمده دامنۀ تابع gof به‌دست می‌آید، بنابراین 

 gofD { }= 0

ریاضی - 96 �

653- گزین356 از  تاب�ع  دامن�ۀ  	1
به‌دس�ت   x− < − <2 1 2 نامس�اوی 
. با توجه به  fD ( , )= −1 3 می‌آید، پس 

، در بازۀ  y x x= − −2 2 3 نمودار تاب�ع 

) مقدار تابع f همواره منفی است  , )−1 3

و این تابع نه صعودی است و نه نزولی.
ریاضی - 91 �

753- گزین357 g نتیجه می‌شود of a( )( )− − =1 1 8 راه‌حل اول از تساوی  	2

 g f a g f a( ( )) ( ) ( )− − −= ⇒ =1 1 18 8  
بنابراین

 f a f a( ) ( )− −× + = ⇒ =1 15 8 9 7  
. a=3 ، یعنی  a f( )= 7 پس 



)69(

. چون  g of x fog x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه‌ح��ل دوم ابت�دا توجه کنید ک�ه 

 . fog a( )( )=8 . یعنی  fog a( ) ( )− =1 8 ، بنابرای�ن  g of a( )( )− − =1 1 8
در نتیجه

 f g a f a a( ( )) ( )= ⇒ = ⇒ =8 7 3
خارج از کشور تجربی - 96 �

853- گزین358  
x x

f x
x

( )
− ≤=

>

4 4 2

4 2
به‌ص�ورت  را  تاب�ع  ضابط�ۀ  	4

) وارون‌پذی�ر اس�ت. ف�رض می‌کنی�م  , ]−∞ 2 می‌نویس�یم. تاب�ع f در ب�ازۀ 

. از طرف دیگر، yx +
=

4
4

، در این صورت  y x= −4 4

 x x y≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 4 4 4 4  

 . f x x x  ( ) ,− = + ≤1 1 1 4
4

بنابراین 

خارج از کشور ریاضی - 92 �

953- گزین359 >x ضابطۀ تابع وارون تابع را به‌دس�ت  <0 ابت�دا برای 1 	1
می‌آوریم:

 

x xy x x x
x x

y x x y x y

f x x f x

| |

( ) ( )−

= − = − = −

= − ⇒ = − ⇒ = −

= − =

2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

1 1 1

1 1 1

1

 

: x− < <1 0 به همین ترتیب برای 

 
x xy x x x y x
x x

x y x y f x x f x

| |

( ) ( )−

−= − = − =− − ⇒ = −

= − ⇒ =− − ⇒ =− − =

2 2 2 2 2

2 2 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1
 

 . f ( )− =1 0 0 ، در نتیج�ه  f( )=0 0 همچنی�ن 
نوش�ت  می‌ت�وان  ص�ورت  ه�ر  در  پ�س 
. توجه کنید که نمودار تابع  f x f x( ) ( )− =1

به ش�کل مقابل است که از دو ربع دایره و یک 
y متقارن اس�ت، بنابراین وارون آن با  x= نقطه تش�کیل ش�ده و نسبت به خط 
خارج از کشور ریاضی - 91 خودش برابر است.�

063- گزین360 f را به‌دست می‌آوریم: راه‌حل اول ابتدا ضابطۀ تابع 1− 	4

y x x y x y f x x( ) ( )−= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −2 11 1 1 1

f را پیدا می‌کنیم: −1 اکنون محل برخورد نمودار تابع‌های f و 

 x

f x f x x x

x x x

x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

−

≥

= ⇒ + + =

→ + + + + =

+ + + + =

1 2

0 4 2

4 2

1 1

1 2 1 1

1 2 3 3 0

 

معادلۀ بالا با توجه به اینکه مجموع چند مقدار نامنفی است، جواب ندارد.
راه‌حل دوم نم�ودار تابع f را رس�م 
می‌کنی�م. ب�ا قرین�ه کردن نم�ودار 
، نم�ودار  y x= نس�بت ب�ه خ�ط 

f را رس�م می‌کنیم. واضح است  −1

که دو نمودار نقطۀ برخوردی ندارند.
ریاضی - 92 �



163- گزین361 با توجه به شکل زیر، 	1

 ACB BC
BC BC

ˆsin = = = ⇒ =2 1 6
3

اکنون طبق قضیۀ فیثاغورس

BC AC AB AB AB= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 2 26 2 32

 . ABC
AC

ˆtan = = =4 2 2 2
2

. بنابراین  AB=4 2 یعنی 

263- گزین362 از نمادگ�ذاری ش�کل زیر اس�تفاده می‌کنیم. ب�ا توجه به  	1

فیثاغ�ورس،  قضی�ۀ  بناب�ر  دیگ�ر،  ط�رف  از   . BC
AC

sinα= ش�کل، 

 . DE
CE

cosβ= . همچنین  sinα= 1
5

. بنابراین AC= + =2 21 2 5

. بنابرای�ن  CE= + =2 21 1 2 از ط�رف دیگ�ر، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. به این ترتیب cosβ= 1
2

 sin cos −α− β= − =1 1 2 5
5 2 10

  
363- گزین363 از نمادگذاری ش�کل زیر استفاده می‌کنیم. توجه کنید که  	4

، در نتیجه BACˆα= بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

 BCBAC
AC

ˆtan tan cotα= = = ⇒ α=3 4
4 3

. tan cotα+ α= + =3 4 25
4 3 12

پس 

463- گزین364  ، ABC مطابق ش�کل داده ش�ده، در مثل�ث قائم‌الزاویۀ 	۱
ˆCAB پس این مثلث قائم‌الزاویۀ متساوی‌الساقین است. از طرف  = 045 چون 

. پس  BADˆ = 060  ، ABD دیگر در مثلث قائم‌الزاویۀ

 x yBD x x
AB y y y

tan
+

= ⇒ = = + ⇒ = −060 3 1 3 1

فصل دوم

فصل دوم: آزمون ها

اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس 
، ABC در مثلث

 AC AB BC z y y

z y

= + ⇒ = +

=

2 2 2 2 2 2

2

بنابراین

 DC x
AC y

− −= = =3 1 6 2
22 2

563- گزین365 در مثلث قائم‌الزاویۀ AHB ، در مورد زاویۀ B می‌دانیم 	1

 AH AHB AH
HB

ˆtan = ⇒ = ⇒ =3 6
4 8

 CH با استفاده از قضیۀ فیثاغورس می‌توانیم طول ضلع ACH در مثلث قائم‌الزاویۀ
را حساب کنیم:

 AC CH AH

CH CH

= +

= + ⇒ =

2 2 2

265 36 29

663- گزین366 بنابرای�ن   . cB
b

ˆcot = = 2 ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا  	3

. از طرف دیگر طبق قضیۀ فیثاغورس، c b= 2

 b c b b

b b b b

( ) ( ) ( )+ = ⇒ + =

+ = × ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

6 3 2 6 3

2 36 3 36 6

c=6 و در نتیجه  2 بنابراین 

S bc= = × × =1 1 6 6 2 18 2
2 2

763- گزین367 . همچنین در  B Ĉˆ+ = 090  ،OBC در مثلث قائم‌الزاویۀ 	2
 . B HOCˆˆ = =α . در نتیجه  HOC Cˆ ˆ+ = 090  ،OCH مثل�ث قائم‌الزاوی�ۀ

،OHB اکنون در مثلث قائم‌الزاویۀ

 OHB OB
OB OB

ˆsin sin
sin

α= = = ⇒ =
α

2 2

،OCH در مثلث قائم‌الزاویۀ

 OH OC
OC OC

cos
cos

α= = ⇒ =
α

2 2

بنابراین

OB OC
sin cos

+ = +
α α

2 2  



)71(

863- گزین368 ارتف�اع AH را رس�م می‌کنی�م. ب�ا توج�ه به ش�کل زیر،  	2

. بنابرای�ن بای�د مقدار y را به‌دس�ت آوریم. در مثل�ث قائم‌الزاویۀ  y
sinα=

4

، ABH در مثلث قائم‌الزاویۀ . x y+ =2 2 9  ، ACH

 y x y x x( )+ − = ⇒ + − + =2 2 2 26 16 12 36 16  

x به‌دست می‌آید y+ =2 2 9 با جای‌گذاری 

  
x y

x x x

y y y( )+ =

− + = ⇒ = ⇒ =

→ + = ⇒ = ⇒ =
2 2 9 2 2 2

299 12 36 16 12 29
12

29 455 4559
12 144 12

و در نتیجه 

sinα= =

455
45512

4 48
963- گزین369 ابتدا توجه کنید که چون مثلث‌های ABD و ACD در ارتفاع  	2

.  بنابراین  ABD

ACD

AH BDS BD
S CDAH CD

×
= = =

×

1
2 1
1
2

وارد از رأس A مشترک‌اند، پس 

 
ABD ACDS S AB AD AC AD

AB AC

sin sin

sin sin sin sin

= ⇒ × × α= × ×

× α= × ⇒ × α= × ⇒ α=

0

0

1 1 45
2 2

2 245 9 6
2 3

 

073- گزین370 ، از طرف دیگر، B Bˆ ˆ=1 2 دقت کنید که در شکل زیر  	۱

 ABE BCDS B S B     
ˆ ˆsin , sin= × × × = × × ×1 2

1 13 5 6 8
2 2

بنابراین 

ABE

BCD

S
S

= 5
16

173- گزین371 مطابق شکل، 	2

 bB c b
c

ˆsin = = ⇒ =4 5
5 4

. بنابراین b c+ =7 از طرف دیگر 

 bb b b   c,+ = ⇒ = ⇒ = = × =5 9 28 5 28 357 7
4 4 9 4 9 9

اکنون طبق قضیۀ فیثاغورس،

 
c a b a

a a

( ) ( )

( )( )

= + ⇒ = +

− +− × ×= = = = = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 22
2 2 2

35 28
9 9
35 28 35 2835 28 7 63 7 7 49 7

9 9 39 9 9

273- گزین372 از نمادگذاری ش�کل زیر استفاده می‌کنیم. توجه کنید که  	4
. در نتیجه  ACBˆα= بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

ABACB
AC

ˆtan tanα= = =5
3

373- گزین373 ، ABH در مثلث قائم‌الزاویۀ 	۱

 AH AH AHB AH
AB

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 245 3
26 6

، بنابراین 
BH

= 31 ، پ�س  AHB
BH

ˆtan tan= =045 از ط�رف دیگ�ر چ�ون 

. در مثلث قائم‌الزاویۀ AHC ، طبق قضیۀ فیثاغورس، BH= 3

 AH HC AC HC

HC HC

( ) ( )+ = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2

3 2 3

9 3

 . HC
BH

= =3 3
3

بنابراین 

473- گزین374 ارتف�اع CH را رس�م می‌کنی�م. مطاب�ق ش�کل زی�ر در  	۲
، BCH و ACH مثلث‌های قائم‌الزاویۀ

h hx h y h
x y

   tan , tan= = ⇒ = = = ⇒ =0 03 330 3 60 3
3 3

، بنابراین x y+ =24 . از طرف دیگر  x y h+ =4 3
3

بنابراین 

 h h= ⇒ =4 324 6 3
3

573- گزین375 ارتف�اع وارد ب�ر ضلع BC را رس�م می‌کنیم. ب�ا توجه به  	2
، ABH شکل زیر، در مثلث قائم‌الزاویۀ

 AH BH
BH BH

tan = ⇒ = ⇒ =0 8 360 3 8

، ABH از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاویۀ
AHABH x
AB x x

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 8 3 3 8 360 16
2



فصل دوم: آزمون ها
)72(

673- گزین376 طب�ق   . MB y= و   CM AB x= = کنی�د  ف�رض  	1

، در  x y y+ =3 . پ�س  x x
y x y
=

+
3 ، بنابرای�ن  tan tanθ= α3 ف�رض 

cotα=3 و 
2

. بنابراین  tan θ=2 tanα=2 و 
3

. از این‌رو  x y=2 نتیجه 

cotθ=1 و در نتیجه
2

cot cotα+ θ= + =3 1 2
2 2

 

773- گزین377  ،ACH و ABH راه‌حل اول در مثلث‌های قائم الزاویۀ 	1

 
BH BH AB

ABBHAB
HC ACCH CH AC

AC

  

cos cos
cos
coscos cos

 β= ⇒ = β× β ⇒ =
α α= ⇒ = α×

 

 ، ABC از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ 

 AB AB AC AC     
BC BC

cos , cosβ= = α= =
4 4

 

 . BH AB
HC AC

( ) tan= = α2 2 بنابراین 

،ABC راه‌حل دوم در مثلث قائم‌الزاویۀ

 
AB AB AB
BC
AC AC AC
BC

sin sin

cos cos

α= = ⇒ = α

α= = ⇒ = α

4
4

4
4

، AHC در مثلث قائم‌الزاویۀ

 HC HC AC
AC

cos cos cosα= ⇒ = α= α24

، ABH در مثلث قائم‌الزاویۀ

 BH BH AB
AB

cos cos sin cosβ= ⇒ = β= α β4

نتیج�ه  در  و   cos sinβ= α پ�س  هس�تند،  متم�م   β و   α چ�ون 

. BH
HC

sin tan
cos

α= = α
α

2 2
2

4
4

. بنابراین  BH sin= α24

873- گزین378  . BD x
AB AB

cosα= =  ، ABD در مثل�ث قائم‌الزاویۀ 	2

. بنابراین AB AB AB
BC x x x

cosα= = =
+8 9

 ،ABC در مثلث قائم‌الزاویۀ

 x AB AB x AB x
AB x

= ⇒ = ⇒ =2 29 3
9

. x x
AB x

cosα= = =1
3 3

در نتیجه 

973- گزین379 راه‌حل اول توجه کنید که 	4

 ABCS AC BC BC BCsin ( )= × × = × × × =01 1 245 8 2 2 1
2 2 2

همین‌طور،

ABCS AB BC AB BC AB BCsin ( )= × × = × × = ×01 1 1 130 2
2 2 2 4

از تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود

 BC AB BC AB= × ⇒ =12 2 8 2
4

 

 ،AHC را رسم می‌کنیم. با توجه به شکل زیر در مثلث AH راه‌حل دوم ارتفاع

 AH AHC AH
AC

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 245 4 2
2 8

 

 ،ABH در مثلث

 AHB AB
AB AB

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 1 4 230 8 2
2

 

083- گزین380 توجه کنید که 	3

 
ADE

ABC

S AD AE A A A

S AB AC A A A

ˆ ˆ ˆsin sin sin

ˆ ˆ ˆsin sin sin

= × × = × × × =

= × × = × × × =

1 1 217 3
2 2 2
1 1 5 4 10
2 2

. پس ADE ABCS S A Aˆ ˆ( )sin sin+ = + =21 4110
2 2

بنابراین 

  A A A.SwH ½jIeˆ ˆ ˆsin sin α= ⇒ = → = 041 41 1 30
2 4 2

183- گزین381 0230 در ربع س�وم قرار  انته�ای کمان روبه‌رو ب�ه زاویۀ  	۴
cos اعدادی منفی هستند. انتهای کمان روبه‌رو  0230 sin و  0230 دارد، پس 
sin ع�ددی منفی و  0310 0310 در رب�ع چه�ارم ق�رار دارد، پ�س  ب�ه زاوی�ۀ 

cos عددی مثبت است. 0310

283- گزین382 ، معلوم است که  |cos | cosα =− α با توجه به تساوی  	3

، معل�وم اس�ت ک�ه  |sin | sinα =− α . ب�ا توج�ه ب�ه تس�اوی  cosα≤0

α در ربع سوم مثلثاتی است. . بنابراین انتهای کمان روبه‌رو به زاویۀ  sinα≤0
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383- گزین383 توجه کنید ک�ه دو مثلث قائم‌الزاویۀ POQ و OTQ در  	۴
زاویۀ حادۀ رأس Q مشترک‌اند، پس زاویۀ حادۀ دیگر آن‌ها نیز برابر است، یعنی 

، OPT در مثلث قائم‌الزاویۀ . OTQ POQˆˆ = =α

OP
OT OB BT BT

BT BT

sin

sin sin

α= = =
+ +

+ = ⇒ = −
α α

1 1
1

1 11 1

483- گزین384  − ≤α≤0 015 15 از  	۴
. با توجه  − ≤ α≤0 030 2 30 نتیجه می‌گیری�م 

−sin و در  ≤ α≤1 12
2 2

ب�ه ش�کل مقاب�ل 

 . m− ≤ ≤2 2 ، یعنی  m− ≤ ≤1 1
2 4 2

نتیجه 

 ، ±2 بنابرای�ن m می‌توان�د مقادی�ر صحیح 
1± و صفر باشد. 

583- گزین385 cosβ برابر 1 است.  sinα و  می‌دانیم حداکثر مقدار  	۱
sinα=1 و  sin نتیج�ه می‌ش�ود  cosα+ β=2 5 7 بنابرای�ن از تس�اوی 

. sin cosα− β= − =−3 4 3 4 1 . بنابراین  cosβ=1

683- گزین386 . بنابراین sin≤ α≤0 α≤0≥ نتیجه می‌شود 1 00 180 از  	3

 
sin sin

sin
sin

≤ α≤ ⇒ ≤ α+ ≤

α+≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
α+

0 2 2 1 2 1 3

1 2 1 31 1 3
3 3 2 1

پس حداکثر مقدار عبارت برابر ۳ است.
783- گزین387 α باش�د. چون  ف�رض کنی�د زاوی�ۀ بی�ن ای�ن دو ضلع  	1

، پس  sinα≤1

 W±X¶ SeIv¶ sin sin= × α= α≤1 2 6 3 3
2

3 می‌ش�ود.  090 باش�د، مس�احت مثلث برابر  اگ�ر زاوی�ۀ بین این دو ضلع 
3 است. بنابراین بیشترین مقدار ممکن مساحت مثلث مورد نظر برابر 

883- گزین388  . tanα≤0 آن‌گاه   ، <α≤0 090 180 اگ�ر  می‌دانی�م  	1
بنابراین

m m+ ≤ ⇒ ≤− 12 1 0
2

983- گزین389 ) می‌گ�ذرد، پس مختصات این  , )0 2 چ�ون خط از نقطۀ  	3

نقطه در معادلۀ خط صدق می‌کنند:
 a a× − × + = ⇒ =3 0 2 2 3 0 3

 y x= +3 2 x یا همان  y− + =3 3 2 3 0 بنابراین معادلۀ خط به‌صورت 
. بنابراین tanα= 3 3 است. پس  است که شیب آن 

 sin sinα= ⇒ α= =0 0 360 60
2

 

093- گزین390 tan است  060 با توجه به شکل رسم شده شیب خط برابر  	1
 y ax a= − +2 3 و عرض از مبدأ آن برابر b است. از طرف دیگر در خط به معادلۀ 

−a است.  +2 3 شیب خط برابر a و عرض از مبدأ آن برابر 

بنابراین 
 a  b a     tan ,= = =− + =− + =−060 3 2 3 2 3 3 3  

193- گزین391 0190 و   ، 0170  ، 070 انتهای کم�ان روبه‌رو به زاویه‌ه�ای  	1
 tan 0170 0260 به‌ترتیب در ناحیه‌های اول، دوم، سوم و سوم مثلثاتی است. پس 
cot اعدادی مثبت هستند.  0260 cot و  070  ، tan 0190 عددی منفی است و 

293- گزین392  ، OPH ابتدا توجه کنید که در مثلث 	1

 
PH PH PH
OP
OH OH OH
OP

sin

cos

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

0

0

3 360
2 1 2
1 160
2 1 2

 

. بنابراین  y PH=− x و  OH= از طرف دیگر 

 yx y
x

  ,
−

= =− ⇒ = =
− −

3
1 3 2 3
2 2 1 1 1

2

 

393- گزین393 =ysinα و  ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر واضح اس�ت که  	۲
′TT برابر است با  . بنابراین طول پاره‌خط  ztanα=

 TT AT AT  y z  y z| | | | sin tan′ ′= + = + =− + =− α+ α

. بنابراین MM  y  y| | sin′= =− =− α2 2 2 از طرف دیگر، 
TT MM tan sin ( sin ) tan sin′ ′− = α− α− − α = α+ α2

493- گزین394 −α و مطاب�ق  < <0 045 45
2

 ، − <α<0 090 90 وقت�ی  	۳

 . m< ≤2 2 4 ، یعنی  m< ≤2 1
2 4

. در نتیجه  cos α< ≤2 1
2 2

شکل زیر، 

پس m می‌تواند مقادیر صحیح ۳ یا ۴ باشد که مجموع آن‌ها برابر ۷ است.
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593- گزین395 . پس  xsin− 21 xcos2 ق�رار می‌دهی�م  ب�ه ج�ای  	۳
عبارت به شکل زیر درمی‌آید:

 
A x x x x

x

( sin ) sin sin sin

( sin )

= − − =− − +

=− + +

2 2

2

4 1 2 4 2 4

1 172
2 4

 

اکنون دو راه‌حل ارائه می‌کنیم.
، پس  xsin− ≤ ≤1 راه‌حل اول چون 1

 

x x

x x

x A

sin sin

( sin ) ( sin )

( sin )

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 1 52 2 2 2
2 2 2

1 25 25 10 2 2 0
2 4 4 2

17 1 17 172 2 2
4 2 4 4

) است.  )− − =17 252
4 4

پس اختلاف حداکثر و حداقل مقدار A برابر 

، آن‌گاه  t xsin= راه‌حل دوم اگر فرض کنیم 

A t t( ) ,=− + + − ≤ ≤21 172 1 1
2 4

 . A− ≤ ≤172
4

نمودار A برحسب t به‌صورت زیر است. واضح است که 

693- گزین396 راه‌حل اول عبارت را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1

 A cos cos
cos cos cos cos

α+ α+= = − = −
α+ α+ α+ α+

3 1 3 9 8 83
3 3 3 3

−cos نتیجه می‌شود  ≤ α≤1 1 از 

 
A

cos
cos cos

cos

−≤ α+ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤−
α+ α+

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤
α+

1 1 1 82 3 4 4 2
4 3 2 3

81 3 1 1 1
3

9 شود. 
8

بنابراین A نمی‌تواند برابر 

، آن‌گاه  A=9
8

راه‌حل دوم اگر قرار دهیم 

 
cos cos cos

cos

cos cos

α+ = ⇒ α+ = α+
α+

α= ⇒ α=

3 1 9 24 8 9 27
3 8

1915 19
15

19 باشد، پس مقدار A هم نمی‌تواند برابر 
15

cosα نمی‌تواند برابر  چون مقدار 

9 باشد. 
8

793- گزین397 sin و  cosα< α α<0> آن‌گاه  00 45 می‌دانی�م اگر  	4
 sin cos<0 020 20 . بنابراین  sin cosα> α ، آن‌گاه  <α<0 045 90 اگر 

. در نتیجه  sin cos>0 070 70 و 
A  |sin cos | |sin cos |

sin cos (sin cos )

sin cos sin cos

− +

= − − −

=− + − −

=− + − +

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

20 20 70 70

20 20 70 70

20 20 70 70

 

 

sin و  cos=0 020 70 070 متم�م یکدیگرن�د، پ�س  020 و  چ�ون زاویه‌ه�ای 
. A=0 cos و در نتیجه  sin=0 020 70

893- گزین398  ≤α<0 0180 270 از  	3
نتیج�ه  در  و   tanα≥0 می‌ش�ود  نتیج�ه 
 . m m( )+ ≥2 1 0 یعن�ی   ، m m+ ≥3 2 0

m همواره درست است، پس کافی  ≥2 0 چون 
 . m≥−1 که در نتیجه m+ ≥1 0 است 

993- گزین399 tan و  0150 ′d برابر  ابت�دا توجه کنید که ش�یب خط  	1

 y x=− +1 2
3

عرض از مبدأ آن برابر 2 اس�ت. پ�س معادلۀ آن به‌صورت 

′d با محور x اس�ت،  اس�ت. بنابرای�ن ط�ول نقط�ۀ A که مح�ل برخورد خ�ط 
به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:

 A Ax x=− + ⇒ =10 2 2 3
3

 

tan است و این خط از نقطۀ A می‌گذرد.  045 از طرف دیگر شیب خط d برابر 
y است و اگر مختصات نقطۀ A را  x b= + بنابراین معادلۀ این خط به‌صورت 

در معادلۀ این خط قرار دهیم، نتیجه می‌شود
 b b= + ⇒ =−0 2 3 2 3  

y است. x= −2 3 پس معادلۀ خط d به‌صورت 

004- گزین400 =α و در  060 ب�ا توجه به ش�کل زیر، واضح اس�ت ک�ه  	2
 y x b= +3 ، یعن�ی معادل�ۀ خ�ط  a tan tan= α= =060 3 نتیج�ه 

) روی خط قرار دارد، پس  , )2 2 است و چون نقطۀ 

 b b= × + ⇒ = −2 3 2 2 2 3
. a b+ = + − = −3 2 2 3 2 3 بنابراین 
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104- گزین401 tan مق�دار 
cos

+ α=
α

2
2

11 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد  	2

tanα را حساب می‌کنیم:

 tan tan tan+ α= = ⇒ α= ⇒ α=±2 211 5 4 2
1
5

 ، tanα<0 α در ناحیۀ چهارم است، پس  چون انتهای کمان روبه‌رو به زاویۀ 

، پس cot
tan

α= =−
α

1 1
2

. بنابراین  tanα=−2 در نتیجه 

 tan cotα− α=− + =−1 32
2 2

204- گزین402 tan مق�دار m را  cotα α=1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد  	3
حساب می‌کنیم:

 m m m m
m

( )+ = ⇒ + = ⇒ =1 3 1 3 2 3
2

مق�دار   cot
sin

+ α=
α

2
2
11 اتح�اد  کم�ک  ب�ه  و   cotα=6 بنابرای�ن 

sin را به‌دست می‌آوریم: α2

 sin
sin

+ = ⇒ α=
α

2 2
2
1 11 6

37

304- گزین403 مخرج مشترک می‌گیریم و عبارت داده شده را ساده می‌کنیم: 	4

 

sin sin

sin sin ( sin )( sin )

sin cos

− + ++ =
+ − + −

= =
−

0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

1 1 1 10 1 10
1 10 1 10 1 10 1 10

2 2
1 10 10

404- گزین404 از  در مخ�رج کس�ر  و   sin 015 از  در ص�ورت کس�ر  	3
cos فاکتور می‌گیریم: 015

A
sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

15 1 15 15 15 15 15
15 1 15 15 15 15

504- گزین405 x به  xsin cos= +2 23 1 4 راه‌ح��ل اول در تس�اوی  	۳
xcos2 را به‌دست می‌آوریم: −xcos و مقدار  21 xsin2 قرار می‌دهیم  جای 

x x x x

x x

( cos ) cos cos cos

cos cos

− = + ⇒ − = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2

3 1 1 4 3 3 1 4

27 2
7

xtan2 را حساب می‌کنیم:  x مقدار 
x

tan
cos

+ =2
2

11 اکنون به کمک اتحاد 

 x xtan tan+ = ⇒ =2 21 51
2 2
7

xcos2 تقسیم می‌کنیم: راه‌حل دوم ابتدا دو طرف معادلۀ داده شده را بر 

 x x x
x

sin cos tan
cos

= + ⇒ = +2 2 2
2

13 1 4 3 4  

، پس x
x

tan
cos

+ =2
2

11 چون 

 x x x xtan tan tan tan= + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 53 1 4 2 5
2

 

604- گزین406 عبارت را به شکل زیر می‌نویسیم: 	4

 

sin ( )
sin tan cos
cos cot cos ( )

sin
cos

coscostan ( ) tan ( )
sin sin

sin

α +
α+ α α=
α+ α α +

α
+ α

+ αα= α = α
+ α + α

α

2

11

11

1
1

1 1

tan همگی همواره  α2 +sin و  α1  ، cos+ α1 واضح است که عبارت‌های 
نامنفی هستند. پس در هر چهار ناحیه، عبارت فوق نامنفی است.

704- گزین407 می‌توان نوشت 	2
sin sin coscot
cos cos sin

sin cos ( cos ) sin cos cos
( cos )sin ( cos )sin

cos
( cos )sin sin

α α α− α= −
− α − α α

α− α − α α− α+ α= =
− α α − α α

− α= =
− α α α

2 2 2
1 1

1
1 1

1 1
1

804- گزین408 عبارت A را ساده می‌کنیم: 	2
A x x x x x x

x x x x

cot cot tan tan tan cot

tan cot (tan cot )

= + + +

= + + = +

2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 22

 

. چ�ون انتهای  A x x x x(tan cot ) |tan cot |= + = +2 بنابرای�ن 

 . xcot <0 xtan و <0 کم�ان روبه‌رو به زاویۀ x در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس 
. بنابراین x xtan cot+ <0 در نتیجه 

A x xtan cot=− −

904- گزین409 sin را ب�ه ت�وان دو  cosα− α=1
2

طرفی�ن تس�اوی  	3

می‌رسانیم:

 
(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α α= ⇒ α α=

2 2 21 12
4 4
1 31 2
4 8

 

بنابراین

 sin cos (sin cos ) ( )α+ α= − α α = − =4 4 2 23 231 2 1 2
8 32

 

4104 توجه کنید که 0- گزین1 	1

 sin cos sin cosα+ α= − α α4 4 2 21 2  
پس

sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos

= − α α⇒ α α=

α α = ⇒ α α=±

2 2 2 2

2

2 11 2
3 6

1 6
6 6

sinα>0 و  α در ربع دوم اس�ت، پس  چ�ون انته�ای کمان روب�ه‌رو به زاویۀ 

. sin cos −α α= 6
6

. پس  sin cosα α<0 cosα<0 و در نتیجه 
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4114 xsin را 1- گزین1 x مقدار 
x

cot
sin

+ =2
2

11 به کمک اتحاد  	۴

حساب می‌کنیم:

 x x
x

( ) sin sin
sin

+ = ⇒ = ⇒ =±2 2
2

2 1 9 31
3 13 13

 ، xsin <0 چ�ون انته�ای کمان روبه‌رو به زاویۀ x در ناحیۀ س�وم اس�ت، پس 

xx مقدار 
x

coscot
sin

= . اکنون با استفاده از اتحاد  xsin =− 3
13

بنابراین 

xcos را حساب می‌کنیم:

 x xcos cos= ⇒ =−
−

2 2
3 3 13

13

. x xcos sin ( )− =− − − =−4 3 12
13 13 13

بنابراین 

4124 sin استفاده می‌کنیم:2- گزین1 cosα+ α=2 2 1 از اتحاد  	1

 k k k k k k( ) ( )− + − = ⇒ − + − = ⇒ = ⇒ =2 2 51 2 3 1 1 2 3 1 3 5
3

 

=cosα و در نتیجه   1
3

 ، sinα= 2
3

بنابراین 

 sintan
cos

αα= = =
α

2
3 2
1
3

4134 4	3- گزین1
( tan )( cot ) cot tan tan cot

( cot )( tan ) tan cot tan cot

cot tan tan cot

tan cot cot tan

+ − − + −=
+ − − + −

− + − −= = =−
− + − −

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 20 1 20 20 1
1 20 20 1 20 20

4144 . بنابراین4- گزین1 x
x

cot
tan

= 1 توجه کنید که  	1

 x xx
x x

x

cot tantan
cot tan

tan

+
+ += =

2 22
11

1 1
1

 

. x x x x
x xx x

tan cot tan tan
cot tantan tan

+ +× = × =
+ +

2 2

2 2
1 1 1

1 1
در نتیجه 

4154 cos 5- گزین1 sin
sin

α= α
α

به‌ص�ورت  را  ش�ده  داده  تس�اوی  	1
می‌نویسیم. بنابراین

cos sin ( )*α= α2

sin تس�اوی داده ش�ده به‌ص�ورت  cosα= − α2 21 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد 
cos درمی‌آید. پس cosα= − α21

 cos cos cos − ±α+ α− = ⇒ α=2 1 51 0
2

cosα عددی مثبت است، پس  ) مشخص است که  )* از تساوی 

 cos −α= 5 1
2

4164 ابتدا توجه کنید که اگر دو طرف تس�اوی فرض مسئله را 6- گزین1 	1
به توان دو برسانیم، نتیجه می‌شود

 x x x x(sin cos ) sin cos= − = −21 1 2
9

 

. اکنون توجه کنید که  x xsin cos =4
9

بنابراین 

 x x
x x

tan cot
sin cos

+ = 1  

9 است.
4

بنابراین عبارت مورد نظر برابر با 

4174 توجه کنید که7- گزین1 	1
 x x x x x x(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )− + + = + =2 2 2 22 2  

 . x x(sin cos )+ =2 23
16

. بنابراین x x( ) (sin cos )+ + =2 23 2
4

در نتیجه 

. بنابراین  xsin >0 xcos و  >0 چون x زاویه‌ای حاده است، پس 

x xsin cos+ = 23
4

4184 دوطرف تساوی داده شده را به توان دو می‌رسانیم:8- گزین1 	3
x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



. اکنون دو طرف این تساوی را به توان دو می‌رسانیم: x xtan cot+ =2 2 پس 3
x x x x x x

x x

(tan cot ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2 4 4 2 2

1
4 4

3 2 9

2 9



. x xtan cot+ =4 4 7 پس 

4194 عبارت را به‌صورت زیر می‌نویسیم:9- گزین1 	3

 
A cos tan ( cos )

cos tan sin cos |tan sin |

= α− α − α

= α− α α= α− α α

2 2

2 2

1

نتیج�ه  در   ، tanα>0 و   sinα<0 پ�س   ، <α<0 0180 270 چ�ون 
. بنابراین sin tanα α<0

 
A sincos tan sin cos

cos

cos sin
cos cos

α= α+ α α= α+
α

α+ α= =
α α

2

2 2 1

024- گزین420 ابتدا توجه کنید که 	3

 
A cos cos cos ( cos )

cos sin |sin cos |

= + α− α = + α − α

= + α α = + α α

2 4 2 2

2 2

1 2 1 2 1

1 2 1 2

بنابرای�ن   . cosα>0 و   sinα<0 پ�س   ، <α<0 0315 360 چ�ون 
، پس sin cosα α<0

 
A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α

2 2

2

1 2 2

sin و در نتیجه  cosα− α<0 ، پس  cosα>0 sinα<0 و  چون 
A sin cos=− α+ α
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124- گزین421 می‌ش�ود  نتیج�ه   x
x x
sin

sin cos
=

+
5 1

2 2
تس�اوی  از  	3

نتیج�ه  در  و   x xsin cos=8 بنابرای�ن   . x x xsin sin cos= +10 2

 . xcot =8 ، پس  x
x

cos
sin

=8

224- گزین422 x نتیجه می‌شود 
x

tan
cos

+ =2
2

11 از اتحاد  	۱

m
m m

m
m m m m m
m m m m

m m m m m
m m

( )
( )

++ =
+ +

+
+ + + + + ++ = ⇒ =
+ + + +

+ += ⇒ + = + ⇒ =−
+ +

2

2

2 11
2 5 2

3 7
2 3 7 2 5 2 3 71

2 5 2 2 5 2
3 7 3 7 2 5 2 3
2 5 2

m+3 نمی‌تواند صفر باشد(. بنابراین 7 )توجه کنید که 

xtan
( )
− += =
− +
3 2 1

2 3 5

324- گزین423 مخ�رج  و   coscot
sin

αα=
α

اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا  	2

مشترک‌گیری به‌دست می‌آید

 

sin cos sin cos cos
cos sin sin ( cos )

cos
sin ( cos ) sin

α α α+ α+ α+ =
+ α α α + α

+ α= =
α + α α

2 2

1 1
1 1

1

424- گزین424 ، می‌توان نوشت sin cos+ =2 0 2 015 15 1 چون  	4

sin cos cos sincos cos
cos sin cos sin

( cos )( cos ) ( sin )( sin )
cos

cos sin

cos ( sin ) cos sin

− −− + = − +
+ + + +

− + − +
= − +

+ +
= − − − + =

2 0 2 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0

0 0

0 0 0 0

15 15 1 15 1 1515 15
1 15 1 15 1 15 1 15

1 15 1 15 1 15 1 15 15
1 15 1 15

1 15 1 15 15 15

524- گزین425 xcos3 تقسیم می‌کنیم  صورت و مخرج کسر A را بر  	2
x استفاده می‌کنیم:

x
tan

cos
+ =2

2
11 xx و 

x
sintan
cos

= و از اتحادهای 

 

x x x
x x xA

xx x
xx x

x x

x x

sin cos tan
cos cos cos

tansin cos
coscos cos

tan ( tan ) ( )

tan ( tan ) ( )

− −
= =

−−

− + − +
= = = =

+ − × + −

3 3
3 3 2

3
23 3

3 2 3 2

2 2

2 2

44 1

2 1 3 2 1 3 7 1
119 174 1 1 4 3 1 3 1

624- گزین426 راه‌حل اول توجه کنید که 	2
x x x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

− = − + +

= − +

3 3 2 2

1
x را پیدا کنیم. توجه کنید که xsin cos بنابراین باید حاصل 

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9

. در ای�ن صورت حاصل عبارت م�ورد نظر برابر  x xsin cos = 5
18

بنابرای�ن 

. x xsin cos ( )( )− = + = × =3 3 2 5 2 23 231
3 18 3 18 27

است با 

x را به توان سه می‌رسانیم xsin cos− =2
3

راه‌حل دوم طرفین تساوی 

 

x x

x x x x x x

x x x x x

(sin cos ) ( )

sin sin cos sin cos cos

sin cos sin cos (sin cos)

− =

− + − =

− − − =

3 3

3 2 2 3

3 3

2
3

83 3
27

83
27

 

x را پیدا کنیم. توجه کنید که xsin cos بنابراین باید حاصل 

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9

 

، در نتیجه x xsin cos = 5
18

بنابراین 

 x x x xsin cos sin cos− − × × = ⇒ − =3 3 3 35 2 8 233
18 3 27 27

 

724- گزین427 a اس�تفاده  b a b ab a b( ) ( )− = − + −3 3 3 3 از اتح�اد  	4

می‌کنیم: 

 x x x x

x x x x

tan cot (tan cot )

tan cot (tan cot )

− = −

+ −

3 3 3

3

، پس x xtan cot− =3 x و  xtan cot چون 1=

 x xtan cot− = + × × =3 3 33 3 1 3 36

824- گزین428  و 
t

cotα=1 ، آن‌گاه  t tan= α اگ�ر ف�رض کنی�م  	3

 t درمی‌آید. دو طرف این معادله را در t
t

− =2 2 معادلۀ داده شده به‌صورت 

ضرب کرده و آن را حل می‌کنیم:

 t t t t t ±− = ⇒ − − = ⇒ =2 2 2 102 2 2 2 0
2

 tan −α= <2 10 0
2

α در ربع اول است، پس  چون انتهای کمان نظیر زاویۀ 

 . tan +α= 2 10
2

قابل قبول نیست، در نتیجه 

، در نتیجه tan ( )+α= 1 52
2

بنابراین 

( )
tan

+ +α= = = +
2

2 1 5 6 2 5 3 5
2 2

 

924- گزین429 ابتدا صورت و مخرج کسر دوم را ساده‌تر می‌کنیم: 	3
x x x x x x

xx x x x x
x

sin sin cos sin cos sin

sincos ( tan ) cos ( ) cos sin
cos

− = + − = −

− = − = −

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2
2

1 2 2

1 1

در نتیجه دومین کسر برابر با 1 است. بنابراین حاصل عبارت برابر است با
x x x
x x x x

sin cos sin
sin cos sin cos

+ + =
− −

21

xcos معلوم می‌ش�ود که کس�ر برابر  با تقس�یم صورت و مخرج این کس�ر بر 

. x
x

tan
tan −
2

1
است با 
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034- گزین430 . عبارت به  xsin− 21 xcos2 قرار می‌دهیم  به جای  	3
شکل زیر است:

A x x x x

x x

sin sin (sin sin )

(sin ) (sin )

= − − = − + + −

= − + + = − +

2 2

2 2

1 2 1 2 1 1

1 1 1 2 1
، پس xsin− ≤ ≤1 چون 1

x x x

x A

sin (sin ) (sin )

(sin )

≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

0 1 2 0 1 4 4 1 0

2 2 1 2 2 2
بنابراین اختلاف حداکثر و حداقل مقدار A برابر 4 واحد است.

134- گزین431 xtan نتیج�ه می‌ش�ود  =1
3

راه‌ح��ل اول از تس�اوی  	۱

xcos قرار  . در عبارت A ب�ه جای  x xcos sin=3 ، یعن�ی  x
x

sin
cos

=1
3

. x x xA
x x x

sin sin sin
sin sin sin

+= = =
+

2 3 5 1
9 10 2

. در این صورت xsin3 می‌دهیم 

 A تقس�یم می‌کنیم تا xcos راه‌ح��ل دوم ص�ورت و مخرج عب�ارت A را بر 
xtan نوشته شود: برحسب 

x x
xx xA

x x x
x x

sin cos
tancos cos

sin cos tan
cos cos

+
+= =
++

2
2 1

3 3
 

xtan در عبارت فوق، مقدار A به‌دس�ت  1 به ج�ای 
3

اکن�ون با ق�رار دادن 

 . A
+

= =
+

2 1
13

1 23
3

می‌آید 

234- گزین432 sintan و 
cos

=
00
0

1515
15

راه‌ح��ل اول توج�ه کنی�د که  	۲

. بنابراین coscot
sin

=
00
0

1515
15

 

A

cos cos
cot cos sin

tan sin sin sin
cos

cos ( sin )cos cos sin

sin sin

sin sin cos sin ( cos )

cos cos

cos

sin

−
−= =
− −

−−

= =
− −

=

2 0 2 0
2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0
2 0

2 0 2 02 0 2 0 2 0

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0

4 0

2

15 15
15 15 15
15 15 15 15

15
15 1 1515 15 15

15 15
15 15 15 15 1 15

15 15
15
1 cos cot

sin sin

cos

= =
6 00 6 0

4 0 6 0

2 0

155 15
15 15
15

 

راه‌حل دوم کسر را به‌صورت زیر می‌نویسیم:

  

A
cot ( sin )cot cos

tan sin tan ( cos )

cot cos coscot ( )
sin(sin )

cot

cot cot cot

−−= =
− −

= =

= =

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 04 0
2 02 0

2 0

4 0 2 0 6 0

15 1 1515 15
15 15 15 1 15
15 15 1515

1 1515
15
15 15 15

334- گزین433 می‌توان نوشت 	2
sin( tan )( sin ) ( )( sin )

cos cos cos

( sin )( sin ) ( sin )
cos cos

(cos ) cos
cos

+ − = + −

= + − = −

= =

00 0 0
0 0 0

0 0 2 0
0 0

2 0 0
0

1 1 2020 1 20 1 20
20 20 20
1 11 20 1 20 1 20
20 20

1 20 20
20

434- گزین434 راه‌حل اول فرض کنید  	3
 B cos cos= + + −0 01 36 1 36

در نتیجه
B cos cos ( cos )( cos )

cos sin sin

= + + − + − +

= + − = + = +

2 0 0 0 0

2 0 2 0 0

1 36 1 36 2 1 36 1 36

2 2 1 36 2 2 36 2 2 36
. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر  B ( sin )= + 02 1 36 ، پ�س  B>0 چون 

2 است. برابر با 
راه‌حل دوم می‌دانیم )درس ششم این فصل را ببینید(

 x x      x x

x x x

cos cos , cos sin

sin sin cos

+ = − =

=

2 21 2 2 1 2 2

2 2
 

بنابراین

 

cos cos

sin

cos sin

sin cos sin cos

(cos sin ) (cos sin )

sin cos(sin cos )

+ + −

+

+=
+ +
+ +

= = =
++

0 0

0

2 0 2 0

2 0 2 0 0 0

0 0 0 0

0 00 0 2

1 36 1 36
1 36

2 18 2 18
18 18 2 18 18

2 18 18 2 18 18 2
18 1818 18

 

534- گزین435 راه‌حل اول معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۱
( cos ) cos cos cos− α − α+ = ⇒ α+ α− =2 23 1 5 5 0 3 5 8 0

 t t+ − =23 5 8 0 ، می‌توانیم معادله را به ش�کل  t cos= α اگ�ر ف�رض کنیم 
بنویسیم که چون مجموع ضرایب معادله صفر است، پس یکی از جواب‌های آن 

−=cosα قابل قبول نیس�ت، پس  8
3

t اس�ت. چون  −= 8
3

t=1 و دیگری 

 . cos α=6 1 cosα=1 و در نتیجه 
 cos α6 α=0 در معادله صدق می‌کند، پس کافی است مقدار  راه‌حل دوم 

α=0 حساب کنیم، که برابر 1 می‌شود. را به ازای 

634- گزین436 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می‌رسانیم: 	۳

 
x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



. اکن�ون دو ط�رف این تس�اوی را به توان س�ه  x xtan cot+ =2 2 3 پ�س 
می‌رسانیم:

x x

x x x x x x

x x x x x x

(tan cot )

tan tan cot tan cot cot

tan cot tan cot (tan cot )

+ =

+ + + =

+ + + =

2 2 3 3

6 4 2 2 4 6

6 6 2 2 2 2

3

3 3 27

3 27

x نتیجه می‌شود xtan cot+ =2 2 x و 3 xtan cot =2 2 با توجه به اینکه 1
 x x x xtan cot tan cot+ + = ⇒ + =6 6 6 69 27 18
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734- گزین437 xcos2 تقسیم می‌کنیم: دو طرف تساوی داده شده را بر  	2

 x x x x
x x x x

sin cos sin cos

cos cos cos cos
+ − =

2 2

2 2 2 2
3 2 2

، تس�اوی  x
x

tan
cos

+ =2
2

11 xx و 
x

sintan
cos

= با توج�ه به اتحادهای 

xtan وجود داشته باشد: قبلی را طوری می‌نویسیم که در آن فقط 
 x x x x xtan tan ( tan ) tan tan+ − = + ⇒ + − =2 2 23 2 2 1 2 1 0

 . xtan =− ±1 2 بنابراین 

834- گزین438 عبارت را به شکل زیر می‌نویسیم: 	2

A sin ( sin ) sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α − α = − α α

= − α α = − α α

2 2 2 2

2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

 . sin cosα α>0 و در نتیجه cosα<0  ، sinα<0 پس ،α= 0200 چون 
بنابراین عبارت A به شکل زیر درمی‌آید:

 
A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos | |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α = −

2 2

2 0 0

1 2 2

200 200

. A sin cos= −0 0200 200 . بنابراین sin cos− >0 0200 200 توجه کنید که 0

934- گزین439 ابتدا صورت و مخرج کسر را ساده می‌کنیم: 	3
صورت کسر

sin cos

(sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

−

= − + +

= − +

3 0 3 0

0 0 2 0 0 0 2 0

0 0 0 0

40 40

40 40 40 40 40 40

40 40 1 40 40
مخرج کسر

 cos cos sin cos ( cos sin )+ = +0 2 0 0 0 0 040 40 40 40 1 40 40
بنابراین حاصل کسر برابر است با

 sin cos sin tan
cos cos

− = − = −
0 0 0 0

0 0
40 40 40 1 40 1

40 40
tan است.  040 در نتیجه حاصل عبارت مورد نظر برابر 

044- گزین440 توجه کنید که بنابر اتحاد چاق و لاغر، 	۲

 

x x
x x
x x x x x x

x x
x x

tan cot
tan cot

(tan cot )(tan tan cot cot )

tan cot

tan cot

−
−
− + +

=
−

= + + =

3 3

2 2

2 21 7
. در نتیجه x xtan cot+ =2 2 6 بنابراین 

 
x x

x x
x x

cot tan
sin cos

tan cot

+ = + + +

= + + = + =

2 2
2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 6 8

144- گزین441 =ππ رادیان 
0

0
36

5180
036 برابر با  ابت�دا توجه کنید ک�ه  	۲

) که  )π π ππ− + =3
5 10 2

اس�ت. بنابراین اندازۀ زاویۀ س�وم مثلث برابر اس�ت با 

این زاویه از بقیه بزرگ‌تر است.

244- گزین442 اگر اندازۀ زاویه برحسب درجه برابر D و برحسب رادیان  	۴

. R
D
π= 5

4
، بنابراین  D R π× =5

4
برابر R باشد، آن‌گاه 

. بنابراین D R=
π0180

از طرف دیگر، 

 D DD D D
D

π

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
π

02 0
0 0

5
5 9004 15

4 4180 180
015 است.  بنابراین اندازۀ این زاویه برابر 

344- گزین443 با توجه به شکل زیر، چهارضلعی حاصل ذوزنقه است. 	۴

444- گزین444 π را اضافه یا  می‌دانی�م اگر به زاویه‌ای مضرب‌های زوج  	1
از آن کم کنیم، زاویۀ جدید، با زاویۀ اولیه هم‌انتها است. اکنون توجه کنید که 

 − + π=− + =0 0 0 0560 4 560 720 160  
− با هیچ‌یک از زاویه‌های داده ش�دۀ دیگر  0560 از ط�رف دیگ�ر، چون اختلاف 

π نیست، پس با هیچ‌یک از آن‌ها هم‌انتها نیست.  مضربی زوج از 

544- گزین445 π رادیان اس�ت. از  π=2
20 10

زاویۀ بین هر دو کابین متوالی  	4

. وقتی چرخ‌وفلک ۴ دور کامل  π π π= π+ = π+ ×48 88 8 16
5 5 10

طرف دیگر، 

π8 رادیان می‌چرخد، هر کابین در جای اولیۀ خود قرار می‌گیرد.  می‌زن�د، یعنی 

π×16 رادیان دیگر دوران می‌کند که کابین شمارۀ 
10

سپس چرخ‌وفلک به اندازۀ 

یک به مکان فعلی ۱۶ کابین جلوتر، یعنی کابین هفدهم منتقل می‌شود.
644- گزین446 با توجه به ش�کل زیر، واضح است که عرض نقطه‌ای که  	3

انتهای کمان نظیر زاویۀ ۴ رادیان است، کوچک‌تر از عرض بقیۀ نقاط است، پس 
sin4 از بقیه کوچک‌تر است. 

744- گزین447 1 دور 
12

راه‌حل اول در هر س�اعت عقربۀ ساعت‌ش�مار  	3

π رادیان است. بنابراین π=2
12 6

می‌چرخد که معادل 

 x
x

¾£Ã¤j

π

= ⇒ =
π

60 6 225
5
8

π رادیان 
360

) یا  / )00 5 راه‌حل دوم می‌دانیم در هر دقیقه، عقربۀ ساعت‌شمار 

. x  ¾£Ã¤j

π

= =
π

5
8 225

360

 ، بنابراین 
x
1

π

=
π

360
5
8

طی می‌کند، پس 
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844- گزین448 . از ط�رف دیگر  πα4 ط�ول کم�ان AB برابر اس�ت با  	۲
ط�ول کم�ان ACB برابر اس�ت با محیط دای�ره منهای طول کم�ان AB یعنی 

. بنابراین π − πα28 4

 π − πα= πα+π⇒ α= π− ⇒α=π−2 18 4 4 8 8 1
8

944- گزین449 16 کابی�ن در این چرخ‌و فلک وجود دارد. پس زاویۀ بین  	۱

 P P0 1 π اس�ت. بنابراین زاوی�ۀ متناظر به کمان  π=2
16 8

دو کابی�ن متوالی برابر 

π7 است. بنابراین
8

برابر 

 P P r oT¶
π= θ= × = π0 1

740 35
8

054- گزین450 با توجه به شکل زیر، 	3

 
MH AM

OH AH

 sin ,

cos

π π= = = × = π

π= = ⇒ = − =

6 3 9 6 3 2 3
3 3

6 3 3 3 6 3 3 3 3 3
3

بنابراین اندازۀ محیط قسمت رنگی برابر است با
 ( )+ + π= + + π9 3 3 2 3 9 3 3 2

154- گزین451 0400 را به رادیان تبدیل می‌کنیم:  ابتدا  	۱

 R R π= ⇒ =
π

0

0
400 20

9180
بنابراین اگر اندازۀ زاویۀ بزرگ‌تر برحسب رادیان برابر x و اندازۀ زاویۀ کوچک‌تر 

برحسب رادیان برابر y باشد، آن‌گاه

 
x y x

yx y

π π+ = =  ⇒ 
ππ  =− =  

20 4
9 3

84
99

π4 است. 
3

پس اندازۀ زاویۀ بزرگ‌تر برحسب رادیان 

254- گزین452 ف�رض می‌کنیم ان�دازۀ زاویه برحس�ب درج�ه برابر D و  	۲

. از ط�رف دیگر،  R Dπ π= − 5
80 36

برحس�ب رادی�ان برابر R باش�د. بنابراین 

، بنابراین  D R=
π0180

 

D
D D D

D D

π π−
×= ⇒ = −

π

= ⇒ =

0 0

0

0 0

5
180 5 18080 36
80 36180

5 25 20
4

354- گزین453 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل  	1
مقابل، چهارضلعی حاصل مستطیل است. 

454- گزین454 π را اضافه یا از آن کم  اگ�ر ب�ه زاویه‌ای مضرب�ی زوج از  	3
کنی�م، زاوی�ۀ جدی�د ب�ا زاوی�ۀ اولی�ه هم‌انته�ا اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که 

. بنابراین انتهای کمان‌های نظیر زاویه‌های  π π= π+31 5
6 6

π و  π= π+28 9
3 3

داده ش�ده مانند شکل روبه‌رو است. از روی شکل معلوم است که انتهای کمان 

− یکسان است. π2
3

π28 و 
3

نظیر زاویه‌های 

554- گزین455 توجه کنید که  	4
sk s s

s
k s s

s
k s s

     

     

     

( )

( )

π π π= ⇒ α= + = π+

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

33
3 4 4
3 13 1

3 4 3 4
3 2 23 2

3 4 3 4
بنابرای�ن انتهای کمان نظیر زاویه‌های مورد نظر مطابق ش�کل زیر رأس‌های یک 

شش‌ضلعی منتظم هستند. 

654- گزین456 tan بزرگ‌تر از اعداد دیگر است. 3 با توجه به شکل زیر  	2

754- گزین457  1
12

راه‌حل اول چون عقربۀ ساعت‌ش�مار در هر ساعت  	1

π رادیان را طی می‌کند. بنابراین  π=2
12 6

دایره را طی می‌کند، پس در هر ساعت 

π رادی�ان را ط�ی می‌کن�د، یعنی از س�اعت ۹ تا  π× =20
60 6 18

در ه�ر ۲۰ دقیق�ه، 

: ک�ه ی�ک س�اعت و ۲۰ دقیق�ه زم�ان گذش�ته اس�ت، عقربۀ  ′10 20 س�اعت 

π رادیان را طی می‌کند، یعنی زاویه‌ای به  π+
6 18

ساعت‌ش�مار زاویه‌ای به اندازۀ 

π2 رادیان. 
9

اندازۀ 



)81(

π رادیان طی 
360

) یا  / )00 5 راه‌حل دوم می‌دانیم عقربۀ ساعت‌ش�مار در هر دقیقه 

: برابر 80 دقیقه است، پس ′10 20 می‌کند. از طرف دیگر از ساعت 9 تا ساعت 

 x rad
x

π
π π= ⇒ = × =1 2360 80

80 360 9
 

854- گزین458 ابتدا توجه کنید که 	۳

 R R radπ= ⇒ =
π

0

0
25 5

36180

CD. پس  π= ×59
36

AB و  π= ×56
36

بنابراین 

 CD AB π π π π− = − = =45 30 15 5
36 36 36 12

954- گزین459 راه‌حل اول با توجه به شکل، 	۴

 
MH AM r

OH AH OA OH

      sin ,

cos cos

= θ = θ=θ

= θ⇒ = − = − θ1
. P sin cos= θ+θ+ − θ1 بنابراین محیط قسمت رنگی برابر است با 

 1
4

. در این‌ص�ورت ناحیۀ رنگی م�ورد نظر  πθ=
2

راه‌ح��ل دوم فرض کنی�د 

π است. π+ + = +1 1 2
2 2

دایره‌ای به شعاع 1 است و محیط آن برابر 

=πθ به‌دست می‌آوریم:
2

اکنون مقدار گزینه‌ها را به ازای 

 sin cos+ θ+ θ=1 2 گزینۀ )1(�
 sin cos+ θ− θ=1 2 گزینۀ )2(�

 sin cos π−θ+ θ+ θ= −1 2
2

گزینۀ )3(�

 sin cos π+θ+ θ− θ= +1 2
2

گزینۀ )4(�

064- گزین460 π رادیان، ریسمان 
9

020 یا  با جابه‌جایی نقطۀ A به اندازۀ  	4

l س�انتی‌متر جابه‌جا می‌شود. در نتیجه اگر فرض  r π π= θ= × =88
9 9

به اندازۀ 

α رادیان جابه‌جا شده است، معلوم می‌شود کنیم چرخ کوچک به اندازۀ 

 π π= α⇒α=8 46
9 27

 

بنابراین اندازه‌ای که چرخ کوچک‌تر جابه‌جا شده است برحسب درجه برابر است با

 D R RD= ⇒ = × = × =
π π

00 0
0

4 80180 180
27 3180

 

164- گزین461 ابتدا توجه کنید که  	1
 cot( ) cot , sin( ) sin−α =− α −α =− α  

بنابراین
A tan cot ( sin ) cos

tan cot sin cos

=− α α+ − α + α

=− α α+ α+ α=− + =

2 2

2 2 1 1 0
 

264- گزین462 ، پس cos( ) cos−α = α چون  	2

 x x xcos( ) cos( ) sin− = − =0 090 90  
، پس  cot( ) cot−α =− α همچنین، 

x x xcot( ) cot( ) cot− − =− + =−0 0180 180

بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 
 x x xsin ( cot ) cos− =−  

364- گزین463 می‌توان نوشت 	4

 
A

cos( ) cos( )
sin cos

sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ + π+θ
θ− θ= =

π−θ + π−θ θ+ θ

θ− θ= = − θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

 . A
tan /

= − = − =−
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 4 4

بنابراین 

464- گزین464 .پس  x y xπ+ = +2 3
2

، در نتیجه  x y π+ =3
2

چون  	2

x y x xtan( ) tan( ) cotπ+ = + =−2 3
2

564- گزین465 و   x xcos( ) sinπ− =−3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	3

. در نتیجه x xsin( ) cosπ+ =5
2

 x x xsin cos tan− = ⇒ =−2 2

664- گزین466 توجه کنید که 	4

 
cos cos( ) cos

cos( ) cos

= + =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0

510 360 150 150

3180 30 30
2

 

764- گزین467 توجه کنید که 	1

 cos cos( ) cosπ π π= π+ =− =−43 37
6 6 6 2

 

864- گزین468 توجه کنید که 	2

 

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan

cot( ) cot cot( ) ( cot )

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

π π π= π− =− =−

π π π π− =− =− π− =− − =

23 14
6 6 6 2

16 15
3 3 3 2

35 9 1
4 4 4
43 43 11 1

4 4 4 4

 

.( )( )( )( )− − − =−1 1 11 1
2 2 4

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)82(

964- گزین469  . sin sinα= β α+β=π، آن‌گاه  توجه کنید که اگر  	2
بنابراین

     sin sin , sin sinπ π π π π π π π+ =π⇒ = + =π⇒ =4 4 2 3 3 2
5 5 5 5 5 5 5 5

 . A
sin sin

sin sin

π π−
= =−

π π−

2
5 5 1
2
5 5

در نتیجه 

074- گزین470 آن‌گاه   ،α+β=π اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	4
. اکنون توجه کنید که cos cosα+ β=0 ، در نتیجه  cos cosβ=− α

 
cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ + =

π π π π+ =π⇒ + =

4 4 0
5 5 5 5
2 3 2 3 0
5 5 5 5

 

. A=0 پس 

174- گزین471 توجه کنید که 	3
     sin( ) sin , sin( ) sin , sin( ) sinπ−α = α π+α = α π+α =− α3 4 5

. A sin sin sin sin= α+ α− α= α3 4 5 2 بنابراین 

274- گزین472 ابتدا توجه کنید که 	1

 
         

      

tan( ) cot , cot( ) tan

tan( ) cot , cot( ) tan

π π−α = α −α = α

π π+α =− α +α =− α

2 2

2 2

 

. A cot cot cot cot
tan tan tan

α− α α= = = α
α− α α

23 2 2
2

بنابراین 

374- گزین473 ابتدا تساوی داده شده را ساده می‌کنیم: 	4

 

sin( ) sin( )
cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α + π−α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π+α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2

2 3 6

5 5

. tan( ) tan( ) cotπ πα− =− −α =− α=−5 5 1
2 2 5

بنابراین 

474- گزین474 توجه کنید که 	1

 cot cot( ) tanπ πα= +β⇒ α= +β =− β3 3
2 2

 

بنابراین

 

cot tan
cot cot tan cot ( tan )( cot )

tan cot tan cot
cot tan tan cot tan cot

+ β+ + β+ = + =
− α + β + β + β + β + β

+ β+ β + β+ β= = =
+ β+ β+ β β + β+ β

1 11 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 1
1 2

 

574- گزین475 . در نتیجه  sin( ) cosπ+α =− α3
2

توجه کنید ک�ه  	4

. اکنون توجه کنید که cosα=−12
13

از فرض مسئله نتیجه می‌شود

 tan tan
cos

+ α= = ⇒ α=
α

2 2
2

1 169 251
144 144

. tanα=− 5
12

. بنابراین tanα<0 α در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس  چون 

674- گزین476 توجه کنید که 	1

 

cos( ) cos cos( )

cos cos

cot cot( ) cot

tan tan( ) tan tan

sin( ) sin sin( ) sin

− = = × −

= =− =−

= × − =− =−

= × − =− = =

− =− =− − = =

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

600 600 2 360 120

1120 60
2

675 2 360 45 45 1

945 3 360 135 135 45 1

1330 330 360 30 30
2

 .
− −

=−
−

1 1
2 3

11
2

بنابراین حاصل کسر مورد نظر برابر است با 

774- گزین477 ابتدا توجه کنید که 	4

 

a

a
a

a

tan tan( ) cot

tan tan( ) cot

tan tan( ) tan

tan tan( ) cot

= − = =

= + =− =−

= − =− =−

= − = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

175 90 15 15

1105 90 15 15

165 180 15 15

1255 270 15 15

 

 . a a aA
a a aa

a a

( )

( )

−
−= = = =

− − − − +− −
2 2 2

1 1 12
1 1

1 3 1 3 1 3 13
بنابراین 

874- گزین478 ابتدا توجه کنید که 	4

 
sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) cos( ) cos

π π π π π −= − = π− =− =

π π π π π= − = π− =− =−

101 102 334
3 3 3 3 3 2

98 99 133
3 3 3 3 3 2

 

. A ( ) ( )= − − − = + =23 14 2 3 1 4
2 2

بنابراین 

974- گزین479 از نماد گذاری شکل  	3
روبه‌رو استفاده می‌کنیم. توجه کنید که

 tan tan( ) tanα= −β =− β0180  

. اکن�ون توج�ه کنید که  tan cotβ= γ =β+γ، پس  090 از ط�رف دیگ�ر 

 . tanα=−2 . بنابراین  cot γ= =4 2
2

084- گزین480 آن‌گاه   ، πα+β=
2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	1

 . tan tan tan cotα β= α× α=1 نتیج�ه  در  و   tan cotβ= α

بنابراین

 

tan tan

tan tan

tan tan

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

6 6 1
14 14 2 14 14
2 5 2 5 1
14 14 2 14 14
3 4 3 4 1
14 14 2 14 14

 

. A=1 پس 



)83(

184- گزین481 ابتدا توجه کنید که  	2

 
     

   

tan( ) tan , tan( ) tan

tan( ) tan , tan( ) tan

π−α =− α π+α = α

π−α =− α π+α = α2 2
 

. A tan tan tan
tan tan tan

− α+ α α= = =−
− α− α − α

3 2 1
2

بنابراین 

284- گزین482 توجه کنید که 	2

 
 

 

sin( ) cos , tan( ) cot

cos( ) sin , cot( ) tan

π π π π π π+ = = − = =

π π π π π π− =− =− + =− =−

5 1 5 3
2 3 3 2 2 3 3 3
7 1 7 3
2 6 6 2 2 6 6 3

. A
( ) ( )

( ) ( )

−
= =

− −

1 14 2
12 2

3 3 3 33 6
3 3

بنابراین 

384- گزین483  090 راه‌حل اول در مثلث قائم‌الزاویه اندازۀ یکی از زوایا  	۲
. در این  Âcos =0 Âsin و  =1 . پ�س  Â= 090 اس�ت. مثلًا ف�رض کنید 
، بنابراین  C Bˆ ˆsin cos=2 2 ص�ورت زاویه‌های B و C متمم یکدیگرند، پس 

ساده شدۀ عبارت به شکل زیر است:
A B C C C
A B C B B

ˆ ˆ ˆ ˆˆcos cos cos sin cos
ˆ ˆˆ ˆ ˆsin sin sin sin cos

+ + + + += = =
++ + + +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0 0 1 1

1 1 21
راه‌حل دوم مثلث ABC را با زاویه‌های زیر در نظر بگیرید:
 A B C            
ˆ ˆˆ, ,= = =0 0 090 45 45  

 . A B C
A B C

ˆ ˆˆcos cos cos
ˆ ˆˆsin sin sin

+ +
+ + = =
+ + + +

2 2 2

2 2 2

1 10
12 2

1 1 21
2 2

در این صورت 

484- گزین484 توجه کنید که 	۲

 a b b a b b      sin sin( ) cos , tan tan( ) cotπ π= − = = − =5 5
2 2

بنابراین
a a b b b b

b a b b a a
b b b
b b

sin tan tan cos cot tan

sin cos cos sin cos sin
cos cos cot
sin sin

+ − + −=
− − + − − +

+ −= = =
− +

2 2 2 2
1 1

1 1
1 1
1 1

584- گزین485 توجه کنید که 	4

 a aa b a a b a b a b( ) ( ) ( )π π+ =π⇒ + + =π⇒ + + = ⇒ = − +3 2 2
2 2 2 2

 

. a a b a bsin sin( ( )) cos( )π= − + = + =3
2 2 5

بنابراین 

684- گزین486 توجه کنید که 	2

 
sin sin( ) sin sin( ) cos

sin sin( ) sin

= + = = − =

= + =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

410 360 50 50 90 40 40

400 360 40 40
بنابراین

 sin sin cos sin+ = + =2 0 2 0 2 0 2 0410 400 40 40 1
. بنابراین tan tan( ) tan= × + =0 0 0 0731 2 360 11 11 همچنین 

 tan cot tan cot× = × =0 0 0 0731 11 11 11 1
بنابراین مقدار کسر مورد نظر برابر است با ۱.

784- گزین487 توجه کنید که 	۳

 

cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

= + =−

= − =−

= + =

= − =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

115 90 25 25

155 180 25 25

295 270 25 25

335 360 25 25

. ص�ورت و مخ�رج کس�ر A را ب�ر  A sin cos

sin cos

− +=
+

0 0

0 0
25 3 25

3 25 25
بنابرای�ن 

sin تقسیم می‌کنیم:  025

a aA
a a

sin cos
cotsin sin

sin cos cot

sin sin

− +
− + − + −= = = =

+ +++

0 0

00 0

0 0 0

0 0

25 3 25
1 3 25 1 3 3 125 25

3 33 25 25 3 25
25 25

884- گزین488 توجه کنید که 	2

 

sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π+ = =

π π π= π− = =

11 12
6 6 6 2
5 1
4 4 4

9 2 1
4 4 4
5 12
3 3 3 2

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین 

984- گزین489 آن‌گاه   ، πα+β=
2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	۲

. بنابراین sin cosβ= α

cos sin

cos sin

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

7 7
16 16 2 16 16
3 5 5 3
16 16 2 16 16

پس

A cos cos sin sin

(sin cos ) (sin cos )

π π π π= + + +

π π π π= + + + = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3
16 16 16 16

3 3 1 1 2
16 16 16 16

094- گزین490 آن‌گاه   ،α+β= 0180 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	۲
. بنابراین cos cosβ=− α

cos cos=−0 0179 1   , cos cos , ,=−0 0178 2 

 cos cos , cos cos=− =−0 0 0 092 88 91 89              

. A cos cos cos

cos cos cos

+ + += =−
− − − −

0 0 0

0 0 0
1 2 89 1
1 2 89





پس 

194- گزین491 . بنابراین x x xcos cos sin= −2 22 توجه کنید که  	1

 x x x x x x
x x x x

x x

cos cos sin cos sin cos
tan sin cos sin

cos cos

− −= = =
− −−

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
1 1



فصل دوم: آزمون ها
)84(

294- گزین492 می‌توان نوشت 	2

 
cos sin (cos sin )(cos sin )

cos( ) cos

π π π π π π− = + −

π π= × × = =

4 4 2 2 2 2
8 8 8 8 8 8

21 2
8 4 2

 

394- گزین493 بنابرای�ن   ، + =0 0 015 75 90 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	2
، در نتیجه  cos sin=0 015 75

 cos sin0 015 75 cos cos cos= =0 0 2 015 15 15
، پس  x xcos cos= −22 2 از طرف دیگر، 1

 cos cos cos= − ⇒ = −0 2 0 2 0330 2 15 1 2 15 1
2

. +3 2
4

. در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با  cos +=2 0 3 215
4

پس 

494- گزین494 ابتدا توجه کنید که 	1

 
sin cos cos

cos cos
π<θ<π

θ+ θ= ⇒ + θ=

θ= → θ=−

2 2 2

2 2

161 1
25

9 3
25 5

 

بنابراین
 sin sin cos ( )θ= θ θ= × × − =−4 3 242 2 2

5 5 25
 

594- گزین495 و   sintan
cos

αα=
α

اتحاده�ای  از  اول  راه‌ح��ل  	2

coscot نتیجه می‌شود
sin

αα=
α

 

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

sin

α α α+ αα+ α= + =
α α α α

= = =
α ×

2 2

1 1 8
1 1 12
2 2 4

tan استفاده می‌کنیم. بنابراین cot
sin

α+ α=
α

2
2

راه‌حل دوم از اتحاد 

 tan cotα+ α= =2 8
1
4

 

694- گزین496 و   x x xsin sin cos=2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	2
، پس x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x xA x
x x xx

sin sin cos sin tan
cos cos cotcos

= = = = = =
+ 2

2 2 1 1
1 2 32

 

794- گزین497 cos اس�تفاده می‌کنی�م.  sin− α= α21 2 2 از اتح�اد  	3
توجه کنید که

 cos sin sin tan
sin sin cos cos

− = = =
0 2 0 0 0

0 0 0 0
1 40 2 20 20 20

40 2 20 20 20
 

894- گزین498 ، بنابراین cos cos sinα= α− α2 22 توجه کنید که  	2
cos( )cos sin sin

cos sin cos sin

cos sin sin (cos sin ) sin
cos sin

cos

×
− = −

− −
−= − = + −
−

=

00 0 0
0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0
0 0

0

2 4080 40 40
40 40 40 40

40 40 40 40 40 40
40 40

40

994- گزین499 توجه کنید که  	4

A x x xsin cos sin= + = −4 4 211 2
2

. A ( )= − = − =21 1 1 171 1
2 3 18 18

بنابراین 

005- گزین500 ، بنابراین x x xsin sin cos=2 2 توجه کنید که  	3

 

x x x
x x x x x x

x x
x

sin sin sin
sin sin sin sin cos ( cos )

cos cos
( cos )

= =
− − −

− += =
−

3 3 2

2
2 2 2 2 2 1

1 1
2 1 2

 

. در نتیجه  xcos = − =4 11
3 3

+xcos پس  =1 2
2 3

بنابراین 

x xcos cos= − = − =−2 2 72 2 1 1
9 9

105- گزین501 sin نتیجه  sin cosα= α α2 2 راه‌حل اول از اتحاد  	2
می‌شود

sin cossin (tan cot ) sin cos ( )
cos sin

sin cos (sin cos )

α αα α+ α = α α +
α α

= α+ α= α+ α =2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
 

، پس  tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

راه‌حل دوم توجه کنید که 

 sin (tan cot )α α+ α =2 2  

205- گزین502 و   x xcos cos− =22 1 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	4
. بنابراین x x xsin cos sin=2 2

 
sin ( cos ) sin cos

sin cos sin sin

π π π π− =

π π π π= = = = × =

2 22 1
12 24 12 24

1 2 1 1 1 1
12 12 2 12 2 6 2 2 4

 

305- گزین503  . sin sin( ) cosπ π π π= − =3
8 2 8 8

توج�ه کنی�د ک�ه  	1

. cos sin cosπ π π= 23
8 8 8

بنابراین 

. پس  xx coscos +=2 1 2
2

از طرف دیگر می‌دانیم 

cos( ) cos
cos

π π+ × + +
π += = = =2

21 2 1 1
2 28 4 2

8 2 2 2 4
405- گزین504 ابتدا توجه کنید که 	3

 x xx x
x x

tan tansin , cos
tan tan

−= =
+ +

2

2 2
2 12 2

1 1

. x xx x
x

( )
tan tansin cos

tan

+ −
+ −+ = = =

+ +

2

2

1 12 1
2 1 73 92 2

1 51 1
9

بنابراین 

505- گزین505 توجه کنید که 	2

¡.¡.— IÄ

cos cos cos
cos

cos cos cos (. ) cos

θ+ = ⇒ θ+ = θ
θ

θ− θ+ = ⇒ θ= θ=

2

2

19 10 9 1 10

19 10 1 0 1
9

. cos cos ( )θ= θ− = − =−2 21 792 2 1 2 1
9 81

بنابراین 
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605- گزین506 x و  xcos cos= −22 2 توجه کنید که 1 	3
asin sin( ) cos cos( ) cos= − = = × = − = −0 0 0 0 0 2 0 284 90 6 6 2 3 2 3 1 2 1

705- گزین507 تساوی داده شده را به شکل زیر می‌نویسیم: 	1

sin cos sin

sin sin

α+ α= ⇒ − α=

α= ⇒ α=± =±

4 4 2

2

2 1 21 2
3 2 3

2 2 62 2
3 3 3

α در  sin و انتهای کمان روبه‌رو به زاویۀ  sin cosα= α α2 2 با توجه به اینکه 
 . sin cosα α<0 ، در نتیجه  cosα>0 sinα<0 و  ربع چهارم اس�ت، پس 

. sin α=− 62
3

. پس  sin α<2 0 یعنی 

805- گزین508  sin sin( ) cos= − =0 0 0 050 90 40 40 توجه کنید که  	1
. بنابراین x x xsin cos sin=2 2 و 

sin
sin sin cos sin

cos cos cos

sin( ) cos

cos cos

= =

−
= × = × =

0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

1 80
50 40 40 40 2

10 10 10
90 101 1 10 1

2 2 210 10

 

905- گزین509 ، آن‌گاه  x π=
24

توجه کنید که اگر  	4

x x x π+ = =10 2 12
2

، در نتیجه  x x xcos cos( ) sinπ= − =10 2 2
2

پس 

 
x x x x xcos cos sin cos sin

sin( ) sin ( )

= =

π π= × = = =

110 2 2 2 4
2

1 1 1 1 14
2 24 2 6 2 2 4

 

5105 راه‌حل اول توجه کنید که0- گزین1 	1

tan tan( ) cot= − =0 0 0 050 90 40 40

بنابراین

 

cos sintan tan cot tan
sin cos

cos( )cos sin cos

sin cos sinsin( )

cot cot( ) tan

− = − = −

×−= = =
×

= = − =

0 00 0 0 0
0 0

02 0 2 0 0

0 0 00

0 0 0 0

40 4050 40 40 40
40 40

2 4040 40 2 80
140 40 802 40
2

2 80 2 90 10 2 10

. tan tan tan− =
0 0 050 40 10
2

بنابراین 

cot استفاده می‌کنیم: tan cotα− α= α2 2 راه‌حل دوم از اتحاد 

tan tan cot tan cot tan− −= = =
0 0 0 0 0 050 40 40 40 2 80 10
2 2 2

5115 x فاکتور می‌گیریم1- گزین1 xsin cos از عبارت  	1

A x x x x x x xsin cos (cos sin ) sin cos sin= − = =2 2 1 12 2 4
2 4

 

5125 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می‌رسانیم:2- گزین1 	3

x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

5135 توجه کنید که3- گزین1 	2

 cos sin cos ( )πα= − α= − = ⇒ α=− <α<π2 2 16 9 31 1
25 25 5 2

 

به این ترتیب

 
sin sin cos ( )( )

cos cos

α= α α= − =−

α= α− = × − =−2

4 3 242 2 2
5 5 25

9 72 2 1 2 1
25 25

 

 . sintan
cos

αα= =
α

2 242
2 7

بنابراین 

5145 . دو طرف 4- گزین1 x xsin cos=5
2

راه‌حل اول بناب�ر فرض  	3

xsin ضرب می‌کنیم: این تساوی را در 

 x x xsin cos sin ( )=2 5 1
2

 xcos . دو طرف این تساوی را در  x xcos sin=2
5

همچنین، بنابر فرض، 

ضرب می‌کنیم: 

 x x xcos sin cos ( )=2 2 2
5

اگر دو طرف تساوی‌های )۱( و )۲( را با هم جمع کنیم، به‌دست می‌آید

 x x x x x xsin cos sin cos sin cos= + ⇒ =5 2 291 1
2 5 10

 . xsin =202
29

x و در نتیجه  xsin cos =10
29

بنابراین 

x را به توان دو می‌رسانیم: xsin cos=2 5 راه‌حل دوم دو طرف تساوی 
 x xsin cos=2 24 25

x نتیجه می‌شود xsin cos+ =2 2 1 با توجه به 

x x x x

x x x

x x x

sin ( sin ) sin sin

cos sin cos

sin cos sin

= − ⇒ = ⇒ =

= − = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2
2

254 25 1 29 25
29

25 4 1001
29 29 29

10 202
29 29

xcos هم‌علامت هستند و  xsin و  توجه کنید که با توجه به فرض مس�ئله 
x مقداری مثبت دارد. xsin cos

، پس xtan =5
2

x نتیجه می‌شود  xsin cos=2 5 راه‌حل سوم از 

 xx
x

tansin
tan

×
= = =
+ +

2

52
2 2022

25 291 1
4

5155 توجه کنید که5- گزین1 	۱

 yx x x x x x
y y y y y y x

sinsin sin cos sin cos cos
sin sin cos sin cos sin cos

= = × = × =
42 2 4

2 2 3 3
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5165 ابتدا دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می‌رسانیم:6- گزین1 	۲

 
x x x x x x

x x x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

− = ⇒ + − =

− = ⇒ =−

2 2 216 162
9 9

7 72
9 18

اکنون می‌توان نوشت

 

x xA
x x
x x x x x x

x x x x

x x
x x

cos sin

cos sin

(cos sin )(cos sin sin cos )

(cos sin )(cos sin )

sin cos
cos sin

+=
−
+ + −

=
− +

+
−= = =−

− −

3 3

2 2

2 2

71
1 2518

4 24
3

5175 7sin- گزین1 sin( ) cos= + =0 0 0 0110 90 20 20 توجه کنید که  	2

، بنابراین cos sin cosα− α= α2 2 2 و 

cos( )sin sin cos sin cos

sin sin sin sin

×− −= = =
02 0 2 0 2 0 2 0 0

0 0 0 0
2 20110 20 20 20 40

50 50 50 50

. بنابرای�ن  cos cos( ) sin= − =0 0 0 040 90 50 50 از ط�رف دیگ�ر می‌دانی�م 

مقدار عبارت مورد نظر برابر 1 است.

5185 بنابرای�ن 8- گزین1  ، x xcos cos+ = 21 2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	3

پ�س   ، + =0 0 055 35 90 دیگ�ر،  ط�رف  از   . cos cos+ =0 2 01 40 2 20

. به این ترتیب cos sin=0 055 35

 cos cos cos cos

cos cos sin cos sinsin( )

+ = = =
×

0 2 0 2 0 2 0

0 0 0 0 00
1 40 2 20 2 20 4 20

155 35 35 35 702 35
2

. در نتیجه  cos sin=0 020 70 ، پس  + =0 0 020 70 90 اکنون توج�ه کنید که 

. cos cos
cos

=
2 0 0

0
4 20 4 20

20
کسر مورد نظر برابر است با 

5195 می‌توان نوشت9- گزین1 	۳

 
a a a a a

a

a a a a

cos cos sin cos cos
sin

sin cos sin sin

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

1 12 2 2
16 8
1 1 1 12 2 4 4
8 2 8 4

. a acos sin ( )= − = − =2 21 78 1 2 4 1 2
4 8

در نتیجه 

025- گزین520 ابتدا توجه کنید که 	4

x x x

x x

sin cos sin

sin sin

+ = −

= − ⇒ =

6 6 2

2 2

31 2
4

4 3 41 2 2
5 4 15

 . x xcos sin= − = − =2 2 4 112 1 2 1
15 15

بنابراین 

125- گزین521 ابتدا توجه کنید که 	2

 x x xA
x x x

cos cos cos

cos cos cos

−= − = −
− − −

2 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

 

x نتیجه می‌شود xcos cos= −22 2 بنابراین از اتحاد 1

 
x xxA

x x
x x

( cos )( cos )cos

cos cos

cos cos

− +−= − = −
− −

= + − =

2 2 1 2 12 1 1 1
2 1 2 1
2 1 1 2

 

225- گزین522 و   x xcos sin− = 21 2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	4

. بنابراین x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x x
x x

cos sin tan tan
cos cos

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±
+

2 2
2

1 2 22 2 2 2
1 2 2

2 قابل قبول نیست. پس ، مقدار  xπ< <π
2

چون 

 x xtan cot=− ⇒ =− 22
2

. x xtan cot+ =− − =−2 2 2 2 2 در نتیجه 

325- گزین523 cos ق�رار دهی�م  cos+ α= α21 2 2 اگ�ر در اتح�اد  	2

xxcos به‌دست می‌آید. پس cos+ = 21 2
2

، اتحاد  xα=
2

A cos ( cos ) cos

|cos | cos ( cos )

cos |cos | cos

π
π π= + + = + + = + ×

π π π= + = + = +

π π π= × = =

2

2

82 2 2 2 2 1 2 2 2
8 8 2

2 2 2 2 2 1
16 16 16

2 2 2 2
32 32 32

425- گزین524 توجه کنید که  	4

sin cos sin

sin

π π π+ = −

π= − = − =

4 4 2

2

1 21
12 12 2 12

1 1 71 1
2 6 8 8

525- گزین525 راه‌حل اول توجه کنید که  	3

 

x x x x x x

x x x x
x x x x

xx

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos sin cos( ) ( )
cos sin cos sin

( )
sinsin

+ = + −

+= + − = −

= − = −

2 2 2

2 22 2

2
2

2

2 2

1 42 2
1 22
2

 

، به‌دست می‌آید x π=
8

اگر در این تساوی قرار دهیم 

tan cot
sin

π π+ = − = − =
π

2 2
2
4 42 2 6

8 8 1
4 2
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x استفاده می‌کنیم:   x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه‌حل دوم از اتحاد 

 

tan cot (tan cot ) ( )
sin

π π π π+ = + − = −
π

= − = − =

2 2 2 222 2
8 8 8 8 2

8
4 2 8 2 6
1
2

 

625- گزین526 توجه کنید که 	۲

cot tan cot , cot tan
sin

α− α= α α+ α=
α

22 2
2

=xα استفاده کنیم، می‌توان نوشت
2

بنابراین، اگر اتحادهای فوق را برای 

x x x x x xA

xx
x x

tan cot (tan cot )(tan cot )

cot( cot )
sin sin

= − = + −

= × − =−

2 2
2 2 2 2 2 2

2 42

از طرف دیگر،
x

x

  x  

x
x x

x x

cot
tancot

sin sin

sin sin

= =

π< <

+ = → + =

= → =

1 3
42

2 2

0
2 2

1 9 11 1
16

16 4
25 5

. A
− ×

= =−

34
154

4 4
5

بنابراین 

725- گزین527 cos نتیجه می‌شود  cosα= α−22 2 1 از اتحاد  	3

 

cos cos

cos cos

( cos )( cos )
cos

cos

cos cos( ) sin

−+ = +
+ +
+ −

= + = − +
+

= = − =

0 2 0

0 0

0 0
0

0

0 0 0 0

20 2 10 11 1
2 10 1 2 10 1

2 10 1 2 10 1 1 2 10 1 1
2 10 1

2 10 2 90 80 2 80

825- گزین528 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که حاصل‌ضرب جواب‌های  	1
m−2 است. بنابراین 1 معادله برابر 

 m m mtan cotα α= − ⇒ = − ⇒ =2 1 1 2 1 1
m+3 است. پس اکنون توجه کنید که مجموع جواب‌های معادله برابر 

 

m sin costan cot
cos sin

sin cos sin
sin cos sin

α αα+ α= + = ⇒ + =
α α

α+ α= ⇒ = ⇒ α=
α α α

2 2

3 4 4

1 14 4 2
1 22
2

sin می‌توانیم از اتحاد زیر استفاده کنیم:  α2 راه‌حل دوم برای تعیین 

tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

بنابراین

 mtan cot sin
sin

α+ α= + = ⇒ = ⇒ α=
α

2 13 4 4 2
2 2

 

925- گزین529 راه‌حل اول تساوی داده شده را به شکل زیر ساده می‌کنیم: 	2

 

x x x x x x

x xx x
x x

x x
x x x

x
x

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos(tan cot ) ( )
cos sin

sin cos( ) ( )
sin cos sin

sin
sin

+ = ⇒ + − =

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
2

5 2 5

7 7

17 7
1 2
2

4 47 2
72

x استفاده می‌کنیم:  x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه‌حل دوم از اتحاد 

 
x x x x

x
x x

tan cot (tan cot )

( ) sin
sin sin

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2 2
2

5 2 5

2 4 42 5 7 2
2 72

 

035- گزین530 با استفاده از اتحادهای 	۱

 
cos sin

cos cos

sin sin cos

 α= − α


α= α−
α= α α

2

2

2 1 2

2 2 1

2 2
نتیجه می‌شود

sin cos ( sin )sin cos

sin cos sin cos cos

sin (cos sin )sin cos sin

sin cos cos cos (sin cos )

sin tan
cos

+ − −+ − =
+ + + + −

++= =
+ +

= =

0 0 2 00 0

0 0 0 0 2 0

0 0 00 0 2 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0
0

1 2 20 20 1 2 201 40 40
1 40 40 1 2 20 20 2 20 1

2 20 20 202 20 20 2 20
2 20 20 2 20 2 20 20 20

20 20
20

135- گزین531 y را رس�م می‌کنیم و قرینۀ  xcos= ابت�دا نم�ودار تابع  	4

قس�مت‌هایی را ک�ه پایین محور طول‌ها قرار دارد نس�بت به محور طول‌ها رس�م 
می‌کنیم. سپس قسمت‌هایی را که پایین محور طول‌ها قرار دارند حذف می‌کنیم 
y به‌دس�ت آید. نمودار به‌دس�ت آمده را نس�بت به   x|cos |= تا نمودار تابع 

y به‌دس�ت آید و در نهایت  x|cos |=− محور طول‌ها قرینه می‌کنیم تا نمودار 

نمودار را یک واحد به بالا انتقال می‌دهیم.

 



فصل دوم: آزمون ها
)88(

235- گزین532  ( , )π 0
3

) و  , )π −2 1
4

چ�ون نم�ودار تاب�ع از نق�اط  	4

می‌گذرد، پس
af a b b

af a b b

( ) cos

( ) cos

π π= − ⇒ − = − ⇒ − = −

π π= ⇒ − = ⇒ =

22 1 2 1 2 1
4 4 2

0 0
3 3 2

در نتیجه 

 a b b b b b( )− = − = − = − ⇒ =2 2 2 1 2 1 1
2

 

. پس مقدار ab برابر 2 است. a b= =2 2 بنابراین 

335- گزین533 با توجه به هر یک از شکل‌های زیر می‌توان فهمید که اگر  	4

. پس  xcos− < <3 3
2 2

، آن‌گاه  xπ π< <5
6 6

 

 m m− < < ⇒− < <3 3 1 13
2 2 2 2

435- گزین534 ، پس xsin− ≤ ≤1 چون 1 	2

 
x x

x f x

sin sin

sin ( )

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

0 1 0 5 5

3 5 3 2 3 2
 

3− و 2 هس�تند ک�ه  بنابرای�ن کمتری�ن و بیش�ترین مق�دار تاب�ع ب�ه ترتی�ب 

 . f( )π =2
2

)f و  )=−0 3 6− است. توجه کنید که  حاصل‌ضرب آن‌ها 

535- گزین535 ، بنابراین
k| |
π2 دورۀ تناوب تابع f برابر است با  	3

 k k
k k

| |
| |
π π= ⇒ = +

+
2 4 2

2 1
، آن‌گاه  k>0 اگر 

 k k k    (.¡.¡.ù)= + ⇒ =− 24 2
3

، آن‌گاه  k<0 اگر 
 k k k− = + ⇒ =− 24 2

5
635- گزین536 از روی نمودار تابع f در ش�کل زیر معلوم اس�ت که دورۀ  	۳

 . ( )π π π− − =
8 8 4

تناوب آن برابر است با 

735- گزین537 a−2 است  ابتدا توجه کنید که کمترین مقدار تابع برابر  	2
1− است. پس که با توجه به نمودار تابع برابر 

a a− =− ⇒ =2 1 1

− است. پس =45 5 5
8 8

از طرف دیگر با توجه به نمودار دورۀ تناوب تابع برابر 

T  b  b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 5 5 5
2

f که در این صورت تابع  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

، آن‌گاه  b=−5 اگر 

b=5 و  x=0 نزولی باشد که این‌طور نیست. پس  باید در همس�ایگی راس�ت 
. b a− =4 در نتیجه 

f و  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

، آن‌گاه  b=−5 اگ�ر  توج�ه کنی�د ک�ه 

)f که با توجه به شکل این‌طور نیست. )=5 1
8

835- گزین538 x به‌دس�ت  k{ }π π≠ π+
2 2

دامن�ۀ تاب�ع از نامس�اوی  	3

. fD x x k k { | , }= ∈ ≠ + ∈2 1  می‌آید. پس 

935- گزین539 آن‌گاه   ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1

. بنابراین xtan ≥− 3 xtan و در نتیجه  tan( )π≥ −
3

m m m− ≥− ⇒ − ≥− ⇒ ≤2 3 2 3 5
3

پس حداکثر مقدار m برابر 5 است. 

045- گزین540 π واحد به سمت راست 
3

y را  xtan= اگر نمودار تابع  	1

f به‌دس�ت می‌آید که به‌صورت  x x( ) tan( )π= −
3

منتقل کنیم، نمودار تابع 

) اکیداً صعودی است و حداقل  , )π π5 11
6 6

زیر است. بنابراین تابع f روی بازۀ 

π5 است.
6

مقدار a برابر 

145- گزین541 ضابطۀ تابع به شکل زیر است: 	3

 
x x x x

f x
x x x x x

sin sin
( )

sin sin sin

− ≤ ≤π ≤ ≤π  = = + π< ≤ π π< ≤ π  

0 0 0
2 2 2

] نمودار تابع  , ]π π2 بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است. توجه کنید که در بازۀ 

y به‌دست آمده است. xsin= از دو برابر کردن عرض نقاط روی نمودار تابع 
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245- گزین542 )f و کمترین مقدار تابع برابر 1  )=0 2 با توجه به ش�کل  	2
. ب�ا توجه به  f a b a bmin | |= − − +2 f و  a b( )= − =0 2 2 اس�ت. بنابراین 

xsin مثب�ت اس�ت، پ�س مینیم�م تاب�ع براب�ر اس�ت ب�ا  ش�کل ضری�ب 

 نتیجه 
a b

a b

− =


− =

2 2

2 1
. از ح�ل دس�تگاه معادله‌ه�ای  a b a b a b− − − = −2 2

f که بیش�ترین مقدار آن  x x( ) sin= +2 . بنابرای�ن  b=0 می‌ش�ود a=1 و 
برابر 3 است.

345- گزین543 ، آن‌گاه  xπ π− < <
6 6

ب�ا توج�ه به ش�کل‌های زیر، اگ�ر  	4

. بنابراین xsin− < <1 1
2 2

 
m m m

m m m
m m  m  

| |

| | | |,

+ + +− < < ⇒− < < ⇒ <

+ < ≠

1 1 1 1 11 1 1
2 2 2

1 0

در نتیجه
 m m m m+ + < ⇒ <−2 2 12 1

2
 

445- گزین544 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می‌نویسیم: 	3
 f x x x x x( ) sin cos cos cos= + + = +2 2 2 22 1 2  

، پس xcos− ≤ ≤1 1 چون 
 x x x f xcos cos cos ( )≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 20 1 0 2 2 1 1 2 3 1 3 

]# است. , ]1 3 بنابراین برد تابع بازۀ 

545- گزین545 a اس�ت ک�ه وقتی  a− 23 کمتری�ن مق�دار تاب�ع f برابر  	1
axcos اتفاق می‌افتد. بنابراین  =−1

a a a a a   a,− = ⇒ − + = ⇒ = =2 23 2 3 2 0 1 2

، آن‌گاه دورۀ تناوب این تابع  a=1 است. پس اگر 
a| |
π2 دورۀ تناوب تابع f برابر 

π است. ، آن‌گاه دورۀ تناوب آن برابر  a=2 π2 است و اگر  برابر 

645- گزین546 xx استفاده  coscos +=2 1 2
2

توجه کنید که از اتحاد  	۱

می‌کنیم. بنابراین

 x xf x x cos cos( ) cos + += + =1 4 3 4 14
2 2

 . π π=2
4 2

در نتیجه، دورۀ تناوب تابع f برابر است با 

745- گزین547 ضابطۀ تابع به ش�کل زیر اس�ت. توجه کنید که از اتحاد  	۲

xx استفاده می‌کنیم. coscos +=2 1 2
2

x x xf x xcos( ) sin ( ) cos ( ) cosπ += + = = = +2 2 12 2 2 1
2 2 2 2

] یک واحد به بالا  , ]π0 2 را در بازۀ  y xcos= بنابراین کافی است نمودار تابع 
انتقال دهیم.

845- گزین548 ب�ا توجه به ش�کل حداکثر مقدار تابع برابر ۱ اس�ت. این  	4

، پس  bxcos( )π− =1
2

مقدار زمانی به‌دست می‌آید که 

 a a+ = ⇒ =−2 1 1
در نتیجه

f x bx( ) sin=− +1 2  

π است. بنابراین π π− =13 2
18 18 3

با توجه به شکل دورۀ تناوب تابع برابر با 

 b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3

f به‌صورت صعودی ش�روع  x bx( ) sin=− +1 2 x>0 نم�ودار تابع  برای 
f و مقدار  x x( ) sin=− +1 2 3 b=3 قابل قبول است، یعنی  می‌ش�ود، پس 
آن‌گاه   ، b=−3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   .۴ ب�ا  اس�ت  براب�ر   b a−

)f که با توجه به شکل این‌طور نیست. )π =−2
18

f و  x x( ) sin( )=− + −1 2 3

945- گزین549 ] اکیداً صعودی است،  , ]π0
4

y روی بازۀ  xtan= تابع  	3

پس 

 
x x

xx x  

tan tan tan

tantan tan

π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

−≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤ ≤

0 0
4 4

3 30 1 1 0 1
2 2

 

 . fR [ , ]= 31
2

بنابراین 

055- گزین550 xtan و اگر  ، آن‌گاه 1< xπ π< <
4 2

توجه کنید که اگر  	2

. بنابراین xtan <−1 ، آن‌گاه  xπ π< <3
2 4

 
m m m

m m m

− > ⇒ − > ⇒ >

− <− ⇒ − <− ⇒ <−

1 1 1 2 3
2

1 1 1 2 1
2
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155- گزین551 y را رسم می‌کنیم، سپس آن  xcos= ابتدا نمودار تابع  	۱

 y xcos( )π= −
4

π به سمت راست انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 
4

را به اندازۀ 

به‌دس�ت آید. س�پس طول نقاط روی این نمودار را نصف می‌کنیم تا نمودار تابع 

y به‌دس�ت آید.در آخر قرینۀ قسمت‌هایی از نمودار به‌دست  xcos( )π= −2
4

آم�ده را ک�ه زیر مح�ور طول‌ها قرار دارند، نس�بت به این محور رس�م می‌کنیم و 
قس�مت‌هایی را ک�ه زیر محور طول‌ها ق�رار دارند، حذف می‌کنیم ت�ا نمودار تابع 

f به‌دست آید. x x( ) |cos( )|π= −2
4

255- گزین552  . f( )=0 2 ) عبور می‌کند، یعنی  , )0 2 نمودار تابع از نقطۀ  	2
بنابراین

 f a b a a( ) sin= − = ⇒ =0 2 0 2  
f اس�ت. بیشترین مقدار تابع  x b x( ) sin= −2 2 پس ضابطۀ تابع به‌صورت 
 xsin =−1 xsin به‌دست می‌آید یا به ازای  برابر 6 اس�ت که یا به ازای 1=
، آن‌گاه بیش�ترین مق�دار تابع به ازای  b>0 )بس�تگی به علام�ت b دارد(. اگر 

 . b+2 2 xsin به‌دست می‌آید که برابر است با  =−1
بنابراین

 b b+ = ⇒ =2 2 6 2  
، آن‌گاه بیش�ترین مق�دار تابع به  b<0 . اگر  f x x( ) sin= −2 4 و در نتیج�ه 

 . b−2 2 xsin به‌دست می‌آید که برابر است با  =1 ازای 
بنابراین

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2  
. ب�ا توج�ه ب�ه اینکه ب�رای xهای�ی که کمی  f x x( ) sin= +2 4 و در نتیج�ه 
 f x x( ) sin= +2 4 بزرگ‌تر از صفر هستند، مقدار تابع کمتر از 2 است، ضابطۀ 

. ab=4 b=2 و در نتیجه  قابل قبول نیست. بنابراین 

355- گزین553 ، آن‌گاه  xπ π− < <
3 3

ب�ا توجه به ش�کل‌های زی�ر اگ�ر  	۲

. بنابراین xcos< ≤1 1
2

m m m m| |+< ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤
2 2 21 1 1 2 1 4 1 3 1 3

2 4

455- گزین554  f x x( ) (sin )= + −2 21 ضابط�ۀ تاب�ع را ب�ه ش�کل 1 	1
، پس xsin− ≤ ≤1 می‌نویسیم. چون 1

 
x x x

x f x

sin sin (sin )

(sin ) ( )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2 2 2

2 2

0 1 1 1 2 1 1 4

0 1 1 3 0 3
 

] است. , ]0 3 بنابراین برد تابع بازۀ 

555- گزین555  است. بنابراین 
a| |
π
π

2 دورۀ تناوب تابع f برابر  	4

 a  
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 14
2

a است. بنابراین  b| | | |− کمترین مقدار تابع f برابر 

a b  b   b  | | | | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =1 73 3
2 2

. + =1 7 4
2 2

a است که برابر است با  b| | | |+ بیشترین مقدار تابع f برابر 

655- گزین556 ابتدا توجه کنید که 	۲

 
f x ax ax ax ax ax ax

axax ax

( ) cos ( cos ) cos sin (cos sin )

cos( sin ) sin ( )

= − = =

−= = =

2 2 2 2 2

2 2

1

1 1 1 1 42 2
2 4 4 2

 است. پس
a| |
π2

4
بنابراین دورۀ تناوب تابع f برابر 

 a a
a

| |
| |
π π= ⇒ = ⇒ =±2 2 2

4 4
755- گزین557 ابتدا توجه کنید که 	۱

 f x x x x x( ) |sin cos | | sin | | sin |= = =14 4 2 2 2
2

y را رس�م می‌کنیم، س�پس طول نقاط آن را  xsin= بنابراین ابتدا نمودار تابع 
  y xsin=2 2 نص�ف و ع�رض نق�اط آن را دو براب�ر می‌کنی�م تا نم�ودار تابع 
به‌دس�ت آید. س�پس قرینۀ قس�مت‌هایی از نمودار را که زیر مح�ور طول‌ها قرار 
دارند، نس�بت به این محور رس�م می‌کنیم و در آخر قسمت‌هایی را که زیر محور 

طول‌ها قرار دارند، حذف می‌کنیم.
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 [ , ]π0
2

اکن�ون کافی اس�ت نمودار تابع را فقط در ی�ک دورۀ تناوب مثلًا در بازۀ 

رسم کنیم. 

855- گزین558   a| |−1 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه کمترین مقدار تاب�ع برابر  	1
1− است: است که با توجه به نمودار تابع، برابر 

 a a a| | | |− =− ⇒ = ⇒ =±1 1 2 2  

)f مثبت است: )0 از طرف دیگر با توجه به نمودار مقدار 

af a a( ) sin π> ⇒ + > ⇒ + > ⇒ >−20 0 1 0 1 0 2
4 2

a=2 قابل قبول اس�ت. با توجه به نمودار تابع، دورۀ تناوب تابع  بنابراین فقط 

− است. بنابراین =9 1 4
2 2

برابر 

 b  b

b

| |
| |

π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 4 2 2

f در یک همس�ایگی صفر  x x
b

( ) sin( )π π= + +1 2
4

ب�ا توج�ه به اینکه تاب�ع 

. توجه کنید  a b+ =4 b=2 قابل قبول است. پس  صعودی است، فقط مقدار 

)f ک�ه با  )=1 1
2

f و  x x( ) sin( )π π= + − +1 2
2 4

، آن‌گاه  b=−2 ک�ه اگ�ر 

توجه به شکل این‌طور نیست.

955- گزین559 ابتدا توجه کنید که  	1

 x xx π π π π π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤0 2 0
4 2 3 4 3 6

 

] اکیداً صعودی است، پس  , ]π π−
3 6

y روی بازۀ  xtan= از طرف دیگر تابع 

تابع f روی این بازه اکیداً نزولی است. بنابراین 

 x f xtan tan( ) tan( ) ( )π π π π− ≤− − ≤− − ⇒− ≤ ≤3 3
6 4 3 3 3

 . fR [ , ]= − 3 3
3

پس 

065- گزین560 y را  xtan= برای رسم نمودار تابع f ابتدا نمودار تابع  	3

 ضرب می‌کنیم. پس 
π
4 رس�م می‌کنیم، سپس طول نقاط روی این نمودار را در 

)a اکیداً  , )2 حداکث�ر مق�دار a ب�رای اینکه تاب�ع f روی دامن�ه‌اش یعنی ب�ازۀ 
صعودی باشد برابر 6 است.

165- گزین561 جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند 	1

 
x k x x k k

kx k x x k

  

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

3 2 2 2

23 2 2
5





 

kπ2 هم هستند )مثلًا  kπ2 شامل جواب‌های به‌صورت 
5

جواب‌های به‌صورت 

π2 به‌دس�ت می‌آید که از قرار  ، آن‌گاه جواب  k=5 kπ2 قرار دهید 
5

اگ�ر در 

kπ2 حاصل می‌ش�ود(. پس جواب‌های کلی معادله به‌صورت  k=1 در  دادن 

k هستند.  k  ,π ∈2
5



265- گزین562 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4

 xsin sin π= =1
4 42

 

پس جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x k k

  

  

,

,

π= π+ ⇒ = π+π ∈

π= π+π− ⇒ = π+ π ∈

2 8
4 4

2 8 3
4 4





 

365- گزین563  x محور طول‌ه�ا را در نقطه‌ای با طول f اگ�ر نم�ودار تابع 	3
. پس f x( )=0 قطع کند، 

 
x x k

k
x k x k 

sin( )

( )
,

π π− = ⇒ − = π

+ ππ= π+ ⇒ = ∈

2 0 2
3 3

3 12
3 6



) را به‌دست می‌آوریم:  , )π π− 3
2 2

اکنون جواب‌های واقع در بازۀ 

 k
k k

( )+ ππ π− < < ⇒− < + < ⇒− < <
3 1 3 4 83 3 1 9

2 6 2 3 3
k=2 چهار مقدار برای x به‌دست  k=1 و   ، k=0  ، k=−1 بنابراین به ازای 

می‌آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع f با محور طول‌ها هستند.

465- گزین564 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π+ =− ⇒ + = +
5 5 2

 

پس جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x x k k

     ¡.¡.ù

  

, (. )

,

π π π+ = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π+ = π− − ⇒ = π− ∈

32 2
5 2 10

72
5 2 20





 

565- گزین565 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2
 x x xsin (cos ) sin− = ⇒ =2 2 1 0 2 0 xcos یا  =2 1  

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:
kx k x , k       x k x k k   , ,π= π⇒ = ∈ = π⇒ = π ∈2 2 2
2

 

جواب‌های معادلۀ دوم جزء جواب‌های معادلۀ اول هس�تند، بنابراین جواب‌های 

kx است. k  ,π= ∈
2

 معادلۀ اصلی 



فصل دوم: آزمون ها
)92(

665- گزین566 ، آن‌گاه معادله به‌صورت  t xsin= 2 اگر ف�رض کنی�م  	۲
 t=1 t درمی‌آید و از حل این معادلۀ درجۀ دوم نتیجه می‌شود  t− + =22 7 5 0

. بنابراین t=5
2

و 

 
x x k x k k

x   ¡.¡.—

sin ,

sin (. )

π π= ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

=

2 1 2 2
2 4

52
2



765- گزین567 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4

x x x x xsin cos sin sin (cos )= ⇒ − =22 2 2 2 2 2 2 2 0
2

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
kx x k x k

x x k x k k

  

  

sin ,

cos ,

π= ⇒ = π⇒ = ∈

π π= ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

2 0 2
2

22 2 2
2 4 8





. پس معادله  , , , ,π π ππ 70
2 8 8

] عبارت‌اند از  , ]π0 جواب‌ه�ای واقع در ب�ازۀ 

پنج جواب در این بازه دارد.

865- گزین568 cos معادله  cosα= α−22 2 1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد  	3
به‌صورت زیر درمی‌آید:

 x x x xcos cos cos ( cos )− = − ⇒ − =22 1 1 2 1 0  
] به‌صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 x x x xcos , , cos ,π π π π= ⇒ = = ⇒ =3 1 50
2 2 2 3 3

 

965- گزین569 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1
x x x x x x

x

cos sin sin sin sin sin

sin

+ = ⇒ − + =

=

2 2 22 2 2 1 2 2 2

2 1
بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

 x k x k k  ,π π= π+ ⇒ = π+ ∈2 2
2 4

  

075- گزین570 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4

 

x x x x

x x x x

x x x x x x x

sin ( sin ) cos ( cos )

sin cos cos sin

sin cos (cos sin ) sin (cos sin )

− − − =

− =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

1 1 0

0

10 2 0
2

 

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:

 
kx x k x k

x x x k k

 

 

sin ,

cos sin ,

π= ⇒ = π⇒ = ∈

π= ⇒ = π+ ∈

2 0 2
2

4





 

π و 
4

 ، π2  ، π3
2

 ، π  ، π
2

] عبارت‌اند از صفر،  , ]π0 2 جواب‌های واقع در بازۀ 

. π13
2

π5 که مجموع آن‌ها برابر است با 
4

175- گزین571 راه‌حل اول جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند: 	۱

 
x k x x k k

kx k x x k

   

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

5 2 4 2

25 2 4
9





kπ2 هم هستند )مثلًا  kπ2 شامل جواب‌های به‌صورت 
9

جواب‌های به‌صورت 

π2 به‌دس�ت می‌آید که از قرار  ، آن‌گاه جواب  k=9 kπ2 ق�رار دهید 
9

اگ�ر در 

kπ2 حاصل می‌ش�ود(. پس جواب‌های کلی معادله به‌صورت  k=1 در  دادن 

k هستند.  k ,π ∈2
9



x=0 جواب معادله است، پس گزینه‌های )2( و )4( رد می‌شوند  راه‌حل دوم 
، آن‌گاه  k=9 x=0 به‌دس�ت نمی‌آی�د(. اگر   ، k )ب�ه ازای هیچ مقدار صحیح 

x=π جواب معادله نیست، پس گزینۀ )3( هم رد می‌شود. ، اما  kπ=π
9
275- گزین572 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 x x xsin sin sin sin( )π=− ⇒ =− ⇒ = −32 3
2 3

 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

x k x k x k x k    , ( ) ,π π π π= π− = π+π− − ⇒ = π− = π+42 2 2 2
3 3 3 3

375- گزین573 ، نم�ودار تابع f حداکثر مقدار  xsin =3 1 در نقاطی که  	3
خود را دارد. پس

 k
x k x k

( )
,

+ ππ= π+ ⇒ = ∈
4 13 2

2 6


 
k

x

−

π π π π−

1 0 1 2

5 3
2 6 6 2

، چهار بار به حداکثر مقدار خود می‌رسد.  [ , ]−π π2 بنابراین نمودار تابع در بازۀ 
ب�رای پیدا کردن نقاطی که نم�ودار تابع در آن‌ها حداکثر می‌ش�ود، می‌توانیم به 

شکل زیر نیز عمل کنیم:

 
k

k
k k

k k

( )

{ , , , }
∈

+ π
−π≤ ≤ π⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤

− ≤ ≤ → ∈ −

4 1 2 6 4 1 12 7 4 11
6

7 11 1 0 1 2
4 4



475- گزین574 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم 	1

 x x x xsin cos cos( ) cosπ= ⇒ − =2 2
2 3 2 2 3

 

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند

 
kx xk x k

x xk x k k

  

  

( )
,

,

− + ππ− = π+ ⇒ = ∈

π− = π− ⇒ = π− π ∈

12 322
2 2 3 7

22 12 3
2 2 3





 

) را مش�خص می‌کنیم. واضح اس�ت که  , )π0 2 اکن�ون جواب‌های واقع در بازۀ 
) قرار ندارند.  , )π0 2 x در بازۀ  k= π− π12 3 هیچ‌یک از جواب‌های به‌صورت 

k را بررسی می‌کنیم
x

( )− + π
=

12 3
7

پس جواب‌های به‌صورت 

 
k

x

−

π − π π

0 1 1

3 9 15
7 7 7

 

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادله فقط یک جواب در بازۀ 
)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



)93(

575- گزین575 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

 
x x x x

x xIÄ

sin sin sin ( sin )

sin sin

− = ⇒ − =

= =

22 0 2 1 0

20
2

π3 که 
4

π و 
4

 ، π ) عبارت‌اند از  , )π0 2 بنابرای�ن جواب‌ه�ای معادله در ب�ازۀ 

π2 است. مجموع آن‌ها برابر 
675- گزین576 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 x x x x( sin ) sin sin sin− − − = ⇒ + + =2 22 1 3 3 0 2 3 1 0

t درمی‌آید. از  t+ + =22 3 1 0 ، معادله به‌ص�ورت  t xsin= اگر ف�رض کنیم 

. بنابراین t=− 1
2

t=−1 و  حل این معادله نتیجه می‌شود 

 x x x x      sin , sin ,π π π=− ⇒ =− =− ⇒ =− −1 51
2 2 6 6

) را مش�خص کرده‌ایم که  , )−π 0 توج�ه کنید که فقط جواب‌های واقع در بازۀ 

تعداد آن‌ها سه‌تاست.
775- گزین577 ، معادله به‌صورت زیر درمی‌آید: xsin ≠4 0 چون  	۱

x x x x x
x x
x x x x x

x

x x k x k k

x k x k k

¡.¡.—

sin cos sin cos cos
cos sin
sin cos cos cos ( sin )

cos (. )

sin ,

,

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ − =

=

π π= ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π= π+π− ⇒ = π+ ∈

1 1 4 2 2 2 2 2
2 4

2 2 2 2 0 2 2 2 1 0

2 0

12 2 2
2 6 12

52 2
6 12





، که مجموع آن‌ها برابر  π5
12

π و 
12

] عبارت‌اند از  , ]π0 جواب‌های واقع در بازۀ 

π است.
2

875- گزین578 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

 x x x x x x
x x

sin sin sin cos sin cos
cos cos

= ⇒ =2 3 2 3 2
2

 

 x xcos cos= −22 2 x و 1 x xsin sin cos=2 2 اکن�ون از اتحاده�ای 
استفاده می‌کنیم 

x x x x

x x x x x

sin cos sin ( cos )

sin ( cos cos ) sin ( cos )

− − =

− + = ⇒ − =

2 2

2 2 2

2 3 2 1 0

2 6 3 0 3 4 0
) به‌صورت زیر هستند: , π)0 2 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 
x x

x x x

sin

cos cos , , ,

= ⇒ =π

π π π π= ⇒ =± ⇒ =2

0

3 3 5 7 11
4 2 6 6 6 6

 

. π5 پس مجموع جواب‌های معادله در این بازه برابر است با 
975- گزین579 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

 

x x
x x

x x x x

x x x

cos sin

sin cos

sin cos ( sin cos )

sin sin sin

+ =

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2

2 2 2

2 2

16
3

16 3 4 2 3

3 34 2 3 2 2
4 2

 

) به‌صورت زیر هستند: , )π0 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 
x x    x x

x x x x

       

       

,

,

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

22 2
3 6 3 3
4 2 5 52 2
3 3 3 6

 

. π2 ) برابر است با  , )π0 پس مجموع جواب‌های معادله در بازۀ 

085- گزین580 ابتدا توجه کنید که 	3

 x x x x( ) ( )π π π π π π+ − − = ⇒ − = + −7 7
9 18 2 18 9 2

 

بنابراین معادله به‌صورت زیر ساده می‌شود

 

x x

x x

x x

x x x

sin ( ) sin ( ( ))

sin ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos( ) sin( )

π π π+ + − + + =

π π+ + + =

π π− + + + =

π π π+ = ⇒ + =± ⇒ + =

2 2

2 2

2 2

2

2 2
9 2 9

2 2
9 9

1 2 2
9 9

1 1 0
9 9 9

 

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر است:

 x k x k k  ,π π+ = π⇒ = π− ∈
9 9

  

185- گزین581 جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند: 	3

 
x k x x k k

kx k x x k

   

  

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π π= π+π− ⇒ = + ∈

5 2 3

5 2 3
4 8





 

285- گزین582 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1

 x xcos cos cos π=− ⇒ =1 2
2 2 2 3

 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 x k x k k  ,π π= π± ⇒ = π± ∈2 42 4
2 3 3

  

) را به‌دست می‌آوریم: , )−π π2 اکنون جواب‌های معادله در بازۀ 

 
k

x k

−

π π π π= π− − π− − π−

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3

 

 
k

x k

−

π π π π= π+ π+ − π+

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3

 

) دارد. , )−π π2 بنابراین معادلۀ فوق یک جواب در بازۀ 

385- گزین583 ، تابع f به حداقل مقدار خود  xcos =4 در نقاطی ک�ه 1 	3
می‌رسد. پس

 kx k x k      ,π= π⇒ = ∈4 2
2

  

 
k

x

−

π π π− π

1 0 1 2 3

30
2 2 2

 

] نمودار تابع 5 بار به حداقل مقدار خود می‌رسد. , ]π π− 3
2 2

بنابراین در بازۀ 

)غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.(

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



فصل دوم: آزمون ها
)94(

485- گزین584  x xcos( ) cos( )π π− = +2 2
9 2

ابتدا معادله را به‌صورت  	3

می‌نویسیم. پس جواب کلی معادله به‌صورت زیر است

x k x k k

kx k x x k

   (.¡.¡.ù)

  

,

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π π− = π− − ⇒ = − ∈

112 2 2 2
9 2 18

72 2 2
9 2 2 72





585- گزین585 جواب‌های معادله به‌صورت زیر به‌دست می‌آید: 	2

 
x x x x

x x      

cos cos cos ( cos )

cos , cos

− = ⇒ − =

= =±

3 22 0 2 1 0

20
2

 

) می‌خواهی�م، پس ای�ن جواب‌ها  , )π0 2 چ�ون جواب‌ه�ای معادل�ه را در ب�ازۀ 
به‌صورت زیر هستند:

 

x x

x x

x x

cos ,

cos ,

cos ,

π π= ⇒ =

π π= ⇒ =

π π=− ⇒ =

30
2 2

2 7
2 4 4

2 3 5
2 4 4

 

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادله شش جواب در بازۀ 

685- گزین586 x معادله را به‌صورت  xsin( ) sinπ+ =− با توجه به  	3
زیر می‌نویسیم:

 x x x xsin sin (sin )(sin )− − = ⇒ + − =2 2 0 1 2 0  
بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x x

x x x k k

    (.¡.¡.ù)

  

sin sin

sin sin ,

− = ⇒ =

π+ = ⇒ =− ⇒ = π− ∈

2 0 2

1 0 1 2
2



 

785- گزین587 راه‌حل اول معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	۳
 x x x xcos sin cos cos= − ⇒ =2 22 1 2  

x استفاده می‌کنیم:  xcos cos= −22 2 اکنون از اتحاد 1
 x x x xcos cos cos cos− = ⇒ = ⇒ =±2 2 22 1 1 1  

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:
 x k x k x k kIÄ ,= π = π+π⇒ = π ∈2 2 

. π2 π و  ] عبارت‌اند از صفر،  , ]π0 2 پس جواب‌های معادله در بازۀ 

x استفاده می‌کنیم. توجه کنید که  xcos sin− = 21 2 2 راه‌حل دوم از اتحاد 
معادله را می‌توان به‌صورت زیر نوشت: 

 
x  

x x x x x x

x k   k x  x  x[ , ]

cos sin sin sin sin sin

, , ,∈ π

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

= π ∈ → = =π = π

2 2 2 2

0 2

1 2 2 0 0

0 2

885- گزین588 معادل�ه را به‌صورت زیر س�اده می‌کنیم، س�پس از اتحاد  	4
cos استفاده می‌کنیم.  cosα= α−22 2 1

 

xxx x

x x x x

cos cos
cos cos

cos cos cos ( cos )

= −
+ =− →

+ =− + ⇒ + =

22 1
2

2

1
2

1 2 1 2 1 0
2 2 2 2

 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است

 
x x k x k k

x x k x k k

  

  

cos ,

cos ,

π= ⇒ = π+ ⇒ = π+π ∈

π π=− ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

0 2
2 2 2

1 2 42 4
2 2 2 3 3





 

)  ق�رار ندارند، ولی از  , )π0 2 x هیچ ی�ک در بازۀ  k π= π−44
3

از جواب‌ه�ای 

 ( , )π0 2 x جواب‌های واقع در بازۀ  k π= π+44
3

x و  k= π+π2 جواب‌ه�ای 

π7 است.
3

π4 هستند و مجموع آن‌ها 
3

π و  به‌ازای k=0 به‌دست می‌آیند که 

985- گزین589 طرفین معادله را به توان دو می‌رس�انیم و آن را به‌صورت  	2
زیر می‌نویسیم:

x x  x

x x x x

x x
sin cos sin

sin cos sin cos

sin sin
=

+ − =

→ − = ⇒ =

2 2

2
2 2

2 1
2 2 2 2

1 1 0
 . x= π2 x=π و   ، x=0 ] عبارتند از  , ]π0 2 بنابراین جواب‌های واقع در بازۀ 
x=0 در معادل�ۀ اصلی صدق نمی‌کند و قابل قبول  ول�ی توجه کنید که جواب 
نیس�ت. این جواب به دلیل اینکه طرفین معادله را به توان دو رسانده‌ایم، تولید 

] دو جواب دارد. , ]π0 2 شده است. بنابراین معادله در بازۀ 

095- گزین590 معادله را به‌صورت زیر س�اده می‌کنیم. توجه کنید که از  	3
cos استفاده می‌کنیم.  cos sinα= α− α2 22 اتحادهای چاق و لاغر و 

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

(cos sin )(cos sin cos sin ) cos sin

(cos sin )( sin cos ) (cos sin )(cos sin )

(cos sin )( sin cos sin cos )

(cos sin )( sin )( cos )

− + + = −

− + − − + =

− + − − =

− − − =

2 2 2 2

1 0

1 0

1 1 0

] به‌صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب‌های واقع در بازۀ 

 
x x x

x x x x     

cos sin ,

sin , cos ,

π π= ⇒ =

π= ⇒ = = ⇒ = π

5
4 4

1 1 0 2
2

 

پس معادله در این بازه پنج جواب دارد.

195- گزین591 جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند: 	3

 
x k x x k k

kx k x x k

   

   

,

,

π π π− = π+ − ⇒ = π+ ∈

π π π π− = π+π− + ⇒ = + ∈

3 2
3 9 9

133 2
3 9 2 36





 

) را به‌دست می‌آوریم: , )π0 2 اکنون تعداد جواب‌های واقع در بازۀ 

 
k  

k  

k k k

k k k

{ , }

{ , , , }

∈

∈

π< π+ < π⇒− < < → ∈

π π −< + < π⇒ < < → ∈

1 170 2 0 1
9 9 9
13 13 590 2 0 1 2 3

2 36 18 18





) شش جواب دارد. , )π0 بنابراین معادله در بازۀ 

295- گزین592 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

 x xcos cos cos π= ⇒ =13 3
2 3

 



)95(

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 kkx k x
( )± ππ π π= π± ⇒ = ± =
6 123 2

3 3 9 9
 

) را معین می‌کنیم , )π0 اکنون جواب‌های واقع در بازۀ 
k

x k

k

x k

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)     (.¡.¡.ù)

( )

( )

π π π π= +

π π π π= − −

0 1 2

7 136 1
9 9 9 9

0 1 2

5 116 1
9 9 9 9

) برابر است با , )π0 بنابراین مجموع جواب‌های واقع در بازۀ 

 π π π π+ + =7 5 13
9 9 9 9

 

395- گزین593 ، معادله را  cos cosα− = α22 1 2 با اس�تفاده از اتحاد  	1
به‌صورت زیر می‌نویسیم:

 
x x

kx k x k      

cos( ) sin

,

π− = ⇒ =

π= π⇒ = ∈

3 0 3 0
2

3
3



 

495- گزین594 )xcos معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: )π− ≠0
6

چون  	2

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π− =− ⇒ − = +3 3
6 6 2

 

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:
x   

k  

x   

k  

x k x x k

k k k k

kx k x x

k k k  

( , )

( , )

{ }

{ , }

∈ π

∈

∈ π

∈

π π π− = π+ + ⇒ =− π− →

π<− π− <π⇒ <− < ⇒− < <− → ∈ −

π π π π− = π− − ⇒ = − →

π π< − <π⇒ < < → ∈

0

0

2 3
6 2 3

1 4 4 10 1
3 3 3 3 3

2 3
6 2 2 12

2 260 1 2
2 12 12 12





 π2
3

π11 که 
12

π5 و 
12

 ، π2
3

) عبارت‌اند از  , )π0 پس جواب‌های واقع در بازۀ 

قابل قبول نیس�ت زیرا باعث صفر ش�دن مخرج در معادلۀ اصلی می‌شود )توجه 

)xcos به  )π−
6

کنی�د ک�ه این جواب در اث�ر ضرب کردن طرفی�ن معادله در 

) دارد. , )π0 وجود آمده است(. بنابراین معادله دو جواب در بازۀ 

595- گزین595 ی�ا   xcos =− 1
4

به‌ص�ورت  معادل�ه  جواب‌ه�ای  	3

y و خطوط  xcos= xcos هس�تند. پ�س ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار تاب�ع  =3
5

] یک جواب و معادلۀ  , ]π30
2

xcos در بازۀ  =3
5

، معادلۀ  y=3
5

−=y و  1
4

xcos در ای�ن بازه دو جواب دارد. پ�س معادلۀ مورد نظر در بازۀ فوق  =− 1
4

سه جواب دارد.

695- گزین596 راه‌حل اول معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	2

 

x x x x
x x x x

x
x

sin cos sin cos
cos sin sin cos

sin
sin

++ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2
2 2

1 2 2 1
1 2
2

 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

 x k x k k      ,π π= π+ ⇒ = π+ ∈2 2
2 4

  

x به‌صورت  x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه‌حل دوم معادله را ب�ه کمک اتحاد 

زیر می‌نویسیم: 

 x x k x k k
x

  sin ,
sin

π π= ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈2 2 2 1 2 2
2 2 4

  

795- گزین597 cos معادله را  sin− α= α21 2
2

ب�ا توج�ه ب�ه اتح�اد  	۳

به‌صورت زیر ساده می‌کنیم:
x x x x

x x x x

cos cos cos cos

cos cos cos cos( )

− −+ = ⇒ − + − =

=− ⇒ = π−

1 2 1 8 1 1 1 11 2 8 1
2 2 2 2 2 2
8 2 8 2

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

 

x k x x k k

x k x x k k

k

x k

k

x k

  

  

¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.—

( ) ,

( ) ,

( )

(. )

( )

(. ) (. )

π= π+π− ⇒ = + ∈

π= π−π+ ⇒ = − ∈

π π π π= +

π π π π= − −

8 2 2 2 1
10

8 2 2 2 1
6

0 1 2

32 1
10 10 10 2

0 1 2

2 1
6 6 6 2





 . π
6

π3 و 
10

 ، π
10

) قرار دارند عبارت‌اند از  , )π0
2

پس جواب‌های معادله که در بازۀ 

895- گزین598 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 x x x x x x

x

cos sin (cos sin )(cos sin )

cos

− = ⇒ + − =

=

4 4 2 2 2 21 1

2 1
بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 x k x k k  ,= π⇒ = π ∈2 2 

k به‌دس�ت می‌آین�د ک�ه   ,=1 2 ) ب�ه ازای  , )π0 3 جواب‌ه�ای واق�ع در ب�ازۀ 

π3 است.  π2 و مجموع آن‌ها برابر  π و  عبارت‌اند از 



فصل دوم: آزمون ها
)96(

995- گزین599 x و  tsin = −2 21 ، آن‌گاه  t xcos= اگر فرض کنیم  	3
t در می‌آید. بنابراین t( )( )− − + − =22 2 1 1 0 معادله به‌صورت 

 

t t t

t t

t t

t t      

( )( )( ) ( )

( )(( )( ) )

( )( ( ) )

,

− − + − − =

− − + − =

− − + − − =

− − += = = × =
− − +

2 2 1 1 1 0

1 2 2 1 1 0

1 2 2 2 2 1 0

2 1 2 1 2 2 21
22 2 2 2 2 2

 

) به‌صورت زیر هستند: , )π π−
2 2

پس جواب‌های معادله در بازۀ 

 x x x x       cos , cos π= ⇒ = = ⇒ =±21 0
2 4

 

)، سه است. , )π π−
2 2

بنابراین تعداد جواب‌های معادله در بازۀ 

006- گزین600 دو طرف معادلۀ داده ش�ده را به توان دو می‌رس�انیم و از  	2
x استفاده می‌کنیم.   x xsin cos sin=2 2 اتحاد 

 

x x x x x

x k x k k
x

x k x k k

  

  

(sin cos sin cos ) ( sin )

,
sin

,

+ + = ⇒ + =

π π = π+ ⇒ = π+ ∈= ⇒
π π = π+π− ⇒ = π+ ∈



2 22 2 3 2 1 2 3

2 2
1 6 122
2 52 2

6 12





π5 اس�ت، پس 
12

π و 
12

 ، k=0 )  ب�ه ازای  , )π0 جواب‌ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π است.
2

مجموع جواب‌ها برابر 

106- گزین601 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۱

 x xsin( ) sin( )π π− = +
3 4

بنابراین جواب‌های آن به‌صورت زیر هستند: 

 
x k x k k

x k x x k k

    ¡.¡.—, (. )

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π− = π+π− − ⇒ = π+ ∈

72 2
3 4 12

132
3 4 24





) را به‌دست می‌آوریم: , )−π π2 اکنون جواب‌های واقع در بازۀ 

 

k

x

¡.¡.— ¡.¡.—(. ) (. )

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2

13 37 61 11 35
24 24 24 24 24

پس معادله سه جواب در بازۀ فوق دارد.
206- گزین602 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۳

 xsin( ) sinπ π+ = =5 2
36 2 4

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

 
x k x k k

x k x k

  ,π π π+ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π π+ = π+π− ⇒ = π+

5 22 2
36 4 18
5 112 2
36 4 18



پس i می‌تواند برابر 2 یا 11 باشد.

306- گزین603 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم 	3

 x xsin ( ) sin( )π π− = ⇒ − =±2 1 15 5
3 4 3 2

 

با توجه به شکل زیر جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر است:

 

x k k

k kx k x k

kx k x k

  

  

  

,

,

,

π π− = π± ∈

π π π π π π= π+ + ⇒ = + = + ∈

π π π π= π− + ⇒ = + ∈

5
3 6

35
6 3 5 10 5 30

5
6 3 5 30







بنابرای�ن i می‌توان�د مقادیر 3 و 1 را 
داش�ته باش�د که مجموع آن‌ها برابر 

4 است.

406- گزین604 xcos2 ضرب  ، طرفین معادله را در  xcos ≠2 چون 0 	۱
می‌کنیم 

 x x x xsin( ) cos sin( ) sin( )π π π+ = ⇒ + = −2 2
4 4 2

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:

 

k
x k x x k

k
x k x x k

  

  

( )
,

( )
,

+ ππ π+ = π+ − ⇒ = ∈

+ ππ π+ = π+π− + ⇒ =− ∈

8 12 2
4 2 12

8 12 2
4 2 4





) را به‌دست می‌آوریم: , )π0 اکنون جواب‌های واقع در بازۀ 

 

k

k
x

                                        

k

k
x       

 ¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.— ¡.¡.—

( )

(. )

( )

(. ) (. ) (. )

+ π π π π=

−

+ π π π π=− − −

0 1 2

8 1 3 17
12 12 4 12

0 1 1

8 1 9 7
4 4 4 4

π3 قابل قبول 
4

π3 ولی 
4

π و 
12

) عبارت‌اند از  , )π0 جواب‌ه�ای واقع در بازۀ 

نیست، زیرا باعث صفر شدن مخرج کسر در معادلۀ اصلی می‌شود )توجه کنید 

xcos2 به وجود آمده اس�ت(.  x در اثر ض�رب کردن معادله در  π=3
4

ک�ه 

) برابر یک است.  , )π0 پس تعداد جواب‌ها در بازۀ 

506- گزین605 . با  xcos = 13
4

xsin ی�ا  = 3
4

توج�ه کنی�د که  	۲

xsin دو  = 3
4

، معادلۀ  y= 3
4

y و خط  xsin= توجه به نم�ودار تابع 

) دارد. , )π0 2 جواب در بازۀ 



)97(

همچنی�ن با توجه به نم�ودار تابع 

 ، y= 13
4

y و خ�ط  xcos=

دو   xcos = 13
4

معادل�ۀ 

) دارد.  , )π0 2 جواب در بازۀ 

)x هم�ان ج�واب معادل�ۀ  )3 ول�ی توج�ه کنی�د ک�ه یک�ی از ای�ن جواب‌ه�ا 

 .( ) ( )+ =2 23 13 1
4 4

، زیرا  x( )1 ) اس�ت  , )π0
2

xsin در ب�ازۀ  = 3
4

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادلۀ مورد نظر مسئله سه جواب در بازۀ 

606- گزین606 راه‌حل اول معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم. توجه  	۲

 . x  x xcos sin cos− =2 2 2 کنید که 

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2

پس جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

 
x k x x k     k

kx k x x     k

,

,

= π+ ⇒ = π ∈
 π= π− ⇒ = ∈

2 2 2
22 2

3





kπ2 نیز می‌ش�وند، پس  kπ2 ش�امل جواب‌های 
3

واضح اس�ت که جواب‌های 

k هستند. k  ,π ∈2
3

 جواب‌های کلی به‌صورت 

x=0 جواب معادله است، پس گزینه‌های )3( و )4( رد می‌شوند.  راه‌حل دوم 
x=π جواب معادله نیست: π می‌شود، اما  ، گزینۀ )1( برابر  k=3 به ازای 

       sin cos , sin( ) sinπ ππ− π=− −π = =2 2 31 1
2 2

 

بنابراین گزینۀ )1( هم رد می‌شود.

706- گزین607 x کمک  x xcos cos sin= −2 22 از اتح�اد مثلثاتی  	4
می‌گیریم و معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 

 
x  x  x x
x  x
x x x x x x
x x

cos sin cos sin
cos sin
cos sin (cos sin )(cos sin )
cos sin

− = −
+
− = − +
+

2 2

 

x ضرب می‌کنیم    xcos sin+ طرفین معادله را در 

 
x x x x x x

x x

x x

(1)

(2)

cos sin (cos sin )(cos sin )
cos sin

(cos sin )

− = − +
− =

 + =

2

2
0

1

] به‌دست می‌آید: , ]π0 از معادلۀ )1( جواب‌های زیر در بازۀ 

 x x xcos sin π= ⇒ =
4

 

] به‌دست می‌آید: , ]π0 از معادلۀ )2( جواب‌های زیر در بازۀ 

 x

x   

x x kx x x x

kx   k x x x    

sin

[ , ]

sincos sin sin cos

, , ,∈ π

= ⇒ = π+ + = ⇒

π π= ∈ → = = =π

2 2

2
0

2 0 22 1

0
2 2





 

π7 است.
4

] برابر  , ]π0 پس مجموع جواب‌های واقع در بازۀ 

806- گزین608 راه‌حل اول معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x

(sin cos )(sin sin cos cos ) sin

(sin cos )( sin cos ) sin

sin sin cos cos sin cos sin

cos ( sin sin cos )

cos (cos sin cos ) cos (cos sin )

+ − + =

+ − =

− + − =

− + − =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

2

2 2

1

1 0

0 0

 

] به‌صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 x x x x xcos , , cos sin ,π π π π= ⇒ = = ⇒ =3 50
2 2 4 4

 

] چهار جواب دارد. , ]π0 2 پس معادله در بازۀ 
راه‌حل دوم معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:

x x x x x x

x x x x x x

x x
x x x

x x x

sin cos sin sin sin cos

sin ( sin ) cos sin cos cos

cos ,
cos (sin cos )

sin cos ,

+ = ⇒ − − =

− − = ⇒ − =

π π = ⇒ =
− = ⇒ π π = ⇒ =



3 3 3 3

2 3 2 3

2

0

1 0 0
30

2 20
5

4 4
] چهار جواب دارد. , ]π0 2 پس معادله در بازۀ 

906- گزین609 معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	2

 
x  

x x x x

x x x x
x

x x x x

x x

cos

tan sin tan ( sin )

sin cos sin cos
cos

cos cos cos cos

(cos )( cos )

≠

= − ⇒ = −

= → =

− = ⇒ + − =

+ − =

2 2 2 2

2 02 2 4
2

2 4 4 2

2 2

2 2 2 1

2 2

1 2 2 1 0

1 2 1 0

 

، بنابراین xcos + ≠2 1 0 چون 

 x x x x k kcos cos cos ,π= ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π± ∈2 2 1 22 1
2 2 4



6106 )xcos نتیجه می‌شود 0- گزین1 sin )π =−2 1 از  	۲

 x k x k ksin sin ,π = π+π⇒ = + ∈12 2
2



1− را  −xsin نتیجه می‌ش�ود که k می‌تواند مقادیر صفر و  ≤ ≤1 با توجه به 1
] به‌صورت زیر هستند: , ]π0 2 داشته باشد. بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 
k x x x

k x x x

sin ,

sin ,

π π= ⇒ = ⇒ = =

π π=− ⇒ =− ⇒ = =

1 50
2 6 6

1 7 111
2 6 6

 . π4 پس مجموع جواب‌ها برابر است با 

6116 از 1- گزین1 و در مخ�رج کس�ر   sin 025 از  در ص�ورت کس�ر  	۳

cos فاکتور می‌گیریم: 025

 A
sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

25 1 25 25 25 25 25
25 1 25 25 25 25



فصل دوم: آزمون ها
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6126 sin را به ت�وان دو 2- گزین1 cosα+ α=1
3

دو ط�رف تس�اوی 	1
می‌رسانیم:

 
sin cos sin cos

sin cos sin cos

α+ α+ α α=

+ α α= ⇒ α α=−

2 2 12
9

1 81 2 2
9 9

، آن‌گاه A sin cos= α− α اگر فرض کنیم 

 
A

A

(sin cos ) sin cos sin cos

( )

= α− α = α+ α− α α

= − − = ⇒ =±

2 2 2 2 2
8 17 171
9 9 3

sinα<0 و  α در ناحیۀ چهارم ق�رار دارد،  چ�ون انته�ای کمان نظی�ر زاوی�ۀ 

 . A=− 17
3

sin منفی است و در نتیجه  cosα− α . پس مقدار  cosα>0

6136 فرض می‌کنیم اندازۀ این زاویه برحس�ب درجه برابر D و 3- گزین1 	۳

تس�اوی  از   . D R= −
π

200 5 بنابرای�ن  باش�د.   R براب�ر  رادی�ان  برحس�ب 

D به‌دست می‌آید R=
π0180

R
R R R R R

−
ππ = ⇒ = − π⇒ = π⇒ =

π0

200 5
180 200 5 20 5

4180
6146 از نمودار داده شده مشخص است که سه برابر دورۀ تناوب 4- گزین1 	۳

f برابر ۲ است: x a b x( ) sin( )= π برابر ۶ است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 12 1 1

. a=±4 . در نتیجه  a  | |=4 از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر 4 است. پس
با توجه به نمودار که در شروع به‌صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

 
a

f x x  
b

( ) sin( )
= ⇒ = −π
=−

4
4

1

a
   f x x

b
, ( ) sin( )

=− ⇒ =− π
=

4
4

1

4− است.  در هر دو حالت مقدار ab برابر 

6156 توجه کنید که5- گزین1 	1
cot cot( ) tan= + =−0 0 0 0380 270 110 110

بنابراین

cot cot tan cot

cot tan

( tan )( cot )

tan cot

cot tan tan cot

tan cot

tan cot

+ = +
− + + +
+ + +=
+ +

+ +=
+ + +
+ += =
+ +

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

1 1 1 1
1 380 1 110 1 110 1 110

1 110 1 110
1 110 1 110

2 110 110
1 110 110 110 110
2 110 110 1
2 110 110

6166 توجه کنید که6- گزین1 	3
a a a a a acos sinπ π π π+ = + = ⇒ = − ⇒ =7 97 9 9 7 9 7

32 32 2 2
به همین ترتیب

a a a a

a acos sin

π π π π π+ = + = = ⇒ = −

=−

21 27 48 3 321 27 27 21
32 32 32 2 2

27 21

. a a a a
a a a a

sin cos sin sin
sin cos sin sin

=− =−7 27 7 21 1
21 9 21 7

بنابراین 

6176 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می‌رسانیم و از اتحادهای 7- گزین1 	3
cos استفاده می‌کنیم: sinα= − α22 1 2 sin و  sin cosα= α α2 2

 
x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

. x xcos sin ( )= − = − − =−2 23 14 1 2 2 1 2
4 8

بنابراین 

6186 ابتدا توجه کنید که8- گزین1 	2

 A x x xsin cos cos= + = +4 4 3 1 4
4 4

. A= + × =3 1 1 5
4 4 3 6

بنابراین 

6196 x می‌نویسیم. 9- گزین1 xcos cos( )π= +2
4

معادله را به‌صورت  	1

 k( )∈ بنابراین جواب‌ها به‌صورت زیر هستند: 

kx k x x k x k x x  ,π π π π π= π+ + ⇒ = π+ = π− − ⇒ = −22 2 2 2 2
4 4 4 3 12

π7 که مجموع آن‌ها برابر 
12

π و 
4

] عبارت‌اند از  , ]π0 جواب‌ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π5 است.
6

026- گزین620 ابتدا توجه کنید که 	۳
 x x xsin (cos sin )+ = + 21 2

بنابراین معادله به‌صورت زیر ساده می‌شود:

 x x x x

x x x x

(cos sin ) cos sin

(cos sin )(cos sin )

+ = +

+ + − =

2

1 0

، آن‌گاه x xcos sin+ . اگر 1= x k π= π−
4

، آن‌گاه  x xcos sin+ =0 اگر 

x xcos sin− =1

sin به ازای  sin cosα= α α2 2 cos و  sin− α= α21 2 2 از اتحاده�ای 

=xα استفاده می‌کنیم:
2

 

x x x

x x k x k

x x x k x k

sin sin cos

sin

sin cos

=

 = ⇒ = π⇒ = π


π π = ⇒ = π+ ⇒ = π+

22 2
2 2 2

0 2
2 2

2
2 2 2 4 2

. π7
4

π3 و 
4

 ، π
2

) عبارت‌اند از  , )π0 2 بنابراین جواب‌های واقع در بازۀ 

126- گزین621 . بنابراین tan cotα α=1 می‌دانیم  	4

 

A
tan cot tan cot

tan cot tan cot

tan cot (tan cot )

tan cot tan cot

π π π π− + −
=

π π π π+ − −

π π π π− + − − −
= = =−

π π π π+ − − −

1
5 5 5 5

1
5 5 5 5

1 1
5 5 5 5 1

1 1
5 5 5 5



)99(

226- گزین622 . بنابراین از فرض  x
x

cot
tan

= 1 ابتدا توجه کنید که  	1
مسئله نتیجه می‌شود

 

x
xx
xx

x

x x x

tan
tantan
tantan

tan

tan tan tan

−
−= ⇒ =
++

− = + ⇒ =

2

2

2 2 2

1
7 1 7

1 25 251

1625 25 7 7
9

 

x استفاده می‌کنیم. بنابراین
x

tan
cos

= + 2
2

1 1 از اتحاد 

 x
x

cos
tan

= = =
+ +

2
2

1 1 9
16 251 1
9

 

. xcos =3
5

، در نتیجه  xcos >0 چون x زاویه‌ای حاده است، پس 

326- گزین623 . در نتیجه x x ysin cos+ = فرض می‌کنیم  	3

 yy x x x x x x(sin cos ) sin cos sin cos
−

= + = + ⇒ =
2

2 2 11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به‌صورت زیر درمی‌آید:

 y y y y−
= ⇒ − − =

2
21 2 1 0

2
x نمی‌تواند با  xsin cos+ ، پ�س  + >1 2 2 . ولی چون  y= ±1 2 پ�س 

 . x xsin cos+ = −1 2 این عدد برابر باشد و در نتیجه 

426- گزین624 توجه کنید که  	4

 

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

= − =

= − =

= − =

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

179 180 1 1

178 180 2 2

91 180 89 89



بنابراین

 A (cos cos cos ) cos cos= + + + + +2 0 2 0 2 0 2 0 2 02 1 2 89 90 180

cos و همچنین  =2 090 0 از طرف دیگر 

  ,   cos sin , cos sin , cos sin= = =2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 089 1 88 2 46 44

بنابراین

 
A

A
IU

     

cos

cos

(sin cos sin cos

sin cos cos ) cos

( )
=

=

= + + + +

+ + + +

→ = + + + + + =
2 0

2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

145
2

180 1 44

2 1 1 2 2
44 44 45 180

12 1 1 1 1 90
2







526- گزین625 آن‌گاه   ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1

 [ , )π π−
3 2

ب�ازۀ  روی   y xtan= تاب�ع  زی�را   ، xtan tan( )π≥ −
3

. بنابراین xtan ≥− 3 اکیداً صعودی است و در نتیجه 
 m m+ ≥− ⇒ ≥−2 3 3 3 3

3− است. 3 پس حداقل مقدار m برابر 

626- گزین626  −2 بیش�ترین و کمترین مقدار تاب�ع به‌ترتیب برابر 2 و  	4

) عبور می‌کند، بنابراین , )4 0
3

. نمودار تابع از نقطۀ  a| |=2 هستند. پس 

f a b b

b k b k

( ) sin( ( )) sin( ( ))

( )

= ⇒ π − = ⇒ π − =

π − = π⇒ = +

4 4 40 0 0
3 3 3

4 4
3 3

به‌ص�ورت  تاب�ع  ضابط�ۀ  بنابرای�ن   . b=7
3

پ�س   ، b< <2 3 چ�ون 

چ�ون  اس�ت.   f x x( ) sin( )π=− −π72
3

ی�ا   f x x( ) sin( )π= −π72
3

f اس�ت. در  x x( ) sin( )π= −π72
3

، پ�س ضابطۀ تابع به‌صورت  f( )>0 0

. a b+ =13
3

b=7 و 
3

 ، a=2 نتیجه 

726- گزین627 و   cos cos sinα= α− α2 22 اتحاده�ای  از  	2

coscos استفاده می‌کنیم. ابتدا توجه کنید که + αα=2 1 2
2

 

x x x
x x x
x x x x

x x
x x x

sin cos sin
tan cos cos
tan sin cos sin

cos cos

cos sin cos

−−
− = =
+ ++

= − =

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

1
1
1 1

2

 

ازای  ب�ه  اکن�ون   . x xA x
x

tan cos( ) cos
tan

− += = =
+

2 2 2
2

1 1 42
21

بنابرای�ن 

x مقدار عبارت A را به‌دست می‌آوریم: π=
16

 
cos ( ) cosπ π+ + +

+= = =

21 4 1 1
2 216 4 2

2 2 2 4
 

826- گزین628  . AB=4 ، پس  ABD̂sin sin= = =0 130
8 2

چ�ون  	۲

sinα=3 و 
5

. در نتیجه  AC=5 بنابرای�ن با اس�تفاده از قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. sin sin cos ( )( )α= α α= =3 4 242 2 2
5 5 25

. بنابراین  cosα=4
5



فصل دوم: آزمون ها
)100(

926- گزین629 از روی نمودار تابع f در شکل زیر معلوم می‌شود که وقتی  	4
، پس f x( )=0 نمودار تابع f بر محور طول‌ها مماس می‌شود، 

x x

x k x k k

x k k k

sin( ) sin( )

,

− = ⇒ =

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π< < π⇒ < π+ < π⇒ < + < ⇒− < <

1 2 0 2 1

2 2
2 4

1 1 150 4 0 4 0 4
4 4 4 4



k=3 چه�ار مق�دار برای x به‌دس�ت  k=2 و   ، k=1  ، k=0 پ�س ب�ه ازای 
می‌آید که طول نقاط تماس نمودار تابع با محور طول‌هاست.

036- گزین630 . در ادامه معادله را  π π π+ =3
8 8 2

ابت�دا دقت کنید ک�ه  	1

به‌صورت زیر ساده می‌کنیم:

x x

x x

x x

x k x k

x k x k

sin( ) cos( )

sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π+ + − =−

π π π+ + − + =−

π π+ =− ⇒ + =−

π π π+ = π− = π−  ⇒ 
π π π + = π+π+ = π+ 

3 1
8 8

1
8 2 8

12 1
8 8 2

72 2
8 6 24

252 2
8 6 24

π25 ک�ه 
24

π41 و 
24

] عبارت‌ان�د از  , ]π0 2 پ�س جواب‌ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π11 است.
4

مجموع آن‌ها برابر 

136- گزین631 توجه کنید که 	4

A
cos( ) cos( )

sin cos
sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ − π+θ
θ+ θ= =

π−θ − π+θ θ+ θ

θ+ θ= = + θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

ریاضی - 91 �. A
tan /

= + = + =
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 2

بنابراين 

236- گزین632 و   tan
cos

+ α=
α

2
2

11 اتحاده�ای  از  	4

cot استفاده می‌کنیم و عبارت را به صورت زیر می‌نویسیم:
sin

+ α=
α

2
2
11

( tan )( cot ) cos sin sin cos

sin cos cos cos cos ( cos )

×
+ θ + θ θ θ θ θ= =
− θ− θ θ− θ θ − θ

2 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 2

1 1 1
1 1

1 1

sin استفاده می‌کنیم: sin cosα= α α2 2 اکنون از اتحاد 

sin
sin cos sinsin

−= = = θ
θ θ θθ

4
4 4 44

1 1 16 16 2
1 22

16
خارج از کشور ریاضی - 91 �

336- گزین633 از نمودار داده ش�ده مش�خص اس�ت که س�ه برابر دورۀ  	1
y برابر 1 است:  a b xsin( )= π تناوب، برابر 3 است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 21 1 2  

از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر 3 است. پس

a a| |= ⇒ =±3 3  

با توجه به نمودار که در شروع به صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

a
y x

b

a
y x

b

sin( )

sin( )

= ⇒ = − π
=−
=− ⇒ =− π
=

3
3 2

2

3
3 2

2

6− است. ab برابر  در هر دو حالت مقدار 
خارج از کشور ریاضی - 92 �

436- گزین634 اس�تفاده   cot tan cotα− α= α2 2 اتح�اد  از  	2

، آن‌گاه  xα=
2

می‌کنیم. اگر 

 x x x
x

tan cot cot
tan

−− =− =− = =−2 2 32
2 2 4 2

3

 

تجربی - 96 �

536- گزین635 کافی اس�ت صورت و مخرج برابر باش�ند به ش�رطی که  	4
مخرج صفر نباشد:

 
k

x x x x

x k x x

k x x k

k

x

¡.¡.—)

  

(.

sin cos( ) sin sin

,

π= + ⇒ =

= π+ ⇒ = π

π π= π+π− ⇒ = + ∈






3

3 2
2 4

3 3
2

3 2



 

x مخرج کسر صفر می‌شود، پس این جواب غیرقابل قبول است  k= π به‌ازای 

kx است. π π= +
2 4

و جواب 

خارج از کشور تجربی - 93 �

636- گزین636 x x xcos cos cos( )=− = π−3 معادله را به صورت  	1
نوشته و حل می‌کنیم:

kx k xx k x

x k x x k x k

π π = π+π⇒ = += π+π−  ⇒ 
= π−π+ π  = π−π⇒ = π−

4 23 2 2 4
3 2 2 2

2

x غیرقابل قبول اس�ت. پس جواب  k π= π−
2

، جواب  xcos ≠0 با توجه به 

kπ است.  π+
2 4

کلی 

خارج از کشور تجربی - 94 �



)101(

736- گزین637 . در ادامه معادله را به  π π π+ =3
8 8 2

ابتدا دقت کنید که  	1
صورت زیر ساده می‌کنیم:

x x x x

x k
x x

x k

     

sin( ) cos( ) sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π π π π+ + − = + + − + =

π π + = π+π π+ = ⇒ + = ⇒
π π + = π+π−



3 1
8 8 8 2 8

2
1 8 62 1

8 8 2 2
8 6

] به صورت زیر هس�تند که مجموع آن‌ها  , ]π0 2 پس جواب‌های معادله در بازۀ 

π3 است:
4

برابر 

  x      x x x,π π π π π π= − = − ⇒ + =π− =1 2 1 2
5 3

6 8 6 8 4 4
 

خارج از کشور ریاضی - 95 �

836- گزین638 ، متمم زاویۀ x است، پس xπ−
2

زاویۀ  	4

 

x x x x

x x x x

kx k x x      x k x x k

sin cos( ) sin sin

sin sin sin sin( )

, ( )

π+ − = ⇒ + =

=− ⇒ = −

π= π− ⇒ = = π+π+ ⇒ = + π

2 0 2 0
2

2 2

22 2 2 2 2 1
3

 

. π π2 و   ، π4
3

 ، π2
3

]  عبارت‌اند از 0،  , ]π0 2 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

خارج از کشور تجربی - 96 π5 است.� مجموع این جواب‌ها برابر 

936- گزین639 معادل�ۀ داده ش�ده را ب�ا اس�تفاده از اتحاده�ای مثلثاتی،  	1
بازنویسی کرده و آن را حل می‌کنیم:

 

x x x x

x x x

x x x k

x   ( ¡.¡.—).

sin cos ( cos ) cos

cos cos cos

cos cos cos

cos

+ = ⇒ − + =

− ± +− + + = ⇒ =
−

π π =− ⇒ = ⇒ = π±

 =

2 2

2

2 3 0 2 1 3 0

3 9 162 3 2 0
4

1 2 22
2 3 3

2

 

تجربی - 95 �

046- گزین640  x xcos cos= +22 2 راه‌حل اول با توجه به اتحاد  1 	3
معادله را ساده می‌کنیم:

 

x x x x

x x

x k x k

cos cos cos cos

cos cos cos

+ = ⇒ + + =

π=− ⇒ =

π π= π± ⇒ = π±

22 2 0 2 2 1 0

1 22 2
2 3
22 2
3 3

 

x معادله را ساده می‌کنیم: xcos cos= −22 2 راه‌حل دوم با توجه به اتحاد 1

 

x x x x x

x x k
x

x x k

cos cos cos cos cos

cos cos
cos

cos cos

+ = ⇒ − + = ⇒ =

π π = = π±  =± ⇒ ⇒ 
π π = = π±  

2 2 2 22 2 0 2 1 2 0 4 1

2
1 3 3
2 2 22

3 3

 

k هستند. ππ±
3

این جواب‌ها همان 
تجربی - 96 �

146- گزین641 sin  استفاده می‌کنیم.  sin cosα= α α2 2 از اتحاد  	1
ابتدا دو طرف عبارت داده شده را به توان دو می‌رسانیم:

 
(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α= ⇒ α=

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

 

. cos( )π− α =−3 32
2 4

، بنابراین  cos( ) sinπ− α =− α3 2 2
2

چون 

تجربی - 95 �

246- گزین642 020 می‌نویسیم: عبارت را برحسب نسبت‌های مثلثاتی زاویۀ  	3

A
sin( ) sin( ) cos sin

cos( ) cos( ) cos sin

− + − − −= =
+ − + − +

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
270 20 720 20 20 20
540 20 90 20 20 20

cos تقسیم می‌کنیم: 020 سپس صورت و مخرج را بر 

A

cos sin
tancos

cos sin tan

cos

− − −− −
− −= = = = =

−− + − + − +

0 0

00

0 0 0

0

20 20 2 71
1 20 720 5 5

2 3 320 20 1 20 1
5 520

خارج از کشور تجربی - 94 �

346- گزین643 با توجه به ش�کل حداکث�ر مقدار تابع برابر 1 اس�ت، این  	4

، پس bxcos( )π+ =−1
2

مقدار زمانی به‌دست می‌آید که 

 a a+ = ⇒ =−2 1 1  

. با توجه به ش�کل  y bx bxcos( ) sin( )π=− − + =− +1 2 1 2
2

در نتیج�ه 

π است. بنابراین π π− =13 2
18 18 3

دورۀ تناوب تابع برابر با 

  b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3
 

y به صورت صعودی ش�روع  bxsin( )=− +1 2 x نمودار تابع  π>
18

ب�رای 

y و مقدار  xsin( )=− +1 2 3 b=3 قابل قبول اس�ت، یعن�ی  می‌ش�ود، پس 

ریاضی - 95 � . − + =1 3 2 a برابر است با  b+

446- گزین644 اتح�اد  و  م�زدوج  اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا  	4
cos معادله را به صورت زیر می‌نویسیم: cos sinα= α− α2 22

 

x x x x

x x x

x x

(sin cos )(sin cos ) sin ( )

sin cos sin cos

cos cos cos

π− + = π+

π− = ⇒− =

π=− ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2
4

12
4 2

1 22 2
2 3

 

بنابراین جواب‌های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x k x kπ π= π± ⇒ = π±22 2
3 3

 

تجربی - 92 �



فصل دوم: آزمون ها
)102(

546- گزین645 x  معادله را  xcos cos= −22 2 با اس�تفاده از اتحاد 1 	3
ساده می‌کنیم:

 

x xx x x
x x

x x x x

x x

cos sincos ( sin ) cos
sin cos

( cos ) cos cos cos

( cos )( cos )

= + = +

− = + ⇒ − − =

+ − =

2 2

2 2 4 4 1

2 2 1 4 1 4 4 3 0

2 1 2 3 0

بنابراین جواب‌های کلی معادله به صورت زیر هستند:

     x x x k.¡.¡.—)(cos c, os − π= = ⇒ = π±3 1 22
2 2 3

 

خارج از کشور ریاضی - 92 �

646- گزین646  cos cos sinα= α− α2 22 اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا  	2
معادله را به صورت زیر ساده می‌کنیم.

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2  
پس جواب‌های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x x k

kx k x x

= π+ ⇒ = π

 π= π− ⇒ =

2 2 2

22 2
3

 

kπ2 نیز می‌شود، پس جواب‌های  kπ2 شامل جواب 
3

واضح اس�ت که جواب 

تجربی - 91 kπ2 هستند.�
3

کلی به صورت 

746- گزین647 و   cos cosα= α−22 2 1 اتحاده�ای  از  	1
sin اس�تفاده می‌کنیم. ابتدا معادل�ه را به صورت زیر  sin cosα= α α2 2

می‌نویسیم:

x x x x x

x x x x

( cos ) sin cos cos sin

cos sin cos cos( )

− + = ⇒ + =

π=− ⇒ = +

22 1 2 0 2 2 0

2 2 2 2
2

پس جواب‌های کلی معادله به صورت زیر است:

 
x k x k

kx k x x

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = −

12 2 2
2 4

2 2 2
2 2 8

 

 x xcos sin=−2 2 راه‌حل دوم برای به‌دست آوردن  جواب‌های کلی معادلۀ 
به کمک دایرۀ مثلثاتی متوجه می‌شویم:

kx k xπ π π= π− ⇒ = −2
4 2 8

تجربی - 94 �

846- گزین648 معادله را به صورت زیر ساده می‌کنیم: 	3

 
x x x x x x

x
x x x x x x

sin cos cos sin cos cos
cos

sin cos sin sin (cos sin )

= + ⇒ = −
−

= ⇒ − =

2

2

1 1
1

0
 

پس جواب‌های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x x k x x x k     sin , cos sin π= ⇒ = π − = ⇒ = π+0 0
4

 

x مخرج کس�ر صفر می‌ش�ود. پس جواب‌های  k= π2 دق�ت کنید که به‌ازای 

x هس�تند ک�ه روی دایرۀ مثلثاتی مطابق  k π= π+
4

x و  k( )= + π2 1 معادله 

خارج از کشور ریاضی - 91 شکل زیر مثلث قائم‌الزاویه تشکیل می‌دهند.�

946- گزین649 ابت�دا توج�ه کنید که برای تعریف ش�دن عبارت س�مت  	2
چپ معادله لازم است که 

 x x x kcos cos+ ≠ ⇒ ≠− ⇒ ≠ π+π1 0 1 2  
با شرط فوق معادله را به صورت زیر ساده می‌کنیم:

 x x x x x xsin sin sin sin sin sin( )+ = ⇒ =− ⇒ = −3 2 0 3 2 3 2  
بنابراین جواب‌های کلی معادله به صورت زیر است:

 
kx k x x k

x k x x k   (.¡.¡.ù)

,π = π− ⇒ = ∈

 = π+π+ ⇒ = π+π

23 2 2
5

3 2 2 2



 

خارج از کشور تجربی - 97 �

056- گزین650 از اتحادهای  	3

       sin sin cos , cos cos sinα= α α α= α− α2 22 2 2  
و اتحاد مزدوج برای ساده کردن معادله استفاده می‌کنیم:

 
x x x x x x

x x x x x

sin cos (sin cos )(sin cos )

sin cos cos cos ( sin )

= − +

=− ⇒ + =

2 2 2 2

1
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 0



 

kx x k x

x k x k
x

x k x k

cos

sin

π π π = ⇒ = π+ ⇒ = +
 π π= π− = π−   − = ⇒ ⇒  π π = π+ = π+   

2 0 2
2 2 4

2 2
1 6 122

2 7 72 2
6 12

 π7
12

π11 و 
12

 ، π3
4

 ، π
4

] عبارت‌اند از  , ]π0 پ�س جواب‌ه�ای معادله در بازۀ 

ریاضی - 95 π است.� π=30 5
12 2

که مجموعشان برابر 



156- گزین651 a باشد. یعنی a( , )−2 2 x=2 عضو بازۀ  کافی است  	4
 a a a a     ,− < ⇒ < > ⇒ >2 2 4 2 2 1  

. a< <1 4 بنابراین 

256- گزین652 ]x به‌دست می‌آید که به‌صورت  ]≠2 دامنۀ تابع از شرط  	3
زیر است:

 fD ( , ) [ , )= −∞ +∞2 3  

x=3 تعریف نشده است. بنابراین تابع در همسایگی چپ نقطۀ 

356- گزین653  ،
x

f x
( )

lim ( )
+→ −

=
1

3  و
x

f xlim ( )
−→

=
2

4 توجه کنید که  	4

بنابراین مقدار مورد نظر برابر 7 است.
456- گزین654 . در نتیجه 

x
f xlim ( )

→
=

1
0 توجه کنید که  	1

 
x  y

f x f ylim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
0 1

1 0  

. بنابراین  x +→3
3

، آن‌گاه  x +→9 از طرف دیگر، اگر 

 
x  t

xf f tlim ( ) lim ( )
+ +→ →

= =
9 3

1
3

 

بنابراین مقدار مورد نظر برابر 1 است. 

556- گزین655  . x[ ]=0 توجه کنید که در یک همس�ایگی چپ نقطۀ 1،  	2
 .

x x
f x x flim ( [ ]) lim ( )

− −→ →
=

1 1
0

x
lim

−→
= =

1
2 2 بنابراین 

656- گزین656 با توجه به نمودار،  	4
 x f x( ) ( )− +→ − ⇒ →1 2  

 .
x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
− +→ − →

= =−
1 2

2 بنابراین 

756- گزین657 نمودار تابع به ش�کل زیر اس�ت. واضح است که تابع در  	3
) حد ندارد. , )−2 2 x=1 از بازۀ  x=0 و   ، x=−1 نقطه‌های 

856- گزین658 توجه کنید که 	4

 
x

x

f x a a

f x a b a b

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

−

+

→

→

= − = −

= − + = − +

5

2

5

2 5 3 10 3

5 5 25 5

، پس هر یک از حدهای بالا برابر 
x

f xlim ( )
→

=
5

17 اکن�ون توجه کنید که چون 

17 است: 

 
a a

ab
a b b

− = =  ⇒ ⇒ = 
− + = =  

10 3 17 2
4

25 5 17 2

فصل سوم

فصل دوم: آزمون ها

956- گزین659  وجود دارد. 
x  

f xlim ( )
→ 3

توجه کنید که بنابر قضایای حد،  	1

از طرف دیگر،

 x
x

x x

x
x
f x f x f x

lim( )
lim

( ) lim ( ) lim ( )
→

→
→ →

+
+ = = =3

3
3 3

4
4 7 7

6

. بنابراین
x t

f x f tlim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
1 3

2 1 6 . همچنین 
x

f xlim ( )
→

=
3

6 بنابراین 

 
x

f x
x
( )

lim
→

+
= =

+ +1

2 1 6 2
2 1 2

066- گزین660 x=2 را حساب می‌کنیم: حد چپ و حد راست تابع در  	2

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= − = − =

= − = − =

2 3

2 2
2 3

2 2

6 24 8 16

3 12 8 4

x=2 برابر 20 است. بنابراین مجموع حد چپ و حد راست تابع در 

166- گزین661 ابتدا نامعادله را حل می‌کنیم 	4
 x x x| |− < ⇒− < − < ⇒− < <1 2 2 1 2 1 3  

) مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادله اس�ت که همس�ایگی نقطۀ  , )−1 3 پس ب�ازۀ 
x=−2 نیست.

266- گزین662 با توجه به شکل می‌توان نوشت 	2
 
x a x a

f x a f x a f a a          lim ( ) , lim ( ) , ( )
+ −→ →

= = − =2 2  

بنابراین

 a a a a( )− − = + ⇒ =12 2 3 1
2

 

366- گزین663  x( ) −− →21 0 ، آن‌گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر  	3

. بنابراین x( ) +− →21 0 ، آن‌گاه  x −→1 و اگر 

 
x x t t

f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − − +→ → → →

− − − = − = − =2 2

1 1 0 0
1 1 3 1 2

466- گزین664  . x  x| |=− ]x و  ]=−1 ، در س�مت راس�ت نقط�ۀ 1− 	3

 .
x x x

x xf f f x
x( ) ( ) ( )

| |
lim ( ) lim ( ) lim ( )

[ ]+ + +→ − → − → −

−= = =−
−1 1 1

1
1

بنابراین 

566- گزین665 چون 	4
x f x x f x( ) ( ) , ( ) ( )+ + − −→ ⇒ → − → − ⇒ →1 1 1 1  

می‌توان نوشت

x t

x t

fof x f t

fof x f t
( )

( )

lim ( )( ) lim ( )

lim ( )( ) lim ( )

+ +

− −

→ → −

→ − →

= =−

= =
1 1

1 1

1

1
 

 .
x x

fof x fof x
( )

lim ( )( ) lim ( )( )
+ −→ → −

− =− − =−
1 1

1 1 2 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
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666- گزین666 ابتدا توجه کنید که  	4

 
x x x f x

x x x f x

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

∈ ⇒ − =− ⇒ =

∉ ⇒ − =− − ⇒ =−

0

1 1





 

)  به ش�کل زیر اس�ت. با توجه به نمودار،  , )−3 3 بنابراین نمودار تابع f در بازۀ 
1− است.  تابع f در تمام نقاط این بازه حد دارد و حد آن برابر 

  

766- گزین667 x=2 و   ح�د دارد، پس در  ای�ن تاب�ع در تمام نقاط  	1
x=−2 نیز حد دارد. بنابراین باید حد چپ و حد راست تابع در هر یک از این 

نقاط برابر باشند:

 

x x

x x

x x

x x

f x ax x a

f x x b b

f x ax x a

f x x b b
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

+ +

− −

→ →

→ →

→ − → −

→ − → −

= + = +

= + = +

= + =− +

= + =− +

3 2

2 2

2 2
3 2

2 2

2 2

8 4

2

8 4

2

بنابراین

 
a b b a a

ab
a b b a b

+ = + = +  =  ⇒ ⇒ ⇒ =  
− + =− + =− +   =  

18 4 2 8 2
4 1

8 4 2 8 6 4

866- گزین668 ، طبق قضایای حد 
x

f x Llim ( )
→

=
2

اگر فرض کنیم  	4

 
x

f x L L L L
f x L

( )
lim

( )→
= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =−

+ +2

2 23 3 2 3 3 3
1 1

 .
x

f x
f x
( ) ( )

lim
( )→

− × − −
= =

−2

2 1 2 3 1 7
3 3

در نتیجه 

966- گزین669 x=−2 را  ابت�دا حد چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ  	3
حساب می‌کنیم: 

 

x x x

x x x

f x ax x x ax x

a

f x ax x x ax x

a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

− − −

+ + +

→ − → − → −

→ − → − → −

= + = − +

= −

= + = − +

= −

2 2 2

2 2 2

3 7

14 2

3 6

12 2
بنابراین

 a a a a− + − = ⇒ = ⇒ =1514 2 12 2 11 26 15
26

 

076- گزین670 ابتدا حد چپ و حد راست تابع را در نقطۀ x=1 حساب  	2
 ، x −→1 x و اگر  +→2 2 x و  ( )−− → −1 ، آن‌گاه  x +→1 می‌کنی�م. اگر 

. در نتیجه x −→2 2 x و  ( )+− → −1 آن‌گاه 

x x x

x x x

f x x m x m m

f x x m x m m

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

− − −

+ + +

→ → →

→ → →

= + + − = + + − =−

= + + − = + + − =−
1 1 1

1 1 1

2 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2

در نتیجه
 m m m− =− ⇒ =2 0

176- گزین671 دامنۀ تابع را پیدا می‌کنیم: 	3

 x x x

x x x x x[ ] [ ]

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− ≠ ⇒ ≠ ⇒ ∉

2 24 0 4 2 2

0 

 

fD   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= − − −2 1 1 0 0 1 1 2   بنابرای�ن دامن�ۀ تابع به‌ص�ورت  
x=0 در دامنۀ تاب�ع قرار ندارند ولی همس�ایگی  x=±1 و  اس�ت، پس نق�اط 

محذوف آن‌ها در دامنۀ تابع قرار دارد. 

276- گزین672  . t x( ) −= − →1 2 ، آن‌گاه  x −→3 توج�ه کنید اگ�ر  	1
، آن‌گاه  x +→0 . همچنین اگر 

x t
f x f tlim ( ) lim ( )

− −→ →
− = =−

3 2
1 1 بنابراین 

. بنابرای�ن 
x t

f x f t
 

lim ( ) lim ( )
+ +→ →

+ = =−
0 1

1 2 . بنابرای�ن  t x( ) += + →1 1

3− است. مقدار مورد نظر برابر 
376- گزین673 x=0 مقدارهای تابع f نزدیک  در یک همسایگی راست  	4

بنابرای�ن   . f x[ ( )]=1 و   f x( ) −→2 یعن�ی  هس�تند،  آن  از  کمت�ر  و   2

 f مقدارهای تابع x=0 . همچنی�ن در یک همس�ایگی چ�پ 
x

f x
 

lim [ ( )]
+→

=
0

1

 . f x[ ( )]=−2 f و  x( ) ( )−→ −1 نزدی�ک 1− و کمت�ر از آن هس�تند، یعن�ی 

، در نتیجه
x

f x
 

lim [ ( )]
−→

=−
0

2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] lim [ ( )] ( )
+ −→ →

− = − − =
0 0

2 2 2 4  

476- گزین674 ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می‌کنیم: 	1

 
x x f x x

x x f x

x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < < ⇒ =− ⇒ =−

≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1

0 1 0 0

1 2 1

 

پس نمودار تابع به ش�کل روبه‌رو اس�ت و تابع 
)  ح�د  , )−1 2 فق�ط در نقط�ۀ x=1 از ب�ازۀ 

ندارد. 

576- گزین675 ، پس  x>1 ،در یک همس�ایگی راس�ت 1 باش�د x اگ�ر 	4
همچنی�ن   .

x y
f x f y alim ( ) lim ( )

+ −→ →
− = =

1 1
2 2 نتیج�ه  در   . x− <2 1

 .
x

f x a
f x a
( )

lim
( )+→

−
= =

1

2 2 2 . در نتیجه 
x

f x alim ( )
+→

=
1

676- گزین676 x حد دارند، پس  a= چون تابع‌های f و g در  	1

 x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 2

2 2

همچنین

  x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 3 2 3

2 3 6

، آن‌گاه 
x a

g x Llim ( )
→

= 2  و 
x a

f x Llim ( )
→

= 1 بنابراین اگر 

 
L L

L L
L L

,
− = ⇒ = =
− =

1 2
1 2

1 2

2 2
6 2

2 3 6

 .
x a x a x a

f x g x f x g x L Llim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
→ → →

= × = × =1 2 12 بنابراین 



)105(

776- گزین677 x=2 را  ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع f در نقطۀ  	1
به‌دست می‌آوریم:

 x x x

x x x

f x x x a x a a

f x b x x b x b

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

+ + +

− − −

→ → →

→ → →

= + = + = +

= − + = − + =− +
2 2 2

2 2 2

2 2 2 4 2

3 2 3 2 6

x=2 حد دارد، در نتیجه حد چپ و حد راس�ت تابع f در  چون تابع f در نقطۀ 
این نقطه برابرند:

a b a b a b+ =− + ⇒ + = ⇒ + =4 2 2 6 2 2 2 1

876- گزین678 y رس�م شده  x x= + −2 2 3 در ش�کل زیر نمودار تابع  	1

 ، x=−3 . اما در س�مت چپ 
x

x xlim ( )
→−

+ − =2
3

2 3 0 اس�ت. توج�ه کنید 

 ، x=−3 چ�پ  س�مت  در  نتیج�ه  در  هس�تند.  مثب�ت  تاب�ع  مقداره�ای 
. در نتیجه حاصل حد نیز صفر می‌شود. x x[ ]+ − =2 2 3 0

976- گزین679  ،
x a

f x Llim ( )
→

= مطاب�ق قضیه‌های محاس�بۀ حد، اگر  	3

x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) (lim ( ))

→
→

→

= =
+ + +2 2 21 1 1

آن‌گاه �

در بقیۀ گزینه‌ها ممکن است حد مخرج کسر تابع برابر صفر و حد صورت کسر 
برابر صفر نباشد و در نتیجه تابع حد نداشته باشد.

086- گزین680 در نقطه‌های�ی که مق�دار 2x عددی صحیح نش�ود، تابع  	3
y ح�د دارد. در نقطه‌های�ی ک�ه مق�دار 2x عددی صحیح ش�ود، تابع  x[ ]= 2

y حد ندارد. این نقطه‌ها را به‌دست می‌آوریم x[ ]= 2

 
kx k k x

k k k

      ,

{ , , , , }

= ∈ ⇒ =

< < ⇒ < < ⇒ ∈

2
2

0 3 0 6 1 2 3 4 5
2



) حد ندارد.  , )0 3 پس تابع در پنج نقطه از بازۀ 

186- گزین681  x( ) −− →31 0 ، آن‌گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر  	3

. بنابراین x( ) +− →31 0 ، آن‌گاه  x −→1 و اگر 

x x t t
f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

+ − − +→ → → →
− + − = + = + =3 3

1 1 0 0
1 1 4 2 6

286- گزین682  .
x

f xlim ( )
→

=
1

3 ب�ا توجه ب�ه نم�ودار واضح اس�ت که  	1

. از ط�رف دیگ�ر در یک همس�ایگی محذوف 
x

f x[lim ( )] [ ]
→

= =
1

3 3 بنابرای�ن 

 . f x( ) −→3 x=1 مقادی�ر تاب�ع f نزدی�ک 3 و کمت�ر از آن هس�تند، یعنی 
. بنابراین 

x x
f xlim[ ( )] lim

→ →
= =

1 1
2 2 ، پس  f x[ ( )]=2 بنابراین در این بازه 

x

x

f x

f x

lim[ ( )]

[lim ( )]
→

→

=1

1

2
3

386- گزین683 ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می‌کنیم: 	1

 

xxx f x x
x x

xxx f x x
x x

x xx f x x
x x

( )
( )

( )
( )

( )

− −
< ⇒ = + =− −

− −
− −

< < ⇒ = + = −
−

−> ⇒ = + = +
−

2

2

2

10 1
1

10 1 1
1

11 1
1

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است. پس تابع فقط در نقطۀ x=1 حد ندارد.

486- گزین684 x=−2 ممک�ن اس�ت ح�د  x=2 و  تاب�ع f فق�ط در  	1
نداشته باشد. حد چپ و حد راست تابع را در این نقاط حساب می‌کنیم:

 
x x x x

x x

x x

f x x       f x x x

f x x x

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

+ + − −

+ +

− −

→ → → →

→ − → −

→ − → −

= = = − =

= − =−

= =

2 3

2 2 2 2
3

2 2
2

2 2

4 2 4

2 4

4

x=−2 حد ندارد.  x=2 حد دارد ولی در  پس تابع در 

586- گزین685 . در نتیجه اگر x از  x x x x( )− = −3 2 1 توجه کنید که  	1

. بنابراین x x− >3 0 سمت چپ به صفر نزدیک شود، آن‌گاه 

 
x t t

f x x f t tlim ( ) lim ( ) lim ( )
− + +→ → →

− = = + =3

0 0 0
9 3

686- گزین686 x=2 را حساب می‌کنیم: حد چپ و حد راست تابع در  	2

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

= + = +

2

2 2
2

2 2

3 4 3

3 4 3

x=2 برابر باشند، یعنی باید حد چپ و حد راست تابع در 
 a a a+ = + ⇒ =4 3 4 3 1

.
x x

f x x alim ( ) lim( )
→ →

= +2
3 3

3
x

xlim( )
→

= + =2
3

3 12 بنابراین 

786- گزین687 ، آن‌گاه
x a

f x Llim ( )
→

= اگر فرض کنیم  	3

 
x a

x a
x a

f xf x L
f x f x L

L L L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

= ⇒ = ⇒ =
+ + +

+ = ⇒ =−

33 31 1 1
4 2 4 2 4 2

4 2 3 2
بنابراین

 x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

−= = = =
− − − − −

2 2
3 3 3 2 3 5
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886- گزین688  y x x[ ]= − y در تمام نق�اط حد دارد. تابع  x= تاب�ع  	2
تاب�ع یعن�ی  ای�ن دو  نق�اط غی�ر صحی�ح ح�د دارد. پ�س ض�رب  در تم�ام 

f در تمام نقاط غیر صحیح حد دارد. x x x x( ) ( [ ])= −

y یکس�ان  x x[ ]= − در نق�اط صحی�ح غی�ر صفر ح�د چپ و حد راس�ت تابع 
x=0 چون حد تابع  نیس�تند پس تاب�ع f نیز در این نق�اط حد ندارد. ول�ی در 
y برابر صفر است، پس حد تابع f هم برابر صفر است. بنابراین تابع f در  x=

) حد ندارد. , )−2 2 x=−1 از بازۀ  x=1 و  نقاط 

986- گزین689 x=2 را به‌دست می‌آوریم: ابتدا حد چپ و حد راست تابع در  	3

 x x

x x

a af x  x  a
x
a af x  x  

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + = +

= + = +

2
22 2

2
22 2

4 4 4 4
4

3 3 4
4

بنابراین

 a aa a+ + + = ⇒ = ⇒ =3 7 84 4 10 2
4 4 7

096- گزین690 x حد داش�ته باشد،  a= y در  x f x| | ( )= + اگر تابع  	4

x حد داشته باشد. تفاضل  a= y باید در  x| |= آن‌گاه تفاضل این تابع و تابع 

x حد داش�ته باشد و  a= y اس�ت که باید در  f x( )= این دو تابع همان تابع 
x حد ندارد. a= y در  x f x| | ( )= + این خلاف فرض مسئله است. پس تابع 

 را در نظر بگیرید.
x

f x
x

( )
− <=

>

1 0

1 0
برای رد گزینه‌های )۱( و )۳(، تابع 

x=0 حد ندارد، ولی این تابع در 

x x x

x
f x

f x
| |

lim| ( )| lim , lim
( )→ → →

= = =
0 0 0

1 1 0  

 را در نظ�ر بگیری�د ک�ه در 
x

f x
x

( )

 <=
 ≥

1 0
3
1 0
2

ب�رای رد گزین�ۀ )۲(، تاب�ع 

.
x x

f x
  

lim[ ( )] lim
→ →

= =
0 0

0 x=0 حد ندارد ولی0

196- گزین691 توجه کنید که 	2

 
x x x

x xx x x
x x xx

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− ++ − += = =
− + +−

2

21 1 1

1 43 4 4 5
1 1 1 21

 

296- گزین692 0   اس�ت. توج�ه کنید که
0

ح�د مورد نظ�ر به‌ص�ورت  	2

. بنابراین x x x x x x x x( ) ( )+ + = + + = +4 3 2 2 2 2 24 4 4 4 2

 
x  x  x  

x xx x x x
x x

( )
lim lim lim

( ) ( )→− →− →−

++ + = = =
+ +

2 24 3 2 2
2 22 2 2

24 4 4
2 2

396- گزین693 توجه کنید که 	3
 x x x x x x x      ( )( ) , ( )( )− = − + + − = − +3 2 28 2 2 4 4 2 2

بنابراین

 x x

x

x x xx 
x xx

x x
x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− + +− =
− +−

+ + + += = =
+ +

23

22 2
2

2

2 2 48
2 24

2 4 4 4 4 3
2 2 2

496- گزین694 . در نتیجه
x

f xlim ( )
→−

=
2

4 از روی شکل معلوم می‌شود که  	3

 

x x

x

x

f x f x
f x f x

f x f x f x
f x

f x f x

( ) ( )
lim lim

( ) ( )

( ( ) )( ( ) ( ) )
lim

( )

lim ( ( ) ( ) )

→− →−

→−

→−

− −
=

− −

− + +
=

−

= + + = + × + =

3 3 3

2 2

2

2

2 2
2

64 4
4 4

4 4 16
4

4 16 4 4 4 16 48

 

596- گزین695 یک عامل x−1 را از صورت و مخرج ساده می‌کنیم 	3

 

x x

x

x x

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x
x x x x x

lim lim

( )( ) ( )
lim

( )( ) ( )

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→

→ →

− + − − +=
+ − − + −

− + + − −
=

− + + + −

− + − + −= = = =
− + + + +

3 3

3 31 1
2

21

2 2

2 21 1

3 2 1 3 3
3 4 1 3 3

1 1 3 1
1 1 3 1
1 2 2 0 0

61 4 4

 

696- گزین696 می‌توان نوشت 	4

 x x x

x x

x xx x
x x x x x x

x
x x x

( ) | |
lim lim lim

( )
lim lim

( )( )

− − −

− −

→ → →

→ →

− −− + = =
− + − + − +
− − −= = =−
− − −

22

2 2 22 2 2

2 2

2 24 4
3 2 3 2 3 2

2 1 1
2 1 1

 

796- گزین697 چون حد صورت کسر صفر است، باید حد مخرج آن هم  	3
صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. که این طور 

. پس b( )≠0 نیست 
 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4  

بنابراین

 x x

x x

x xb
x ax x x
x x x
x x x

lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− −= =
+ + − +
− + + += = = =
− − − −

2 2

2 23 3

3 3

9 9
3 4 3

3 3 3 3 3 3
3 1 1 3 1

 

 . a b+ =− + =−4 3 1 بنابراین 

896- گزین698 از اتحاد مزدوج نتیجه می‌شود 	2

 

x x

x x

x  

x xx
x x x

x x

x x x x

x

( )( )
lim lim

( )

( )
lim lim

( ) ( )

lim

→ →

→ →

→

− − + −− − =
+ −

− −
= =

+ − + −

= = =
++ −

3 33

3 3 30 0

3 3

3 3 3 30 0

30

1 1 2 1 1 21 1 2
1 1 2

1 1 2 2
1 1 2 1 1 2
2 2 1

1 11 1 2

 

996- گزین699 به کمک اتحاد مزدوج معلوم می‌شود 	4

x x

x

x

x

x x x xx x
x x x x x x

x x

x x x x
x

x x x x

x x x

( )( )
lim lim

( )( )
( )

lim
( )( )( )

( )
lim

( )( )( )

lim
( )( )( )

→ →

→

→

→

− − − − + −− − − =
− + − + − + −

− − −
=

− − − + −
− −

=
− − − + −

− − −= = =
+− − + −

2 25 5

5

5

5

1 2 4 1 2 41 2 4
6 5 6 5 1 2 4

1 4 4
1 5 1 2 4

3 5
1 5 1 2 4

3 3 3
4 2 2 161 1 2 4



)107(

007- گزین700 به کمک اتحادهای مزدوج و چاق و لاغر می‌توان نوشت 	1

x

x

x

x

x
x

x x x x
x x x x

x x
x x x

x

x x

lim

lim( )

lim( )

lim

→

→

→

→

−
+ −

− + + + += × ×
+ − + + + +
− + += ×
+ − + +

+ + += = =
+ ++ +

3

8
33 32

3 38 2

3 38 2

3 38 2

2
1 3

2 2 4 1 3
1 3 1 3 2 4
8 1 3

1 9 2 4
1 3 3 3 1

4 4 4 22 4

107- گزین701 0   است، توجه کنید که 
0 حد مورد نظر به‌صورت  	3

 
x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + − = + + + + − + −

= + = +

3 3 3 2 3 2

3 2

2 1 2 1 8 12 6 1 8 12 6 1

16 12 4 4 3
 

بنابراین

 
x x x

x x x x
x

x x
( ) ( ) ( )

lim lim lim( )
→ → →

+ + − +
= = + =

3 3 2
2

0 0 0

2 1 2 1 4 4 3 4 3 3
4 4

 

207- گزین702 0   است. می‌توان نوشت
0 حد مورد نظر به‌صورت  	3

x x

x x

x xx x
x x

x x x
x x

x  

( )
lim lim

( )( )
lim lim ( ( ))

( ) ( )

→ →

→ →

−− =
− −

− +
= = +

−

= + =

2 24 2

3 3

2
2

3 3

2

3 33 9
3 3

3 3 3 3 3
3

3 3 3 3 18 3
307- گزین703 ابتدا توجه کنید که 	4

 
x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )

( )( )

− = − = − + +

− − = − +

4 3 2

2

27 27 3 3 9

6 3 2
بنابراین

 x x

x

x x x xx x
x xx x

x x x
x

( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

→ →

→

− + +− =
− +− −

+ + + +
= = =

+ +

24

23 3
2

3

3 3 927
3 26

3 9 3 9 9 9 81
2 3 2 5

407- گزین704 می‌توان نوشت 	3

 
x x x

x x xx x x
x x x x x

( )( )
lim lim lim

( )→ → →

− + +− + += = =
− −

2 4 26 4 2

4 2 2 2 21 1 1

1 11 1 3
1

 

507- گزین705 ]x در س�مت چپ 3 مس�اوی 2  ] ابت�دا توج�ه کنید که  	1
است. پس

 x x

x x

x x x x x
x x x
x x x

x

[ ]
lim lim

[ ]

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

→ →

→ →

− − − −=
− −

− + += = =
−

2 2

3 3

3 3

3 2 3
6 2 6

3 1 1 2
2 3 2

 

607- گزین706 x x x x( )( )− = − + +3 28 2 2 4 بنابر اتحاد چاق و لاغر،  	1
در نتیجه حد مورد نظر برابر است با

 

x

x x

x x

x
x x x

x x
x x x x

x
x x x

lim
( )( )

lim( ) (lim )

lim( ) lim( )
( )( )

→

→ →

→ →

+ −
− + +

+ − + += × ×
− + + + +
+ −= × = × = × =

− + + + +

22

22 2

2 2

2 2
2 2 4

2 2 2 2 1
2 2 2 2 4

2 4 1 1 1 1 1 1
12 12 4 12 482 2 2 2 2

707- گزین707 به کمک اتحاد مزدوج معلوم می‌شود که 	2

x x

x

x

x

x x x x x xf x
x x x x x x
x x x x

x xx x
x x x x

x x x x
x x x
x x x

lim ( ) lim( )

lim( )

( )( )
lim( )

( )( )

lim( )

→ →

→

→

→

− + + + + += × ×
− + + + + +
− − + += ×

+ +− −
− + + += ×
− + + +
+ + + += × = × =
+ ++ +

2 2
2

22

2

2

2 2 3 15 6
3 15 6 3 15 6 2

2 3 15 6
29 15 6

2 1 3 15 6
2 9 3 2
1 3 15 6 3 6 6 3

9 3 21 2 2 72

807- گزین708  . x t=6  است. فرض می‌کنیم 
  

0
0

حد مورد نظر به‌صورت 	4

. اکنون می‌توان نوشت t>0 بنابراین ، t→2 آن‌گاه ، x→64 در این صورت، اگر 

 x t t

t

t t tx t
t ttx

t t
t

( )( )
lim lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− + +− −= =
− +−−

+ + + × += = =
+ +

23

3 264 2 2

2 2

2

2 2 48 8
2 244

2 4 2 2 2 4 3
2 2 2

 

907- گزین709  . t→1 و x t= 12 ، آن‌گاه  t x=12 اگ�ر فرض کنی�م  	3
t>0 و می‌توان نوشت بنابراین 

 

x t t

t t

t

x x t t t t
t tx x t t

t t t t t t t
tt t

t t t t

lim lim lim

( ) ( )( )
lim lim

( )

lim( ( ))

→ → →

→ →

→

− − −= =
−− −

− − − − + + + +
= =

−−

= − + + + + =−

12 12 6 12

3 4 3 4 4 31 1 112 12

6 6 3 5 4

31 1

3 5 4
1

1 1 1
11

1 6





 

7107 چون حد صورت کسر برابر صفر است و حد مورد نظر صفر 0- گزین1 	3

 در بیاید. بنابراین
  

0
0

نیست، باید حد مخرج آن هم صفر باشد، تا حد به‌صورت 

 
x

ax b b blim( )
→

+ − = ⇒ = ⇒ =
0

3 0 3 9  

اکنون به کمک اتحاد مزدوج، مقدار حد را به‌دست می‌آوریم

 
x x

x x

x x ax
ax ax ax

x ax ax
ax a a

 

lim lim( )

lim( ) lim

→ →

→ →

+ += ×
+ − + − + +

+ + + += × = =
+ −

0 0

0 0

9 3
9 3 9 3 9 3

9 3 9 3 6
9 9 1

 

. a b+ =21 . پس  a=12  و در نتیجه 
a
=6 1

2
بنابراین 

7117 ]     اس�ت، بنابراین 1- گزین1 , ) ( , ]−2 0 0 2 دامنۀ تابع f به‌صورت  	1
x=−2 فقط  x=2 فق�ط پیوس�تگی چ�پ دارد، در نقطۀ  ای�ن تاب�ع در نقطۀ 
x=0 نه پیوس�تگی چپ دارد و نه پیوس�تگی  پیوس�تگی راس�ت دارد و در نقطۀ 

 .
x

f x flim ( ) ( )
→

= =
1

3 1 x=1 پیوسته است:  راست. تابع f در نقطۀ 

7127 توجه کنید که 2- گزین1 	4

 x x

x x

f      f x x x

f x x x

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= = + = + =

= − = − =

2

2 2
2

2 2

2 4 4 2 6

4 2 2
 

x=2 نه با حد چپ آن در این نقطه برابر اس�ت  بنابراین مقدار تابع f در نقطۀ 
x=2 نه پیوس�تگی چپ دارد، نه  ن�ه با حد راس�ت آن. پس ای�ن تابع در نقطۀ 

پیوستگی راست. 



فصل دوم: آزمون ها
)108(

7137 توجه کنید که 3- گزین1 	3
 
x x

f x m x mlim ( ) lim ( )
− −→ →

= − = −2 2 2

3 3
7 7 9

، در نتیجه
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ +→ →

= = − =2

3 3
3 6 3 همچنین 

 m m m− = ⇒ = ⇒ =±2 2 27 9 3 9 4
3

− است.  4
9

بنابراین حاصل ضرب مقدارهای ممکن m برابر 

7147  پیوس�ته اس�ت، پس در x=−1 هم 4- گزین1 چون تابع روی  	1
پیوسته است. بنابراین حدهای چپ و راست تابع و مقدار تابع در این نقطه برابرند:

x x

x x

a af x
x

x a af f x a
x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim

( ) lim ( ) lim

− −

+ +

→ − → −

→ − → −

= =
− −

+ − +− = = = = −
+ − +

1 1

1 1

2 3
2 1 21 2 1
2 1 2

بنابراین
  aa a− =− ⇒ =32 1

3 7
7157 ابتدا توجه کنید که5- گزین1 	4

 x x x

x x

f a f x x x x

f x x b b

     ( ) , lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= = − = − =

= + = +
2 2 2

2 2

2 3 3 1 5

2 2 2

 . ab=15
2

b=3 و در نتیجه 
2

، پس  b+ =2 2 5 a=5 و  بنابراین 

7167 ابتدا توجه کنید که 6- گزین1 	3

 

x x

x x x

x

f f x ax a a a

x x xxf x
x x x x

x x

x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )( )
lim ( ) lim lim

( )

( )( )
lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

= = − + = − + =

− + +−= =
− −

+ +
= =

2

1 1
2

1 1 1

1

1 4 4 4

1 1 11
1

1 1 4

x=1 پیوسته است. زیرا: بنابراین به‌ازای هر مقدار a تابع f در 
  

x x
f x f x flim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 4

7177 3	7- گزین1

 x x x x
x xx x ( )( )

− −≥ ⇒ ≥
− −− +

2 2

2
4 40 0

1 23 2
به جدول تعیین علامت زیر توجه کنید:

 
x

x x
x x

−∞ +∞

− + − + − +
− +

2

2

0 1 2 4

4 0 0
3 2

) پیوس�ته اس�ت و  , ]−∞ 0 )  و  , )1 2  ، [ , )+∞4 بنابرای�ن تاب�ع f روی بازه‌های 
حداکثر مقدار a برابر صفر است.

7187 f و 8- گزین1 x( )=0 ]x و  ]≥0 ، آن‌گاه  x≥0 توج�ه کنید که اگر 	1
. بنابراین تابع f در نقاط صحیح مثبت  f x x( ) [ ]=2 ]x و  ]<0 ، آن‌گاه  x<0 اگر
 ، x=−1 ، x=0 پیوس�ته اس�ت ولی در نق�اط صحیح نامثب�ت، یعن�ی در نقاط 

) ناپیوسته است. , )−4 4 x=−3 از بازۀ  x=−2 و 

ت
ن

ت
ن

7197 x+1 عددی صحیح 9- گزین1
4

راه‌حل اول در نقطه‌هایی که مقدار  	2

xy ناپیوسته است: [ ]+= 1
4

شود، تابع 

 x k x k k,+ = ⇒ = − ∈1 4 1
4



k−4 تابع ناپیوس�ته اس�ت. پ�س تابع روی بازۀ  یعنی در نقطه‌هایی به‌صورت 1
 ( , )3 7 x=3 ناپیوسته است. سپس روی بازۀ  )  پیوس�ته اس�ت و در  , )−1 3

پیوسته است، یعنی حداکثر مقدار k برابر ۳ است.
راه حل دوم  

 x kx k x k+ ÷ + +− < < → < + < + → < <1 4 1 11 0 1 1 0
4 4

 

. k=3 ، پس  k+ =1 1
4

]x در این بازه پیوسته باشد، باید  ]+1
4

برای اینکه 

027- گزین720 x عددی صحیح ش�ود تابع  در نقطه‌های�ی که مقدار  	3
y ناپیوسته است. x[ ]=

 x k x k= ∈ ⇒ = 2


x=9 و … ناپیوس�ته اس�ت،   ، x=4  ، x=1 ، x=0 پ�س تابع در نقطه‌های 
x=4 ناپیوسته است سپس روی  )  پیوسته است، در  , )1 4 یعنی تابع روی بازۀ 

) پیوسته است. پس حداکثر مقدار k برابر 9 است. , )4 9 بازۀ 

127- گزین721 )f و ) [ ] [ ]= + − = − =4 44 2 2 0
2 2

توجه کنید که  	4

 
x x

f x f x    lim ( ) , lim ( )
+ −→ →

= − =− = − =−
4 4

2 3 1 1 2 1  

x=4 نه پیوستگی چپ دارد و نه پیوستگی راست. تابع در این  بنابراین تابع در 
نقطه حد دارد ولی پیوسته نیست. 

227- گزین722  x
2

x=64 مق�دار عب�ارت  x=16 و   ، x=4 در  	2

xf در این نقطه‌ها پیوسته نیست.  x( ) [ ]=
2

عدد صحیح می‌ش�ود. پس تابع 

 xy [ ]=
2

x عدد صحیح نیست، پس تابع 
2

x=9 مقدار عبارت  در نقطۀ 

در این نقطه پیوسته است.
327- گزین723  .

x x
f x x

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

− −→ − → −
= − =

1 1
2 3 5 توجه کنید که 	1

. در نتیجه
x

f f x a a
( )

( ) lim ( ) | | | |
+→ −

− = = − − = +
1

1 3 3 همچنین 

 a  a   a a   aIÄ IÄ| |+ = ⇒ + = + =− ⇒ = =−3 5 3 5 3 5 2 8
6− است. بنابراین مجموع مقدارهای ممکن a برابر 

427- گزین724 f و  ab( )π = +1
4

توجه کنید که  	2

 
x x

x x

f x x a  a a

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim (sin ) sin

lim ( ) lim ( sin ) sin

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π= − = − = −

π= − − =− − =−

4 4

4 4

2 1
2

2 2 2 3
2

. در  a ab− = − = +3 1 1 x پیوسته باشد، باید  π=
4

برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 . a b+ =3 . پس  b=−1 بنابراین ، ab b+ = + =−1 1 4 3 a=4 و  نتیجه 
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527- گزین725 توجه کنید که 	2

x x x x
f x f x x ax b

a b        

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( )

− + − +→ − → − → − → −
= ⇒ = −

− =− −

1 1 1 1
3

3 1
همچنین

 x x x x
f x f x ax b x

a b         

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( )

− + − +→ → → →
= ⇒ − = −

− =

2

2 2 2 2
1

2 3 2

 . a
b
=2 . پس  b=1 a=2 و  از تساوی‌های )1( و )2( به‌دست می‌آید 

627- گزین726 مخ�رج نبای�د هیچ ‌جا صفر ش�ود، در نتیج�ه باید دلتای  	3
x منفی باشد: x m− + + =2 6 1 0 معادلۀ 

 m m( )∆= − + < ⇒ >36 4 1 0 8
پس m مقادیر طبیعی ۱ تا 8 را نمی‌تواند داشته باشد.

727- گزین727  x مقدارهایی از f مجموع�ۀ نقطه‌ه�ای ناپیوس�تگی تاب�ع 	1
3− و  ، به ازای آن‌ها صفر است. بنابراین  x ax b− +2 است که مخرج، یعنی 

4 ریشه‌های مخرج هستند. به این ترتیب 
a IÀ¾zÄn#“¼µ\¶= = − =4 3 1                    
b IÀ¾zÄn#Jo†®‚Ie= # ( )= − =−4 3 12

 . a b+ =−11 بنابراین 

827- گزین728 x+12 مق�داری صحیح 
2

ای�ن تاب�ع در تمام نقاط�ی که  	2

داشته باشد، ناپیوسته است:

 kx k  k x k x, −+ = ∈ ⇒ = − ⇒ =1 1 2 12 2
2 2 4

  

k−2 باش�ند و k عددی صحیح باش�د، این  1
4

پس در تمام نقاطی که به‌صورت 

)   چند نقطه به این  , )−1 2 تابع ناپیوس�ته اس�ت. برای اینکه معلوم شود در بازۀ 
−x را حل کنیم: < <1 2 صورت است، کافی است نامعادلۀ 

 
k k k

                   k           { , , , , , }

−− < < ⇒− < − < ⇒− < <

∈ −

2 1 3 91 2 4 2 1 8
4 2 2

1 0 1 2 3 4
 

)   ناپیوس�ته اس�ت ک�ه این نقاط  , )−1 2 بنابرای�ن تاب�ع f در ش�ش نقطه از بازۀ 
به‌صورت زیر هستند: 

 
k

x

−

− −

1 0 1 2 3 4

3 1 1 3 5 7
4 4 4 4 4 4

 

927- گزین729 ، یعنی ∆≤0 . در نتیجه  x kx+ + ≥2 4 0 باید  	3
 k k− ≤ ⇒− ≤ ≤2 16 0 4 4

 پیوسته است.  بنابراین اگر k یکی از عددهای صحیح زیر باشد، تابع f روی 
 , , , , , , , ,− − − −4 3 2 1 0 1 2 3 4  

037- گزین730 باید 	2
 x x x x| | | |− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤7 2 0 2 7 7 2 7 5 9

] پیوسته است.   , ]−5 9 f روی بازۀ  بنابراین تابع 

137- گزین731  و در یک همسایگی 
x

f x
 ( )
lim ( )

−→ −
=

2
0 توجه کنید که  	1

.
x f x( )

lim
( )−→ −

=−∞
2

4 2− مقادیر تابع f منفی هستند. بنابراین چپ نقطۀ 

237- گزین732  x| |−3 ، و چون مقادیر 
x

xlim| |
→

− =
3

3 0 توجه کنید که  	4

.
x x
lim

| |→
=+∞

−3
3

3
در یک همسایگی محذوف 3 مثبت‌اند، پس 

337- گزین733 نتیج�ه  در  و   x ( )+− → −1 آن‌گاه   ، x −→1 اگ�ر  	3

.
x x

x
x x
[ ]

lim lim
− − −→ →

− − −= = =+∞
− −1 1

1 1
1 1 0

. بنابراین  x[ ]− =−1

437- گزین734 توجه کنید که مخرج کسر تابع f سه ریشه دارد: 	3
x x x x x x 2( ) ,− = ⇒ − = ⇒ = =±3 24 0 4 0 0

دیگ�ر، ط�رف  از  نیس�تند.  تاب�ع  کس�ر  ص�ورت  ریش�ه‌های  اع�داد  ای�ن 
x=0 حد چ�پ نامتناهی دارد.  . پ�س تاب�ع f در نقط�ۀ 

x
f xlim ( )

−→
=−∞

0
x=2 حد چپ تابع f نامتناهی است. x=−2 و  همین‌طور در نقطه‌های 

537- گزین735 توجه کنید که 	4

 
x x x

x x
x xx x x x   

lim lim lim
( )( )− − −→ → →

= =
−− −3 2 20 0 0

1
11

 

x مثبت  x( )−1 ، مقادیر  x −→0  و اگر 
x

x x
 

lim ( )
−→

− =
0

1 0 از طرف دیگر، 

.
x x

x
x xx x  

lim lim
( )− −→ →

= =+∞
−−3 20 0

1
1

هستند، پس 

637- گزین736  و 
x x

x xlim sin lim sin
+ −→π →π

= =0 توج�ه کنی�د که  	4

 xsin ، مقادیر  x −→π xsin منفی‌ان�د و اگ�ر  ، مقادی�ر  x +→π اگ�ر 
 .

x
f xlim ( )

−→π
=+∞  و 

x
f xlim ( )

+→π
=−∞ مثبت‌اند. بنابراین 

737- گزین737 . بنابراین xcos ( )+→ −1 ، آن‌گاه  x +→π اگر  	2

 
x x

x
x x

[cos ]
lim lim

cos cos+ + −→π →π

− −= = =+∞1 1
0

2 2
837- گزین738 x=−3 باید برابر صفر  x=2 و  f در  x( ) حد مخرج  	2

ax هستند.  bx+ + =2 2 0 x=−3 جواب‌های معادلۀ  x=2 و  باش�د، یعنی 
با توجه به مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌ها معلوم می‌شود:

 a
b
a

( )

( )

 × − =

 + − =−

22 3

2 3

. پس b=− 1
3

−=a و  1
3

بنابراین 

 
x

xf x f x
x x

( ) lim ( )
→

+ += ⇒ = =
− − + − − +

2

12
1 1 1 3

1 1 1 1 22 2
3 3 3 3

937- گزین739 x→2 صفر است و حد مورد نظر  چون حد مخرج وقتی  	4
0   دربیاید. 

0 وج�ود دارد، پس حد صورت هم باید صفر باش�د، ت�ا حد به‌صورت 
x−2 یکی از عامل‌های صورت است و صورت را می‌توان این‌طور نوشت  بنابراین 
. به این ترتیب، حد مورد نظر برابر است با x mx n x x k( )( )+ + = − +22 2 2

 
x

x x k k k
x x

( )( )
lim

( )( )→

− + × += ⇒ = ⇒ =
− + +2

2 2 5 2 2 5 6
2 2 2 2 2 2

 

 . x mx n x x x x( )( )+ + = − + = + −2 22 2 2 6 2 2 12 اکنون می‌توان نوشت 
. m n− =14 ، و در نتیجه  n=−12 m=2 و  پس 



فصل دوم: آزمون ها
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047- گزین740 توجه کنید که  	4

x x x x
f x f x

x x
    lim ( ) lim , lim ( ) lim

+ + − −→ → → →

− −= =+∞ = =+∞
− −1 1 1 1

4 3 0 3
1 1

x=1 به‌صورت زیر است: بنابراین نمودار تابع f در اطراف خط 

147- گزین741  و مقادی�ر f در یک 
x

f xlim ( )
−→

=
4

0 توج�ه کنی�د ک�ه  	3

. بقیۀ 
x f x
lim

( )−→

− =+∞
4

2 همس�ایگی چپ نقط�ۀ 4 ، منفی هس�تند. بنابراین 

گزینه‌ها نادرست هستند.

247- گزین742 توجه کنید که  	3
 
x x

x x x
 

    

( ) ( )
lim ( ) , lim ( )

+ +→ − → −
+ =− + =2

1 1
2 1 1 0  

هس�تند  منف�ی   x x+2 مقادی�ر   ، x ( )+→ −1 وقت�ی  دیگ�ر،  ط�رف  از 

 .
x

x
x x( )

lim
+→ −

+ =+∞
+21

2 1 ، پس 
 

x x x x
Âÿ¹¶ SLX¶

  ( ( ))+ = +2 1

347- گزین743 f و در  x
x

( )=
−
2

2
]x و  ]=2 ، آن‌گاه  x +→2 اگ�ر  	1

 f x
x

( ) −=
−
1
2

]x و  ، آن‌گاه 1=[ x −→2 . اگر 
x

f xlim ( )
+→

=+∞
2

نتیج�ه 

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
2

و در نتیجه 

447- گزین744 در ریش�ه‌های مخرج ممکن است تابع حد چپ نامتناهی  	1
x=2 هستند. از طرف دیگر، x=1 و  داشته باشد. ریشه‌های مخرج 

x x xf x x
x x x

      

( )
( ) ,

( )( )

−
= = ≠

− − −

2 21 1
1 2 2

x=2 حد  . بنابراین تابع فقط در 
x x

xf x
x

lim ( ) lim
− −→ →

= =−∞
−

2

2 2 2
پ�س 

چپ نامتناهی دارد.

547- گزین745 ، آن‌گاه x≠1 ابتدا توجه کنید که اگر 	3
x xx x x

xx x x

( )( )

( )( )

− −− + −= =
− −− + − − −

2

2 2
1 23 2 2

2 12 4 2 2 1

.
x x

x x x
xx x

lim lim
( )− − +→ →

− + − −= = =−∞
− −− + −

2

21 1

3 2 2 1
2 12 4 2 0

بنابراین 

647- گزین746 ، آن‌گاه x ( )+→ 1
3

اگر  	2

x x( ) cos( ) ( )+ −ππ → ⇒ π → 1
3 2

.
x

x
x

 ( )

lim
cos( )+ −

→

+ = =−∞
π −1

3

3 1 2
2 1 0

بنابراین 

747- گزین747 x را در اطراف نقطۀ  x− +2 3 بای�د علامت عب�ارت  	3
x=1 تنه�ا ج�واب معادل�ۀ  x=1 مش�خص کنی�م. ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه 

x است. x− + =2 3 0

 x x x x x x ¡.¡.—, (. )= + ⇒ − − = ⇒ = =−2 32 3 4 3 0 1
4

x را می‌توانیم با عددگذاری مشخص کنیم.  x− +2 3 بنابراین علامت عبارت 
4− است که عددی مثبت است  5 ، آن‌گاه مقدار عبارت برابر  x=2 مثلًا اگر 

− است که عددی منفی است. 3 ، آن‌گاه مقدار عبارت برابر  x=0 و اگر 

 
x

x x

− +∞

− +− +

3 1

02 3

.
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

در یک همسایگی چپ x=1 مقدار عبارت منفی است، پس 

x=1 مقدار عبارت مثبت است، پس  در یک همسایگی راست 

x
f xlim ( )

+→
=+∞

1

847- گزین748 ax در  x b+ +2 6 ، پس باید 
x

xlim( )
→

− =−
2

3 1 چون  	3

x=2 عددی منفی  x=2 براب�ر صفر ش�ود و مقدار این عبارت در دو ط�رف 
ax باشد،  x b+ + =2 6 0 x=2 ریش�ۀ مضاعف معادلۀ  باش�د. بنابراین باید 

، پس  a<0 a باشد. چون  x( )− 22 یعنی این عبارت باید به‌صورت 

ax ax a ax x b     a a      b a, ,− + = + + − = ⇒ =− = =−2 2 34 4 6 4 6 4 6
2

 . ab=9 پس 
947- گزین749 چ�ون ح�د مخرج وقت�ی x→1 برابر صفر اس�ت و حد  	3

   0
0 م�ورد نظر وج�ود دارد، باید حد صورت هم صفر باش�د، تا ح�د به‌صورت 

دربیاید. بنابراین

x
x a x b  a b b alim( )

→
+ − + = ⇒ + = + ⇒ = +

1
2 0 2 1 1

اکنون به کمک اتحاد مزدوج مقدار حد را حساب می‌کنیم

x

x

x

x a x a
x

x a x a x a x a
x x a x a

x a x a
x x a x a a

lim

lim( )

lim( )

→

→

→

+ − + +
−

+ − + + + + + += ×
− + + + +

+ − − −= × =
− + + + + +

1

1

1

2 1
1

2 1 2 1
1 2 1

2 1 1 1
1 2 1 2 2

بنابراین
 a a

a
= ⇒ + = ⇒ =

+
1 1 2 3 7

62 2
 

. ab=56 b=8 و در نتیجه  پس 

057- گزین750 ابتدا ضابطۀ تابع f را ساده می‌کنیم:  	4
x xx xf x x
x x xx x

 

( )( )
( ) ,

( )( )

− +− += = = ≠
− − −− +

2

2
2 24 2 2
2 1 13 2

بنابراین 

x x
f x f x      lim ( ) , lim ( )

+ −→ →
=+∞ =−∞

1 1

x=1 به‌صورت مقابل است: پس نمودار تابع f در اطراف خط 

157- گزین751  f x( )−2  و مقادیر 
x

f x
 

lim( ( ) )
→

− =
0

2 0 توجه کنید که  	2

در یک همسایگی محذوف نقطۀ صفر منفی هستند. زیرا در این همسایگی مقادیر 

.
x f x
lim

( )→
=−∞

−0
1

2
f کمتر از ۲ هستند. بنابراین  x( )

نت
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257- گزین752 توجه کنید که 	3
 
x x

x x x
  

     lim( ) , lim( )
→ →

− =− − =3 2
0 0

1 1 2 0  

مقادی�ر   ، x→0 وقت�ی   ، x x x x( )− = −3 2 22 2 چ�ون  دیگ�ر،  ط�رف  از 

.
x

x
x x 

lim
→

− =+∞
−3 20

1
2

x منفی هستند. پس  x−3 22

357- گزین753  و 
x

xlim ([ ] )
−→

− = − =−2

5
25 16 25 9 توج�ه کنید که  	4

x−5 در ی�ک همس�ایگی چ�پ 5 منفی‌ان�د.   و مقادی�ر 
x

xlim ( )
−→

− =
5

5 0

.
x

x
x

[ ]
lim

−→

−
=+∞

−

2

5

25
5

بنابراین 

457- گزین754 ابت�دا توجه کنید که اعداد صحیح، ریش�ۀ مخرج کس�ر  	2
ضابطۀ تابع f هستند:

 x x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ∈0 

 f x( ) x=0 و x=1 ریشۀ صورت  اکنون دقت کنید که از اعداد صحیح فقط 

هستند. حد چپ و حد راست تابع در این نقاط را به‌دست می‌آوریم.

 

x x x

x x

x x x

x x x

x x
f x x

x

x x
f x

x

x xf x x
x

x xf x x
x

( )
lim ( ) lim lim ( )

( )
lim ( ) lim

lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim ( )

+ + +

− −

+ + +

− − −

→ → →

→ →

→ → →

→ → →

−
= = − =−

−

−
= =

+

−= = =
−

−= = − =

0 0 0

0 0
2

1 1 1
2

1 1 1

1 1 1
0
1 0

1

1
1

1 0

x=1 حد چپ متناهی و حد راست متناهی  x=0 و  بنابراین تابع در نقطه‌های 
دارد. در بقیۀ اعداد صحیح حد صورت کسر صفر نیست، درحالی که حد راست 

مخرج کسر صفر است، پس تابع f در این نقاط حد راست نامتناهی دارد.

557- گزین755  x +→0 . در این صورت اگر  x t=6 ف�رض می‌کنیم  	2

t و +→0 آن‌گاه 

x t t

t

x x t t t
x x t t t t

t t t

lim lim lim
( )

lim
( )

+ + +

+

→ → →

→

− − −= =
− − −

= =+∞
+ +

3 3 2

6 3 30 0 0

20

1
1

1
1

657- گزین756 توجه کنید که  	3

f x
x x x x x

( )
sin cos sin sin (cos )

= =
− −

1 1
2 2 2 1

. از طرف دیگر اگر  xcos − ≤1 0 xcos همواره نامثبت است. یعنی  عبارت 1−

. بنابراین xsin +→0 ، آن‌گاه  x +→0 xsin و اگر  −→0 ، آن‌گاه  x −→0

x x

x x

f x
x x

f x
x x

  

  

lim ( ) lim
sin (cos )

lim ( ) lim
sin (cos )

− −

+ +

→ →

→ →

= =+∞
−

= =−∞
−

0 0

0 0

1
2 1

1
2 1

757- گزین757 ابتدا توجه کنید که 	4

 
x x x x x x

x x x x x

( )( )

( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − +

= − − − = − −

3 2 2

2

4 5 2 1 3 2

1 1 2 1 2
 

: x −→1 x و  +→1 بنابراین در هر دو حالت 
 x x x( ) ( ) ( )+ −− → ⇒ − − →2 21 0 1 2 0

 .
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

 و 
x

f xlim ( )
+→

=−∞
1

پس 

857- گزین758 ]x برقرار  ]=2 x=2 تساوی  در یک همس�ایگی راست  	1

.
x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
+ +→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 6
2 2

است. پس 

. k>−6 +k و در نتیجه  >6 0 ، پس  x( ) +− →2 0 چون 
]x برقرار است. پس x=2 تساوی 1=[ در یک همسایگی چپ 

 
x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
− −→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 3
2 2

 . k− < <−6 3 ، بنابراین  k<−3 +k و در نتیجه <3 0 ، پس x( ) −− →2 0 چون

957- گزین759 توجه کنید که 	2

 
x x

x  x x     

( ) ( )

lim ( ) , lim (sin cos )
− −π π→ →

π= − =

4 4

0
4

 

 xcos مقادی�ر  از   xsin مقادی�ر   x ( )−π→
4

وقت�ی  دیگ�ر،  ط�رف  از 

x منفی‌اند. در نتیجه xsin cos− کوچک‌ترند، پس مقادیر 

x

x
x x( )

lim
sin cos−π→

=−∞
−

4

 

067- گزین760 توجه کنید که  	1

x  x  
f x f x      

( ) ( )
lim ( ) , lim ( )

+ −+ −→ − → −
= =+∞ = =−∞

2 2

4 4
0 0

x=−2 به‌صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 

167- گزین761  و 
x

f xlim ( )
→−∞

=1 از روی ش�کل معل�وم اس�ت ک�ه  	۳

. بنابراین مقدار مورد نظر برابر ۲ است.
x

f xlim ( )
→+∞

=1

267- گزین762 . بنابراین 
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

ابتدا توجه کنید که  	۴

tx x
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

− − →−∞→ →
= = =−

1 1
2

367- گزین763 توجه کنید که 	4

x  x  

x  x  

x x x xxx x xx x
xx

x x
x x x x x x

x x x x x

( )
( )

lim lim

lim lim
( )( )

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

− + − +
+ + −− =

−−

− + − − + −= = = =
− − − − +

2 32

2

3 2 3 2

2 3 2

3 1 113 11
1 2 12

4 3 1 4 3 1 4 2
22 1 1 2 2 1
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467- گزین764  x−1 3 ، مقادیر  x→−∞ ابت�دا توجه کنید که وقت�ی  	۴
مثبت‌اند. بنابراین

x x x

x x x x x
x x x
| | ( )

lim lim lim
→−∞ →−∞ →−∞

− − − − −= = =
− − −

2 1 3 2 1 3 5 1 1
5 3 5 3 5 3

567- گزین765 توجه کنید که 	۲

x  x  

x  

x x x x

x x x

x
x

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

− + − +
=

− + +

× − ×= = =
+

4 2 2 4 4 2 4

4 3 2 2 8

4 2 8 4 2

2 8 2

3 2 4 1 3 4
6 2 1 6
3 4 3 4 36

6 6

 







667- گزین766 n+3 و  4 n عددی طبیعی باش�د،  توج�ه کنید که اگر  	۱
n+2 از ۱ بیشترند، بنابراین 6

n n n n
nx x x

x x x x
x x

( )lim lim lim
+ + − + −
+→+∞ →+∞ →+∞

+ + = =
− +

3 4 3 4 2 6 2
2 6

1
1

، بنابراین فقط n=1 ویژگی  n<2 ، یعنی  n− <2 0 اگر این حد صفر باشد، باید 
مورد نظر را دارد.

767- گزین767 ، مقادیر  x→+∞ m عددی مثبت باش�د، وقتی  اگ�ر  	۲
mx−1 منفی‌اند و حد مورد نظر برابر است با

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +

1 2 1 2 2 2
3 1 3 1 3

m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی  . اگ�ر  m=7 ، پ�س  m+ =2 3
3

بنابرای�ن 

mx−1 مثبت‌اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − −= =
+ +

1 2 1 2 2
3 1 3 1 3

 2
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگر  m=−7 ، پ�س  m− =2 3
3

بنابرای�ن 

7− هس�تند و  m عددهای ۷ و  می‌ش�ود که درس�ت نیس�ت. بنابراین مقادیر 
49− است. حاصل‌ضرب آن‌ها 

867- گزین768 ∞− ش�ده اس�ت، پس باید  چ�ون حد م�ورد نظر برابر  	۴
درجۀ مخرج از درجۀ صورت کمتر باش�د و ضریب بزرگ‌ترین جمله در صورت 
بای�د منفی باش�د. برای اینک�ه درجۀ مخ�رج از درجۀ صورت کمتر باش�د، باید 
، بزرگ‌ترین جملۀ صورت  a=5 . توجه کنید که اگ�ر  a=5 ، یعن�ی  a− =5 0

∞− است. −x می‌شود، بنابراین حد مورد نظر برابر  2

967- گزین769 چون درجۀ مخرج کسر داده شده برابر ۲ است، اگر در صورت  	۳
 +∞ ∞− یا  x3 وجود داشته باشد، حد مورد نظر برابر  این کسر جملۀ شامل 
 . a=3 x3 در صورت کسر داده شده صفر است، یعنی  می‌شود. بنابراین ضریب 

.
x

b x x b
x

( )
lim
→+∞

+ − + +=
−

2

2
2 3 4 2

33 1
در نتیجه حد مورد نظر برابر است با 

. a b+ =16 . به این ترتیب  b=13 ، پس  b+ =2 5
3

بنابراین 

077- گزین770  .
x

f xlim ( )
→−∞

=1  و 
x

f xlim ( )
→+∞

=1 توجه کنید که  	۴

آن‌گاه   ، x→+∞ اگ�ر   . xf x  
x x

( ) −= = −
+ +

1 41
3 3

دیگ�ر  ط�رف  از 

، پ�س 
x

−→
+
4 0

3
، آن‌گاه  x→−∞ . اگ�ر  f x( ، پ�س 1>(

x
+→

+
4 0

3

f پایین‌تر از خط y=1 قرار دارد و در  ∞+ نمودار تاب�ع  . پ�س در  f x( )>1
y=1 قرار دارد. f بالاتر از خط  ∞− نمودار تابع 

177- گزین771  ، x→+∞ . در این صورت اگر  t x= −1 فرض می‌کنیم  	3
. اکنون از روی شکل معلوم است که t→−∞ آن‌گاه 

x t
f x f tlim ( ) lim ( )

→+∞ →−∞
− = =−1 2

277- گزین772 . از طرف دیگر 
x

f xlim ( )
→+∞

=2 ابتدا توجه کنی�د که  	2

. بنابراین f x( )>2 ، آن‌گاه  x→+∞ اگر 

x x t
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

+→+∞ →+∞ →
= = =+∞

2

377- گزین773 و   
x  

f xlim ( )
→+∞

=1 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	2

و   f x( )>1 آن‌گاه   ، x→+∞ اگ�ر  همچنی�ن   .
x  

f xlim ( )
→−∞

=−2

. بنابراین  f x[ ( )]=−3 f و  x( )<−2 ، آن‌گاه  x→−∞ f و اگر  x[ ( )]=1
 
x  

f xlim [ ( )] ,
→+∞

=1
x  

f xlim [ ( )]
→−∞

=−3

.
x x

f x f xlim [ ( )] lim [ ( )]
→−∞ →+∞

− =− − =−3 1 4 پس 

477- گزین774  و 
x

+→1 0 ، آن‌گاه  x→+∞ ابت�دا توجه کنید که اگر  	2

.
x x x

x x
x

lim ( [ ]) lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

= = =1 0 0 0 ، بنابراین
x

[ ]=1 0 در نتیجه 

g مس�اوی‌اند و حد آن‌ها  x( )=0 f و تابع  x x
x

( ) [ ]= 1 ∞+ تابع  در واقع در 

برابر صفر اس�ت.

577- گزین775 x و   ، x2 ، مقادیر  x→−∞ ابت�دا توجه کنید که اگر  	۳
x−3 همگ�ی منفی‌ان�د. بنابرای�ن 1

x x x

x x x x x
x x x x x
| | | |

lim lim lim
| | | | ( )→−∞ →−∞ →−∞

+ − − −= = =
− − − − − − +

2 2 3 3
3 1 2 1 3 2 1

677- گزین776 ، آن‌گاه مقدار ح�د برابر صفر  n=1 توج�ه کنید ک�ه اگر  	۴
، آن‌گاه n>1 اس�ت که وجود دارد. اگر

n n n
x x x

x x x x
x x

lim lim ( ) lim
− − − −

→+∞ →+∞ →+∞

− = =
− +

1 1 4 5
4

3 2 3 3
1

. بنابراین  n≥6 ، یعنی  n− ≥5 1 برای اینکه این حد وجود نداش�ته باشد، باید 
کوچک‌ترین عددی که ویژگی مورد نظر را دارد، ۶ اس�ت.

777- گزین777 توجه کنید که  	۳

 x x

x  

mx x m x x
x x

m x
m

x

| | | || |
lim lim

| | | |

( | | )
lim | |

→−∞ →−∞

→−∞

− + −
=

− −
= = +

−

2 1 2

2 2
 

بنابراین
m m m| | | |+ = ⇒ = ⇒ =±2 6 4 4  

4− ویژگی مورد نظر را دارند و حاصل‌ضرب آن‌ها  به این ترتیب، عددهای ۴ و 
16− است. برابر 



)113(

877- گزین778 x2 وجود  اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ ش�امل  	۲
 x2 ∞+ می‌شود. بنابراین ضریب  ∞− یا  داش�ته باش�د، حد مورد نظر برابر 
. در این صورت، حد مورد نظر  a=−1 پ�س ، a+ =1 0 باید صفر باش�د، یعنی 

، در نتیجه 
b
− =
−
5 1
2 2

. بنابرای�ن 
x

x
b x b

lim
( )→−∞

− + −=
− − −
5 4 5
2 1 2

برابر اس�ت با 

. ab=8 . به این ترتیب،  b=−8

977- گزین779 ابتدا توجه کنید که اگر در صورت کس�ر داده شده جملۀ  	۴
∞+ می‌ش�ود.  ∞− یا  x3 وجود داش�ته باش�د، حد مورد نظر برابر  ش�امل 
 ، a− =2 1 x3 در صورت کسر داده شده صفر است، درنتیجه 0 بنابراین ضریب 

 .
x

x
x x

lim
→+∞

− = =
+ +

2

2
4 1 4 2

22 1
. به این ترتیب حد مس�ئله می‌شود  a=1

2
پس 

. a b+ =5
2

b=2 و  در نتیجه 

087- گزین780  .
x  x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→+∞ →−∞

= =0 توج�ه کنی�د ک�ه  	۲

 . f x( ، آن‌گاه 0>( x→−∞ f و اگر  x( )>0 ، آن‌گاه  x→+∞ همچنین اگر 
∞+ بالای  f در  بنابراین نم�ودار تابع 
 y=0 ∞− پایین خط  y=0 و در  خط 

قرار دارد.

187- گزین781
x x

f x f xlim ( ) lim ( ( ))
→−∞ →−∞

= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )1(� 	۴

.
x f x
lim

( )→−∞
=+∞

−
4

1
f مثبت‌اند. بنابراین  x( )−1 ، مقادیر  x→−∞ و اگر 

x
f xlim ( )

+→
=+∞

1
گزینۀ )2( �

 
x x

f x x f xlim ( ) lim (( ) ( ))
− −→ →

=−∞⇒ + =−∞
1 1

2 گزینۀ )3( �

x x
f x f xlim ( ) lim ( ( ))

→+∞ →+∞
= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )4( �

 .
x f x
lim

( )→+∞

− =+∞
−

4
1

f منفی‌اند. بنابراین  x( )−1 ، مقادیر  x→+∞ و اگر 

پس گزینۀ )۴( درست نیست.

287- گزین782 ابتدا توجه کنید که 	3
 
x  x  

f x f x      lim ( ) , lim ( )
→−∞ →+∞

=− =2 2

، بنابراین f x( )<−2 ، آن‌گاه  x→−∞ اگر 
 
x x t

fof x f f x f t
( )

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
−→−∞ →−∞ → −

= = =−∞
2

. بنابراین f x( )>2 ، آن‌گاه  x→+∞ از طرف دیگر اگر 
 
x x t

fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+→+∞ →+∞ →

= = =+∞
2

بنابراین
 
x x

fof x fof xlim ( )( ) lim ( )( ) ( ) ( )
→−∞ →+∞

− = −∞ − +∞ =−∞

387- گزین783  
x

−− →1 0 ، آن‌گاه  x→+∞ ابتدا توجه کنید که اگر  	۲

، بنابراین
x

[ ]− =−1 1 و در نتیجه 

x x x

x
x xx

x x x

[ ]
lim lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

− −
− − −= = =−

+ +

1 1
1 1

2 1 2 1 2 2

487- گزین784 توج�ه کنید ک�ه جملۀ دارای بزرگ‌ترین ت�وان در صورت  	4
x اس�ت و جمل�ۀ دارای بزرگ‌ترین  x x( ) ( )− =−3 2 2 3 62 3 23 کس�ر براب�ر 
x است. پس حد مورد نظر برابر  x x( ) =2 2 2 63 9 توان در مخرج کس�ر برابر 

.
x

x
x

lim
→−∞

− =−
6

6
23 23

99
است با 

587- گزین785  ، x −23 ، مقادیر 1 x→−∞ ابت�دا توجه کنید ک�ه اگر  	1
x مثبت‌اند، پس x−25 x و  −22 3

x x x

x x x x x
x x x x x x x

| | | |
lim lim lim

| |→−∞ →−∞ →−∞

− − − − − += = =
− − − −

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
3 1 2 3 3 1 2 3 1

45 5 4

687- گزین786 m≠0 و توجه کنید که باید  	۴

x x

x

x mx x m x

mx x m x x

m x m m
m x m

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( ) ( ) ( )( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

+ + + +
=

− − − −

+= = =
× + × ×

5 7 5 5 7 7

4 8 4 4 4 8 8

5 7 12 5 7 3

4 8 4 12 4 8 4 12 3

3 1 2 3
2 1 6 1 2 6

3 3
2 6 2 6 2 3

 

 





. m=−48 ، پس  m =−
×

3

12 3
1

2 3
بنابراین 

787- گزین787 n+3 و  2 توج�ه کنید که اگ�ر n عددی طبیعی باش�د،  	2
n+2 از ۲ بیشتر هستند، بنابراین 5

n n n n
nx x x

x x x x
x x

( )lim lim lim
+ + − + −
+→+∞ →+∞ →+∞

+ + = =
− +

3 2 2 3 2 2 5 3
2 5 2

1
1

n=1 و  ، بنابراین فقط  n<3 ، یعن�ی  n− <3 0 اگ�ر این حد صفر باش�د، باید 
n=2 ویژگی مورد نظر را دارند.

887- گزین788 ابتدا توجه کنید که اگر در صورت کسر داده شده جملۀ شامل  	2
∞+ می‌شود. بنابراین ضریب  ∞− یا  x3 وجود داشته باشد، حد مورد نظر برابر 

. به  a=1
2

، پس  a− =2 1 x3 در صورت کس�ر داده ش�ده صفر است، در نتیجه 0

. در 
x x

x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− = =
+ +

2 2

2 2
3 1 3 1

3 1 3
این ترتیب حد مس�ئله می‌ش�ود 

. a b+ =3
2

b=1 و  نتیجه 

987- گزین789  ، n=3 ، اگر 
n

nx

xL
x

lim
→+∞

= ، آن‌گاه 1= n>3 اگ�ر  	۳

 ، n<3 اگ�ر   .
x x

x x xL
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

+ −= = =−
− + −

3 3 3

3 3 3
4 1 5 5
2 1

آن‌گاه 

L وجود دارد. ، پس سه مقدار مختلف برای 
x

xL
x

lim
→+∞

= =−
−

3

3
4 2
2

آن‌گاه 

097- گزین790 آن‌گاه   ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۴

x x

bxf x a a a
f x ax b a a

( )
lim lim

( )

−

→+∞ →+∞

−
= = =

+

1

2

1 1
1 . بنابراین  bf x x  

a a
( )− = −1 1

. ب�ه ای�ن ترتیب  a=− 1
4

a منف�ی اس�ت، پ�س  . چ�ون 
a

=
2

1 16 بنابرای�ن 

 . b=15
4

. در نتیج�ه  b− + =3 3
4

، پ�س  f( )=3 3 f و x x b( )=− +1
4

. f( )− =1 4 ، پس  f x x( )=− +1 15
4 4

بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)114(

197- گزین791 نتیج�ه  در  و   f x( ) ( )−→ −1 آن‌گاه   ، x +→2 اگ�ر  	۱

. بنابراین f f x( ( )) −→2

 
x x t

fof x f f x tlim [( )( )] lim [ ( ( ))] lim [ ]
+ + −→ → →

= = =
2 2 2

1

297- گزین792 توجه کنید که  	۴

 f x a x b x c f x ax bx c      ( ) ( ) ( ) , ( )+ = + + + − = + −2 21 1 1 3 9 3

بنابراین

 
x

x

f x a b c a b c

f x a b c a b c

lim ( ) ( ) ( )

lim ( )

→

→

+ = + + + − = + −

= × + × − = + −

2
0

2
1

1 0 1 0 1

3 9 1 3 1 9 3

. یعن�ی  a b c a b c+ − = + −9 3 بنابرای�ن از ش�رط مس�ئله نتیج�ه می‌ش�ود 

. a
b
=− 1

4
، پس  a b=−8 2

397- گزین793 آن‌گاه   ، x −→3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	4

. پس x[ ]− =−3 ]x و  ]=2 x و در نتیجه  ( )+− → −3

 
x x

xx x    
x x x

[ ]
lim ( ) lim ( ) /

[ ]− −→ →

− −− = − = + = =
2 2

3 3

3 9 3 11 5 5
2 2 3 2

497- گزین794 x=1 را حساب می‌کنیم: حد چپ و حد راست تابع در  	۳

x x  x  

x  

x  x  

x xx xf x
x x

x

af x a
x

( )( )
lim ( ) lim lim

lim ( )

lim ( ) lim

+ + +

+

− −

→ → →

→

→ →

− −− += =
− −

= − =−

= =−
−

2 24 2

2 21 1 1

2

1

1 1

1 45 4
1 1

4 3

2

چون حد تابع در x=1 وجود دارد، پس حد چپ و حد راست آن در این نقطه برابرند:
 a a− =− ⇒ =3 3

597- گزین795 x→3 صفر اس�ت، باید حد  چون حد صورت کس�ر وقتی  	3
مخرج آن هم صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

ax a xb
x ax x x

x
x x x

lim lim

( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− − += =
+ + − +
− − −= = =−
− − −

2 23 3

3 3

3 4 12
3 4 3

4 3 4 2
3 1 1

 . a b+ =−6 بنابراین 

697- گزین796 راه‌حل اول چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود  	4

0   در بیاید.
0 دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد، تا حد به‌صورت 

بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

، حد مورد نظر می‌شود a=−2 اگر 

 

x x

x x

x x x

x x x xx x
x x x x x

x x
x x x x

x xx x x
x x

( )( )
lim lim

( )( )( )

lim lim
( ) ( ) )

( )( )
lim lim lim( )

( ) ( )

→ →

→ →

→ → →

+ − − + − ++ − − =
− + − + − +

+ − −= ×
− + + − +

− ++ −= × = × = + =
− −

2 22

2 22 2

2

22 2

2

2 2 2

2 2 2 22 2
4 2 2 2 2
2 4 1

2 2 2 2
2 36 1 1 1 53

2 16 2 16 16 16

 . b= 5
16

در نتیجه 

راه‌ح��ل دوم چون حد مخرج صفر اس�ت و حد مورد نظ�ر وجود دارد، پس حد 

 0  در بیاید. بنابراین

0 صورت هم باید صفر باشد، تا حد به‌صورت 

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

اکنون برای به‌دست آوردن مقدار حد می‌توانیم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم 
)به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x
x x x x

xx
lim lim
→ →

+

+ − − + −= = =
−

2 2

22 2

2 1 5
2 2 52 2 4

2 4 164
 

797- گزین797 ، بنابراین تابع f فقط در  نقطۀ  fD = توج�ه کنید که  	4
x=1 ممکن اس�ت ناپیوس�ته باش�د. در این نقطه حد چپ، حد راست و مقدار 

تابع را به‌دست می‌آوریم:

 

x x

x x x

x

xf f x
x

x x x xxf x
x x x x

x x x
x x

( ) lim ( ) lim

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

+= = =
+

− + + +−= =
− − + +

+ + += =
+ +

21 1
3 24

3 21 1 1
3 2

21

3 41
32 1

1 11
1 1 1

1 4
31

 

x=1 پیوسته است و نقطۀ ناپیوستگی ندارد. بنابراین تابع f در 

897- گزین798 . بنابرای�ن 
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	1

 ، f x( )<3 ، آن‌گاه  x→−∞ . از ط�رف دیگر اگر 
x

f x
 

[ lim ( )] [ ]
→ −∞

= =3 3

. پس 
x x

f x
  

lim [ ( )] lim
→ −∞ → −∞

= =2 2 f و در نتیجه  x[ ( )]=2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] [ lim ( )]
→ −∞ → −∞

− = − × =−2 2 2 3 4

997- گزین799 توجه کنید که 	۱

 
x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )

− = − = − +

− + = − + = −

2 2

3 2 2 2

2 50 2 25 2 5 5

10 25 10 25 5
بنابراین

x x x

x x xx
x xx x x x x

( )( ) ( )
lim lim lim

( )( )− − −→ → →

− + +− = = =−∞
−− + −

2

3 2 25 5 5

2 5 5 2 52 50
510 25 5

008- گزین800 توجه کنید که  	2

  
f x x x x x

f x x x x x x x

( ) ( )

( )

− = − − = − −

+ − = − + − = − −

2 2

2 2 2 2

2 1 3 2 2 1 12 2 1

3 1 3 3 1 6 1
 

. 
x x

x x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− − = =
− −

2 2

2 2
12 2 1 12 2
6 1 6

بنابراین حد مورد نظر برابر است با  



)115(

108- گزین801 .بنابراین  xsin ( )−→ − 2
2

، آن‌گاه  x ( )+π→ 5
4

اگر  	۲

.
tx

x t
( )( )

lim [ sin ] lim [ ]
−+π → −→

= =−
5 1
4

2 2 ، پس  xsin ( )−→ −2 1

208- گزین802 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که  	4

 x x

x x

x x x x  
x x x

x x 
x x

lim lim( )

lim lim

→ →

→ →

+ − − − + − − −= −
− − −

+ − − −= −
− −

2 2 25 5

2 25 5

4 4 2 4 3 4 1
25 25 25

4 3 4 1
25 25

اکنون از اتحاد مزدوج استفاده می‌کنیم:

x x

x x

x x

x x x x
x xx x

x x
x x x xx x

  
x x x x

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )
( )( ) ( )( )

lim lim
( )( ) ( )( )

→ →

→ →

→ →

+ − + + − − − +× − ×
+ + − +− −

+ − − −= × − ×
− + − ++ + − +

= − = − =−
+ + + − + +

2 25 5

5 5

5 5

4 3 4 3 4 1 4 1
4 3 4 125 25

4 9 1 4 1 1
5 5 5 54 3 4 1

1 1 1 1 1
60 20 304 3 5 4 1 5

راه‌ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می‌کنی�م )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

  
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − − − + −= = =−

−25 5

1 1 1 1
4 4 2 16 22 4 2 4

2 10 3025

308- گزین803 . در این صورت  x t=3 راه‌حل اول ف�رض می‌کنی�م  	3
. بنابراین t=2  ، x→8 وقتی 

 

x t

t

t

t

x x t t
x t

t t t t

t t t

t t t
t t t

t t t

t t t t t

lim lim

( ) ( )
lim( )

( )

lim( )

( )( ) ( )
lim( )

( )( )

→ →

→

→

→

+ − − + − −=
− −

+ − + + + +
= ×

− + + +

+ − − −= ×
− + + +

− + × +
= × = × =

+ + + +− + + + + +

3 3

38 2

3 3

3 32

3 2

3 32

2 32

1 1 1 1
8 8

1 1 1 1
8 1 1

1 2 1 1
8 1 1

2 1 2 2 11 1 1
4 4 4 3 2 1 122 2 4 1 1

راه‌حل دوم

 

x x

x x

x x

x x

x x x x  
x x x

x x x x x
x xx x x

x x
x xx x x

 
x x x

  

lim lim( )

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )

lim lim

→ →

→ →

→ →

→ →

+ − − + − −= −
− − −

+ − + + − + += × − ×
− −+ + + +

+ − −= × − ×
− −+ + + +

= −
+ + + +

= −
+ +

3 3

8 8

33 32

3 38 8 2

3 38 8 2

3 38 8 2

1 1 1 3 2
8 8 8

1 3 1 3 2 2 4
8 81 3 2 4

1 9 1 8 1
8 81 3 2 4

1 1
1 3 2 4

1 1
3 3 4 4

  = − =
+

1 1 1
4 6 12 12

راه‌حل سوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم )به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x  x  

  
xx x x   

x
lim lim
→ →

−
++ − − = = − =

− × ×

33 2

8 8

1 1
2 11 1 1 1 13

8 1 2 3 3 4 12

408- گزین804 توجه کنید که  	2

 
x  x  

x  x  

f ab f x a x a

f x x b b

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( sin )

lim ( ) lim (cos )

+ +

− −

π π→ →

π π→ →

π = − = =

= + =− +
2 2

2 2

1
2

2 1
 

. بنابراین
ab a
a b
− =

 = −

1
1 x پیوسته باشد باید  π=

2
برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
b  aab a a a a

a a a a a

( )= +− = → + − =

+ − = ⇒ = ⇒ =±

1

2 2
1 1 1

1 1 1
 

 . a b+ =3 b=2 و  ، آن‌گاه  a=1 اگر
. a b+ =−1 b=0 و  ، آن‌گاه  a=−1 اگر 

508- گزین805  g پ�س تابع ، f g f g g( ) ( )+ − − =2 3 توج�ه کنید که  	4
 f پس تابع ، f g g f( )− + = x پیوسته است. به این ترتیب چون  a= در نقطۀ 
x پیوس�ته اس�ت. چون ب�رد تابع‌ه�ای ‌f و g مجموعۀ اعداد  a= هم در نقطۀ 

 هی�چ‌گاه صفر 
f g+

1  و 
g
1  ،

f
1 حقیق�ی مثب�ت اس�ت، پس مخ�رج کس�رهای 

 x a= نمی‌شود و دامنۀ این توابع مجموعۀ اعداد حقیقی است و چون f و g در 

 ممکن 
f g−

1 x پیوس�ته‌اند. ولی دامنۀ تابع  a= پیوس�ته‌اند، این توابع هم در 

x تعریف نشود. )کافی است  a=  نباش�د و این تابع ممکن است در  اس�ت 

x پیوسته نباشد. a=  ممکن است در 
f g−

1 (، پس تابع  f a g a( ) ( )=

608- گزین806 x=0 را پیدا می‌کنیم. توجه کنید که ابتدا حد تابع در  	4

 
x x x

xf x x
x x

lim ( ) lim ( ) lim
→ → →

+ −= + − =
33

0 0 0
1 27 327 3

 x t= −3 27 . در نتیجه  x t+ = 327 . پس  x t+ =3 27 فرض می‌کنیم 
. بنابراین حد مورد نظر می‌شود t→3 x→0 ، آن‌گاه  همچنین اگر 

 
t t t

t t
t t t t t t

lim lim lim
( )( )→ → →

− −= = =
− − + + + +3 2 23 3 3

3 3 1 1
2727 3 3 9 3 9

. a=27 در نتیجه 

708- گزین807 . بنابراین
x

f xlim ( )
→

=+∞
2

ابتدا توجه کنید که  	3

 
x x t

fof x f f x f tlim( )( ) lim ( ( )) lim ( )
→ → →+∞

= = =
2 2

1

f در مثب�ت بی‌نهای�ت بزرگ‌ت�ر از ی�ک هس�تند. پس x( ) همچنی�ن مقادی�ر 

.
x fof x
lim

( )( )→
=−∞

−2
1

1
، در نتیجه  fof x( )( ) +→1

808- گزین808 ابتدا توجه کنید که  	3

x xf x
x x x x x

( )
( )

= = =
− − −

1
1 1

 .
x

f xlim ( )
− −→

= =−∞
1

1
0

 و 
x

f xlim ( )
+ +→

= =+∞
1

1
0

بنابراین 

x=1 به‌صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 



فصل دوم: آزمون ها
)116(

908- گزین809 ، مقادیر  x→+∞ اگر m عددی مثبت باشد، وقتی که  	2
mx−3 منفی‌اند و حد مورد نظر برابر است با

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +

3 1 1 4 1
3 1 3 1 3

. اگ�ر m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی که  m=1 پ�س ، m+ =1 2
3 3

بنابرای�ن 

mx−3 مثبت‌اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − + −= =
+ +

3 1 1 2 1
3 1 3 1 3

 1
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگ�ر  m=−1 پ�س ، m− =1 2
3 3

بنابرای�ن 

1− هستند. پس  می‌شود و قابل قبول نیست. بنابراین مقادیر m عددهای ۱ و 

m دو مقدار مختلف می‌تواند داشته باشد.

8108 آن‌گاه0- گزین1  ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  	4

. بنابراین  bf x x  
a a

( )− = −1 1

 
x  x  

f x ax b a a
bf x x

a a a

( )
lim lim

( )−→+∞ →+∞

+= = =
−

2
1 1 1

 

، و چون ش�یب خط مثبت اس�ت، بنابراین a مثبت اس�ت، پس  a =2 9 بنابراین 
f و  x x b( )= +3 . به این ترتیب  a=3

 f b b( )= ⇒ + = ⇒ =3 10 9 10 1  

. f( )=1 4 ، پس  f x x( )= +3 بنابراین 1

8118 x=π را پیدا 1- گزین1 ابتدا حد چپ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ  	1

، بنابرای�ن  x ( )−π→
2 2

، آن‌گاه  x −→π می‌کنی�م. توج�ه کنی�د ک�ه اگ�ر 

بنابرای�ن   ، x ( )−→ π2 2 و   
x

xlim [cos ]
−→π

=0
2

پ�س   ، xcos +→0
2

. در نتیجه
x

xlim [sin ]
−→π

=−2 1 ، پس  xsin −→2 0

x x

xf x xlim ( ) lim (sin cos ( )) cos
− −→π →π

= × − × − = π=−0 1 1
2

 ، xcos −→0
2

. بنابراین  x ( )+π→
2 2

، آن‌گاه  x +→π از ط�رف دیگر، اگر 

، پس  xsin +→2 0 . بنابراین  x ( )+→ π2 2  و 
x

xlim [cos ]
+→π

=−1
2

پس 

x
xlim [sin ]

+→π
=2 0

در نتیجه 

x x

xf x xlim ( ) lim (sin ( ) cos ) sin
+ +→π →π

π= × − − × =− =−1 0 1
2 2

خارج از کشور ریاضی - 95 � .
x

f xlim ( )
→π

=−1 پس 

8128 چون حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و حد مورد نظر وجود 2- گزین1 	1

0   دربیاید. بنابراین
0

دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد تا حد به‌صورت 

 
x

ax b a b a b b alim( )
→

+ − = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −
1

2 0 2 4 4  

اکنون با استفاده از اتحاد مزدوج نتیجه می‌شود

 

x x

x

x x

ax b ax b ax b
ax bx x

ax b
x x ax b

ax a a a
x x x

lim lim( )

lim
( )( )( )

lim lim
( )( )

→ →

→

→ →

+ − + − + += ×
+ +− −

+ −=
− + + +

−= × = × =
− + + +

2 21 1

1

1 1

2 2 2
21 1

4
1 1 2

1 1
1 1 2 2 1 4 8

 

خارج از کشور ریاضی - 95 �. b=−8 ، پس  a=12 a و در نتیجه  =3
8 2

بنابراین 

8138 . بنابراین باید مخرج 3- گزین1
x

x
x ax b

lim
→

− =−∞
+ +23

4
2

چون  	3

∞− است، پس  کس�ر به صفر میل کند. همچنین چون حد چپ و راست برابر 
x=3 باید ریشۀ مضاعف مخرج کسر باشد. بنابراین

x ax b x x ax b x x

a  b a b

( )

,

+ + = − ⇒ + + = − +

=− = ⇒ + =

2 2 2 22 2 3 2 2 12 18

12 18 6
ریاضی - 93 �

8148 بای�د تع�داد نقاط�ی را پی�دا کنی�م ک�ه ب�ه‌ازای آن‌ه�ا 4- گزین1 	1

: x( )− ∈1 1
3



x   

x x x

x
( )

( ) { , }
− ∈

< < ⇒ < < ⇒− < − <

→ − ∈
1 1
3

1 10 9 0 3 1 1 2
3 3

1 1 0 1
3



 x−3 ، عامل صف�ر کنندۀ  x− =1 1 0
3

‌x=3 که ب�ه‌ازای آن  ول�ی در نقط�ۀ 

) ناپیوسته  , )0 9 موجب پیوس�تگی می‌شود. پس تابع f فقط در یک نقطۀ از بازۀ 
ریاضی - 85 است. �

8158 ب�رای آنکه تاب�ع روی دامنه‌اش پیوس�ته باش�د، باید در 5- گزین1 	2
x پیوسته باشد. پس a=

 x a x a

af x x a a
a

a a a a

lim ( ) lim f( )

( )

− +→ →
= ⇒ = − ⇒ = −

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2

1 1 4 4
4

4 4 0 2 0 2
 

خارج از کشور ریاضی- 95 �

8168 x=2 بای�د برابر 6- گزین1 ح�د چپ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ  	3
مقدار تابع در این نقطه باشند، بنابراین

 x x

x x

f x x bx b b

f x ax b a b

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ + =

2

2 2

2 2

5 1 5 4 2 1 5 1

5 5 2 5
 

. a=2 ، یعنی  a+ =2 1 5 ، در نتیجه  b=1 چون 
خارج از کشور تجربی - 91 �



)117(

8178 ، پیوستگی آن 7- گزین1 برای برقراری شرط پیوستگی تابع روی  	2
x=±1 را بررسی می‌کنیم: در نقاط 

x

x

x

x

f f x a b
a b

f x

f f x a b

a b
f x

( )

( )

( ) lim ( )

lim ( ) [ ]

( ) lim ( )

lim ( ) ( ) [( ) ]

+

−

−

+

→
−

→

→ −

+

→ −

= = + 

⇒ + =

= × = 


− = =− + 
⇒− + =

= − × − = 


1

1

1

1

1
0

1 1 0

1

1
1 1 1

 ، f x x( )=− +1 1
2 2

  ، x| | . در نتیجه به‌ازای 1≤ b=1
2

−=a و  1
2

بنابرای�ن 

ریاضی - 90 � . f( )=−3 1 پس 

8188 . 8- گزین1 x x[ ] [ ]+ − =−1 ، آن‌گاه  x∉ توج�ه کنید که اگ�ر  	1

 a=−1 اس�ت و ب�ه‌ازای 
x

f x
a x

( )
− ∉=

∈

1 



بنابرای�ن تابع به‌صورت 

ریاضی - 96 روی مجموعۀ عددهای حقیقی پیوسته است.�

8198 ، باید حد چپ و حد راس�ت تابع با هم 9- گزین1 x=−1 در نقطۀ  	2
برابر باشند:

x x x

x

x xf x
x

f x a
( ) ( ) ( )

( )

lim ( ) lim lim

lim ( )

− − −

+

→ − → − → −

→ −

− − −= = =
+

=− +
1 1 1

1

1
2 3 12 3

1 1 4
1

بنابراین
a a=− + ⇒ =1 31

4 4
 

خارج از کشور ریاضی - 87 �

028- گزین820 ، باید حد تابع با مقدار تابع برابر باش�د.  x=0 در نقط�ۀ  	4
توجه کنید که

x x x

x x

x xxf x
x x x

x x
x

x

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )
lim lim( )

→ → →

→ →

+ −
= =

− − − − + −

+ −
= = + − =

− +

0 0 0

0 0

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1

تجربی - 96 x=0 پیوسته است.� ، تابع در نقطۀ  f a( )= =0 2 بنابراین اگر 

128- گزین821 چ�ون حد مورد نظر براب�ر عددی غیر صفر و حد صورت  	2
برابر صفر است، باید حد مخرج هم صفر باشد. بنابراین

 
x

ax b a b b alim( )
→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
2

0 2 0 2  

اگر از اتحاد مزدوج استفاده کنیم، حد مورد نظر می‌شود

 
x x

x

x x x x x x
ax a x x a x x x

x x
a aa x x x

lim( ) lim
( )( )

( )( )
lim

( )( )( )

→ →

→

− − + − − +× =
− + − − + −

− −
= = =

+− + −

2

2 2

2

3 2 3 2 3 2
2 3 2 2 3 2

2 1 1 1
2 2 42 3 2

 

بنابراین 
 a

a
= ⇒ =1 1 1

4 2 2
 

خارج از کشور تجربی - 95 �. b=−1 پس ، b a=−2 چون 

228- گزین822 توجه کنید که  	2

 

x x

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x

x x x x
x x

x x x
x

| | | || |
lim lim

| || |
lim ( )

| || ||( )
lim

( )

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )
lim

( )

− −

−

−

−

−

→ →

→

→

→

→

− − − +
=

− + − +

− + + += ×
− + + +

− + + +
=

−

− − + + +
=

− +

− + + +
=

+

2

2 22 2

2

2 22

2

22

2

2

2

2

2 2 1

2 12 2 12

2 1 2 12
2 12 2 12

2 1 2 12
3 4

2 1 2 12
3 2 2

1 2 12
3 2

( )− ×
= =−

×
3 8 2
3 4

 

ریاضی - 90 �

328- گزین823  ،
x

x
aax

| |
lim
→±∞

= =−
2

2
1 از فرض س�ؤال نتیجه می‌شود 1 	 4

x=−2 دقت کنید که به  . برای محاس�بۀ حد راس�ت عبارت در  a=−1 پس
x منفی اس�ت، بنابراین باید حاصل حد زیر را  −2 4 ، عبارت  x− < <2 2 ازای 

حساب کنیم:

x x

x

x xx
x xx x

x
x

( ) ( )

( )

( )( )
lim lim

( )( )

lim

+ +

+

→ − → −

→ −

− +− =
+ − +− − +
−= =

− +

2

22 2

2

2 24
2 12

2 4
1 3

خارج از کشور ریاضی - 90 �

428- گزین824 xcos با مقدارهای کوچک‌تر از  π  ، x ( )+→ 1
6

وقت�ی  	1

3 نزدیک می‌شود، پس
2

3 به 
2

 x x xcos ( ) cos [ cos ]− −π → ⇒ π → ⇒ π =2 23 4 3 4 2
2

 

بنابراین

x x

x x x
ax b ax b( ) ( )

[ cos ]
lim lim

+ +→ →

π − −= =
+ +

2

1 1
6 6

4 12 2 12 1
2

 

چون حد صورت برابر صفر است، حد مخرج کسر نیز باید صفر شود تا حد به‌صورت 

0   دربیاید، زیرا در غیر این‌صورت حاصل حد برابر صفر می‌شود. 
0

در نتیجه
 
x  

aax b b a b
( )

lim ( )
+→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
1
6

0 0 6
6

 

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم:

 
x  x  x  

xx x
ax b bx b b x b( ) ( ) ( )

( )
lim lim lim

( )+ + +→ → →

−− −= = =
+ − + −1 1 1

6 6 6

2 1 62 12 2 12 2
6 1 6

. a=−24 ، پس  a b=−6 . چون  b=4 ، یعنی 
b
=2 1

2
بنابراین 

خارج از کشور ریاضی- 92 �. a b+ =−20 در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
)118(

528- گزین825 x=3 را  ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقط�ۀ  	4
حساب می‌کنیم: 

x x

x x

x

x x

x

x

f x ax a  a a  

x xf x
x

x x x x
x x x

x x
x x x

x x x x
x x x

x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

lim ( )

lim lim

lim ( )

( ) ( )
lim

− −

+ +

+

+ +

+

+

→ →

→ →

→

→ →

→

→

= − − = − − =−

− − +=
−

− − + + − += ×
− + − +

− + += ×
− + − +

− + + − − += × ×
− − − +

− − +
=

3 3

3 3

3

3 3

3
2

3

3 3 33 3 3
8 8 8

1 1
3

1 1 1 1
3 1 1

1 1 1
3 1 1

1 1 1 1 1
3 21 1

1 1
x

x

x x x
x x

x

lim

( )
lim

+

+

→

→

× ×
− − − +

−
= × × = × × =−

− − −

3

3

1 1
3 21 1

3 1 1 1 1 33
3 4 2 4 2 8

 x=3 . بنابراین تابع به‌ازای هر مقدار a در نقطۀ  f( )=− 33
8

از ط�رف دیگ�ر 

خارج از کشور ریاضی - 94 پیوسته است. �

628- گزین826 برای اینکه تابع f در نقطۀ x=1 پیوس�ته باشد، باید حد  	4

تابع در این نقطه برابر a باشد، پس

 
x x x

x

x x xf x
x xx

x

lim ( ) lim( ) lim
( )

lim
( )

→ → →

→

− + −= × =
− − −+

= =−∞
− −

3 3 3

3 31 1 1

3 3 21

1 1 1
1 2 11
1

2 1

 

با توجه به اینکه تابع f در نقطۀ x=1 حد نامتناهی دارد، پس هیچ مقداری برای 

a پیدا نمی‌شود.
خارج از کشور ریاضی - 92 �

728- گزین827 x=2 را  ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقط�ۀ  	3

به‌دست می‌آوریم:

x

x x

x

f x a f

a x x x
f x

x x x x
a x a

x x x x

lim ( ) ( )

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( )

( )
lim

( ) ( ( ) )

−

+ +

+

→

→ →

→

= − =

+ − − − + −
= ×

− − − + −

+ − −= =
− × − − + −

2
3 3 3 2

2 3 3 22 2

3 3 22

2 2

1 1 1 1 1
2 1 1 1

1 1
62 1 1 1

برای اینکه تابع f همواره پیوس�ته باش�د، باید حد چپ و حد راست تابع در نقطۀ  

x=2 برابر باشند، بنابراین

 a a a a a a /− = − ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =2 12 6 12 5 2 4
6

 

ریاضی - 94 �

828- گزین828 ابتدا توجه کنید که 	1

 

xx x f x

xx x f x

xx x f x

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

π− ≤ < ⇒ =− ⇒ =−

π≤ < ⇒ = ⇒ =

π≤ < ⇒ = ⇒ =−

1 0 1
2

0 1 0
2

1 2 1
2

x=0 و x=1 را بررس�ی می‌کنیم تا گزینۀ درست  پیوس�تگی تابع در نقطه‌های 
مشخص شود:

 

x x

x x

x x

x x

xf f x

xf x

xf f x

xf x

      

     

( ) , lim ( ) lim ( sin( ))

lim ( ) lim sin( )

( ) , lim ( ) lim sin( )

lim ( ) lim ( sin( ))

− −

+ +

− −

+ +

→ →

→ →

→ →

→ →

π= = − =

π= =

π=− = =

π= − =−

0 0

0 0

1 1

1 1

0 0 0
2

0
2

1 1 1
2

1
2

x=0 پیوسته و در x=1 ناپیوسته است. به همین ترتیب این تابع در  پس تابع در 
تمام نقطه‌های زوج پیوسته و در تمام نقطه‌های فرد ناپیوسته است.

ریاضی - 93 �

928- گزین829 x=0 پیوس�ته است. حد  نش�ان می‌دهیم تابع gof در  	3
x=0 را به‌دست می‌آوریم: چپ و حد راست تابع gof در نقطۀ 

x  t

x  t  

x f x g f x g t

x f x x g f x g t

( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

−

+ +

−
−→ →

+ +

→ →

−→ =− ⇒ = =− × =

→ = → ⇒ = =

10
2

0 0

1 10 2 1
2 2

0 2 0 1

x=0 پیوس�ته اس�ت.  gof در نقطۀ  ، تابع  g f( ( ))=0 1 ب�ا توج�ه به اینک�ه 
ناپیوستگی توابع دیگر نیز به همین ترتیب ثابت می‌شود. )بررسی سایر گزینه‌ها 
خارج از کشور  ریاضی - 86 بر عهدۀ خواننده(�

038- گزین830 ، باید f x x x( ) [ ] [ ]= − = −2 23 3 ب�ا توج�ه ب�ه آنک�ه  	2

x )که  n=± y روی این بازه پیوسته باشد. تابع مورد نظر در نقاط x[ ]= 2

=x ناپیوسته است و در  5 x=2 و ( ناپیوس�ته است. پس در نقاط  n∈

ریاضی - 88  �. k= −5 2 ] است، بنابراین  , )2 5 نتیجه بازۀ مورد نظر 



138- گزین831 x ش�یب خط مم�اس بر نمودار  c= x و  b= در نق�اط  	1
x ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f مثبت و  d= تابع f صفر اس�ت. در نقطۀ 
x ش�یب خ�ط مماس ب�ر نم�ودار تابع f منف�ی اس�ت. بنابراین  a=  در نقط�ۀ 

x از بقیه کوچک‌تر است. a= مشتق تابع f در 

238- گزین832 . از  f ( )′ 4 ابتدا توجه کنید که شیب خط d برابر است با  	4

fAB است. به این ترتیب 
BC

( )
tanα= =

4
7

طرف دیگر، شیب خط d برابر با 

، پس f
f

( )
( )′ =

44
7

 f
f f f f

( )
( ) ( ) ( ) ( )′+ = ⇒ + = ⇒ =

4 74 4 2 4 2 4
7 4

 

338- گزین833 توجه کنید که  	3

x x x

f x f f x f f x f
x x x

f

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
lim lim lim

( )
→ → →

− − −
= =

− − −
′= =

2 2 2

2 2 2 2 2 22
2 2 2

2 2 6

438- گزین834 راه‌حل اول اگر به جای ۲ در صورت کس�ر داده ش�ده،  	1
)f را قرار دهیم، نتیجه می‌شود )2

 

x x

x

x x

f x f x f
x xx x

f x f f x f
x x f x f

f x f
x f x f x

f f
f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )
lim( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))

( ) ( )
( ( ) ( )) ( )

→ →

→

→ →

− −
=

−−
− +

= ×
− +

−
= ×

− +

×′ ′= × = × = × =
−+

22 2

2

2 2

2 2
22

2 2
2 2

2 1
2 2

1 1 2 2 1 12 2
2 1 22 2 2 4 2 4 4

راه‌ح��ل دوم از قاعدۀ هوپیتال اس�تفاده می‌کنیم. )درس هش�تم همین فصل را 
ببینید.(

x x

f x
f x f x f

x fx x

( )

( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )→ →

′ ×
′− −= = = =

− × ×−−22 2

2 2
2 2 2 12 1

2 2 2 2 2 22 2 4 22

538- گزین835 توجه کنید که 	2

 h  h  

f h f f h f
h hh h

f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( )

→ →

+ − + −
= ×

++

′= × = =
+

20 0

3 3 3 3 1
3 22 3

1 63 2
3 0 3

فصل چهارم

فصل دوم: آزمون ها

638- گزین836 k و در نتیجه −→0 ، آن‌گاه  h→0 h و  k− =2 اگر  	2

 h  k  

k  

f h f f k f
kh

f k f
f

k

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim ( )

−

−

→ →

−
→

− − + −
=

−
+ − ′=− =− =−

2

20 0

0

1 1 1 1

1 1 1 2
 

738- گزین837 می‌توان نوشت 	4

 x x

x

f x f x x x
f

x x
x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( ) ( ) ) ( ) ( )

→ →

→

− − + +′ = =
− −

= + + = + + =

2 2 2

1 1
2 2 2 2 2

1

1 1 1 11
1 1

1 1 1 1 1 1 16

838- گزین838 x=0 را به کمک تعریف به‌دست  مشتق تابع f در نقطۀ  	1
می‌آوریم:

 
x  x  x  

x
f x f x

f
x x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim lim

| |→ → →

−
− +′ = = = =
− − +0 0 0

0
0 1 10 1

0 0 1
 

x=0 مشتق‌پذیر است. بنابراین تابع f در نقطۀ 

938- گزین839 با اس�تفاده از تعریف، مشتق چپ و مشتق راست تابع در  	4
x=2 را به‌دست می‌آوریم:

 x x

x x

x
f

x x

x
f

x x

( )
( ) lim lim

( )
( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− −′ = = =+∞
− −

− −′ = = =−∞
− −

3 2

32 2
3 2

32 2

2 0 12
2 2

2 0 12
2 2

048- گزین840 x=0 را به‌دست  مش�تق چپ و مشتق راس�ت تابع f در  	1
می‌آوریم:

 x  x  x  

x  x  x  

x x x xf x
x x

x x x xf x
x x

| |
( ) lim lim lim

| |
( ) lim lim lim ( )

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

−′ = = = =
−

− −′ = = = − =
−

3 3 3

0 0 0
3 3 3

0 0 0

00 0
0

00 0
0

f و نمودار تابع در این نقطه، خط مماس موازی محور طول‌ها دارد. ( )′ =0 بنابراین 0

148- گزین841  B( , )4 4 )A و  , )−1 3 ش�یب خط�ی ک�ه از نقطه‌ه�ای  	2

. از طرف دیگر، مشتق تابع f در نقطۀ 1−  B A

B A

y y
x x

−
=

−
1
5

می‌گذرد، برابر است با 

 . f ( )′ − =11
5

با شیب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ A برابر است. بنابراین 

248- گزین842 ، آن‌گاه ش�یب خطی که نقطه‌های A و B را  x→3 اگر  	2
x=3 نزدیک و  به هم وصل می‌کند، به ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در 

نزدیک‌تر می‌شود. بنابراین 

 
x

k k k
x

lim
→

= ⇒ = ⇒ =
3

2 2 6
3

 



فصل دوم: آزمون ها
)120(

348- گزین843 )f را قرار دهیم، آن‌گاه )1 اگر به جای ۴ مقدار  	3

 
x x

x

xx
f x f x f f x f f

x

( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

→ →

→

−− = = = = =
′− − −

−
1 1

1

2 12 2 2 2 2 1
4 1 1 1 4 2

1
448- گزین844 توجه کنید که 	2

x x

x x

f x f f x f
x xx

f x f
f

x x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
(lim )(lim ) ( )

→ →

→ →

− −
=

− +−
− ′= = × × = × × =
− + +

23 3

3 3

3 3 3 33
3 39

3 1 1 13 3 3 3 4 2
3 3 3 3 6

 

548- گزین845 h→0 و در نتیجه ، آن‌گاه  x h= −2 اگر فرض کنیم  	4

 
x h h

h

x h h
f x f f h f f h f

f h f
h

lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim

→ → →

→

− − −= =−
− − − − −

=− =−
− −

2 0 0

0

2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
2 2 4

 

648- گزین846 f و از تعریف  ( )3 1 راه‌حل اول به جای 8 قرار می‌دهیم  	4
x=1 استفاده کنیم: مشتق در نقطۀ 

 
h  h  

f h f h f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

+ − + −
=

3 3 3

0 0

1 8 1 1  

توجه کنید که به کمک اتحاد چاق و لاغر می‌توان نوشت:

 

h  h  

h  

h  h  

f h f h f
h h

f h f f h f f h f
h

f h f
f h f h

h
f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))
lim

( ) ( )
lim lim( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) ) ( )( )

→ →

→

→ →

+ − + −
=

+ − + + + +
=

+ −
= × + + + +

′= × + + = + + + =

3 3 3

0 0
2 2

0

2
0 0

32

1 8 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 4

1 1 2 1 4 1 1 4 4 4 24

 

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم. )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

h  h  

f h f h f h
f f

h
( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( )

( )

→ →

′+ − + + ′= =

= × + × =

3 2
2

0 0
3 2

1 8 3 1 1 3 1 1
1

3 1 1 2 24

748- گزین847 . اکنون با اس�تفاده از تعریف  f( )=2 0 توج�ه کنید ک�ه  	3
f را به‌دست می‌آوریم: ( )′ 2 x=2 مقدار  مشتق در نقطۀ 

 x x

xx x
xxf x

x x

( )
( ) lim lim(( ) )

( )

→ →

+− + −
++′ = = −

− +

= − =

2

2 2

23 2 0
272 1

2 7
4 22 1
9 3

848- گزین848  x=0 مقدار مش�تق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ  	3
را به کمک تعریف به‌دست می‌آوریم:

 x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

+
→ →

→

+ + − + +′ = =
−

= + + = + =

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 3

x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

− −

−

−
→ →

→

+ + − − +′ = =
−

= − + = − =−

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 1

. f f( ) ( )+ −′ ′− =0 0 4 بنابراین 

948- گزین849 x=1 مشتق ندارد، زیرا f در نقطۀ  x x( )= −3 1 تابع  	4

 x

x

xf
x

x

( ) lim

lim
( )

→

→

− −′ =
−

= =+∞
−

3

1

3 21

1 01
1

1
1

 

ولی خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه وجود دارد و موازی محور عرض‌ها است.

058- گزین850 تاب�ع f در نقط�ۀ 3 پیوس�ته نیس�ت، پ�س در ای�ن نقطه  	3
مش�تق‌پذیر نیس�ت. تابع در نقطۀ 4 نیز مشتق‌پذیر نیس�ت، زیرا مشتق چپ و 
مشتق راست آن در این نقطه با هم برابر نیستند. در بقیۀ نقاط، دامنۀ تابع مشتق 

وجود دارد. بنابراین مجموع مورد نظر برابر 7 است.

x=1 در دامنۀ تابع قرار ندارد. توجه کنید که نقطۀ 

158- گزین851 ]  پاره‌خط�ی اس�ت ک�ه  , ]0 2 نم�ودار تاب�ع f روی ب�ازۀ  	1

 − =
−

1 0 1
2 0 2

)  را به هم وصل می‌کند، پس شیب آن برابر  , )2 1 )  و  , )0 0 نقطه‌های 

]  پاره‌خطی اس�ت که  , ]2 4 . نمودار تابع f روی بازۀ  f ( )′ =11
2

اس�ت، در نتیجه 

 [ , )+∞4 . نم�ودار تاب�ع f روی ب�ازۀ  f ( )′ =3 0 ش�یب آن صف�ر اس�ت، پ�س 

)  می‌گذرد، پس شیب آن برابر  , )6 5 )  و  , )4 1 نیم‌خطی است که از نقطه‌های 

 . f f
f

( ) ( )

( )

+′ ′+
= =

′

1 01 3 12
5 2 4

. بنابراین  f ( )′ =5 2 − است، در نتیجه  =
−

5 1 2
6 4

258- گزین852 ابتدا توجه کنید که 	3

 
x x

f x f f x
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
→ →

− −′ = = =
− −2 2

2 32 3
2 2

بنابراین

 

x x

x x

f x f x f x
x xx

f x f x f
f

x x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→ →

→ →

− − +
=

− +−
− + +′= × = ×
− + +

+= × =

2

22 2

2 2

9 3 3
2 24

3 3 2 32
2 2 2 2

3 3 93
4 2

358- گزین853 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	2

 
x x

f x f f x
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
→ →

− −′ = = =
− −1 1

1 31 6
1 1

 



)121(

بنابراین

 

x x

x x

f x f x f x f x x

x x x
f x

f x f x x
x

f f f

( ) ( ( ) )( ( ) ( ) )( )
lim lim

( )( )

( )
lim lim(( ( ) ( ) )( ))

( ) ( ( ) ( ) )( ) ( )

→ →

→ →

− − + + +
=

− − +

−
= × + + +

−
′= × + + + = + + × + × =

3 2

1 1

2
1 1

2 2

27 3 3 9 1
1 1 1
3 3 9 1

1
1 1 3 1 9 1 1 3 1 3 3 3 3 9 2 324

 

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم: )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

x  x  

f x f x f x

x
x

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′− × + ×= = =
−

×

3 2 2

1 1

27 3 3 3 1 3 3 324
1 11

2 12

458- گزین854 ، آن‌گاه h→0 و  x h= −2 راه‌حل اول اگر فرض کنیم  	4
در نتیجه

x  h  h  

h  

h  

h h h hx
f x f f h f f h f

h h
f h f

h

( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

lim( ) ( )
( ) ( )

lim

→ → →

→

→

− − − + −− = =
− − − − −

= × − + − = × − =−
− −

3 23

2 0 0

2
0

0

2 8 12 68
2 2 2 2 2

1 112 6 12 3
2 2 4

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم: )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

  
h  h  

f h f f h
f f

h
( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( )
→ →

′− − − − ′ ′= =− = ⇒ =−
0 0

2 2 2 2 4 2 4
1

بنابراین

 
x x

x x
f x f f x f

lim lim
( ) ( ) ( ) ( )→ →

− = = = =−
′ ′− −

3 2

2 2
8 3 12 12 3

2 2 4

558- گزین855 توجه کنید که 	1

 
h  

f h f h
f

h
( ) ( )

lim ( ( )) ( )
→

+ − − ′= − −
0

3 2 3 2 1 3

 . f ( )′ =3 4 ، در نتیجه  f ( )′ =3 3 12 بنابراین 

658- گزین856 توجه کنید که حد خواس�ته ش�ده برابر مشتق چپ تابع در  	4
نقطۀ x=1 است، ولی چون تابع در این نقطه پیوستگی چپ ندارد، پس مشتق چپ 
هم ندارد و این حد وجود ندارد. به‌صورت مس�تقیم هم می‌توان حاصل این حد 

را به‌دست آورد:

h  h  h  

f h f h h
h h h

( ) ( ) ( )
lim lim lim

− − −→ → →

+ − − + − − −= = =+∞
0 0 0

1 1 2 1 1 2 3  

758- گزین857 . پس
x  

f xlim ( )
→

=−
0

2 )g و  )=0 0 توجه کنید که  	3

 
x  x  x  

x
g x g x f x

g
x x x f x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim

( )→ → →

− −′ = = = =
− −0 0 0

0 2 1 10
0 2 4

858- گزین858 x=2 را به  مش�تق راست و مش�تق چپ تابع f در نقطۀ  	3
کمک تعریف به‌دست می‌آوریم:

x x x

x x x

f x f x x x
f

x x x
f x f x x x

f
x x x

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

− − −′ = = = =
− − −
− − − −′ = = = =−
− − −

2 2 2

2 2 2

2 2 2 22 2
2 2 2

2 2 22 1
2 2 2

. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 2 3 بنابراین 

958- گزین859 f تساوی‌های داده شده برقرار هستند: x x( )= 3 2 برای تابع  	2

 x  x  

x  x  

xf
x x

xf
x x

( ) lim lim

( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

−′ = = =+∞
−

−′ = = =−∞
−

3 2

30 0
3 2

30 0

0 10
0

0 10
0

 

برای توابع دیگر توجه کنید که 

 

  f x x f f

  f x x f f

  f x x f f

(1) â¾¹Äq¬ :

(3) ¾â ¹Äq¬ :

(4) ¾â ¹Äq¬ :

( ) ( ) ( )

( ) | | ( ) , ( )

( ) ( ) ( )

+ −

+ −

+ −

′ ′= ⇒ = =+∞

′ ′=− ⇒ =−∞ =+∞

′ ′=− ⇒ = =−∞

3

3

3

0 0

0 0

0 0

 

068- گزین860 نمودار تابع به شکل زیر است.  	3

x=−2 مشتق‌ناپذیر است. x=2 و   ، x=0 بنابراین تابع در نقاط 

168- گزین861 ، پس f x x( )′ = −23 3 توجه کنید که  	2

 f ( )′ = × − = − =−1 1 1 83 3 3
3 9 3 3

 

268- گزین862 بنابر قاعدۀ ضرب،  	2
 f x a x ax ax a( ) ( )′ = − + + = − +3 1 2 3 1  

در نتیجه 
 

f a
a

f

( )

( )

′ =− + ⇒ =−
′ =

1 1
4

1 5
 

368- گزین863 بنابر قاعدۀ تقسیم، 	3

 

x x x x x x
f x

x
x x x x x

x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

− + − − − −′ =

− − − −
=

2

4

2

4

4 2 2 2 4

2 6 2 2 4
 

. f
( ) ( )( )

( )
− + − −′ − = =

10 4 4 4 6 72
16 2

در نتیجه 

468- گزین864  . x x k x x
f x

x k

( ) ( )( )
( )

( )

+ −′ =
+

2 2 3

2 2
3 2 توجه کنید که  	3

در نتیجه 
 k
f k k

k
.¡.¡.ù

( )
( ) , ( )

( )

+ −′ − = ⇒ = ⇒ = =−
+ 2

3 1 25 5 11 3
8 8 51

 

568- گزین865 توجه کنید که 	2
 f x   

x xx x
( )′ = × + × = +

3 32 2
1 1 1 12 3

2 3
 

. f ( )−
− −

′ = + = + =6 3 4
36 12

1 12 2 2 24
2 2

در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
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668- گزین866   . f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

1 1 1 11
1

بنابر قاعدۀ تقسیم،  	4

)g و )=− 11
2

 ، f( )=1 1 از طرف دیگر، 

 f x f g x x x g
x

      ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ⇒ = = = ⇒ =1 1 11 2 1 1
2 22

 

. f
g

( )
( ) ( )

× − − ×
′ = =−

1 1 1 1
2 21 5

1
4

بنابراین 

768- گزین867 توجه کنید که  	3

 

   

 

x xf x  x x
x x x

x x

( )
− −

−

−= = − = −

= −

1 1 1
2 3 3

3 3 3

1 1
6 3

6 24 6 24 6 24

6 24

 . f ( )′ = + =1 1 8 9 ، پس 
  

f x x  x( )
− −

′ = +
5 4
6 36 24

6 3
بنابراین 

868- گزین868  x−4 توجه کنید که در یک همسایگی نقطۀ 3 علامت عبارت  	1
 . f x x x x( ) ( )=− − + = +4 2 4 منفی است، بنابراین در یک همسایگی نقطۀ 3، 

. f ( )′ =3 1 f و  x( )′ =1 در نتیجه 

968- گزین869  ، x< + <1 1 2
2

 ، 1
2

توجه کنید که در یک همسایگی نقطۀ  	3

]x برابر 1 است، و در نتیجه  ]+1
2

، مقدار  1
2

پس در یک همسایگی نقطۀ 

 f x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =2 13 1 6 3
2

 

078- گزین870 x=64 برابر با صفر  x−8 ب�ه‌ازای  توج�ه کنید که  	2
1 است:

16
x=64 برابر  است. پس عامل صفر کننده است و مشتق آن به‌ازای 

 y x y y
x

( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =1 18 64
162

 

x=64 برابر است با بنابراین مشتق تابع f در نقطۀ 

 ( )( )× + = × × =3 41 164 4 64 8 2 2 2
16 16

 

178- گزین871 توجه کنید که 	2
 xf x x x x( ) ( )( ) ( )′ = + − + = + − +

2 23 3 2 2 2 2 3 2 2
3

 

 . f ( ) ( )′ = + − + = + − + =
2

2 2 2 3 2 2 2 2 2 6 4 2 2 6 بنابراین 

278- گزین872 ، در نتیجه xf x
x

( ) −=
+2
1
1

توجه کنید که  	2

 x x x
f x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

+ − −′ =
+

2

2 2
1 1 2 1

1
 

 . f ( ) −′ − = =−2 4 11
4 2

در نتیجه، 

378- گزین873 ابتدا مشتق تابع g را به‌دست می‌آوریم:  	3

 xf x x f x
g x

f x

( ) ( )
( )

( )

′−′ =
2

2
2  

 . f f
g

f

( ) ( ) ( )
( )

( )

′− − −′ = = =
2

4 2 4 2 12 8 202
9 92

بنابراین 

478- گزین874 بنابر قاعدۀ تقسیم، 	3

 x a x af x
x a x a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

+ −′ = =
+ +2 2

1 1  

در نتیجه

 af a
a

( )′ = ⇒ = ⇒ =
2

1 10 3
3 3

 

578- گزین875 بنابر قاعدۀ ضرب، 	4

  f x x x x
x

( ) ( ) ( )( )′ = + + −21 1 1 2
2

 

. f ( ) ( ) ( )( )′ = + − =
×
1 494 17 2 1 8

2 2 4
بنابراین 

678- گزین876 بنابر قاعدۀ تقسیم، 	4

 
x x

x xf x
x

( ) ( )( )
( )

( )

− − − +
′ =

− 2

1 11 1
2 2

1
 

.
 

f
 

( ) ( )
( )

( )

− + +
′ = =

− 2

2 1 2 11 1
1 2 2 2 2 8
4 11

2

در نتیجه 

778- گزین877 ضابطۀ تابع را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۱

 f x xx x x x( ) ( )= + = +
111 1 3
62 3 22 2

بنابراین

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
5 1
6 211 11 293 1 3

6 6 6
878- گزین878 ، در یک همسایگی نقطۀ 2  x x x x( )− = −3 22 2 چون  	۲

x مثبت است، بنابراین  x−3 2 علامت عبارت 
 f x x x x x x x( ) ( )= + − = + −2 3 3 22 2

. f ( )′ =2 14 f و  x x x( )′ = + −23 2 2 در نتیجه 

978- گزین879  x[ ] 3 مقدار 
2

توج�ه کنید که در یک همس�ایگی نقط�ۀ  	۳

برابر 1 است و در نتیجه
x x xx x xf x f x f

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − +′ ′= ⇒ = = ⇒ =
+ + +

2 33 3 2

2 2
3 5 2 15 3 162

5 2 1695 5

088- گزین880 x منفی است  −2 ، علامت عبارت 1 4
5

در نزدیکی نقطۀ  	2

. بنابراین x[ ]=2 1 ، 4
5

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 2 2 و 

 x
f x x

x
( )

( ) ( )
− −

= =− −
+

2 1 1
1

 

. f ( )′ =−4 1
5

f و  x( )′ در نتیجه 1−=

188- گزین881 . بنابراین f x ax ax( )′ = − +23 2 4 توجه کنید که  	1

 f a a a( )′ − = ⇒ + + = ⇒ =12 12 12 4 4 12
2

 

. f ( )′ =91
2

. پس  f x x x( )′ = − +23 4
2

در نتیجه 
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8828 ابت�دا ضابط�ۀ تاب�ع را س�اده می‌کنی�م و مش�تق آن را نیزگ -82 	۲
به‌دس�ت  می‌آوریم:

 f x x x x x x x f x x x( ) ( )( ) ( )′= − − = − + ⇒ = − +2 2 5 3 4 21 2 3 2 5 9 2
بنابراین

 
x

f x x x
x

( )

 +=′ = ⇒ − + = ⇒
− =

2
4 2

2

9 41
100 5 9 2 0

9 41
10

x مشتق تابع f برابر صفر  −=± 9 41
10

x و  +=± 9 41
10

پس در نقاط 

. 2
5

است. حاصل‌ضرب این اعداد برابر است با 

8838 توجه کنید کهنیزگ -83 	1
 f x x x x x x x( ) − − −= + + + + + + + +10 9 1 2 101 

 . f x x x x x x( ) − − −′ =− − − − + + + +11 10 2 910 9 1 2 10  بنابرای�ن 
 . f ( )′ =− − − − + + + + =1 10 9 1 1 2 10 0  در نتیجه 

8848 توجه کنید کهنیزگ -84 	1
x x x x x x

f x x   x
x x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − + + − +
= = = − ≠−

+ +

5 2 3 2 3 3
2

3 3

1 1 1
1 1

1 1

 . f ( )−′ = −2 1 2 1
2

x2 است و  در نتیجه برای هر x≠−1 مشتق تابع f برابر 

8858 توجه کنید کهنیزگ -85 	2

 x m x x x x mx
f x

x x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + + − + − +′ =
+ +

2 2

2 2
2 5 3 2 5 4

5 3
در نتیجه 

f m m m( ) ( )( ) ( )( )′ − = ⇒ − − − + − − + + + = ⇒ =−131 0 2 1 5 3 2 5 1 4 0
2

8868 x ب�ه‌ازای x=1 برابر صفر نیزگ -86 x−3 توج�ه کنید ک�ه  	4
است، پس عامل صفر کننده است. از طرف دیگر، 

 y x x y y
x x

( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =3
3 2

1 1 1 1 11
2 3 62 3

 

. f ( )′ = × =
+

1 1 11
6 1 1 12

در نتیجه 

8878 ضابطۀ تابع را به‌صورت زیر می‌نویسیم:نیزگ -87 	1

 f x xx xx x x( ) ( )= + = +
171 1 4
63 2 31  

بنابراین

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
11 1
6 317 4 17 4 251

6 3 6 3 6
 

8888 ، نیزگ -88 x=−1 g ق�رار دهیم  x x
f x x
( )

( )
−=

2 1
2

اگ�ر در تس�اوی  	2

. اگر از دو طرف تس�اوی داده  g( )− =1 0 ، به‌دس�ت می‌آی�د  f( )− =1 1 چون 
شده مشتق بگیریم، به‌دست می‌آید 

 g x f x f x g x x x x

f x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

′ ′− − −
=

2

2 2
2 2 2 1

4

، بنابراین  g ( )′ − −
=

1 0 1
1

، به‌دست می‌آید  x=−1 اگر در این تساوی قرار دهیم
g ( )′ − =1 1

8898 x منفی نیزگ -89 x−2 3 x=2 مقدار عبارت  در یک همسایگی  	3
x مثبت اس�ت. بنابرای�ن ضابطۀ تاب�ع در این  x+2 3 اس�ت و مق�دار عبارت 

f است. بنابراین x x x x x x( )=− + − − =−2 2 23 3 2 همسایگی به‌صورت 
 f x x f( ) ( )′ ′=− ⇒ =−4 2 8  

8908 اگر ضابطۀ تابع را به‌صورتنیزگ -90 	3

 f x x( ) ( )= −2 49 xx xx

g x

( )( )( )( )

( )

−− −− 22 22 4820 2150 



بنویسیم، در این صورت
 f x x g x f x xg x x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = + −2 249 2 49  

 x g x( ) ( )′−2 49 f را حس�اب کنیم، مقدار عبارت  ( )′ 7 واضح اس�ت که اگر 
xg را حساب کنیم: x( )2 صفر می‌شود و کافی است مقدار عبارت 

f g( ) ( ) ( )( )( ) ( )

!

′ = × = × × − − − −

=− ×

7 2 7 7 2 7 49 50 49 20 49 21 49 48

14 29



 

8918 توجه کنید که نیزگ -91 	2
 f x x x x x x( )′ = − + − + + −2 3 48 491 2 3 4 49 50  

 . f ( )′ − = + + + + + + =1 1 2 3 4 49 50 1275 بنابراین 
8928 ابت�دا توجه کنید که چ�ون مقدار x+1 به‌ازای x=−1 نیزگ -92 	3

x ب�ه‌ازای  x x ax( )( )( )( )+ + + +1 2 3 4 صف�ر اس�ت، پس مش�تق عب�ارت 
. بنابراین a a( )( )( )− + − + − + = −1 2 1 3 4 8 2 x=−1 برابر است با 

a a− = ⇒ =8 2 2 3  
8938 . در این صورتنیزگ -93 f x ax b( )= + فرض می‌کنیم  	3

 f x a f x f x a x ab x( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = + = −2 4 8
a a f a f      , ( ) ( )′ ′= ⇒ =± = ⇒ =±2 4 2 3 3 2 بنابراین�

8948 ابتدا مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم: نیزگ -94 	3

 

x xf x
x mx

x x mx x m x x
f x

x mx

( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

− +=
+ +
− + + − + − +′ =

+ +

2

2

2 2

2 2

1
1

2 1 1 2 1
1

 

. در نتیجه m
f m

( )( ) ( )( )
( )

− −′ = =− −
2

1 1 10 1
1

بنابراین 

 m m m− − = ⇒ =− 11 2
3

 

8958 توجه کنید کهنیزگ -95 	3

 g x
f x x f x g x

x

( )
( ) ( ) ( ) ( )

−
= ⇒ + = −

+
2

2
1 1 1
1

 

، به‌دست می‌آید x=1 اگر از دو طرف این تساوی مشتق بگیریم و قرار دهیم 
x f x x f x g x f f g g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + = ⇒ =22 1 2 1 2 1 1 1 12

8968 توجه کنید کهنیزگ -96 	4

 
h h

f h f f h f
f

h h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 2 2 2 2 22 2 2
3 3 2 3

، پس f x x x( ) −= +2 22 8 از طرف دیگر، 

 f x x x x  
x

( ) ( ) −′ = + − = −3
3

164 8 2 4

. × =2 6 4
3

f و مقدار حد مورد نظر برابر است با  ( )′ = − =2 8 2 6 بنابراین 
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798- گزین897 ابتدا مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	2
x xf x
x x

x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

2

33

3 32 3 3 2

33 2

33 2 2
3 2

33 2

1 12 3
2 3

، نتیجه می‌شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

 f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =−

+ 2

1 12 1 1 3 1 1
52 31

121 1
 

898- گزین898 توجه کنید که 	4
f g x f x g x g x f x

f g f g g f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

′ ′ ′× = +

′ ′ ′× = +1 1 1 1 1

f را به‌دست می‌آوریم: g× ابتدا ضابطۀ تابع 

f g x f x g x x x x x x x

x x x x x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

× = = + + − +

= + + − + = − − =−

2 4 2 9 2 4 2 9

2 4 2 2 4 2 9 4 4 2 9 18

بنابراین
 f g x x x f g( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′× = − =− ⇒ × =− × =−18 17 1718 1 18 1 18

998- گزین899  x x x− 22 در یک همسایگی نقطۀ x=1 علامت عبارت  	4
x=4 علامت این عبارت منفی است.  مثبت اس�ت و در یک همس�ایگی نقطۀ 

بنابراین در یک همسایگی نقطۀ 1، 

f x x x x x x f x  x f  ( ) ( ) ( )′ ′= − = − ⇒ = − ⇒ = − =−
5 3

2 2 25 5 12 2 2 1 2
2 2 2
و در یک همسایگی نقطۀ 4، 

 f x x x x x x f x x

f

( ) ( )

( )

′=− + =− + ⇒ =− +

′ =− + × =

5 3
2 2 252 2 2

254 2 8 18
2

 

 . f f( ) ( )′ ′ =−1 4 9 بنابراین 

009- گزین900 21 مق�دار 
2

توج�ه کنی�د ک�ه در ی�ک همس�ایگی نقط�ۀ  	1

x−10 مثب�ت و مق�دار عبارت‌ه�ای  x−2 و … و   ، x−1 ، x عبارت‌ه�ای 
x−20 منفی است. بنابراین ضابطۀ تابع در همسایگی  ، … و  x−12  ، x−11

این نقطه به شکل زیر است:
x x x( ) ( ) ( )− − − − − −11 12 20f x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= + − + − + + − −1 2 10

. f ( )′ =21 1
2

، که k مقداری ثابت است. بنابراین  f x x k( )= + در نتیجه 

109- گزین901 ، بنابراین n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که  	2

 
f x x x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

− −′ ′ ′= − − − − −

= − − −

3 1 4 1

2 3

3 3 2 3 2 4 2 3 2 3

3 3 3 2 4 2 2 3
 

 f ( ) ( ) ( )′ − = − − − − − = × + × = ×2 3 2 3 21 9 3 2 8 2 3 9 5 8 5 49 5 در نتیجه�

209- گزین902 ، n ng ng g( ) −′ ′= 1 بنابر قاعدۀ ضرب و اینکه  	1

 

f x x x x x

x x x x x

x x x x x

( ) (( ) ) ( ) ( ) (( ) )

( ( )( ) )( ) ( ) ( ( )( ) )

( )( ) ( ) ( )

− −

′ ′ ′= − + + − +

= − + + − +

= − + + − +

2 2 4 2 2 4

2 2 1 4 2 2 4 1

2 4 2 2 3

1 2 1 2

2 2 1 2 1 4 1 2

4 1 2 4 1 2

 

. f ( ) ( )( )′ = + =30 0 4 1 2 32 بنابراین 
309- گزین903 . از  gof f g f( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′=1 1 1 بناب�ر قاعدۀ زنجیری،  	3

بنابرای�ن   . f x x( )′ = −23 1 ، در نتیج�ه  f x x x( )= − +3 1 ط�رف دیگ�ر، 
. همچنین f ( )′ =1 2 )f و  )=1 1

 g x x g x x g f g( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= − ⇒ =− ⇒ = =−22 2 1 1 2  
 . gof( ) ( ) ( )′ = × − =−1 2 2 4 بنابراین 

409- گزین904 ، بنابراین n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که  	1

 f x  x
xx

( ) ( )( )( )−′ = − − + 4
2

1 13 3 3  

. f ( )′ =−128 1 3 . بنابراین  f ( ) ( )( )( )− −′ = − =4 31 3 2 4
128

در نتیجه، 

509- گزین905 ، بنابراین gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجه کنید که  	4

 xf x f
x

( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ =
+3 2 2

2 105
273 2

 

609- گزین906 توجه کنید که  	4

 xf x  f  
xx

( ) ( )′ ′= − ⇒ = − =
×−2

2 1 4 1 134
2 2 122 92 7

 

709- گزین907 f طبق  x x x( )=− + +22 3 4 اگر از دو طرف تس�اوی  	3
قاعدۀ زنجیری مشتق بگیریم، به‌دست می‌آید

 x

x f x x f x x

f f

( ) ( ) ( )

( ) ( )=

′ ′ ′=− + ⇒ =− +

′ ′→ =− + ⇒ =−2

2 2 2 3 2 2 2 3

12 4 4 3 4
2

 

809- گزین908 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به‌دست می‌آید 	4

 f x f x
x x xx

( ) ( ) ( )
( )

−′ ′ ′= ⇒ =
− − −− 2

1 1 3 16 6
3 1 3 1 3 13 1

 

 . f ( )− ′ =3 1 6
4 2

، به‌دست می‌آید  x=1 اگر در این تساوی قرار دهیم 

. f ( )′ =−1 8
2

پس 

909- گزین909 . از طرف 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−2

2 2
2

توج�ه کنید ک�ه  	1

دیگر، اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به‌دست می‌آید

 
x

f x x f f( ) ( ) ( )
= −

′ ′ ′− − = + →− =− ⇒ =
1

1 6 1 2 5 2 5  
بنابراین مقدار حد مورد نظر برابر 5 است.

9109 g مش�تق 0- گزین1 x f x( ) ( )= 2 3 تس�اوی  از دو ط�رف  اگ�ر  	4
بگیریم، به‌دست می‌آید

 g x f x f x x f x f x x f x f x( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= = =3 3 2 3 3 2 3 32 2 3 6
، به‌دست می‌آید x=2 اگر در این تساوی قرار دهیم 

 g f f( ) ( ) ( )′ ′= × × = × × =12 6 4 8 8 6 4 4
6
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9119 بنابر قاعدۀ زنجیری، 1- گزین1 	1
 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′− = − −1 1 1  

از طرف دیگر، 

 g x x x g x x g( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ − =3 23 3 3 1 0  

. fog( ) ( )′ − =1 0 بنابراین 

9129 ، بنابراین2- گزین1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که  	3

 
f x x x

x x x x x x

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ( )( ) )( ( ) ) ( )( ( ) )

−

−

′ ′= + + + +

= + + + = + + +

2 2 2 2 3 1

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 1 2

3 2 2 2 1 2 12 2 1 2

. f ( )′ = × × × =21 12 1 3 10 3600 بنابراین 

9139 ، بنابراین3- گزین1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که  	3

 f x    x
xx x x

( ) ( )( )′ = − + + − + 2
2 4 3

1 3 1 13 1  

. f ( )′ =1 9 در نتیجه 

9149 ، بنابراین4- گزین1 gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجه کنید که  	4

 xf x f
x x

( ) ( )
( )( )

− −′ ′= ⇒ = =−
− +3 2 2

2 3 1 11
3 1 33 3 1

 

9159 بنابر قاعدۀ ضرب، 5- گزین1 	2

 xf x x x x x
x

( ) ( ) ( )′ = + + + +
+

2 2
2

22 3 3 3
2 3

 

. f ( )′ = × + × =11 5 2 4 12
2

بنابراین 

9169 . اگ�ر از دو طرف این 6- گزین1 xf x
x

( ) +=
+

2 2 1
2

توج�ه کنی�د که  	4

، به‌دست می‌آید x=1 تساوی مشتق بگیریم و قرار دهیم 

 x x
f x f x f f

x

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

+ − + −′ ′= ⇒ = =
+ 2

2 2 1 2 1 6 3 12 2 1 1
9 32

 

. f f( ) ( )′ =11 1
6

بنابراین 

9179 )g و7- گزین1 ) += =2 14 1
3

توجه کنید که  	1

 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= =4 4 4 4 1  

از طرف دیگر
x x x x x x xf x f

x x
xx  x

x xg x
x

 
g

   

( )( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+ + − + − + +′ ′= = = =
+ +

− − +
−′ =

−

× − ×
′ = =−

2 2 2

2 2 2 2

2
2

2

2 1 1 2 2 1 2 11
4 21 1

1 27 1
2 2 7

7
1 83 3

134 64
9 36

 . fog( ) ( ) − −′ = × =1 13 134
2 36 72

بنابراین 

9189 توجه کنید که 8- گزین1 	4

 
ax x  ax a

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1
2 3 1

3 1
 

بنابراین

 
aa  a a

f a
( )( ) ( )

( )
− +

×′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3 52 2
21 21 21 212 2 21
8 4 8 4 8 5

 

9199 f مش�تق 9- گزین1 x g x x( ) ( )= +2 2 اگ�ر از دو طرف تس�اوی  	1

. اگر در این تساوی  f x x g x x( ) ( ) ( )′ ′= + +22 2 2 بگیریم، به‌دس�ت می‌آید 
 . g ( )′ =15 9 ، پس  f g( ) ( )′ ′=3 8 15 ، به‌دست می‌آید  x=3 قرار دهیم 

029- گزین920 اگر از دو طرف تس�اوی داده ش�ده طب�ق قاعدۀ زنجیری  	4
. اگر در  xf x f x( ) ( )′ ′− = − +24 2 4 3 3 5 مش�تق بگیریم، به‌دس�ت می‌آی�د 

، به‌دست می‌آید x=1 این تساوی قرار دهیم 
 f f f( ) ( ) ( )′ ′ ′− = − + ⇒ − =4 2 3 2 5 2 5  

129- گزین921 توجه کنید که 	3

 x x x x xf x f
x x

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

− − − −′ ′= ⇒ − =
− −

2 2 3 3

2 2 2
3 1 2 1 12 2 0

1 1
 

229- گزین922 ) روی نم�ودار تاب�ع f اس�ت، پ�س  , )2 3 چ�ون نقط�ۀ  	1
) گذش�ته است، شیب آن  , )5 0 ) و  , )2 3 . چون خط d از نقطه‌های  f( )=2 3

. اکنون توجه کنید که  f ( )′ =−2 1 . بنابراین  − =−
−

3 0 1
2 5

برابر است با 

 
g x f x x f x

g f f

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

′ ′= − + −

′ ′= + = − =−

3 4 3 3 4

2 2 6 2 3 6 3

329- گزین923 بنابر قاعدۀ ضرب، 	1

 f x x x
x x

( ) ( ) ( )′ = + − + − +
− +

1 14 1 1 2
2 1 2 4

 

. f ( ) ( )′ = + × =
× ×
1 1 75 2 4

2 2 2 3 6
در نتیجه 

429- گزین924 f و  x x x x( ) (( )( ))= + +3 22 2 توج�ه کنی�د ک�ه  	4

، بنابراین  n ng ng g( ) −′ ′= 1

f x x x x x x x x
x

( ) (( )( ) ( )( ))( )( )′ = + + + + + +2 3 312 3 2 2 2 2 2
2

 . f ( ) ( ( ) ( ))( )( )′ = + + =11 2 3 3 3 2 3 3 297
2

در نتیجه 

529- گزین925 . بنابراین x af x
x ax

( )
( )

+′ =
+

2

3 3 2
3 3

3 3
توجه کنید که  	2

 f a a( )′ = ⇒ × + = ⇒ =−22 0 3 2 3 0 4  
629- گزین926 توجه کنید که  	4

 
fog x f g x x

x x x

( )( ) ( ( )) ( )

| |

= = − +

= − + = =

3 2 3

2 2

1 1

1 1

بنابراین

 xg x f g x fog x x
x

( ) ( ( )) ( ) ( ) (| |)
| |

′ ′ ′ ′= = =  
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729- گزین927 طبق قاعدۀ مشتق تابع مرکب: 	۲

 
y f x x y x x f x x

x x x

x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′= + + ⇒ = + + + +

− + + − −= + × = × =
+ + + + + + +

2 2 2

2

2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 11
1 1 1 1 1

829- گزین928  . f f g( ) ( ( ))= −2 1 ، پس  g( )− =1 2 توجه کنید که چون  	2

بنابراین

 x  x  

f g x f f g x f g
x x

fog g f g f

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

→− →−

− − −
=

+ − −
′ ′ ′ ′= − = − − = × = × − =−

1 1

2 1
1 1

1 1 1 5 2 5 3 15
 

929- گزین929 ابتدا از دو طرف تساوی داده شده مشتق می‌گیریم: 	۱

 

f x x f xxg x x g x
f x f x

f x x f x
g x

x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

′−′= ⇒ =

′−′ =

2 2 2
3 2 3

2 2 2

2 2 2
3

2 2 2

23

2
3

x=2 و نتیجه می‌شود اکنون در تساوی فوق قرار می‌دهیم 

 f f
g

f

( ) ( )
( )

( )

− ×′−′ = = =−
×2

131 84 8 4 88 1
12 112 4

039- گزین930 ابتدا توجه کنید که 	2

 x k kf x f x
x x

( ) ( )
( )

+ −′= ⇒ =
+ + 2

2
2 2

 

بنابراین

 
g x fof x g x f x f f x

kg f f f f f

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′= =0 0 0 0
2

 

در نتیجه

 

k k kk
k

kk k

k kk

( ) ( )
( )

( )

( )

− −× = ⇒ − = +
+

 − = + =− ⇒ 
=− − =− +

2 2
2

2 2 4 2 16 2
4 22

2

2 4 2 22
102 4 2

2

 

پس حاصل‌ضرب مقادیر ممکن برای k برابر 20 است.

139- گزین931 x=1 پیوس�ته  تواب�ع گزینه‌ه�ای )1(‌ و )3(‌ در نقط�ۀ  	4
نیستند،‌ پس مشتق‌پذیر نیستند. 

x=1 پیوسته است: در گزینۀ )2(، ابتدا توجه کنید که تابع در 

x  x  
f f x f x( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 1

بنابراین
x xx x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 >≥ ′= ⇒ =  <<  

2

23
2 11
3 11

چ�ون   .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 3 3 و   

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 2 2 همچنی�ن 

x=1 مشتق ندارد.  ، پس این تابع هم در نقطۀ  f f( ) ( )+ −′ ′≠1 1

x=1 پیوسته است و  در گزینۀ )4( تابع در نقطۀ 
x xx x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 >− ≥ ′= ⇒ = 

<<  

2

23

6 13 1 1
6 12 1

چ�ون   .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 6 6 و   

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 6 6 همچنی�ن، 

x=1 مشتق‌پذیر است. ، پس تابع گزینۀ )4( در نقطۀ  f f( ) ( )+ −′ ′=1 1

239- گزین932 توجه کنید 	4

 
h  

f h f
f

h
( ) ( )

lim ( )
+ +

→

− + − − ′= −
0

1 1 1

x=−1 پیوس�تگی راس�ت ندارد، پس مش�تق راس�ت هم  چون تابع ‌f در نقطۀ 
ندارد. بنابراین حد فوق وجود ندارد. دقت کنید که می‌توانیم بدون اس�تفاده از 

مفهوم مشتق هم نشان دهیم این حد وجود ندارد:

 
h h

f h f h
h h

( ) ( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− + − − − + −
= =−∞

3

0 0

1 1 2 1 3

339- گزین933 x=−1 مش�تق‌پذیر اس�ت، پس در  چون تابع در نقطۀ  	3
این نقطه پیوسته است. یعنی

 x  x  
f f x f x

a a b a b
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ − → −

− = =

− + =− + = − ⇒ − =
1 1

1

2 2 1 1
 

، بنابراین
ax x

f x
x b x

( )
 >−′ =

+ <−

23 1

2 1
از طرف دیگر 

x  
 f x b b

( )
, ( ) lim ( )

−−
→ −

′ − = + =− +
1

1 2 2
x  

f ax a 
( )

( ) lim ( )
++

→ −
′ − = =2

1
1 3 3

f f a b( ) ( )+ −′ ′− = − ⇒ = −1 1 3 2

 b=− 5
2

−=a و  3
2

 نتیجه می‌شود 
a b

a b

− =


− =−

1

3 2
از حل دستگاه معادلات 

 . a b+ =−4 و در نتیجه 

439- گزین934 x=1 پیوس�ته و  ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ  	2
مشتق‌پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
f ( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = = > ′ = ⇒ 
′+ < = + =  

1 1
22

1

1

1 2

1 3 33 1

2 1 1 1 2 1 3

 

. از طرف دیگر f ( )′ =1 3 بنابراین 

  
x x x

f x f x f
f

x xx

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )
→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−21 1 1

2 1 1 1 1 31 3
1 1 2 2 21

 

539- گزین935 )f و  )=1 2 توجه کنید که  	2

 
x x x x

f x x x f x xlim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim
+ + − −→ → → →

= + = = =3

1 1 1 1
2 4 4  

f وجود ندارد، از طرف دیگر ( )−′ 1 x=1 پیوستگی چپ ندارد و  پس تابع در 

 
x x

f x
x

( )
 + >′ =

<

23 1 1

4 1
 

 .
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ ++

→ →
′ ′= = + =2

1 1
1 3 1 4 بنابراین 



)127(

639- گزین936 x=2 پیوس�تگی چپ ندارد،  توج�ه کنید که تاب�ع f در  	3
پس مشتق چپ هم ندارد. از طرف دیگر

 

x x x

x

x

x

x x x xxf
x x x
x

x f x x f x x f x

x f x x f x x f x

[ ] ( )( )
( ) lim lim lim

lim ( )

( ) ( ) lim ( )

( ) ( ) lim ( )

+ + +

+

+

−

+
→ → →

→

→

→

− − +−′ = = =
− − −

= + =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2

2
2

2
2

2

8 2 2 22 82
2 2 2

2 2 8

2 3 2 4 8

1 2 2 4

 

739- گزین937 . g g( ) ( )′= =2 2 ، آن‌گاه0 g x x x( ) ( )( )= + − 21 2 اگر 	4
x=2 مشتق‌پذیر است.  f در نقطۀ  x g x( ) | ( )|= بنابراین تابع 

839- گزین938 x باید  x m+ +2 24 چندجمله‌ای داخل قدرمطلق یعنی  	2
دو ریشۀ متمایز داشته باشد. پس

 m m m∆= − > ⇒ < ⇒− < <2 216 4 0 4 2 2  

939- گزین939  f x x x x( ) ( )|( )( )|= − − −2 2 3 به‌ص�ورت  را  تاب�ع  	2
x=3 مشتق ندارد،  x=2 و  y در نقاط  x x|( )( )|= − −2 3 می‌نویسیم. تابع 

)x در پش�ت قدرمطلق باعث می‌ش�ود که تابع f در   )−2 ولی عامل صفر كنندۀ 

x=3 مشتق ندارد.  x=2 مشتق‌پذیر باشد. پس تابع f فقط در نقطۀ  نقطۀ 

9409 x دو نیزگ -40 x x( ( )( ))− = − +2 4 2 2 عبارت داخل قدرمطلق  	1

2− دارد. برای آنکه تابع مورد نظر مش�تق‌پذیر باش�د، باید  ریش�ۀ س�ادۀ 2 و 

x=2 برابر صفر شود: x=−2 و  x به ازای  ax b+ +2

x a b a b

x a b a b( ) ( )

 = ⇒ + × + = ⇒ + =−


=− ⇒ − + − + = ⇒− + =−

2

2

2 2 2 0 2 4

2 2 2 0 2 4
 

 . a b+ =−3 4 ، بنابراین  b=−4 a=0 و  پس 

9419 . چون نیزگ -41
x x

f x
x

( )
− <′ =

>

4 3 3

9 3
توج�ه کنی�د ک�ه  	3

) مش�تق‌پذیر اس�ت،  , )−∞ 3 ) پیوس�ته و روی بازۀ  , ]−∞ 3 تابع f روی بازۀ 

) مشتق‌پذیر است و , )+∞3 ] پیوسته و روی بازۀ  , )+∞3 همین‌طور روی بازۀ 

 x x

x x

f x x

f x

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

′ = − =

′ = =
3 3

3 3

4 3 9 1

9 9 2
 

f اس�ت، و چون  ( )+′ 3 f و مقدار حد )2( برابر  ( )−′ 3 پس مقدار حد )1( برابر 

. f ( )′ =3 9 این دو مقدار برابرند، پس 

9429 . بنابرایننیزگ -42
x x

f x
x x

( )
+ >′ =

<
2

2 2 2

3 2
توجه کنید که  	1

 x x

x x

f f x x

f f x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = = × =
2 2

2

2 2

2 2 2 4 2 6

2 3 3 4 12
 

  . f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 6 12 6 در نتیجه 

9439 )f ونیزگ -43 )=2 3 توجه کنید که  	4

x x

x x

f x x

f x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + =

= − =

2

2 2
3

2 2

1 5

1 7

x=2 نه پیوستگی چپ دارد و نه پیوستگی راست. بنابراین  پس تابع f در نقطۀ 
مشتق چپ و مشتق راست تابع در این نقطه وجود ندارند.

9449 x=2 مش�تق‌پذیر اس�ت، پس در نیزگ -44 چون تابع f در نقطۀ  	4
این نقطه پیوسته است. یعنی 

 x x

x x

f f x f x

b x ax cx c b a c     I

( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

+ −

+ −

→ →

→ →

= =

= + = + ⇒ = + =
2 2

3 2

2 2

2

8 2 5
 

از طرف دیگر

 

x x

x x

I

x a x
f x

cx x

f f x x a a

f f x cx c

f f a c a c

c c c

f c

( )

( )

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )

( )

( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

+ −

 + >′ =
<

′ = = + = +

′ = = =

′ ′= ⇒ + = ⇒ = −

→ + − = ⇒ =

= =

2

2

2 2

2 2

3 2

2 2

2 3 12

2 2 4

2 2 12 4 4 12

168 2 4 12 5
3

802 5
3

 

9459 توجه کنید کهنیزگ -45 	3

 
x a x

f x
ax x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2

پس

 x x

x x

f f x x a a

f f x ax a

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = +

′ ′= = + = +
2 2

2

2 2

2 2 4 4 4

2 3 2 12 2

x=2 مشتق‌پذیر است، پس چون تابع در 

 f f a a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒ + = + ⇒ =12 2 4 4 12 2
4

. f a f a( ) ( )′ ′= = + = + =3 114 1 3 2 2
4 4

بنابراین 

9469 x=1 نیزگ -46 x=0 و  نمودار تابع به شکل زیر است و در نقاط  	4
 x=1 x=0 و  . توجه کنید که  fD { , }′ = − 0 1 نقطۀ گوش�ه‌ای دارد. پس 

ریشه‌های سادۀ عبارت‌های داخل قدرمطلق هستند.



فصل دوم: آزمون ها
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9479 تابع در نقطۀ x=1 مشتق چپ و مشتق راست نابرابر دارد:نیزگ -47 	3

 

x f x x x x x x

f x x x f

x f x x x x x x

f x x x f    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

≥ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =

≤ ≤ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =−

2 3 2

2

2 2 3

2

1

3 2 1 3 2 1

0 1

2 3 1 2 3 1

 

x=0 مشتق‌پذیر است: ولی در نقطۀ 

 
x  x  x  

f x f x x x
f x x

x x
( ) ( ) | |

( ) lim lim lim| |
→ → →

− −′ = = = − =
−

2
2

0 0 0

00 0
0

 

g مشتق ندارد.  x( )=0 y در ریش�ه‌های س�ادۀ  g x| ( )|= توجه کنید که تابع 

 y x x x| |= −2 x=0 و x=1 مشتق ندارد ولی تابع  y در  x x| |= −2 پس 

 x=0 به دلیل وجود عامل صفرکنندۀ x که در قدرمطلق ضرب ش�ده است در 
مشتق‌پذیر است.

9489 توجه کنید که ضابطۀ تابع به‌صورت زیر است:نیزگ -48 	1
 f x x x x x x x( ) | | | ( )| | |= − = − = −3 2 2 21 1  

بنابراین تابع فقط در x=1 مشتق‌پذیر نیست، زیرا عبارت داخل قدرمطلق فقط 
x=1 دارد. یک ریشۀ سادۀ 

9499  مش�تق‌پذیر باش�د، بای�د نیزگ -49 ب�رای اینک�ه تاب�ع f روی  	1
y ریش�ه نداشته باش�د یا ریشۀ مضاعف داشته  x x m= − +2 2 چندجمله‌ای 
باش�د. زیرا اگر این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باش�د، آن‌گاه تابع f در این دو 

ریشه مشتق‌پذیر نیست. بنابراین
 m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥0 4 4 0 1 

9509 برای اینكه تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق‌پذیر باشد،‌ باید نیزگ -50 	2
دو عامل x−1 در آن وجود داشته باشد. یعنی باید

 x ax b x x x a( )+ + = − = − + ⇒ =−2 2 21 2 1 2  

159- گزین951 f است. ( )′ 2 شیب خط مماس برابر  	1

 f x f
x

( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
2

1 1 51 2 1
4 4

)f می‌گذرد. پس معادلۀ خطی را می‌خواهیم که  , ( ))2 2 خط مورد نظر از نقطۀ 

5 باشد، یعنی
4

) عبور کرده و شیب آن برابر  , )32
2

از نقطۀ 

 y  x x y( )− = − ⇒ − − =3 5 2 5 4 4 0
2 4

9529 ابتدا توجه کنید که نیزگ -52 	1

 f x x x( )= ⇒ − = ⇒ =2 1 2 5  

) را می‌خواهیم: , )5 2 بنابراین معادلۀ خط مماس در نقطۀ 

 f x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
−

1 15
42 1

 

1 است و معادلۀ آن به‌صورت زیر است:
4

بنابراین شیب خط مماس مورد نظر برابر 

 y x y x( )− = − ⇒ − =12 5 4 3
4

 

9539 در نقاط�ی ک�ه خ�ط مم�اس ب�ر نم�ودار م�وازی مح�ور نیزگ -53 	2
طول‌هاست، مقدار مشتق تابع برابر صفر است. بنابراین

 f x x  x x
x

( )′ = − = ⇒ = ⇒ =±2 4 4
2

1 1 13 0
3 3

 

بنابرای�ن معادل�ۀ فوق دو ج�واب دارد و در دو نقطه، خط مم�اس بر نمودار تابع 
موازی محور طول‌هاست.

9549 y برابر 9 است، پس مشتق تابع f نیزگ -54 x= −9 1 ش�یب خط  	4
در نقطۀ مورد نظر باید برابر 9 باشد:

 
f x x x f x x x

x x x  x(.¡.¡.ù)  

( ) ( )

,

′= − + ⇒ = − =

− − = ⇒ =− =

3 2 2

2

3 15 3 6 9

3 6 9 0 1 3
 

مقدار تابع در نقطه‌ای با طول مثبت مد نظر است، پس
 f( )= − + =3 27 27 15 15  

9559 در نقطه‌ای که نمودار تابع بر محور طول‌ها مماس اس�ت، نیزگ -55 	4
مقدار تابع و مقدار مشتق آن صفر است. بنابراین:

 
f x x m m x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = + = ⇒ =−

= ⇒ + − − = ⇒ =− ⇒ =−

2 2

3 2 3

3 0 3

0 3 54 0 27 3
. m=−27 بنابراین 

9569 1− است، بنابراین مقدار نیزگ -56 y برابر  x b=− + شیب خط  	2
1− است: x=2 برابر با  مشتق تابع f به‌ازای 

 a x ax a af x f a
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − + − −′ ′= = ⇒ = =− ⇒ =−
+ + +2 2 2

1 3 3 32 1 6
1 1 2 1

9579 2 اس�ت. بنابراین مقدار نیزگ -57
9

y برابر  x= +2 1
9

ش�یب خط  	1

2 است.
9

x=1 برابر  مشتق تابع f به‌ازای 

 x m x x mx
f x

x

( )( ) ( )
( )

( )

− + − − +′ =
+

2

2
2 2 1

2

 m m m
f

( )( ) ( ) ( )
( )

( )

− − − −′ = =
+ 2

2 3 2 2 21
91 2

 

بنابراین

 m
m m

( )−
= ⇒ − = ⇒ =

2 2 2 2 1 1
9 9

9589 تاب�ع نیزگ -58 نم�ودار  روی  منف�ی  ط�ول  ب�ا  نقط�ه‌ای  ابت�دا  	3
f پی�دا می‌کنیم که ش�یب خ�ط مماس بر نم�ودار در آن نقطه  x x x( )= −3 2

y یعنی 1 باشد: x k= + برابر شیب خط 

 
x

f x x x x x
x

  (.¡ï.¡ï.ù)

( )
=

′ = − = ⇒ − − = ⇒
=−

2 2
1

3 2 1 3 2 1 0 1
3

)A ب�ر نم�ودار تابع مماس  , )− −1 4
3 27

y در نقطۀ  x k= + بنابرای�ن خ�ط 

می‌شود و نقطۀ A روی این خط قرار دارد. یعنی 

 k k− =− + ⇒ =4 1 5
27 3 27
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9599 باید ش�یب خط یعن�ی a بتواند با مش�تق تابع برابر ش�ود. نیزگ -59 	3
. a≥−1 بنابراین x − ≥−23 1 . واضح است که 1 f x x a( )′ = − =23 1 بنابراین 

069- گزین960 y را k واحد به بالا انتقال دهیم، به  x=− 2 اگر نمودار تابع  	3

. می‌خواهی�م خ�ط  k( )>0 f تبدی�ل می‌ش�ود  x x k( )=− +2 نم�ودار تاب�ع 
y ب�ر نمودار تابع f مماس ش�ود. ابت�دا نقطه‌ای از نمودار تاب�ع f را پیدا  x= +2 3
می‌کنیم که شیب خط مماس بر نمودار در آن نقطه برابر شیب این خط یعنی ۲ باشد:

 f x x x y( )′ =− = ⇒ =− ⇒ =2 2 1 1
)A نقط�ۀ م�ورد نظ�ر اس�ت ک�ه بای�د روی نم�ودار تابع  , )−1 1 پ�س نقط�ۀ 

f باشد. پس x x k( )=− +2

 k k− + = ⇒ =1 1 2

9619 ) و نیزگ -61 , )0 3 نقط�ۀ برخ�ورد نمودار تابع f ب�ا محور عرض‌ها  	2

f است. ( )′ 0 شیب خط مماس بر نمودار تابع f در این نقطه برابر 

 f x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
+

1 10
42 4

) عبور می‌کند، می‌نویسیم. , )0 3 1 را که از نقطۀ 
4

بنابراین معادلۀ خطی با شیب 

 y x y x( )− = − ⇒ = +1 13 0 3
4 4

9629 f نیزگ -62 ( )′ 2 )f و )=32
2

با توجه به ش�کل معلوم می‌شود که  	4

) می‌گ�ذرد، پ�س  , )4 0 )  و  , )0 3 براب�ر اس�ت ب�ا ش�یب خط�ی ک�ه از نق�اط 

. بنابراین ش�یب خط مماس بر نمودار تابع g در نقطه‌ای  f ( ) −′ = =−
−

3 0 32
0 4 4

به طول ۲ به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:
g x f x x g x f x f x g f f

gtIµ¶ ‰i KÃ{

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = +

−′= = × × + =−

24 8 1 2 8 2 2 1

3 32 8 1 8
4 2

. بنابرای�ن می‌خواهیم معادلۀ  g f( ) ( ) ( )= + = + =2 232 4 2 2 4 2 11
2

همچنی�ن 

) می‌گذرد: , )2 11 8− را بنویسیم که از نقطۀ  خطی با شیب 

 y x y x( )− =− − ⇒ =− +11 8 2 8 27

9639 . نیزگ -63 f x  
x

( )′ = −
2

21 )f و  )=1 3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	3

)  به‌صورت  , )1 3 f و در نتیجه معادلۀ خط مماس در نقطۀ  ( )′ =−1 1 بنابراین 
زیر است:

 y x y x( )− =− − ⇒ =− +3 1 4  
B قطع می‌کند.   ( , )4 0 A و   ( , )0 4 ای�ن خط محورهای مختص�ات را در نقاط 

. × =4 4 8
2

بنابراین مساحت مثلث OAB برابر است با 

9649 چ�ون A نقط�ه‌ای به طول صفر روی س�همی ب�ه معادلۀ نیزگ -64 	1
. چون خط d از  y=2 y است، پس عرض آن برابر است با  x bx=− + +2 2
) گذش�ته اس�ت، پ�س ش�یب آن براب�ر اس�ت ب�ا  , )3 0 )  و  , )0 2 نقطه‌ه�ای 

. چ�ون خ�ط d در نقطه‌ای به طول صفر بر س�همی مماس اس�ت،  − =−
−

2 0 2
0 3 3

x=0 برابر با شیب خط d است: ′y به‌ازای  مقدار 

 xy x bx y x b b=′=− + + ⇒ =− + → =−02 22 2
3

 

9659 x باشد. در این صورت نیزگ -65 y( , )0 0 فرض کنید نقطۀ تماس  	4

. اکنون  f x( )′ =0 y است، یعنی 1 x= +2 f برابر با ش�یب خط  x( )′ 0 مقدار 

توجه کنید که
f x x x f x x x x  x( ) ( ) ,′ ′= + − ⇒ = ⇒ + − = ⇒ =− =2 2

0 0 0 0 01 1 2 0 2 1

y اس�ت، پ�س  x= +2 x روی خ�ط  y( , )0 0 ، چ�ون نقط�ۀ  x =−0 2 اگ�ر 

) روی نمودار تابع f است، پس , )−2 0 y و چون نقطۀ  =0 0

 k k=− + + + ⇒ =−8 4 40 2
3 2 3

k=19 که قابل قبول نیست زیرا 
6

y و نتیجه می‌شود  =0 3 ، آن‌گاه  x =0 اگر 1

 . k<0 طبق فرض سؤال باید 

9669 توجه کنید کهنیزگ -66 	3

 
x

y
y x

=− ⇒ =−
= +

1
2

3 1

بنابراین
 f a b( ) ( )− =− ⇒− + =−1 2 2 1

y برابر ۳ اس�ت و چون نم�ودار تابع f در  x= +3 از ط�رف دیگر، ش�یب خط 1
. در نتیجه f ( )′ − =1 3 x=−1 بر این خط مماس است، پس  نقطۀ 

f x ax bx f a b a b   ( ) ( ) ( )′ ′= + + ⇒ − = − + = ⇒ − =23 2 2 1 3 2 2 3 3 2 1 2
 ، b=−5 a=−3 و  از ح�ل دس�تگاه معادله‌ه�ای )۱( و )۲( نتیج�ه می‌ش�ود 

. a b+ =−8 بنابراین 

9679 2− است. پس شیب خط نیزگ -67 x برابر  y+ =2 3 شیب خط  	3

1 است. بنابراین باید نقاطی را پیدا کنیم که مقدار 
2

مماس بر نمودار تابع f برابر 

1 است. پس
2

مشتق تابع در آن‌ها برابر 

 

x x
f x

x x

x x  x

x f

x f

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

( )

( )
( )

+ − +′ = = =
+ +

+ = ⇒ = =−

× += ⇒ = =
+
× − +

=− ⇒ − = =
− +

2 2

2

5 2 5 2 8 1
22 2

2 16 2 6

5 2 22 2 3
2 2

5 6 26 6 7
6 2

)B هستند که فاصلۀ آن‌ها برابر است  , )−6 7 )A و  , )2 3 پس نقاط مورد نظر 

. AB ( ) ( )= − − + − =2 26 2 7 3 80 با 
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9689 )  را به هم وصل نیزگ -68 , )−1 0 )  و  , )1 0 معادلۀ خطی که نقاط  	4
y=0 اس�ت. یعنی می‌خواهیم بدانیم تابع در چه نقطه‌ای بر  می‌کند، به‌صورت 

محور طول‌ها مماس است. بنابراین

 f x x x x x ( ) ,′ = − = ⇒ = =3 2 14 2 0 0
2

 

)  بر مح�ور طول‌ها  , )0 0 ، پ�س نم�ودار تاب�ع در  f x( )=0 ، آن‌گاه  x=0 اگ�ر 

، پس نمودار تابع در این نقاط  f x( )=− 1
4

، آن‌گاه  x =2 1
2

مماس اس�ت. اگر 

 f x( )′ =0 f و  x( )=0 بر محور طول‌ها مماس نیست. توجه کنید که شرط‌های 
برای نقاطی که در آن‌ها نمودار تابع f بر محور طول‌ها مماس است، برقرار است.

9699 )  نیزگ -69 , )α α−α22 راه‌حل اول اگر مختصات نقطۀ تماس را  	4
y f x( ) ( )( )′− α−α = α −α22 در نظر بگیریم، معادلۀ خط مماس به‌صورت 

 . y x( ) ( )( )− α−α = − α −α22 2 2 ، پس  f ( )′ α = − α2 2 اس�ت. چ�ون 
) در معادلۀ فوق صدق می‌کند. پس , )4 1 نقطۀ 

     

( ) ( )( )

( )( ) ,

− α−α = − α −α ⇒ − α+α = − α− α+ α

α − α+ = ⇒ α− α− = ⇒α= α=

2 2 2

2

1 2 2 2 4 1 2 8 2 8 2

8 7 0 1 7 0 1 7
. بنابراین  f ( )′ α =−12 α=7، آن‌گاه  f و اگ�ر  ( )′ α =0 اگ�ر α=1، آن‌گاه 

12− است. مجموع شیب‌های خطوط مماس برابر 
)A می‌گ�ذرد در نقط�ۀ  , )4 1 راه‌ح��ل دوم ف�رض کنی�د خط�ی ک�ه از نقط�ۀ 
B بر نمودار تابع مماس ش�ود. در این صورت شیب این خط برابر  f( , ( ))α α

f اس�ت. پس  ( )′ α )f اس�ت. از طرف دیگر، ش�یب این خط برابر  )α −
α−

1
4

با 

f را به‌دست می‌آوریم: ( )′ α مقدار 

 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ α = − α22 2 2 2 2  
بنابراین

 

f( )

( )( ) ,

α − α−α −= − α⇒ = − α
α− α−
α−α − = α− − α + α⇒α − α+ =

α− α− = ⇒α= α=

2

2 2 2

1 2 12 2 2 2
4 4

2 1 2 8 2 8 8 7 0

1 7 0 1 7

 

. بنابراین  f ( )′ α =−12 α=7، آن‌گاه  f و اگ�ر  ( )′ α =0 اگ�ر α=1، آن‌گاه 
12− است. مجموع شیب‌های خطوط مماس برابر 

9709 )  نیزگ -70 , )α+α
α−

5 1
1

راه‌حل اول اگر مختصات نقطۀ تماس را  	3

در نظر بگیریم، معادلۀ خط مماس به‌صورت زیر است:

y  f x( )( )α+ ′− = α −α
α−

5 1
1

. y  x( )
( )

α+ −− = −α
α− α− 2

5 1 6
1 1

، پس  f ( )
( )

−′ α =
α− 2

6
1

چون 

)  در معادلۀ فوق صدق می‌کند. پس , )0 2 نقطۀ 
 

 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

α− − α+ − − αα+ −− = −α ⇒ =
α− α−α− α−

α− − α− α α= ⇒− α− = ⇒− α − α+ =
α− α−α−

2 2

2
2

2 1 5 1 65 1 62 0
1 11 1

2 2 5 1 6 63 3 3 6 3 0
1 11

α ک�ه از معادل�ۀ فوق حاصل می‌ش�وند، طول نقاط تماس هس�تند که  مقادی�ر 
2− است. مجموع آن‌ها 

B بر نم�ودار تابع  f( , ( ))α α راه‌ح��ل دوم ف�رض کنید این خط‌ه�ا در نقطۀ 
f خواهد بود. بنابراین ( )′ α مماس شوند. در این صورت شیب این خط‌ها برابر 

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − −′ ′= ⇒ = ⇒ α =
− − α−2 2

5 1 6 6
1 1 1

 

 B f( , ( ))α α )A و  , )0 2 از ط�رف دیگ�ر، ش�یب این خط‌ه�ا ک�ه از دو نقطۀ 

. بنابراین f( )α −
α−

2
0

می‌گذرند برابر است با 

 
f( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

α+ −α − − −α−= ⇒ =
α αα− α−

α+ −= ⇒ α+ α− =− α⇒α + α− =
α α− α−

2 2

2
2

5 1 22 6 61
1 1

3 3 6 3 1 1 6 2 1 0
1 1

α ک�ه از معادلۀ فوق به‌دس�ت می‌آیند، طول نقاط تماس هس�تند که  مقادی�ر 
2− است. مجموع آن‌ها 

9719 ]  برابر است بانیزگ -71 , ]−1 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازه  	2

 f f ( )( ) ( )

( )

− −− −
= =

− −

302 1 12
2 1 3 2

 

9729 براب�ر  نیزگ -72  a[ , ]1 ب�ازۀ  f در  تاب�ع  تغیی�ر متوس�ط  آهن�گ  	1

 است. بنابراین
 f a f aa

a a a a a
( ) ( )

( )

−− −= = =−
− − −

1 11 1 1
1 1 1

 a
a

− =− ⇒ =1 2 3
3 2

 

9739 ]a براب�ر  نیزگ -73 , ]4 آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ  	2

f است. بنابراین a f a
a a

( ) ( )− −=
− −

4 2
4 4

a a a a a a a a
a

a a a a a a       .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− = ⇒ − = − ⇒ = + ⇒ = + +
−
− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2

2

2 1 6 12 4 6 8 36 16 64
4 6
20 64 0 16 4 0 16 4

9749 ب�ازۀ نیزگ -74 در   f x
x

( )=
−
1

4
تاب�ع  متوس�ط  تغیی�ر  آهن�گ  	3

f است: a f a
a

( ) ( )− −
2

a برابر  a[ , ]−

 
  f a f a a aa a

a a a a a

( ) ( )

( )

−− − − − − +− − −= = =
− −2 2

1 1
4 4 14 4

2 2 2 16 16
 

بنابراین
 a a      a
a

.¡.¡.ù, ( )−= ⇒ = ⇒ = =−
−

2
2
1 1 9 3 3

716
 

9759 a برابر نیزگ -75 a[ , ]−1 آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ  	1

f است: a f a
a a

( ) ( )− −
− +

1
1

a  a  f a f a a a
a a a a

a a a a
a a a a

a a a  

( )( ) ( )

( )( ) ,

− − − −− − −−= = + + = +
− −

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ − − =
− −

− + = ⇒ =−

2

2 2
2 2

1 111 1 1 11 1 1
1 1 1

1 3 1 11 2 2 0
2 2

2 1 0 1 2
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9769 ] برابر است بانیزگ -76 , ]−3 0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	4

 f f( ) ( ) ( )

( )

− − − −
= =

− −
0 3 0 30 10
0 3 3

 

 . f a( )′ x برابر است با  a= آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع f در نقطۀ 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= + ⇒ = +2 23 1 3 1 

بنابراین

a a a      a(.¡.¡.ù) ,+ = ⇒ = ⇒ = =−2 23 1 10 3 3 3  

9779 ] برابر اس�ت با نیزگ -77 , ]0 1 آهنگ تغییر متوس�ط تابع f در بازۀ  	3

. آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع f در نقطۀ x=1 برابر است با  f f
k

( ) ( )−
= −

−
1 0 1
1 0

 xf x x kx f k( ) ( )=′ ′= − → = −123 2 1 3 2

بنابراین
k k k− = − ⇒ =3 2 1 2  

9789 اگر S مساحت و P محیط دایره‌ای به شعاع r باشد، آن‌گاهنیزگ -78 	1

 S SS r r P r S      ,=π ⇒ = = π = π = π
π π

2 2 2 2  

بنابراین

 P S S P S
S S

( ) ( ) π′= π ⇒ = π× =12 2
2

 

1 است.
2

P خواسته شده که برابر  ( )′ π4 مقدار 

9799 ابتدا توجه کنید کهنیزگ -79 	2
 S x x S x x x S x x( ) ( ) ( )′= − ⇒ = − ⇒ = −26 6 6 2  

S خواسته شده که برابر 2 است. ( )′ 2 مقدار 

9809 ابتدا توجه کنید که با اس�تفاده از قضیۀ فیثاغورس عرض نیزگ -80 	4

. پس x− 225 مستطیل برابر است با 

 
P x x x

x xP x   
x x

( ) ( )

( ) ( )

= + −

′ = − = −
− −

2

2 2

2 25

2 22 1 2
2 25 25

 

. P  ( )′ = − =−
−

8 24 2
325 16

P خواسته شده که برابر است با  ( )′ 4 مقدار 

  

9819 ابتدا مشتق اول و دوم تابع را به‌دست می‌آوریم:نیزگ -81 	2
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −23 2 1 6 2

x را مش�خص  x x x− + = −2 23 2 1 6 2 بنابراین باید تعداد جواب‌های معادلۀ 
کنیم:

 x x= ⇒ =±2 13 1
3

f برقرار است. x xf x( ) ( )′ ′′= پس در دو نقطه تساوی 

9829 توجه کنید کهنیزگ -82 	۳

 
x

x

f x x ax b a b

f x x a a

( )

( )

=

=

 ′ = + + → = + +

 ′′ = + → = +

13

12

4 2 14 4 2

12 2 16 12 2

. a b+ =8 ، پس b=6 a=2 و  از این دستگاه معادلات نتیجه می‌شود 

9839 توجه کنید کهنیزگ -83 	2

 

f x x k x

f x x k x x k

f x x x k x k

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + −

′ = + − + +

′′ = − + + + +

2

2

1

2 1

2 1 2 2

                                          

f   f k ( )( ) ( ) ′′ =′′ = + + →2 22 2 4 2 k k( )+ + = ⇒ =−2 4 2 2 2

9849 مشتق دوم تابع را به دست می‌آوریم:نیزگ -84 	3

 

x x x xf x f x
x x x

x x x x x
f x

x

x x x x x x
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

+ − − +′= ⇒ = =
+ + +

− + − + − +′′ =
+

− + − − + −= =
+ +

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2 3

2 3 2 3

4 2 4
4 4 4

2 4 4 4 4
4

2 4 4 4 2 24
4 4

بنابراین
 f x x x x x( ) ,′′ = ⇒ − = ⇒ = =±30 2 24 0 0 12

پس در سه نقطه مشتق دوم تابع f برابر صفر است.

9859 ابتدا توجه کنید کهنیزگ -85 	4

 x x xf x x x
x x x x x

( )= + + + = + + +
6 4 2 4 2
2 2 2 2 2

1 11  

بنابراین

 
f x x x f x x

x x
f

( ) ( )

( )

′ ′′= + − ⇒ = + +

′′ = + + =

3 2
3 4

2 64 2 12 2

1 12 2 6 20
 

9869 ابتدا توجه کنید کهنیزگ -86 	۴

 
   

  

f x x x x x x

f x x x  x

f x x  x x

( ) ( )( )

( )

( )

− − −

− − −

= − + = + − −

′ = + −

′′ =− − +

51 1 1 1
63 2 3 2

1 2 1
6 3 2

7 5 3
6 3 2

1 1 1

5 1 1
6 3 2

5 2 1
36 9 4

. f ( )′′ =− − + =−5 2 1 11
36 9 4 9

بنابراین

9879 مشتق دوم تابع را به‌دست می‌آوریم:نیزگ -87 	4

 

x xf x
x x

xx  
x xxf x

x x x x x

( )

( )
( ) ( )

′ = =
+ +

+ −
+ −+′′ = = =

+ + + + +

2 2

22
2 22

2 2 2 2 2

2
2 1 1

21
1 12 1

1 1 1 1 1

 

 . f ( )
( )

′′ = =
+ +

1 13
83 1 3 1

بنابراین 
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9889 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به‌دست نیزگ -88 	1
. اگر ب�از هم از دو طرف این تس�اوی  f x x ax b( )′ − = + +22 2 3 3 2 می‌آی�د 
. اگر در این تساوی  f x x a( )′′ − = +4 2 3 6 2 مش�تق بگیریم، به‌دس�ت می‌آید 

، به‌دست می‌آید x=1 قرار دهیم 
 f a a a( )′′ − = + ⇒ × = + ⇒ =4 1 6 2 4 4 6 2 5  

9899 ابتدا توجه کنید که  نیزگ -89 	4

 
x x x

f x f x f f
x x x

            ( ) , ( ) , ( ) ( )+ −

≥ >  ′ ′ ′= = ≠ 
− < − <  

0 1 0
0 0

0 1 0
 

x=0 مشتق اول ندارد، پس مشتق دوم هم ندارد. چون تابع در نقطۀ 
9909 مشتق دوم تابع را به‌دست می‌آوریم:نیزگ -90 	2

 
f x x ax x

f x x ax x ax

( )

( ) ( )

′ = + +

′′ = + + = + +

3 2

2 2

4 6 12

12 12 12 12 1

x نباید جواب داشته باشد: ax+ + =2 1 0 پس معادلۀ 
 a  a  | |∆= − < ⇒ <2 4 0 2

9919 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -91 	4

x  x  

x x
x x

lim lim
→− →−

+ = =
+

5 4

7 61 1
1 5 5

71 7
9929 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -92 	2

x  x  

x x x x x
x x x x x

lim lim
→− →−

+ − − + −=
+ + + + +

3 2 2

4 3 3 21 1
1 3 2 1
1 4 3 1

0   اس�ت. بنابراین باز ه�م از قاعدۀ 
0 توج�ه کنی�د که این ح�د هم حالت مبهم 

هوپیتال نتیجه می‌شود

x  x  

x x x
x x x x

lim lim
→− →−

+ − + − += = =−
−+ + +

2

3 2 21 1
3 2 1 6 2 6 2 2

12 6 34 3 1 12 6
9939 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -93 	3

x x

x x x x
xx

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

− − − − − − −= = =−
−

4 4 3 3

22 2

1 2 3 4 1 8 2 3 4 8 1
2 44

9949 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -94 	2
n n

x x

x nx n n
xx

lim lim
−

→ →

− = = = ⇒ =
−

1

21 1
1 10 20

2 21
9959 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -95 	2

 
x x

x x
x

x

lim lim
→ →

− − − ×= = =
+ −

×+
3 3

4 4
4 8 2 2 4 8 2 2 2

5 55 10 5
2 52 5 10

9969 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -96 	1

 
x x

xx
x x

( )
lim lim
→ →

++ − ×= = =
×−

3 23

3 22 2

1 1
3 66 2 13 4

3 4 1448 3
9979 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -97 	2

 
x x

x x x
x

x

lim lim

( )

→ →

− −
+ − += = =−
+ −

×+

32 2
3 2

1 12 2
14 2 4052 14 8

1 1 825 3
3 93 25

9989 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -98 	3

x x

 
xx x x  

x
lim lim
→ →

−
+− + = = − =

− ×

33 2

1 1

2 1
2 32 3 2 1 53

1 1 3 2 2 12

9999 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:نیزگ -99 	4

 

x x x  

x
x x x x

x x  x x x x

lim lim lim

−

→ → → − −

− −
− −= = = =
− −− −

1
1 2
2

3 4 2 3 1 11 1 12 3
3 4 3 4

1 11 1
2 2 6

2 32 3
3 43 4

100010 با استفاده از قاعدۀ هوپیتال مقدار حد را به‌دست می‌آوریم.0- گزی0 	4

 
x  x  

a
ax a aax

x
lim lim
→ →

+ − += = =
0 0

9 3 2 9
1 62 9

 . a=24 a و در نتیجه  =4
6

پس 

100110 ابتدا توجه کنید که 1- گزی0 	2

x  x  x  

f x f x f x f
f

x x x
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

lim lim lim ( )
( )→− →− →−

− − − − ′= = = −
+ + − −2 2 2

2 6 2 3 22 2 2
2 2 2

f برابر ش�یب خط مم�اس بر نمودار تابع f در نقطۀ  ( )′ −2 از طرف دیگر، مقدار 

d اس�ت. اکن�ون توجه کنید که چ�ون خط d از  ، یعنی ش�یب خط  A( , )−2 3

 . − =−
− −
3 0 1
2 1

) می‌گذرد، شیب آن برابر است با  , )1 0 )A و  , )−2 3 نقطه‌های 

. f ( )′ − =−2 1 2 f و حد مورد نظر برابر است با  ( )′ − =−2 1 بنابراین 

100210 راه‌حل اول توجه کنید که2- گزی0 	۱

 x x

f x f f x f
x x

f f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )

→− →−

− − − −
=

+ − −

′ ′= − = − −

3 3 3 3

2 2

3 2

2 2
2 2

2 3 2 2

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

 f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

. ( )− × =−25 453 3
6 2

به این ترتیب، مقدار حد مورد نظر برابر است با 

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

x  x  

f x f f x f x
x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→− →−

′− −
=

+

3 3 2

2 2

2 3
2 1

 

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

 .
x

f x f x f flim ( ( ) ( )) ( ) ( )
→−

′ ′= − − =−2 2
2

453 3 2 2
2

پس 



)133(

100310 H 3- گزی0 −→0 ، آن‌گاه  H h=− 2 راه‌حل اول اگر فرض کنیم  	۴
و در نتیجه

 
h H

H H

f h f f H f

h h H H

f H f
f

H H

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim lim ( )

−

− −

→ →

−
→ →

− − + −
=

− − −

+ − − ′= × =− =
+

2

2 4 20 0

0 0

2 2 2 2

2 2 1 2 6
1

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h  h  h  

H  

f h f hf h f h

h h h h h
f H

f
H

( ) ( ) ( ) ( ( ))
lim lim lim

( ( ))
lim ( )

+

→ → →

−
→

′ ′− − − − − −
= =

− − −
′− − ′= =− =
−

2 2 2

2 4 3 20 0 0

0

2 2 2 2 2
2 4 1 2

2 2 6
1 2

. H h= 2 توجه کنید که 

100410 . بنابراین4- گزی0
x x

f x
x x x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2
توجه کنید که  	1

 
x x

x x

f f x x

f f x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = + = + =

2 2

2

2 2

2 2 4 4 4 8

2 3 2 12 4 16

. f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 8 16 8 و در نتیجه 

100510 توجه کنید که بنابر اتحاد چاق و لاغر،5- گزی0 	۱

 x x x x xxf x x
x x x x x x x x

( )( )
( )

+ − + − ++= = = +
− + − + − + − +

4 3 25

4 3 2 4 3 2
1 11 1

1 1
 

. f ( )′ =1000 1 f و  x( )′ =1 بنابراین 

100610 توجه کنید که6- گزی0 	۱

 
ax x ax

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1 2
2 3 1

3 1
بنابراین

a a
f

a a a a

( )( ) ( )
( )

( )

− +
×′ = ⇒ =

− + = ⇒ = ⇒ =

32 2 2
7 72 21

16 4 16
16 3 2 7 13 13 1

100710 ابتدا توجه کنید که7- گزی0 	۴

 

xx x
x xxf x

x x x

g xx x

( )
( ) ( )

( )( )

−− −
− +−′ = =

− − −

= =
− −

2
2 22

2 2 2 2

32 2

21
12 1

1 1 1
1 1

1 1

 . x xg x f x
x x

( ) ( )− −′ = = =−
− −2 2
2

2 1 1
از طرف دیگر 

بنابراین
f x

f x g x f x
g x g x

( )
( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( )
′ ′ = − =−

3 3
1

100810 توجه کنید که8- گزی0 	۳

 f x x g x f x x g
x xx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = ⇒ + + =−3 2 3
2

4 4 43 1

، نتیجه می‌شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 
 f g f g( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′=− ⇒ =− =4 2 4 4 2 4 4

100910 ابتدا توجه کنید که9- گزی0 	۳

 

a x x ax ax x af x
x x

ax x x x ax x a
f x

x

ax x x ax x a

x

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )

+ − − − + +′ = =
+ +

− + + − + − + +′′ =
+

− + + − − + +
=

+

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2

2 3

1 2 1 2
1 1

2 2 1 4 1 2
1

2 2 1 4 2
1

. در نتیجه  a a a af
( )( ) ( )

( )
− + − − + + − −′′ = = =

3
2 2 2 4 2 11 4

22
بنابراین 

a=−9

0101- گزی1010 ]a برابر است با , ]0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	۲

 f f a a a a
a a

( ) ( )− −= =− +
− −

20 2 2
0

]a برابر است با , ]+0 1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 f a f a a a a
a a a

( ) ( ) ( ) ( )+ − − + + + − += = =− +
+ − + +

2 21 0 1 2 1 1 1
1 0 1 1

a a a a( ) ( )− + + − + = ⇒− = ⇒ =− 12 1 4 2 1
2

بنابراین�

1101- گزی1011 ، پس f( )=1 0 راه‌حل اول توجه کنید که  	3

 
x x

x

f x f x x x x
f

x x
x x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim( ( )( )( ) ( ))

( )( )( )( ) ( ) !

→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − −

= × − − − − = ×







1 1

1

1 2 2 1 2 2 2 12 01
1 1

4 2 1 2 3 2 4 2 12

4 11 1 2 3 10 4 10
x−2 به‌ازای x=1 برابر صفر اس�ت،  2 راه‌ح��ل دوم با توجه به اینک�ه مقدار 
عب�ارت  مق�دار  در  را   ۲ یعن�ی  عب�ارت  ای�ن  مش�تق  اس�ت  کاف�ی 

x=1 ضرب کنیم. x به‌ازای  x x x x( )( )( ) ( )− − − −2 2 1 2 3 2 4 2 12
f ( ) ( )( ) ( ) !′ = × × × − − − = ×1 2 2 1 1 2 10 4 10

2101- گزی1012 ابتدا مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	3

 

x xf x
x x

x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

3

32

3 33 2 2 3

32 2

32 2 3
3 2

32 2

1 13 2
2 3

، نتیجه می‌شود: x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =

+ 2

1 13 1 1 2 1 1
72 31

121 1



فصل دوم: آزمون ها
)134(

3101- گزی1013 x منفی  x−2 ، علام�ت عب�ارت  1
2

در نزدیک�ی نقط�ۀ  	2

 x x x x| |− = −2 2 1 تساوی‌های 
2

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 3 2 است و 

]x برقرارند و  ]=3 و 1

 x xx x xf x x
x x x x x x

( )
( ) ( )

( )( )

− −− −= = = ≠
− − + + + +

2

3 2 2
1 1

1 1 1 1
در نتیجه

x x x x xf x
x x x x

f

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

+ + − + −′ =− =
+ + + +

−
′ = =−

+ +

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 1
1 1

1 1
1 124
2 1 1 491

4 2
4101- گزی1014 x=1 پیوس�ته و  ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ  	3

مشتق‌پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
f x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = + = + > ′ = ⇒ 
′< = =  

1 1
22

1

1

1 4

1 3 3 63 3 1

6 1 1 6 6

، از طرف دیگر f ( )′ =1 6 بنابراین 

x x x

f x f x f
f

x x xx x

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )

( )→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−31 1 1

4 1 1 1 11 6 3
1 1 2 2

5101- گزی1015 به کمک تعریف مشتق می‌دانیم: 	3

 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

پس
 
x

f x
f f

x
( )

lim ( ) , ( )
→

+ ′= ⇒ =− =
−4

5 5 4 5 4 5
4

از طرف دیگر،

 f x xf xxg x g x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′−′= ⇒ =
2

2 2 2
2 2

. f f
g

f

( ) ( )
( )

( ) ( )

′− − − ×′ = = =−
−2 2

4 4 4 5 4 52 1
4 5

بنابراین 

6101- گزی1016 ، آن‌گاه x≥0 ضابطۀ تابع gof را به‌دست می‌آوریم. اگر  	3

 
f x x x x

gof x g x x x x x x

( )

( )( ) ( ) ( ) | |

= + =

= = − = − =

4 5

5 4 5 5 20 5 15

f و x x x x( )= − =4 3 ، آن‌گاه  x<0 اگر 
 gof x g x x x  x x x( )( ) ( ) ( ) | |= = − = + =3 4 3 3 12 3 15

. gof( ) ( )′ =0 15 gof و  x( ) ( )′ =15 gof و در نتیجه  x x( )( )=15 بنابراین 

7101- گزی1017  مش�تق‌پذیر باش�د، باید تابع  ب�رای اینکه تابع f روی  	۳
y ریش�ه نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد، زیرا اگر  x x m= − +2 6
این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باشد، آن‌گاه تابع f در این دو ریشه مشتق‌پذیر 

نیست. بنابراین
 m m∆= − ≤ ⇒ ≥36 4 0 9
پس m مقادیر طبیعی ۱ تا ۸ را نمی‌تواند داشته باشد.

8101- گزی1018 هم�ان  a نقط�ۀ  در   f تاب�ع  لحظ�ه‌ای  تغیی�ر  آهن�گ  	4
f است: a( )′

 k kf x f a
x a

( ) ( )′ ′=− ⇒ =−
2 2

] برابر است با , ]3 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 
k k

f f k( ) ( )
−− −= =

−
6 3 6 3
6 3 3 18

، در  a [ , ]∈ 3 6 a و ب�ا توج�ه به اینک�ه  =2 18 k پ�س  k
a

− =−
2 18

بنابرای�ن 

. a= 18 نتیجه 

9101- گزی1019 )A بر  , )1 6 y در نقطۀ  x= +4 2 ابتدا توجه کنی�د که  	4

، بنابراین  f x x a( )′ = −23 3 نم�ودار تاب�ع f مم�اس اس�ت. از ط�رف دیگ�ر 

. پس f ( )′ =1 4 )f و  )=1 6

 
a b a

a b

− + = =− ⇒ 
− =  = 

11 3 6
3

3 3 4 4

0201- گزی1020 ) گذش�ته اس�ت، پس  , )2 0 ) و  , )0 4 خط d از نقطه‌های  	3

y اس�ت. چون خط d در نقطه‌ای به طول ۱ بر  x=− +2 4 معادلۀ آن به‌صورت 

f به‌ازای x=1 برابر با شیب خط d است: x( )′ سهمی مماس است، پس مقدار 

 f x ax c f x ax f a a( ) ( ) ( )′ ′= + ⇒ = ⇒ = =− ⇒ =−2 2 1 2 2 1

y اس�ت، پس ع�رض آن برابر اس�ت با  x=− +2 4 چ�ون نقط�ۀ A روی خط 

f اس�ت، پ�س x x c( )=− +2 )A روی س�همی  , )1 2 . چ�ون نقط�ۀ  y=2

. c=3 ، یعنی  c=− +2 1 ، بنابراین  f( )=1 2

1201- گزی1021 f است. پس ابتدا  ( )′ 2 مقدار حد خواس�ته ش�ده، همان  	1
f را حساب می‌کنیم: x( )′

 x xf x f x
x x x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

+ + − −′= ⇒ = ×
− − −

3 1
2 2

2
2 3 2 3 4

2 3 2 2 3 2 3
 

تجربی - 95 �. f ( ) ( )′ = × × − =−32 4 7 21
2

بنابراین 

2201- گزی1022 x=−2 پیوسته باشد: تابع f باید در نقطۀ  	2

 x x
f x f x f

a b a b
( ) ( )
lim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ − → −
= = −

− + =− + ⇒ − =−
2 2

2

4 2 4 8 2 2 5
 

x=−2 مشتق‌پذیر است، پس مشتق چپ  از طرف دیگر چون تابع f در نقطۀ 
و مشتق راست آن در این نقطه با هم برابرند:

 
ax b x

f x f f a b
x x

( ) ( ) ( )+ −

+ ≥−′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒− + =
− ≤−

2

2 2
2 2 4 11

3 1 2
 

a=−3 و   نتیجه می‌ش�ود 
a b

a b

− =−

− + =

2 5

4 11
بنابراین از حل دس�تگاه معادلات 

تجربی - 97 �. f a b( )= + + =1 4 0 b=−1 و در نتیجه 



)135(

3201- گزی1023 . از  a b+ =2 تابع باید در x=1 پیوسته باشد، بنابراین  	4
طرف دیگر مشتق چپ و مشتق راست آن در این نقطه باید برابر باشند:

x x x xf x f x
ax b xax bx x

f
a b

f a b

( ) ( )

( )

( )

− −

+

−

 
 ≥ − >′= ⇒ = 
  + <+ < 

′ =− ⇒ + =−
′ = +

1 3
2 2

2

2 1 1

2 11

1 1
2 1

1 2

. b=5 a=−3 و   نتیجه می‌شود 
a b

a b

+ =


+ =−

2

2 1
از حل دستگاه 

خارج از کشور ریاضی - 89 �

4201- گزی1024 ابتدا مقدار جزء‌صحیح و علامت تابع قدرمطلق را در یک  	2
x=−3 مشخص می‌کنیم:  همسایگی راست نقطۀ 

 x x       x x f x x x( ) [ ] , | | ( ) ( )+→ − ⇒ =− =− ⇒ = − 33 3 3 9  

. پس  f x x x
x

( ) ( )
( )

′ = + −3
3 2

99 3
3 9

بنابراین 

f ( ) ( )+′ − =− + − =−
×
93 3 6 5

3 9
ریاضی - 93 �

5201- گزی1025 f نش�ان  x x x( ) | |= ضابطۀ تابع را می‌توانیم به‌صورت  	1

x=0 پیوس�ته اس�ت. همچنی�ن تاب�ع در ای�ن نقطه  دهی�م ک�ه به‌وض�وح در 
مشتق‌پذیر است، زیرا

x x x

x x x x
f x f

x x
   

    

| | | |
( ) lim lim | | , ( ) lim

+ + −+ −
→ → →

− −′ ′= = = = =
− −0 0 0

0 00 0 0 0
0 0

ریاضی - 87 �

6201- گزی1026 نمودار تابع را رسم می‌کنیم: 	4

از نمودار تابع مش�خص اس�ت که س�ه نقطۀ گوش�ه‌ای )و بنابراین مشتق‌ناپذیر( 
ریاضی - 86 وجود دارد.�

7201- گزی1027 از قاعدۀ زنجیری استفاده می‌کنیم: 	1

f x  x f x  x   
x x x x

f

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

′= − ⇒ = − − −

′ − = − − − + =−

3 32 2 2
2 3

16 16 16 22
3

1 28 2 2 4 1
4 6

ریاضی - 88 �

8201- گزی1028 f را بیابی�م،  x g x( ) (f( ))′ ′× به‌ج�ای اینک�ه حاص�ل  	2
gof را به‌دست می‌آوریم: مشتق تابع 

 

x x

x xgof x g f x x
x

xx

( )( ) ( ( )) − −= = = =

+
−−

2 2

2
22

1 1
11

11
خارج از کشور ریاضی - 92 � . gof x( ) ( )′ =1 بنابراین 

9201- گزی1029 ] برابر  , / ]4 6 25 آهن�گ تغییر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ  	1
است با

f f( / ) ( ) / /
/ / /

− − −= = = =
− −

1
6 25 4 6 25 4 2 5 2 22
6 25 4 6 25 4 2 25 9 9

4
f است: ( )′ 4 x=4 برابر  اما آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع در نقطۀ 

f x f       
x

 oÊº jn¼¶ nHk£¶( ) ( ) , −′ ′= ⇒ = = − = =1 1 1 2 9 8 14
4 4 9 36 362

خارج از کشور تجربی - 93 �

0301- گزی1030 باید معادلۀ برخورد خط و نمودار ریشۀ مضاعف داشته باشد: 	2

m x mx x m x m x

m m

m m m m m m

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ,

∆=

+ + = − ⇒ + + − + =

→ − − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2 2

0 2

2
1 2

3 2 4 3 2 4 0

2 16 3 0

20 44 0 22 2 0 22 2

 

ریاضی - 90 �

1301- گزی1031 به کمک تعریف مشتق می‌دانیم: 	3

 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

 
پس

 
x

f x
f f

x
 

( )
lim ( ) , ( )
→

+ ′=− ⇒ =− =−
−4

7 3 34 7 4
4 2 2

 

بنابراین 

 
y f x y f x f x

x xx

y f f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =− + ×

′ ′=− + × = − =

2
1 1 12 2 2 2

1 1 7 6 12 4 2 4
4 2 4 4 4

 

ریاضی - 96 �

2301- گزی1032 x=1 باید پیوس�ته باشد و مشتق چپ و  تابع f در نقطۀ  	3
مشتق راست آن در این نقطه برابر باشند:

x

x

x x

f x f
a b

f x a b

 x
f x f x f x ax

x a x
    

lim ( ) ( )

lim ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

+

−

+ −

→

→

→ →

= =
 ⇒ + + =

= + +


− − >′ ′ ′= = ⇒ = +
 + <

1

1

2
1 1

1 0
1 0

1

11 1
2 2

2 1

، پس b=−1 و a=0 a نتیجه می‌شود  b+ + =1 0 =a و  +2 2 از دو شرط 

f a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − − = −21 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 2 2
خارج از کشور ریاضی - 92 �



فصل دوم: آزمون ها
)136(

3301- گزی1033 ، پس f( )=0 0 چون  	3

x  x  

f x xf
x x

( )
( ) lim lim

− −−
→ →

− −′ = =
−

2

20 0

1 10

−x قرار دهیم. بنابراین 2 x می‌توانیم  ، به جای  x<0 دقت کنید که چون 

x  

x  x  

x x
f

x x

x

x x x

( )( )
( ) lim

( )

lim lim
( )

−

− −

−
→

→ →

− − + −′ =−
+ −

− +=− =− =− =−
+ − + −

2 2

2 20

2

2 2 20 0

1 1 1 10
1 1

1 1 1 1 2
221 1 1 1

ریاضی - 89 �

4301- گزی1034 ب�ه دلیل حض�ور جزء‌صحیح‌ه�ا در هر نقط�ه‌ای که تابع  	4
x∈ یا  ناپیوس�ته باش�د، مش�تق‌ناپذیر اس�ت. یعنی باید نقاطی را بیابیم که 

]x پیوس�ته و  ]+1
3

]x و  ] . در ه�ر ی�ک از این نقاط یکی از دو تابع x+ ∈1
3

دیگری ناپیوس�ته اس�ت، بنابرای�ن مجموع آن دو نیز ناپیوس�ته اس�ت. در بازۀ 

خارج از کشور ریاضی - 86 �{ , , , , }2 5 81 2
3 3 3

) این نقاط عبارت‌اند از:  , )0 3

5301- گزی1035 . اکنون نمودار  f f x x( ( )) | || |= − −1 1 توج�ه کنید ک�ه  	3
این تابع را رسم می‌کنیم:

x=0 و x=±1 مشتق‌ناپذیر  y در سه نقطۀ    x| || |= − −1 1 با توجه به نمودار، 
خارج از کشور ریاضی -88 است.�

6301- گزی1036 ابتدا تابع‌های f و g را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

x xx x
f x       g x

x xx x
( ) , ( )

 ≥≥ = = 
≤ ≤ 

3 5 00
5

3 00

در  و   
f x x x x

fog x f g x
f x x x x

( )
( )( ) ( ( ))

( )

≥ ≥  = = = 
≤ ≤  

5 0 3 0

3 0 3 0
بنابرای�ن 

تجربی - 94 � . fog x( ) ( )′ =3 نتیجه 

7301- گزی1037 ابتدا از دو طرف تساوی داده شده مشتق می‌گیریم: 	2

x

f x x g x f x g x g x

f g g g g

  ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=

′ ′= + + ⇒ = +

′ ′ ′ ′→ = + ⇒ = + ⇒ =

5 4

0 4

1 1 5 1

0 1 5 0 0 1 1 5 0 0 0
اکنون از دو طرف تساوی )1( مشتق می‌گیریم:

x  

f x g x g x g x g x

f g g

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′′ ′′ ′= + +

′′ ′′ ′′→ = × + × × =

4 2 3

0 4

0 5 20

0 5 0 1 20 0 1 5 0
خارج از کشور ریاضی - 91 �

8301- گزی1038 ] برابر است  , / ]1 1 44 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	4

. آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع در x=1 نیز  f f
/

( / ) ( ) /
/ /

−−
= =

−

0 44 01 44 1 51 2
1 44 1 0 44 6

ب�ا 

این‌گونه به‌دست می‌آید:

f x x  f
x x x x

( ) ( ) ( )′ ′ ′= − = + ⇒ = + =1 1 1 1 11 1
2 22 2

خارج از کشور تجربی - 94 با کمی تغییر 1 است.�
6

اختلاف این دو مقدار 

9301- گزی1039 ) را می‌نویسیم  , )α−α
α+
2 1

1
معادلۀ خط مماس گذرنده از  	4

)A را در آن قرار می‌دهیم: , )−1 0 و مختصات 

A   

y m
x

y xtIµ¶ â¾²jI÷¶ 

( , )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

−

+′= ⇒ =
+ α+

α−→ − = −α
α+ α+

α−→− = − −α ⇒ α− = ⇒α=
α+ α+

2 2

2

1 0
2

2 1 3
1 1

2 1 3
1 1

2 1 3 1 2 1 3 2
1 1

 

خارج از کشور ریاضی - 87 �

0401- گزی1040 m است. پس 
m+2

m برابر  y mx( )+ =2 ش�یب خط  	1

 m
m+2

x0 واق�ع بر منحن�ی برابر  y در نقطۀ  x= + 21 بای�د مش�تق تاب�ع 

باشد. یعنی

 

x xm my x
m x mx

mm x m m x x
m

( )
( )

( )
( )

′ = = ⇒ =
+ + ++

+ = + ⇒ = ≥
+

2 20 0
0 2 22

00
22 2 2 2 2 2

0 0 0

2 1 21

2 0
4 1

 

ریاضی - 95 �. m>−1 پس m+ >1 0 بنابراین 

1401- گزی1041  هم�ان تعریف 
h  

f h f
h

( ) ( )
lim
→

+ −
0

1 1 توج�ه کنید ک�ه  	1

f را به‌دست می‌آوریم: x( )′ مشتق تابع f در نقطه‌ای به طول یک است. پس ابتدا 

 xf x f x
x x x

x

( ) ( )
( )

+ × − ×′= ⇒ = ×
+ + +

+

2
4 5 1 4 3 5 1

3 4 5 32
3

 

خارج از کشور تجربی - 95 �. f ( )′ = × = × =1 7 1 7 71
16 3 16 4892

4

بنابراین 

2401- گزی1042 x=1 مش�تق‌پذیر باشد، ابتدا  برای آنکه تابع f در نقطۀ  	2
لازم است در این نقطه پیوسته باشد و همچنین، مشتق چپ و مشتق راست تابع 

در این نقطه برابر باشند:
a b a b

x f
f x x

f ax a x

a a b

Â«Tw¼ÃQ#‡o{ : 

 

( )
( )

( )

,

+

−

− = + + ⇒ + =−

 ′− > =− ′ = ⇒ 
′ = + + <

+ =− ⇒ =− =

2

3 5 1 3

3 1 1 3

1 22 1

2 3 5 2
خارج از کشور تجربی - 93 �



)137(

3401- گزی1043 ، پس  f x x x( )= −3 4  ، 2 در یک همسایگی راست  	4

f x x f( ) ( )+′ ′= − ⇒ = × − =23 4 2 3 2 4 2 در این همسایگی، �
خارج از کشور تجربی با کمی تغییر - 94 �

4401- گزی1044 g طبق قاعدۀ زنجیری  x f x x( ) ( )= + + 21 با فرض  	3
نتیجه می‌شود

xg x f x x
x

x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + + × +
+

+ += × =
+ + + +

2
2

2

2 2 2

1 1
1

1 1 1
1 1 1

خارج از کشور ریاضی -85 �

5401- گزی1045  y f g x( ( ))= حاص�ل مورد نظ�ر هم�ان مش�تق تابع  	2

 x xy f g x y
x x x

( ( )) − − − ′= = = ⇒ =
+ − 2

1 2 3 3
1 1

است. پس،�

ریاضی - 92 �

6401- گزی1046 ابتدا ضابطۀ تابع‌های f و g را ساده می‌کنیم: 	1

 
a x xx x

f x g x
x x a x x

( )
( ) , ( )

( )

 + ≥≥  = = 
≤  − ≤

3 04 0 4
2 0 3 0

4

 

اکنون تابع gof را به‌دست می‌آوریم:

 
a x x

gof x
a x x

( )
( )( )

( )

 + × ≥=
 − × ≤

3 4 0
4

3 2 0
4

 

در نهایت از تابع به‌دست آمده مشتق می‌گیریم:

 
a x

gof x
a x

( ) ( )
+ ≥

′ =
− ≤

4 3 0

3 2 0
2

 

x=0 نتیجه می‌شود:  از برابری مشتق چپ و مشتق راست تابع gof در نقطۀ 

 a a a a+ = − ⇒ =− ⇒ =−3 3 14 3 2 6
2 2 4

 

خارج از کشور ریاضی - 93 �

7401- گزی1047 ] و سپس آهنگ  , ]4 12 ابتدا آهنگ تغییر متوسط در بازۀ  	2
x=4 را به‌دست می‌آوریم:  تغییر لحظه‌ای در نقطۀ 

f f

f x x f

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
−

− − − −= = = − −− ⇒ − =
 − ′ ′=− + ⇒ =


3
2

1 1 2
12 4 15 3 15

1 1 1112 4 8 8 60
60 27 540

12 1 4
27

تجربی - 93 �

8401- گزی1048  ( , )−1 3 ) و  , )1 2 ابت�دا معادلۀ خط گذرنده از دو نقطۀ  	2
را می‌نویسیم:

y x y x y x( ) ( )− − −− = − ⇒ − = − ⇒ = +
− −
3 2 1 1 52 1 2 1
1 1 2 2 2

x=3 بر نمودار تابع f مماس است، پس در این نقطه با تابع  این خط در نقطۀ 
مشترک است و شیب این خط، همان مشتق تابع در این نقطه است:

f f  ( ) , ( )− − −′= × + = + = =1 5 3 5 13 3 1 3
2 2 2 2 2

بنابراین

x x

x x

f x f x f x f x
x x

f x f
f x

x

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( ) ( )
lim lim( ( ) )

( ) ( ( ) ) ( )

→ →

→ →

+ − − +
= ×

− − −
−

= × − −
−

′= × − − =− − − =

2

3 3

3 3

4 5 1 5
3 3 1

3 5
3

13 3 5 1 5 3
2

  

خارج از کشور ریاضی - 92 �

9401- گزی1049 y برابر 5 است. پس ابتدا نقطه‌ای  x a= +5 شیب خط  	2

f را مش�خص می‌کنیم که ش�یب خ�ط مماس بر  x x x( )= − +22 3 6 از تابع 
نمودار تابع در آن نقطه )یعنی مشتق تابع( برابر 5 باشد:

 f x x x( )′ = − = ⇒ =4 3 5 2  
)f بر نمودار تابع مماس اس�ت. این نقطه متعلق به  , ( ))2 2 پ�س خط در نقطۀ 

خط هم هست، پس در معادلۀ خط صدق می‌کند:
 f a a a a( )= × + ⇒ × − × + = + ⇒ = + ⇒ =−22 5 2 2 2 3 2 6 10 8 10 2  

خارج از کشور تجربی - 97 �
0501- گزی1050  . B   a( , )− − +1 3 A و   a( , )+1 3 دو نقطه عبارت‌اند از  	1

B را به‌دست می‌آوریم: A و  معادلۀ خط گذرنده از 

AB
a a

m

AB y a x y x a â¾²jI÷¶

( )

( )

: ( ) ( )

+ − − +
= =

− −

− + = − ⇒ = +

3 3 3
1 1

3 3 1 3

. ب�رای آنکه خط بر  g x x ax x( )= + +3 2 2 f و  x x a( )= +3 ف�رض کنید 
منحنی مماس باشد باید دو شرط زیر برقرار باشد:

g x f x x ax

g x f x x ax x x a

x x a x a x a x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

′ ′= ⇒ + + =

= ⇒ + + = +

+ − + = ⇒ + − =

2

3 2

2 2

3 2 2 3

2 3

0 1 0

 

x=±1 که با جای‌گذاری این نتایج  x یا  a=− از ش�رط دوم نتیجه می‌گیریم 
a به‌دست می‌آید: در معادلۀ اول مقدار 

x a a
a

x a a a a a

=± ⇒ ± = ⇒ =± ⇒ =±
=− ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

1 3 2 1 1
1

3 2 1 1 1
 

ریاضی - 90 �
1501- گزی1051 با توجه به تعریف مشتق، مشتق تابع f در x=−1 مورد  	1

نظر است. برای به‌دست آوردن مشتق تابع f در نقطۀ x=−1 از تعریف مشتق 
استفاده می‌کنیم:

x  x  

x  

f x f x x x x
f

x x

x x x

( ) ( ) ( )( )
( ) lim lim

lim (( ) )

→− →−

→−

− − + − −′ − = =
+ +

= − − =−

3 2

1 1
3 2

1

1 1 2 71
1 1

2 7 6
 

ریاضی - 92 �

2501- گزی1052 تابع f در نقطۀ x=1 پیوس�ته و مش�تق‌پذیر است. پس  	2
می‌توان نوشت:

x x
f f x f x a b

ax b x
f x f f a b

x
x

      

( ) lim ( ) lim ( )

( ) , ( ) ( )

+ −→ →

+ −

= = ⇒ + =

 + ≤
′ ′ ′= = ⇒ = +

≥
 −

1 1
2

1 2

3 1
1 1 4 34 1

4 3
ریاضی - 92 �. b=1 از حل دستگاه معادلات بالا نتیجه می‌شود a=1 و 



فصل دوم: آزمون ها
)138(

3501- گزی1053  x=0 ب�ا توجه ب�ه ضابطه، نقط�ۀ مش�تق‌ناپذیری تابع  	3
است. توجه کنید که

x   f

xx x xf x f x
x x x

x

f
f f

f

nj 

oÄmQ¢Tz¶

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

+ =
+ −

−

 > + >   +′= ⇒ = 
−− <  <

 −
 ′ = ′ ′→ − =
 ′ =−

0

1 01 0 2 1
11 0 0

2 1
10
2 0 0 1

10
2

خارج از کشور ریاضی - 85 �

4501- گزی1054  .
x

[ ]=−1 ، بنابرای�ن 1
x

> >−10 ، آن‌گاه 1 x<−1 اگ�ر  	4

) تابعی ثابت و مشتق‌پذیر است. گزینه‌های )1( و )2(  , )−∞ −1 پس تابع f روی بازۀ 

 در نامتناهی نقطه از آن‌ها مقدار صحیح می‌شود. 
x
1 به راحتی رد می‌شوند، زیرا 

 f پس تابع .
x x

f x f
x x

( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− −= =−∞
− −1 1

1 1
1 1

همچنین در گزینۀ )3(، 

ریاضی - 91 ] مشتق‌پذیر نیست.� , )+∞1 روی بازۀ 

5501- گزی1055 توجه کنید که 	2

 

f g

fog g f

D D

xD x D g x D x
x

x x x x
x

      { } , { }

{ | ( ) } { { }| { }}

= − − = −

+= ∈ ∈ = ∈ − ∈ − −
−

+ =− ⇒ + =− + ⇒ =
−

 

 

3 4

24 3
4

2 53 2 3 12
4 2

 

 x=5
2

x=4 و  . پ�س تاب�ع fog در نق�اط  fogD { , }= − 54
2

بنابرای�ن 

ریاضی - 84 مشتق‌پذیر نیست.�

6501- گزی1056 چون حد مخرج کس�ر صفر اس�ت، حد ص�ورت نیز باید  	4

0   دربیاید. یعنی باید
0

صفر باشد تا حد به‌صورت 

h  h  
 f h f h flim ( ( ) ) lim ( ) ( )

→ →
− + + = ⇒ − + =− ⇒ − =−

0 0
2 3 0 2 3 2 3

x=−2 است: پس حد داده شده همان تعریف مشتق تابع f در نقطۀ 

h  

f h
f

h
( )

lim ( )
→

− + + ′= − =
0

2 3 12
2

پس 

 g x x f x g x x f x xf x x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ = = +

′ ′− =− − + − = + =

2 2 22

2 4 2 4 2 12 2 14
 

خارج از کشور ریاضی - 96 �

7501- گزی1057 . همچنی�ن اگر  f ( )′ =− 12
3

ب�ا توجه ب�ه فرض س�ؤال  	2

، x=−1 ، در یک همسایگی  g x f x( ) ( | | )= +3 فرض کنیم 

x

g x f x g x f x
x

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )=−

−′ ′= − ⇒ = − ×
−

′ ′→ − =− =1

13 3
2 3

1 11 2
4 12

ریاضی - 87 �

8501- گزی1058 ، آن‌گاه طبق قاعدۀ زنجیری، g x f xf x( ) ( ( ))= اگر  	2

x

g x f xf x f x xf x

g f f f f

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))=

′ ′ ′= × +

′ ′ ′→ = × +2 2 2 2 2 2 2

. پس f ( )′ =− 12
4

، پس  f x
x

( )′ =−
+

1
2 2

)f و  )=− 12
2

چون 

f f f g( ( )) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′= − =− =− ⇒ =− × − + × =
− +
1 1 1 1 1 12 2 1 2 2

2 2 2 4 22 1 2
ریاضی - 89 �

9501- گزی1059 f را در ب�ازۀ  x x( )= آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع 	1

. اکن�ون  / / /
/ / /

− −= = =
−

1 21 1 1 1 1 0 1 10
1 21 1 0 21 0 21 21

] محاس�به می‌کنی�م: , / ]1 1 21

x=1 حساب می‌کنیم: آهنگ تغییر لحظه‌ای f را در نقطۀ 
xf x f

x
( ) ( )=′ ′= → =11 11

22
بنابراین اختلاف آهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه‌ای برابر است با

−− = =1 10 21 20 1
2 21 42 42

تجربی - 94 با کمی تغییر �

0601- گزی1060 راه‌حل اول شیب نیمس�از ناحیۀ اول برابر 1 است. پس  	1

f را پیدا می‌کنیم  x x m x m( ) ( )= + + + +22 1 6 ابتدا نقطه‌ای از نمودار تابع 

که شیب خط مماس بر نمودار در آن نقطه )مشتق( برابر یک باشد:
mf x x m x( )′ = ⇒ + + = ⇒ =−1 4 1 1
4

m بر نمودار تابع f مماس شده است.  m( , )− −
4 4

y در نقطۀ  x= بنابراین خط 

این نقطه روی نمودار تابع f است، پس مختصات آن در معادلۀ تابع صدق می‌کند:
m m mm m

m m m m m m  

( ) ( )( )

( )( ) ,

− = − + + − + +

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2

2

2 1 6
4 4 4

8 48 0 12 4 0 12 4

 ( , )− −3 3 m=12 قاب�ل قبول نیس�ت، چ�ون در این ص�ورت نقط�ۀ تماس 

می‌شود که در ناحیۀ اول قرار ندارد.
راه‌حل دوم ش�رط آنکه یک تابع بر یک خط مماس باش�د آن اس�ت که معادلۀ 

حاصل از تلاقی آن‌ها ریشۀ مضاعف داشته باشد. پس

y x m x m
x m x m x

y x

x mx m m m

m m m m m m

m x x x x x

m x x x x x

 (.¡.¡.ù)

( )
( )

( )

( )( ) ,

∆=

 = + + + + ⇒ + + + + =
=

+ + + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

 = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ =−


=− ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =

2
2

02 2

2

2 2

2 2

2 1 6
2 1 6

2 6 0 8 6 0

8 48 0 12 4 0 12 4

12 2 12 18 0 6 9 0 3

4 2 4 2 0 2 1 0 1

چون نمودار تابع بر نیمساز ناحیۀ اول مماس است، پس باید طول نقطۀ تماس مثبت 
خارج از کشور تجربی - 93 m=−4 قابل قبول است.� باشد. پس x=1 و در نتیجه 



1601- گزی1061 توجه کنید که 	۱
f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − − = − − = − +2 23 3 6 3 2 3 2 1

x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − +

1 2

0 0

) اکیداً صعودی اس�ت و روی دیگ�ر بازه‌ها  , )3 4 f روی ب�ازۀ   بنابرای�ن تاب�ع 
اکیداً صعودی نیست.

2601- گزی1062 تابع مشتق تابع f را تعیین علامت می‌کنیم: 	۱

 f x x x f x x   x( ) ( ) ,′ ′=− + − ⇒ = ⇒ = =2 1 29 9 2 0
3 3

 
x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

1 2
3 3
0 0

b برابر  a− ] صعودی اس�ت و بیش�ترین مقدار  , ]1 2
3 3

بنابراین تابع f روی بازۀ 

1 است.
3

3601- گزی1063  . f x( )′ ≥0  صعودی باشد باید  f روی  برای اینکه تابع  	۴
مشتق توابع گزینه‌ها را پیدا می‌کنیم:

 y x x y x′= − + ⇒ = − ⇒∆= >3 21 3 1 12 0 گزینۀ )1( �

 y x x y x x′= + + ⇒ = + ⇒∆= >3 2 21 3 2 4 0 گزینۀ )2( �

 y x x x y x x′= + − + ⇒ = + − ⇒∆= >3 2 21 3 2 1 16 0 گزینۀ )۳( �

 y x x x y x x′= + + − ⇒ = + + ⇒∆=− <3 2 21 3 2 1 8 0 گزینۀ )4( �

x همواره مثبت  x+ +23 2 واضح است که مشتق تابع گزینۀ )4( یعنی عبارت 1
است و تابع صعودی است.

4601- گزی1064 توجه کنید که 	۴

f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −2 4 3 2 4

 
x

f x

  

 ( )

−∞ +∞

′′ − +

2

0

) اکیداً صع�ودی اس�ت و روی دیگر بازه‌ها  , )3 5 f روی ب�ازۀ  ′  بنابرای�ن تاب�ع 
اکیداً صعودی نیست. 

5601- گزی1065  . fD = ، پس  x x− + >23 1 توجه کنید که همواره 0 	2

. xf x
x x

( ) −′ =
− +2

6 1
2 3 1

از طرف دیگر، 

x

f x( )

−∞ +∞

′ − +

1
6
0

) اکیداً نزولی است. , )−∞ 1
6

f روی بازۀ  پس تابع 

فصل پنجم

فصل دوم: آزمون ها

6601- گزی1066 fD و  [ , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که  	۲

 xf x  f x x
x x

( ) , ( )−′ ′= − = = ⇒ =4 21 0 4
2

f به‌صورت زیر است: ′ بنابراین جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

+∞

′ + −

0 4

0

] نزولی است و حداقل مقدار a برابر ۴ است. , )+∞4 یعنی تابع f روی بازۀ 

7601- گزی1067 fD و ( , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که  	۲

x xf x
x x x x

f x x x x x x x 

( )

( ) ,

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

2

2 2

2 4

1 1 2 2
2 2 2 2
0 2 2 8 0 2

f به‌صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 
 x

 f x( )

+∞

′ − +

0 2

0

] صعودی اس�ت و  , )+∞2 ) نزولی و روی بازۀ  , ]0 2 f روی بازۀ  بنابراین تابع 
a برابر ۲ است. حداکثر مقدار 

8601- گزی1068 fD و  [ , ]= −1 2 ابتدا توجه کنید که  	۳

x xf x
x x x x

f x x x x x x

( )

( )

− − − +′ = + =
− + + −

′ = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

1 1 2 1
2 2 2 1 2 1 2

10 2 1 2 1
2

f به‌صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 x

 f x

   

( )

−

′ + −

11 2
2
0

 ) f ( )′ >0 0 )ب�رای تعیین علامت می‌توانی�د از عددگذاری اس�تفاده کنید. مثلًا 

] نزولی اس�ت. در  , ]1 2
2

]  صعودی و روی بازۀ  , ]− 11
2

f روی بازۀ  پ�س تابع 

3 است.
2

b برابر  a− نتیجه حداکثر مقدار 

9601- گزی1069 مشتق تابع به‌صورت زیر است: 	۱

xx
x xxf x

x x x x x
( )

( ) ( )

+ −
+ −+′ = = =

+ + + + +

22
2 22

2 2 2 2 2

21
1 12 1

1 1 1 1 1

f و در نتیجه تابع همواره صعودی است. x( )′ >0 پس 

0701- گزی1070 f است.  x x ax( )′ = − +23 2 3 مش�تق تابع به‌صورت  	۲
برای اینکه تابع اکیداً صعودی باشد باید مشتق آن همواره نامنفی باشد. پس

a a a∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 24 36 0 9 3 3



فصل دوم: آزمون ها
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1701- گزی1071 f توجه کنید: ′ به جدول تعیین علامت تابع  	۲
x x xf x

x x
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + −

1 1

0 0

b برابر  a− ]  صعودی است و حداکثر مقدار  , ]−1 1 f روی بازۀ  بنابراین تابع 
۲ است.

2701- گزی1072 ابتدا توجه کنید که  	1
x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − + − = − − − −

= − − + = − − − = − −

3 2 2 2 2

2 2

4 5 2 1 3 5 2 1 3 2 1

1 3 2 1 1 2 1 2
. از طرف دیگر، fD [ , )= +∞2 بنابراین 

 x xx xf x
x x x x x x

( )( )
( )

− −− +′ = =
− + − − + −

2

3 2 3 2

3 5 13 8 5
2 4 5 2 2 4 5 2

] ن�دارد و روی این ب�ازه همواره مثبت  , )+∞2 f ریش�ه‌ای در بازۀ  ′ بنابرای�ن 

] اکیداً صعودی است. , )+∞2 است. بنابراین f روی بازۀ 

3701- گزی1073 fD و { }= − 0 توجه کنید که  	۴

 
xf x  

x xx

f x x x x

( )

( )

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 4

3 2 22

3 44 4

1 1 3
33

0 3 27 27
f به‌صورت زیر است: ′ پس جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − − +

4 427 0 27

0 0

] صعودی اس�ت و  , )+∞4 27 ) و  , ]−∞ −4 27 پ�س تاب�ع f روی بازه‌های 

 a نزولی است. بنابراین کمترین مقدار ( , ]40 27 ] و  , )−4 27 0 روی بازه‌های 

4 است. 27 برابر 

4701- گزی1074 fD و  [ , )= − +∞3 ابتدا توجه کنید که  	۱

 x xf x x  
x x

( ) + −′ = − =
+ +

8 2 3 42
2 3 3

مخرج کس�ر فوق مثبت اس�ت، پس بای�د صورت آن را تعیی�ن علامت کنیم تا 
f معلوم ش�ود. بدین منظور ابتدا ریش�ه‌های صورت کسر فوق را  x( )′ علامت 

به‌دست می‌آوریم:

 

xx x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x x    x (.¡.¡.ù)

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ,

>+ − = ⇒ + = → + =

+ − = ⇒ − + − =

− + + + − + =

− + + = ⇒ − + = ⇒ = =−

0 2

3 2 3 2

2

2 2

2 3 4 0 3 2 3 4

3 4 0 1 3 3 0

1 1 3 1 1 0

1 4 4 0 1 2 0 1 2

f به‌صورت زیر است: ′ بنابراین جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

− +∞

′ − +

3 1

0

]  صعودی است و کمترین مقدار a برابر ۱ است. , )+∞1 پس تابع f روی بازۀ 

ت
ن

5701- گزی1075  x>0 fD و برای هر   [ , )= +∞0 توجه کنید که  	1

 

f x x x f x x x

f x x x x x

x x x

( ) ( )

( )

( )

− −

− − − −

− −

′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

1 1 1 2
2 3 2 3

1 2
3 42 3

6 6

6 3 6 4 6

1 1
2 3

1 1 1 10
2 3 2 3

23 2
3

 

f به‌صورت زیر است. x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x   

( )

( )

+∞

′ − +

620
3
0

 

( بنابراین تابع  f ( )′ >1 0 )برای تعیین علامت می‌توانی�د عددگذاری کنید، مثلًا 

) است. )62
3

] اکیداً نزولی است و حداکثر مقدار a برابر  ,( ) ]620
3

روی بازۀ 

6701- گزی1076 مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	۲

xf x x x f x
x x

f x x x x

( ) ( )

( )

−′= − ⇒ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 23
3 32 2

3 2 2

1 13 1

0 1 1 1

f به‌صورت زیر است: x( )′ پس جدول تعیین علامت 

x

f x

   

 ( )

−∞ − +∞

′ − + + −

1 0 1

0 0

) f ( )′ =− 18
2

)برای تعیین علامت می‌توانید از عددگذاری استفاده کنید، مثلًا 

  [ , ]−1 1 ]  نزولی و روی بازۀ  , )+∞1 ) و  , ]−∞ −1 f روی بازه‌های  پس تابع 

a برابر ۱ است. صعودی است. بنابراین حداکثر مقدار 

7701- گزی1077 تابع مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم و تعیین علامت می‌کنیم: 	۳

x x
x x x xxf x f x

x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ −
+ − −′= ⇒ = = =

+ + + +2 2 2

1 1
1 2 12

1 1 2 1 2 1

 f x( )′ ب�ا توج�ه به مثب�ت بودن مخرج کس�ر ف�وق، ج�دول تعیی�ن علامت 

به‌صورت زیر است:

x

f x( )

+∞

′ + −

0 1

0

]  نزولی است. , )+∞1 ] صعودی، سپس در بازۀ  , ]0 1 بنابراین ابتدا تابع در بازۀ 

8701- گزی1078  ( , )1 3 از  روی ش�کل معلوم اس�ت که تاب�ع f روی بازۀ  	۴

 f همچنین، مقادیر تابع . f x( )′ >0 مشتق‌پذیر و اکیداً صعودی است، بنابراین 

منفی‌اند، بنابراین گزینه‌های )۱(، )۲( و )۳( درست‌اند. در مورد گزینۀ )۴( توجه 

. پس گزینۀ )۴( درست نیست. f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )′ ′= <2 2 0 کنید که 

ت
ن
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9701- گزی1079  ، f به جز در ریشه‌های مخرج ضابطۀ تابع  	۳
ax x bx b x b ax x b

f x
x bx b

ab x b a x b b

x bx b

( )( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( )

+ + + − + + +′ =
+ +

− + − + −
=

+ +

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 3 2 6 2
3 2

6 2 2 3 4
3 2

f تابعی ثابت باش�د، مشتق آن صفر اس�ت. بنابراین چندجمله‌ای صورت  اگر 
f بای�د چندجمل�ه‌ای ثاب�ت صفر باش�د. در نتیج�ه ضریب‌های این  ′ ضابط�ۀ 

چندجمله‌ای صفرند:
ab b a b b            , ( ) ,− = − = − =26 0 2 2 3 0 4 0

−ab درس�ت نیس�ت.  =6 0 ، تس�اوی  b=0 ، زیرا اگر  b≠0 توج�ه کنی�د که 

. بنابراین  a=3
2

، یعن�ی  a− =2 3 0 بنابرای�ن از معادل�ۀ دوم نتیج�ه می‌ش�ود 

 . a b+ =11
2

. به این ترتیب،  b=4 ، یعنی  b− =3 6 0
2

0801- گزی1080 توجه کنید که 	2

 x a x x a x ax af x
x a x a

( )
( )

( ) ( )

+ − + − − +′ = =
+ +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2  

اگ�ر مش�تق تابع f نامنفی باش�د، آن‌گاه تاب�ع f اکیداً صعودی اس�ت. پس باید 
x نامنفی باشد: ax a− − +2 22 عبارت 

 
x ax a x ax a x a a

a x a a a x a

( )

( ) ( )

− − + ≥ ⇒ + − ≤ ⇒ + ≤

− ≤ + ≤ ⇒− + ≤ ≤ −

2 2 2 2 2 22 0 2 0 2

2 2 2 1 2 1
 

 [ , ]0 1 ب�ازۀ  f روی  تاب�ع  ت�ا   a( )− ≥2 1 1 و   a( )− + ≤2 1 0 بای�د   پ�س 

 a( )− + ≤2 1 0 اکی�داً صعودی باش�د که چ�ون a عددی مثبت اس�ت، پس 
برقرار است و در نتیجه

 a a a( )− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ +
−

12 1 1 2 1
2 1

 

1801- گزی1081  مشتق‌پذیر است و  ابتدا توجه کنید که f در تمام نقاط  	1
 f x x x f x x x x  x( ) ( ) ( ) ,′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ = =3 2 24 12 0 4 3 0 0 3  
x=3 نقطۀ بحرانی دارد و مجموع مقادیر تابع f در  x=0 و  بنابراین تابع f در 

این نقاط را باید حساب کنیم:
 f       f       f f( ) , ( ) , ( ) ( )= =− + =−0 1 3 26 0 3 25  

2801- گزی1082  مشتق‌پذیر است و f در تمام نقاط  تابع  	۲
f x x x x x x x( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =±3 24 8 4 2 0 0 2

     » ,( , ) ( , ) ( , )− − −2 4 2 4 0 0 بنابراین 
نقاط بحرانی تابع هس�تند و مساحت مثلثی 

که تشکیل می‌دهند برابر است با 

 × =2 2 4 4 2
2

3801- گزی1083 توجه کنید که 	۱

 
x x

f x
x x

( )
 ≥=
− ≤

2

2

0

0

 مش�تق‌پذیر  f به‌صورت مقابل اس�ت و تابع در تمام نقاط  پس نمودار تابع 
x=0 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع است. . پس  f ( )′ =0 0 است و 

4801- گزی1084  x=0 f در  f به‌صورت زیر اس�ت. تابع  نم�ودار تابع  	۱
) و  , )0 2 . بنابرای�ن  f ( )′ − =1 0 پیوس�ته نیس�ت، پ�س مش�تق‌پذیر نیس�ت و 

f هستند که فاصلۀ آن‌ها برابر است با  )  نقاط بحرانی تابع  , )−1 0

( ) ( )− − + − =2 21 0 0 2 5

5801- گزی1085 x=0 مشتق‌پذیر نیست )نقطۀ گوشه‌ای دارد(.  تابع در  	۳
 . f( )=0 3 عرض نقطۀ بحرانی برابر است با 

6801- گزی1086 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که  	2

 
x x x

f x x x f x x

x xx x x

  ( ) ( )

 − ≥ >
  ′= − < < ⇒ = − < < 
 

+ <+ ≤ 
2

2 1 1 1

0 1 1 0 1

2 2 02 0

 

x=1 مشتق‌پذیر نیست. زیرا  x=0 و  تابع f در نقاط 

 

x x

x x

x x

x x

f f x

f f
f f x x

f f x

f f
f f x

 

 

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+ +

− −

+
→ →

+ −
−

→ →

+
→ →

+ −
−

→ →

′ ′= = − =−
 ′ ′⇒ ≠
′ ′= = + =


′ ′= = =


′ ′⇒ ≠ ′ ′= = − =−



0 0

0 0

1 1

1 1

0 1 1

0 0
0 2 2 2

1 1 1
1 11 1 1

 

از طرف دیگر 
 f x x x( )′ = ⇒ + = ⇒ =−0 2 2 0 1  

 f نقطه‌ه�ای بحران�ی تابع  ( , )− −1 1 )  و  , )0 0  ،  ( , )−1 1 بنابرای�ن نقطه‌ه�ای 
2− است. هستند که مجموع عرض‌هایشان برابر 

x=0 و  راه‌حل دوم نمودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت و این تابع در نقطه‌های 
 ( , )− −1 1 ) و  , )−1 1  ،( , )0 0 . پس  f ( )′ − =1 x=1 مش�تق‌پذیر نیس�ت و 0

2− است. نقاط بحرانی تابع هستند، که مجموع عرض‌های آن‌ها برابر 

7801- گزی1087 تابع f در تمام نقاط دامنه‌اش مشتق‌پذیر است و 	4
xf x  

x x
f x x x x

( )

( )

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =

2 1 21
1 1

0 1 2 0 1 4 3
. −5 x=3 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع است که عرض آن برابر است با  پس 

8801- گزی1088  . xf x
x

( )
( )

′ =
−3 2 2

2
3 1

fD و  = توج�ه کنید که  	۳

. پس تابع س�ه  f ( )′ =0 0 x=−1 مش�تق‌پذیر نیس�ت و  x=1 و  f در  تابع 
نقطۀ بحرانی دارد.
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9801- گزی1089 توجه کنید که 	۲
f x x x x x x x

x x x
f x  

x x x

x x x
f x f x x   x

x x x
      

( ) | ( )| | || | | |

( )

( ) , ( ) ,

= − = − = −
 − ≥=
− + ≤

 − >′ ′= = ⇒ = =
− + <

2 2 2

3 2

3 2

2

2

3 3 3
3 3

3 3
3 6 3

0 0 2
3 6 3

x=3 مش�تق‌پذیر نیست. پس  f در  همچنین تابع 
و  تابع‌ان�د  بحران�ی  نق�اط   ( , )3 0 و   ( , )2 4  ،( , )0 0

مساحت مثلثی که تشکیل می‌دهند برابر است با 
× =3 4 6
2

0901- گزی1090 ، x=−1 و x=1 مشتق‌پذیر  x=0 تابع f در نقطه‌های  	۳
نیست. از طرف دیگر،

 

x x x

x x x
f x

x x x

x x x

( )

− + − ≤−

− − + − < ≤=

− + < ≤
 + − >

2

2

2

2

1 1
1 1 0

1 0 1
1 1

بنابراین

 

x x
x x

f x
x x
x x

( )

− + <−
− − − < <′ = − < <
 + >

1 2 1
1 2 1 0

1 2 0 1
1 2 1

در نتیجه
 f x x x( ) ,′ = ⇒ =− =1 10

2 2
بنابراین تابع f پنج نقطۀ بحرانی دارد.

1901- گزی1091  مشتق‌پذیر است و f در تمام نقاط  تابع  	۱
f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

)  هس�تند ک�ه مجم�وع  , )−1 3 )  و  , )−1 1 پ�س نق�اط بحران�ی تاب�ع نق�اط 
عرض‌های آن‌ها برابر ۲ است.

2901- گزی1092 ابتدا توجه کنید که چون تابع f همه‌جا مشتق‌پذیر است،  	4
f هستند. از طرف دیگر x( )′ =0 طول نقاط بحرانی آن ریشه‌های معادلۀ 

f x x x x x f x x  x x( ) ( ) ( ) , ,′ ′= − = − ⇒ = ⇒ = =− =3 2 1 18 2 2 4 1 0 0
2 2

A و   ( , )− −1 1
2 8

 ، O( , )0 0 بنابرای�ن نقطه‌ه�ای بحران�ی تاب�ع f نقطه‌ه�ای 

B هستند. از روی شکل زیر معلوم است که  ( , )−1 1
2 8

 AB     OA OB,= = = + =
2 2

1 1 171
88 2

. + × = +17 171 2 1
8 4

بنابراین محیط مثلث OAB برابر است با 

3901- گزی1093 f در تمام نقاط دامنه‌اش مشتق‌پذیر است و تابع  	۲
x xf x x  

x x

f x x x

( )

( )

−′ = − − =
− −

′ = ⇒ = ⇒ =±

2 22
2 2

2

1 21
1 1

1 20
2 2

− دارد. 2
2

2 و 
2

بنابراین تابع دو نقطۀ بحرانی به طول‌های 

4901- گزی1094 ، آن‌گاه fx D∈ fD و اگر  ( , )= +∞2 توجه کنید  	4

 f x
x x x x

( )
( )( )

= =
− − − +2

1 1
1 2 3 2

بنابراین

 

x

xx xf x     f x x
x x

x x

( )

( ) , ( )
( )

( )

− −

−− +′ ′= =− = ⇒ =
− +

− +

2

2 3
2 2

2 3
2 3 32 3 2 0

23 2
2 3 2

3 در دامنۀ تابع f نیس�ت و تابع f در همۀ نقاط دامنه‌اش مش�تق‌پذیر 
2

و چون 

است، پس تابع f نقطۀ بحرانی ندارد.

5901- گزی1095 f در  . تابع  xf x
x x

( )
( )

−′ =
−3 2 2

4 2
3 4

توج�ه کنید ک�ه  	۳

. پس این تابع سه نقطۀ بحرانی دارد. f ( )′ =2 x=4 مشتق‌پذیر نیست و 0 x=0 و 

6901- گزی1096 . تابع f در  xf x x
x

( )
( )

′ = +
−3 2 2

22
3 1

توجه کنید که 	3

. پس تابع f س�ه  f ( )′ =0 0 x=1 مش�تق‌پذیر نیس�ت و  x=−1 و  نقطه‌های 
نقطۀ بحرانی دارد.

7901- گزی1097 نم�ودار تاب�ع f به‌صورت  	1
x=0 مشتق‌پذیر  مقابل است و این تابع در نقطۀ 
 ( , )−2 4 ) و  , )0 3 . پ�س  f ( )′ =2 0 نیس�ت و 
نقاط بحرانی تابع هستند، که مجموع عرض‌های 

1− است. آن‌ها برابر 
8901- گزی1098 ابتدا توجه کنید که 	۲

x f x x x x

x f x x x x

( ) | |

( ) | | | |

≥ ⇒ = + + = +

≤ ⇒ = − + = +

0 2 1 3 1

0 2 1 1

f به‌صورت روبه‌رو اس�ت و  پ�س نمودار تاب�ع 
x=0 و x=−1 مش�تق  این تابع در نقطه‌های 
ندارد )نقطۀ گوش�ه‌ای( و هیچ‌جا مشتق آن صفر 

نیست. پس تابع f دو نقطۀ بحرانی دارد.
9901- گزی1099 و  f x x( ) | |= −2 1 ، آن‌گاه  x≥0 ابتدا توجه کنید که اگر 	۲

. بنابراین نمودار تابع f به‌صورت  f x x x( ) | |= − − = +2 21 ، آن‌گاه1 x<0 اگر 

زیر اس�ت. پس تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق ندارد )نقطۀ گوش�ه‌ای( و در نقطۀ 
x=0 مشتق تابع f برابر صفر است. پس این تابع دو نقطۀ بحرانی دارد.

4�

2

4
x

y

3
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110011 توجه کنید که0- گزی0 	۲
x x

f x x x

x x

( )

 − < <−
= − − ≤ <


≤ <

2 1

1 0

0 1

 x=−1 و x=0 f در  f به‌صورت زیر اس�ت و تاب�ع  بنابرای�ن نم�ودار تابع 
نقطۀ بحرانی دارد، زیرا در نقطۀ x=−1 پیوسته نیست و مشتق‌پذیر هم نیست 
x=0 مشتق چپ و مشتق راست نابرابر دارد، پس مشتق‌پذیر نیست. و در نقطۀ 

1�2�

1�
2�

1

1

x

y

110111 به‌ترتی�ب 1- گزی0  x=2 و   x=0 نقطه‌ه�ای  در   f تاب�ع  	۱
f دو نقطۀ اکسترمم نسبی دارد. ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی دارد. بنابراین 

110211 ، ۲ و ۵ برابر صفر است 2- گزی0 −1  ، −4 f در نقطه‌های  ′ تابع  	3
1− و ۲ تغیی�ر علامت می‌دهد. در نتیج�ه، این نقطه‌ها،   ، −4 و در نقطه‌ه�ای 

f هستند و حاصل‌ضرب آن‌ها برابر ۸ است. نقطه‌های اکسترمم نسبی تابع 

110311 f به‌صورت زیر اس�ت. واضح اس�ت که تابع 3- گزی0 نمودار تابع  	۱
x=0 مینیمم نسبی دارد و در هیچ نقطه‌ای ماکزیمم نسبی ندارد. فقط در نقطۀ 

110411 توجه کنید که4- گزی0 	1
x

f x( )

−∞ +∞

′ + − − + +

1 2 3 4

0 0 0 0

x=3 از منفی به مثبت  f در نقط�ۀ  ′ f و تغییر علام�ت تابع  ( )′ =3 0 چ�ون 
x=3 مینیمم نسبی دارد. f در نقطۀ  است، پس تابع 

110511 ابتدا توجه کنید که5- گزی0 	۳

f x x x f x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =±

5 3 4 2 2 25 5 15 5 3

0 0 3

و   x= 3 در  ول�ی  نمی‌ده�د  تغیی�ر علام�ت   x=0 در   f x( )′ عب�ارت 
f دو نقطۀ اکس�ترمم نس�بی به  −=x تغیی�ر علامت می‌دهد. پس تابع  3

3− است. − دارد و حاصل‌ضرب طول آن‌ها برابر  3 3 و  طول‌های 

110611 ابتدا توجه کنید که6- گزی0 	۲
x x x x xf x f x x

x x
      

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = = ⇒ =
− +

2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 4 0 0

1 1
f به‌صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 
x

f x( )

−∞ +∞

′ + −

0

0

)f است. )=−0 x=0 ماکزیمم نسبی دارد و این ماکزیمم برابر 1 f در  پس تابع 

110711 fD و7- گزی0 [ , ] [ , )= − +∞3 0 3 توجه کنید که  	۳
xxf x      f x
xx x

(.¡.¡.ù)

( ) , ( )
=−′ ′= = ⇒
=−− 

2

3

13 3 0
12 3

f اس�ت که با توجه به‌صورت مس�ئله   پس x=−1 طول اکس�ترمم نس�بی تابع 
)f مقدار ماکزیمم نسبی تابع است. )− =1 2 طول ماکزیمم نسبی است. بنابراین 

110811 fD و8- گزی0 [ , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که  	۳

xf x f x x x
x x

       ( ) , ( )−′ ′= − = = ⇒ = ⇒ =2 21 0 2 4

x=4 طول اکسترمم )مینیمم( نسبی تابع است و مقدار تابع در این نقطه  پس 
. f( )=−4 4 مورد سؤال است که برابر است با 

110911 f هم�ه جا مش�تق‌پذیر اس�ت، پ�س نقاط 9- گزی0 چ�ون تاب�ع  	۲
f هستند. توجه کنید که x( )′ =0 f جواب‌های معادلۀ  اکسترمم نسبی تابع 

f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
x

f x ( )

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

f در نقطۀ ۱ ماکزیمم نس�بی و در نقطۀ ۳ مینیمم نس�بی دارد.  بنابرای�ن تاب�ع 
. a b− =2 ، پس  b=1 a=3 و  یعنی 

0111- گزی1110 f روی دامن�ه‌اش مش�تق‌پذیر اس�ت، پس  چ�ون تاب�ع  	۱
f هس�تند. بنابراین  x( )′ =0 نقطه‌های اکس�ترمم نس�بی آن جواب‌های معادلۀ 

. اکنون توجه کنید که f ( )′ =1 0

x a x x ax x x af x
x x

af a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
+ +

+ −′ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2
2 1 1 2

1 1
1 21 0 0 3

4
1111- گزی1111 توجه کنید که 	۴

 
x

f x( )

−∞ − − +∞

′ − + − + +

2 1 0 3

0 0 0 0

، 1− و صف�ر براب�ر صف�ر اس�ت و در ای�ن نقطه‌ه�ا  −2 f در نقطه‌ه�ای  ′  تاب�ع 
، 1− و صفر اکسترمم نسبی  −2 تغییر علامت می‌دهد. بنابراین تابع f در نقطه‌های 

3− است. دارد. مجموع طول این نقطه‌ها 

2111- گزی1112 ابتدا طول نقاط ماکزیمم نسبی تابع را پیدا می‌کنیم: 	۱
f x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − + = − + = − −3 2 24 12 8 4 3 2 4 1 2

 
x

f x( )

−∞ +∞

′ − + − +

0 1 2

0 0 0

 x=1 مینیم�م نس�بی و در نقط�ۀ x=2 x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه‌ه�ای 
. f( )=−1 1 ماکزیمم نسبی دارد. مقدار ماکزیمم نسبی تابع برابر است با 

3111- گزی1113 ابتدا طول نقاط اکسترمم نسبی تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	۴

 
x x x x xf x

x x
f x x     x

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − + − − +′ = =
+ +

′ = ⇒ =− =

2 2

2 2 2 2
3 2 1 2 3

3 3
0 3 1

x=1 اکسترمم نسبی دارد. x=−3 و  پس تابع f در نقاط 

 f f( ) ( )− =− × =−2 2 13 1
12 4 12
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11141 fD ویزگ -114 [ , )= +∞0 توجه کنید که  	۴
x x x xf x x f x x

x x x
( ) , ( )− + − −′ ′= + = = = ⇒ =3 2 3 3 3 0 1

2 2 2
f است و مقدار تابع در  پس x=1 طول نقطۀ اکس�ترمم )مینیمم( نس�بی تابع 

. f( )=−1 2 این نقطه مورد سؤال است که برابر است با 

11151 fD ویزگ -115 [ , )= +∞0 توجه کنید که  	۱

x x
x xxf x f x x

x x x

( )
( ) ( )

( ) ( )

+ −
+ −′ ′= = ⇒ = ⇒ =

+ +2 2

1 1
1 22 0 1

1 2 1
f است. x=1 طول نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  پس 

11161 fD ویزگ -116 [ , )= +∞1
2

ابتدا توجه کنید که  	۴

xf x  
x x

f x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 2 1 11
2 1 2 1

0 2 1 1 2 1 1 1
پس x=1 طول نقطۀ اکس�ترمم )مینیمم( نس�بی تابع است و مقدار تابع در این 

. f( )=1 0 نقطه برابر است با 

 

x

f x

f x
ÂLvº

( )

( ) min

+∞

′ − +

1 1
2

0

 

 

11171 x2 در یزگ -117 . ضریب  f x x ax( )′ = + +2 2 1 توجه کنید که  	۱
f مثبت است، پس این عبارت نمی‌تواند همواره منفی باشد، بنابراین برای  x( )′

، یعنی f x( )′ ≥0 اینکه تابع f اکسترمم نسبی نداشته باشد، باید 

 a a a∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 4 0 1 1 1

11181 x=7 مشتق‌پذیر است و یزگ -118 توجه کنید که تابع f در نقطۀ  	۴
. پس f ( )′ =7 0 برای اینکه تابع در این نقطه اکسترمم نسبی داشته باشد باید 

 f x a  f a  a
x

( ) ( )
( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
+ 33 4 4

1 1 17 0 0
483 1 3 8

11191 ) نقطۀ اکسترمم نسبی تابع f است و تابع f یزگ -119 , )− −1 1 چون  	2

. از طرف  f ( )′ − =1 )f و 0 )− =−1 در نقط�ۀ 1− مش�تق‌پذیر اس�ت، پ�س 1

. a x x ax b
f x

x

( ) ( )
( )

( )

+ − +′ =
+

2

2 2
1 2

1
دیگر،

بنابراین

 
a b

f
a  b

a a bf

( )
,

( )( )

− + =−− =−  ⇒ ⇒ = =  + − +′ − =  =

11 1 2 2 0
2 21 0 0

4
. a b+ =2 پس 

11201 . از طرف دیگر،یزگ -120 fD ( , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که  	4

 

k x  kx
kx kx kxxf x

x x x x x

f x kx x
k

( )
( )

( )

( )

− +
− + −′ = = =

′ = ⇒ = ⇒ =

1 1
2 1 12

2 2
10 1

 است. 
k
1 پس طول نقطۀ مینیمم نسبی تابع f برابر 

اکنون توجه کنید که
 

k
kf k k

k
k k

( )
× +

= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =

1 1
1 24 4 2 4 4

1 1

11211 توجه کنید کهیزگ -121 	4
 f x x x x x f x x   x      ( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − − = − − = ⇒ =− =2 26 6 12 6 2 0 1 2
x=2 تغیی�ر علامت می‌ده�د، پس نقاط  x=−1 و  f در نقطه‌ه�ای  ′ چ�ون 
) نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند و فاصلۀ آن‌ها برابر  , )−2 28 ) و  , )− −1 1

. ( ) ( )+ + − + =2 22 1 28 1 738 است با 

11221 توجه کنید کهیزگ -122 	۴
x x x x x xf x

x x x x
f x x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
− + − +

′ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 1 1

1 1
0 1

پس تابع در نقاط x=1 و x=−1 اکس�ترمم نس�بی دارد. حاصل‌جمع مقادیر 
f f f f( ) , ( ) ( ) ( )= − = ⇒ + − =2 81 2 1 1 1

3 3
)f را می‌خواهیم:� )−1 )f و  )1

11231 ابتدا توجه کنید کهیزگ -123 	۲
a

af       a
aa

( )
( ) ,

( )

+
+= = = ≠−
++ +

14
1 22 1 2
2 1 24 1

4
از طرف دیگر تابع در تمام نقاط دامنه‌اش مش�تق‌پذیر اس�ت. پس مشتق آن در   

x=1 باید صفر باشد:
2

x a x x a x ax af x
x a x a

a af      a
a

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,
( )

+ + − + − − + +′ = =
+ + + +

− − + +′ = = ≠−
+

2 2

2 2 2 2

2

4 4 1 8 4 16 8 4 4
4 1 4 1

1 4 4 4 4 0 2
2 2

) نقط�ۀ  , )1 1
2

f و در نتیج�ه  ( )′ =1 0
2

)f و  )=1 1
2

، آن‌گاه  a≠−2 پ�س اگ�ر 

اکسترمم نسبی تابع f است.

11241 ابتدا طول نقاط اکسترمم‌های نسبی تابع را به‌دست می‌آوریم:یزگ -124 	۳
xf x

x k
x k x k x

f x f x x k
x k x k

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

=
+
+ − −′ ′= = ⇒ = ⇒ =±
+ +

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

5

5 2 5 0

B نقاط اکس�ترمم نس�بی تابع هس�تند.  k
k

( , )−− 5
2

A و  k
k

( , )5
2

پ�س نقاط 

. بنابراین   
k k

| |−−5 5
2 2

اختلاف مقدار ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع برابر است با 

k k
k

| | | |= ⇒ = ⇒ =±5 1 110
2 2

11251 چون تابع f همه‌جا مشتق‌پذیر است، پس مشتق آن در نقطۀ یزگ -125 	3
f x ax b f a b( ) ( )′ ′= − ⇒ − = − =23 1 3 اکسترمم نسبی‌اش برابر صفر است:  0

از طرف دیگر مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می‌کنند:
 f a b a b( )− = ⇒− + + = ⇒− + =1 4 2 4 2

. ab=3 ، در نتیجه  b=3 بنابراین a=1 و 
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6211- گزی1126 f و چون  x a x ax( )′ = + +2 23 4 ابتدا توجه کنید که 1 	2
تاب�ع f در نقط�ه‌ای ب�ه ط�ول x=−1 ماکزیم�م نس�بی دارد و در ای�ن نقط�ه 

. در نتیجه  f ( )′ − =1 0 مشتق‌پذیر است، پس 

 a a a a,− + = ⇒ = =2 13 4 1 0 1
3

f و  x x x( )′ = + +23 4 ، آن‌گاه 1 a=1 اگر

 
x

f x    ( )

−∞ − − +∞

′ + − +

11
3

0 0

، آن‌گاه  a=1
3

پس تابع f در نقطه‌ای به طول x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.اگر 

f و x x x( )′ = + +21 4 1
3 3

 
x

f x( )

−∞ − − +∞

′ + − +

3 1

0 0

پس تابع f در نقطه‌ای به طول x=−1 مینیمم نسبی دارد.  بنابراین a=1 تنها 
مقدار ممکن برای a است. 

7211- گزی1127 fD و  [ , )= +∞3 توجه کنید که  	2

 
f x   

x x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1
2 2 3
0 2 3 4 3 4

x=4 طول نقطۀ مینیمم نس�بی تابع اس�ت و مقدار تابع در این نقطه برابر  پس 
. f( )=4 3 است با 

8211- گزی1128 توجه کنید که 	3

 
x

f x  
x x

f x x x x  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + = ⇒ =− =−

3 2

3 32 2

2

2 131
3 2 2

0 2 1 1 3

f به شکل زیر است. x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

x

f x( )

−∞ − − − +∞

′ + − − +

3 2 1

0 0

x=−3 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f است و مقدار ماکزیمم نسبی  بنابراین 

)f است. )− =3 0 تابع برابر 

9211- گزی1129 ابتدا توجه کنید که  	2

 f x x ax x x x ax( ) ( )′ = + + = + +3 2 24 3 36 4 3 36  

f در  x( )′ برای اینکه تابع f سه نقطۀ اکسترمم نسبی داشته باشد باید علامت 

f س�ه جواب داشته باشد.  x( )′ =0 س�ه نقطه تغییر کند. بنابراین باید معادلۀ 

 x ax+ + =24 3 36 x=0 یک جواب این معادله است، پس باید معادلۀ 0 چون 
دو جواب غیرصفر داشته باشد. پس

 a a a| |×∆= − × > ⇒ > ⇒ >2 2 36 169 16 36 0 8
9

 

ت
ن

0311- گزی1130   k( , )−0 1 نم�ودار تاب�ع f به‌صورت زیر اس�ت که نقطۀ  	4

هرجای�ی روی مح�ور y می‌تواند باش�د. چون تابع مینیمم نس�بی دارد، پس این 
)  باش�د چون در غی�ر این صورت تابع در نقطۀ  , )0 1 نقط�ه باید پایین‌تر از نقطۀ 

x=0 ماکزیمم نسبی دارد و مینیمم نسبی ندارد. بنابراین
 k k− < ⇒ <1 1 2

1311- گزی1131 ابتدا توجه کنید که 	۳

f x x x x x x x (.¡.¡.ù)( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =23 12 3 4 0 0 4

)f و  )3  ، f( )0 پس برای مش�خص ک�ردن مقدار مینیم�م مطلق بای�د مقادیر 

. پ�س  f( )=−3 27 )f و  )− =−1 7  ، f( )=0 0 )f را مقایس�ه کنی�م:  )−1

27− است. مقدار مینیمم مطلق تابع برابر 

2311- گزی1132 f همه جا مشتق‌پذیر است و توجه کنید که تابع  	۲

f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم‌های مطلق  )2 )f و  )−1  ، f( )1 بنابراین باید مقادیر 

 . f k( )= +2 2 f و  k( )− = +1 2  ، f k( )= −1 2 تابع مشخص شوند: 

  [ , ]−1 2 f در بازۀ  k−2 مینیمم مطل�ق تابع  k+2 ماکزیمم مطلق و  پ�س 

هستند. بنابراین
 k k k+ + − = ⇒ =2 2 4 2  

3311- گزی1133  مشتق‌پذیر است و f در تمام نقاط  تابع  	۱
x x x

f x f x x
x x

       

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

+ − −′ ′= = = ⇒ =±
+ +

2 2 2

2 2 2 2
4 1 2 4 1 0 1

1 1

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم‌های مطلق تابع  )−1 )f و  )1  ، f( )2 پس باید مقادیر 

. پس ماکزیمم مطلق تابع  f( )=82
5

)f و  )− =−1 2  ، f( )=1 مشخص شوند:2

4− است. 2− است و حاصل‌ضرب آن‌ها برابر  برابر 2 و مینیمم مطلق آن برابر 

4311- گزی1134 تابع f مشتق‌پذیر است و  	4

 
f x x x x x x x

f x x x x            (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) , ,

′ = − − = − −

′ = ⇒ = =− =

4 3 2 2 25 4 9 5 4 9

90 0 1
5

)f را مقایس�ه کنی�م ت�ا مق�دار  )1 )f و  )−1  ، f( )−2  بنابرای�ن بای�د مقادی�ر 

x=0 تغییر  f در نقطۀ  ′ ماکزیمم مطلق تابع معلوم شود )توجه کنید که چون 
)f را حساب نمی‌کنیم(: )0 علامت نمی‌دهد، مقدار 

 f f f            ( ) , ( ) , ( )− =− − = =2 15 1 10 1 6

]  اس�ت.  , ]−2 1 )  نقط�ۀ ماکزیم�م مطل�ق تاب�ع f روی بازۀ  , )−1 10 بنابرای�ن 

. a b+ =9 b=10 و   ، a=−1 بنابراین 
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5311- گزی1135 راه‌حل اول نم�ودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت. از روی  	2
 f برابر ۳ و مینیمم مطلق تابع f این ش�کل معلوم اس�ت که ماکزیمم مطلق تابع

1− است، پس مجموع آن‌ها برابر ۲ است. برابر 

اس�ت.  نزول�ی  اکی�داً   [ , )−1 0 ب�ازه  روی   y x= − 32 تاب�ع  دوم  راه‌ح��ل 

) هس�تند.  , ]2 3 f یعنی  f( ( ), ( )]−0 1 y و مقادیرش در بازۀ  x( )′=− <23 0

y و  x( )′= + >2 1 0 ] اکیداً صعودی است  , ]0 1 y روی بازۀ  x x= + −2 تابع 1

] هستند. بنابراین ماکزیمم مطلق  , ]−1 1 f یعنی  f[ ( ), ( )]0 1 مقادیرش در بازۀ 

1− است، که مجموعشان می‌شود ۲. تابع f برابر ۳ و مینیمم مطلق آن برابر 

6311- گزی1136 اس�ت.  زی�ر  به‌ص�ورت  تاب�ع  نم�ودار  اول  راه‌ح��ل  	۳
]  برابر ۵ است. , ]−1 2 مینیمم مطلق تابع در بازۀ 

x منفی است، پس  −2 9 ، مقدار   [ , ]−1 2 راه‌حل دوم با توجه به اینکه در بازۀ 

 f x x x f x x f x x      ( ) | | ( ) , ( )′ ′= − = − ⇒ =− = ⇒ =2 29 9 2 0 0

)f را مقایس�ه کنیم تا کمترین مقدار تابع  )2 )f و  )−1  ، f( )0 پس باید مقادیر 

معین شود:
 f f f            ( ) , ( ) , ( )= − = =0 9 1 8 2 5  

]  برابر 5 است. , ]−1 2 بنابراین مینیمم مطلق تابع در بازۀ 

7311- گزی1137 ابتدا توجه کنید که 	۲
x x x x x

f x f x
x x x x x

     ( ) , ( )
 − ≤ ≤ − < < ′= = 

+ − ≤ ≤ + − < <  

3 2

3 2

3 0 1 3 3 0 1

3 1 0 3 3 1 0

 f( )−1  ، f( )1 x=0 مشتق‌پذیر نیست. بنابراین باید مقادیر  f در  پس تابع 

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم‌های مطلق تابع مشخص شوند: )0 و 

f f f( ) , ( ) , ( )= =− − =−0 0 1 2 1 4

4− اس�ت و  پ�س ماکزیم�م مطلق تاب�ع برابر صف�ر و مینیم�م مطلق آن برابر 
4− است. مجموع این دو مقدار برابر 

8311- گزی1138 x=0 مش�تق‌پذیر  f در نقطۀ  توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع  	۲
نیست. از طرف دیگر، 

x x x
f x

x x x

( )
( )

( )

− + − ≤ <=
− − ≤ ≤

2

2

4 1 0

4 0 3

بنابراین
x x

f x f x x
x x

( )
( ) ( )

( )

− + − < <′ ′= ⇒ = ⇒ =
− − < <

2 4 1 0
0 2

2 4 0 3

. بنابراین  f( )=3 3 )f و  )=2 4  ، f( )=0 0  ، f( )− =1 3 اکنون توجه کنید که 

f برابر ۴ است. ماکزیمم مطلق تابع 

9311- گزی1139  ( , )0 8 f روی بازۀ  fD و تابع  [ , ]= 0 8 توجه کنید که  	۳

مشتق‌پذیر است و 
x xf x   

x x x x
f x x x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 1 8
2 2 8 2 8
0 8 8 4

)f را مقایس�ه کنیم تا کمترین و بیش�ترین  )4 )f و  )8  ، f( )0 پس باید مقادیر 

مقدار تابع معین شوند:
f f f            ( ) , ( ) , ( )= = =0 8 8 8 4 4

8 به‌ترتیب بیشترین و کمترین مقدار تابع هستند و حاصل‌ضرب  بنابراین ۴ و 
8 است. 2 آن‌ها برابر 

0411- گزی1140 f روی بازۀ  fD و تابع  [ , ]= −2 2 ابت�دا توجه کنید که  	۳

) مشتق‌پذیر است و , )−2 2

x  

x x xf x f x x x
x x

x  
x x

x

      

(.¡.¡.ù)

( ) , ( )

≤

− +′ ′= + = = ⇒ − =−
− −

 =→ − = ⇒
=−

2 2
2 2

0 2 2

41 0 4
4 4

2
4

2

)f را مقایس�ه کنیم تا بیشترین مقدار و  )− 2 )f و  )2  ، f( )−2 بنابراین باید 

 f( )− =−2 2  ، f( )=2 2 ] مشخص شوند:  , ]−2 2 کمترین مقدار تابع در بازۀ 

2− کمترین مقدار و ۲ بیش�ترین مقدار  2 . بنابرای�ن  f( )− =−2 2 2 و 

− است. 2 تابع است و نسبت آن‌ها برابر 

1411- گزی1141 f تابعی است که در تمام نقاط مشتق‌پذیر است و  	4

 
x

f x x x       f x
x (.¡.¡.—)

( ) , ( )
=

′ ′= − − = ⇒
=−

2
3

3 8 3 0 1
3

)f را مقایسه کنیم تا مقادیر ماکزیمم مطلق  )4 )f و  )3  ، f( )1 پس باید مقادیر 

] مشخص شوند: , ]1 4 و مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

 f f f( ) , ( ) , ( )=− =− =−1 5 3 17 4 11

 −17 5− و مینیمم مطلق آن  بنابراین در بازۀ داده ش�ده ماکزیمم مطلق تابع 
است که اختلاف آن‌ها برابر ۱۲ است.

2411- گزی1142 f در تمام نقاط مشتق‌پذیر است و تابع  	۲
f x x x f x x x x( ) , ( ) ( )′ ′= + = ⇒ + = ⇒ =3 24 32 0 4 8 0 0

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم‌های مطلق  )0 )f و  )−1  ، f( )1 پس باید مقادیر 

. پس ماکزیمم مطلق  f( )− =1 18 )f و  )=1 18  ، f( )=0 تابع را معین کنیم: 1

تابع ۱۸ و مینیمم مطلق آن ۱ است که اختلاف آن‌ها برابر ۱۷ است.
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3411- گزی1143 ، بنابراین xf x
x

( )= +
+

2
2

1
توجه کنید که  	4

x x x x xf x
x x

f x x  x  (.¡.¡.—)

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − +′ = =
+ +

′ = ⇒ = =−

2 2

2 2
2 1 2

1 1
0 0 2

)f را حساب کنیم: )2 )f و  )0  ، f( )− 1
2

بنابراین باید مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− = = =1 5 100 2 2
2 2 3

] برابر ۲ است. , ]− 1 2
2

در نتیجه، کمترین مقدار تابع f روی بازۀ 

4411- گزی1144 . پس f x x x( )′ = −23 6 ابتدا توجه کنید که  	3

 x x x  x,− = ⇒ = =23 6 0 0 2  
]  باید مقادیر  , ]−1 2 پ�س برای پیدا کردن مقدار مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

f و  a( )− = −1 4  ، f a( )=0 )f را مقایس�ه کنیم. چون  )−1 )f و  )2  ، f( )0

]  برابر  , ]−1 2 ، بنابرای�ن مق�دار مینیمم مطل�ق تابع f روی ب�ازۀ  f a( )= −2 4

a−4 است. پس 
 a a− = ⇒ =4 4 8  

5411- گزی1145 f مشتق‌پذیر است و تابع  	۲
f x x x

f x x

( ) ( )

( )

′ = − = −

′ = ⇒ =

9 910 10 10 1

0 1

)f را مقایس�ه کنی�م تا مقدار مینیمم  )2 )f و  )−1  ، f( )1 بنابرای�ن باید مقادیر 

. پ�س  f( )=2 1005 )f و  )− =1 12  ، f( )=−1 8 مطل�ق تاب�ع معل�وم ش�ود:

 ، a=1 است. بنابراین  [ , ]−1 2 f روی بازۀ  )  نقطۀ مینیمم مطلق تابع  , )−1 8

. a b+ =−7 b=−8 و 

6411- گزی1146 . چون f x mx mx( )′ = +23 6 توجه کنید که  	۲

f x mx m      f x x( ) , ( )′′ ′′= + = ⇒ =−6 6 0 1

 f ′ x=−1 اس�ت و بیشترین مقدار تابع  f نقطۀ  ′ پس تنها نقطۀ بحرانی تابع 
x=−1 به‌دست می‌آید: به‌ازای 

f m m m( )′ − = ⇒ − = ⇒ =−1 12 3 6 12 4

7411- گزی1147 ابتدا توجه کنید که 	۳

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 − + ≤ ≤ − < < ′= ⇒ = 
− + < <− + − ≤ < 

2

2

3 2 2 3 2 3 2 3

2 3 0 23 2 0 2

. پس باید  f ( )′ =3 0
2

x=2 مش�تق‌پذیر نیس�ت و f در نقطۀ  بنابرای�ن تاب�ع 

f را مقایسه کنیم تا مقادیر اکسترمم‌های مطلق  f f f  » , ,( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 0
2

مقادیر 

. بنابراین  f( )=3 1
2 4

)f و  )=2 0  ، f( )=3 2  ، f( )=−0 2 تابع به‌دس�ت آیند: 

2− اس�ت و  مق�دار ماکزیمم مطلق تابع برابر ۲ و مقدار مینیمم مطلق آن برابر 
اختلاف این دو مقدار برابر ۴ است.

8411- گزی1148  ( , )0 5 f روی بازۀ  fD و تابع  [ , ]= 0 5 توج�ه کنید که  	۴
مشتق‌پذیر است و

x xf x   
x x x x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1 2 5
2 2 5 2 5
0 2 5 4 5 4

f را با هم مقایس�ه کنیم تا بیش�ترین مقدار و  f f» ,( ) ( ) ( )5 4 0 پس باید مقادیر 

کمترین مقدار تابع به‌دست آیند:
 f f f( ) , ( ) , ( )= = =0 5 4 5 5 2 5

. 5 پس بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع به‌ترتیب برابر است با 5 و 
5 است. 5 بنابراین حاصل‌ضرب بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع f برابر 

9411- گزی1149 ، پس f x x  
x

( )′ = −
2

162 توجه کنید که  	۲

f x x( )′ = ⇒ =0 2
 ،

x  x
f x f xlim ( ) lim ( )

+ →+∞→
= =+∞

0
f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و  چون تابع 

x=2 به‌دست می‌آید  )  به‌ازای  , )+∞0 f روی بازۀ  پس کمترین مقدار تابع 
. f( )=2 12 و برابر است با 

0511- گزی1150 نمودار تابع f به‌صورت زیر است و حداکثر مقدار تابع در  	۱
]  برابر ۱ است. , ]−1 2 بازۀ 

x

y

1� 21

1

1�

1511- گزی1151 نتیج�ه  در  و   y x= −4 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	2

روی   f x x x( )= − 24 تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بنابرای�ن   . xy x x( )= −4
]  را می‌خواهیم: , ]0 1 بازۀ 

f x x f x x   

f      f f

(.¡.¡.ù)

max

( ) ( )

( ) , ( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ =

= = =

4 2 0 2

0 0 1 3
بنابراین بیشترین مقدار ممکن xy برابر 3 است.

2511- گزی1152 y باشند )شکل را  x و  فرض کنید طول ضلع‌های باغچه  	۲

 . x y+ =3 120
2

، یعنی  xx y+ + =120
2

ببینید(. در این صورت، طبق فرض 

بنابراین
xy x  x¾`üIM SeIv¶ ( )= = − 3120

2

f را پیدا کنیم. توجه  x x  x( ) ( )= − 3120
2

بنابراین باید بیش�ترین مقدار تاب�ع 

کنید که
f x x f x x      ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =120 3 0 40

بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت باغچه به‌ازای 
x=40 به‌دست می‌آید و برابر است با 

¾`üIM SeIv¶ = × =40 60 2400
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3511- گزی1153 r2 باشد. در این صورت  فرض کنید شعاع‌های دایره‌‌ها r1 و  	3
r r r rIÀïôÃd¶ Ì¼µ\¶= π + π = π⇒ + =1 2 1 22 2 10 5

از طرف دیگر،
r r r r r rIÀSeIv¶ Ì¼µ\¶ ( ( ) ) ( )=π +π =π + − =π − +2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 15 2 10 25

f را پیدا کنیم. چون  r r r( )= − +2
1 1 12 10 25 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 

f r r  f r r     ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =1 1 1 1
54 10 0
2

r و برابر اس�ت با  =1
5
2

بنابراین کمترین مقدار تابع f وقتی به‌دس�ت می‌آید که 

π25 است.
2

. در نتیجه مجموع مساحت‌های دایره‌ها حداقل  25
2

4511- گزی1154 فاصلۀ نقطه‌های مورد نظر برابر است با 	۳
x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 3 5 6 9

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( )= + +25 6 9 بنابرای�ن باید کمترین مقدار تابع 

x و x+ + >25 6 9 0 کنید که همواره 
xf x  f x x

x x
     ( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−

+ +2
10 6 30

52 5 6 9

 x=− 3
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به‌ازای 

به‌دست می‌آید.

5511- گزی1155 x است. بنابراین x( , )2 B به‌صورت  مختصات نقطۀ  	۲

AB x x x x x( ) ( )= − + − = + − +2 2 2 4 23 0 6 9

و در نتیجه x xy
x x x

+ −′=
+ − +

3

4 2
2 3

6 9
، آن‌گاه  y x x x= + − +4 2 6 9 اگر 

y x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

′= ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + = ⇒ =

3 3

2

0 2 3 0 2 1 1 0

1 2 2 3 0 1
y به‌ازای x=1 به‌دس�ت می‌آید. به این ترتیب،  بنابرای�ن کمتری�ن مقدار تابع 

)  است. , )1 1 B نقطۀ 

6511- گزی1156  ( , )0 4 ) و  , )4 0 d از نقطه‌های  ابتدا توجه کنید که خط  	۲
y است. در نتیجه x= −4 گذشته است، پس معادله‌اش به‌صورت 

x y x x x x( ) ( )+ = + − = − +2 2 2 2 24 2 4 8

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − +22 4 8 بنابراین باید کمتری�ن مقدار تابع 
fکنید که x x f x x( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =4 8 0 2

x=2 به‌دست می‌آید و برابر است با 8. f به‌ازای  بنابراین کمترین مقدار تابع 

7511- گزی1157 −x باش�د. در این  C براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقطۀ  	۲
B روی خطی اس�ت که از  −x اس�ت. نقطۀ  B هم برابر  ص�ورت طول نقطۀ 

y اس�ت.  x= +3 6
2

) می‌گ�ذرد. معادلۀ این خط  , )0 6 ) و  , )−4 0 نقطه‌ه�ای 

−x است. به این ترتیب، +3 6
2

B برابر  بنابراین عرض نقطۀ 

OABC x x®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )= − +3 6
2

y را پی�دا کنی�م. چ�ون  x x( )= − +3 6
2

پ�س بای�د بیش�ترین مق�دار تاب�ع 

 ، y . بنابراین بیش�ترین مقدار تابع  x=2 ، آن‌گاه  y′=0 ، اگر  y x′=− +3 6
x=2 به‌دس�ت  OABC به‌ازای  یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت مس�تطیل 

. × =2 3 6 می‌آید و برابر است با 

8511- گزی1158 تابع هزینه را می‌توان به شکل زیر نوشت: 	4
C xl xh lh xl h x l( ) ( ) ( )= + + = + +100 60 2 2 100 120           

x x h x x( ) ( )= + +100 2 120 2 x xh   ( )= +2200 360 1
اکنون توجه کنید که

x l h x x h h    
x

·qh¶ ´\e ( ) ( )= ⇒ × × = ⇒ = ⇒ =
2

510 10 2 10 2

با جای‌گذاری رابطۀ )2( در رابطۀ )1( به‌دست می‌آید

C x x x x  x
xx

     ( ) ( ) , ( , )= + = + ∈ +∞2 2
2

5 1800200 360 200 0

C را به‌دست می‌آوریم: نقطۀ بحرانی تابع 
xC x x

x x

x x

( ) −′ = ⇒ − = ⇒ =

− = ⇒ =

3

2 2

3 3

1800 400 18000 400 0 0

9400 1800 0
2

 x= 3 9
2

C ب�ه ازای  پ�س کمتری�ن مق�دار تابع 

به‌دست می‌آید.

9511- گزی1159 اگ�ر قطار با س�رعت ثاب�ت v کیلومتر بر س�اعت حرکت  	4
کند، آن‌گاه

t C t v t

x xx C v
v v

C v v
v

 S¨oe SøIw  ¾â ¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  â¾¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  â¾¹ÄqÀ 

: ( )

: ( ) ( )

: ( )

= +

= +

= +

2

2

2000 4

2000 4

20001 4

بنابراین
C v  C v v v

v
     ( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ = ⇒ =2

2
2000 4 0 500 10 5

0611- گزی1160 باید مساحت پنجره بیشترین مقدار ممکن باشد. 	4

h x r h r r

rh  r

S

rS r r  r r r r

S r r  S r r

ôÃd¶

½o\¹Q SeIv¶  ®ÃõTv¶ SeIv¶ ½oÄHjï´Ãº SeIv¶

     

( )

:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( )

= ⇒ + + π = ⇒ + +π =

π= − −

= +

π π+= − − + π =− +

′ ′=− π+ + = ⇒ =
π+

2 2

19 2 2 9 2 2 9
2

9
2 2

9 1 42 9
2 2 2 2

94 9 0
4
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1611- گزی1161  . x y x
x

+ = + 4 y و در نتیجه 
x

= 4 توج�ه کنی�د ک�ه  	4

] را می‌خواهیم: , ]1 3
2

f با دامنۀ  x x
x

( )= + 4 بنابراین کمترین مقدار تابع 

f x   f x x x    x
x

      (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2
2

41 0 4 2 2

 ، f( )1
2

] باید مقادیر  , ]1 3
2

پ�س برای پیدا کردن مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

 . f fmin( )= =2 4 )f و  )=133
3

 ، f( )=1 17
2 2

)f را مقایسه کنیم:  )2 )f و  )3

x برابر 4 است. y+ پس کمترین مقدار 

2611- گزی1162 ، در نتیجه y x= −2 ، پس  x y− =2 چون  	2

x y x x f x x x f x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( )

′− = − − ⇒ = − + ⇒ = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

3 3 3 3 22 6 12 8 12 12

0 12 12 0 1
چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
x  x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

x=1 به‌دست می‌آید و برابر است با  پس کمترین مقدار تابع f به ازای 
f( )=1 2

3611- گزی1163 فرض می‌کنیم طول ضلع زمین در امتداد شمال- جنوب  	۱
 xy=10000 y باشد. در این صورت،  x و در امتداد شرق- غرب برابر  برابر 

و هزینۀ نرده‌کشی برابر است با

S x y x y x
x

( ) ( ) ×= + = + = × +
84 12 1015000 2 60000 2 30000 120000 3 10

. بنابراین کمترین  x=200  ، S′=0 S و اگ�ر   
x
×′= × −

84
2

12 103 10 بنابرای�ن 

x=200 به‌دس�ت می‌آید. در این حالت، طول یک ضلع  S به‌ازای  مقدار تابع 

 . =10000 50
200

زمی�ن براب�ر ۲۰۰ اس�ت و طول ضلع دیگ�ر زمین برابر اس�ت با 

. ( )+ =2 200 50 500 بنابراین محیط زمین برابر است با 

4611- گزی1164 x و  x+ =−1 2 1 توجه کنید که  	1

 x x m m( )=− + +2
1 2 1

بنابراین

 
x x x x x x x x

m m m m

( )(( ) )

( ( ))

+ = + + −

=− + + + =− − −

3 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3

1 3 1 3 3 4

f را پیدا  m m m( )=− − −23 3 4 بنابرای�ن باید بیش�ترین مقدار ممکن تاب�ع 
کنیم. توجه کنید که 

 f m m f m m      ( ) , ( )′ ′=− − = ⇒ =− 16 3 0
2

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 
 
m  m  

f m f mlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =−∞

−=m به‌دست می‌آید و برابر است با  1
2

پس بیشترین مقدار تابع f به ازای 

f( )− =−1 13
2 4

5611- گزی1165  y x= 22 ف�رض کنی�د B نقط�ه‌ای روی نم�ودار تاب�ع  	4

)xx است. بنابراین , )
2

2
باشد. در این صورت مختصات نقطۀ B به‌صورت 

 xAB x( ) ( )= − + −
22 24 1

2

، آن‌گاه xy x  ( ) ( )= − + −
22 24 1

2
اگر 

x xx x   
y y x

x xx  x  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

− + − −
′ ′= = ⇒ = ⇒ =

− + − − + −

2 3

2 22 2 2 2

4 1 4
2 2 0 2

4 1 4 1
2 2

 B ،به‌دست می‌آید. به این ترتیب x=2 بنابراین کمترین مقدار تابع f به ازای 
) است. , )2 2 نقطۀ 

6611- گزی1166 ب�ا نمادگذاری ش�کل زیر معلوم می‌ش�ود ک�ه بنابر قضیۀ  	1
. در نتیجه مساحت ذوزنقۀ مورد نظر  y x= − 21 ، پس  y x+ =2 2 فیثاغورس 1

. بنابرای�ن باید  y x y x x x( ) ( ) ( )+ + = + = − +21 1 1 2 1 1 1
2

برابر اس�ت ب�ا 

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − +21 1 بیشترین مقدار تابع 

 

x x x xf x x
x x

f x x x       (.¡.¡.ù)

( )
( )

( ) ,

− + − − +′ = + − =
− −

′ = ⇒ = =−

22
2 2

1 2 11
1 1

10 1
2

x=1 به‌دست می‌آید و در این صورت 
2

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f به ازای 

. CD=2

7611- گزی1167 توجه کنید که 	3

lit cm r h h
r

S

S r r rh r r r
rr

¾ºH¼TwH ´\e

¾ºH¼TwH ®¨ SeIv¶ ½køI¤ SeIv¶ ÂLºI] cõw

( ) ( )

= = ⇒π = ⇒ =
π

= = +

=π + π =π + π =π +
π

3 2
2

2 2 2
2

20002 2000 2000

2000 40002 2

پس
S r r   S r r

r
     ( ) , ( )′ ′= π − = ⇒ =

π
3

2
4000 20002 0

8611- گزی1168 −a و  26  ، a2 ای�ن پنج‌ضلعی از یک مس�تطیل به ابعاد  	3
a2 تش�کیل شده است. بنابراین مساحت آن  a2 و قاعدۀ  یک مثلث به ارتفاع 

. بنابراین S a a a a a a a( ) ( ) ( )= − + = −2 2 312 6 2 12
2

برابر است با 

S a a  S a a a a           (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2 212 3 0 4 2 2

 S )، نقط�ۀ ماکزیم�م تابع  , )2 16 پ�س نقط�ۀ 
اس�ت و در نتیج�ه بیش�ترین مق�دار مس�احت 

پنج‌ضلعی برابر 16 است.
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9611- گزی1169 x باش�د. در این  D براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ  	۱
y اس�ت، پس عرض آن برابر  x= 2 D روی نمودار تابع  ص�ورت، چ�ون نقطۀ 

x2 اس�ت و در نتیجه  A ه�م برابر  x2 اس�ت. ب�ه این ترتیب ع�رض نقطۀ 

. اگ�ر  ABCD x x®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( )= + − 22 6 . بنابرای�ن  AB x= − 26

. x=1
2

، پس  y′=0 y و در نتیجه  x′= −2 4 ، آن‌گاه  y x x( )= + − 22 6

 ABCD ، یعنی بیشترین مقدار محیط مستطیل  y بنابراین بیشترین مقدار تابع 

.  ( )+ − =1 1 252 6
2 4 2

x=1 به‌دست می‌آید و برابر است با 
2

به‌ازای 

0711- گزی1170 ف�رض کنید طول نقطۀ D برابر x باش�د. در این صورت  	2
y اس�ت،  x=− +3 طول نقطۀ C هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ C روی خط 
 x− +3 −x است. بنابراین عرض نقطۀ B هم برابر  +3 پس عرض آن برابر 
y است، پس طول نقطۀ B برابر است  x= +5 است و چون این نقطه روی خط 

. به این ترتیب،  x− −2 ، یعنی  x( )− + −3 5 با 
 BC x x x( )= − − − = +2 2 2

در نتیجه
 ABCD مساحت مستطیل BC CD x x( )( )= × = + − +2 2 3  

y را پیدا کنیم. توجه  x x( )( )= + − +2 2 3 بنابراین باید بیش�ترین مق�دار تابع 
کنید که

 y x x x y x      ( ) ( )( ) ,′ ′= − + + − + =− + = ⇒ =2 3 1 2 2 4 4 0 1
بنابراین بیش�ترین مق�دار ممکن تابع y، یعنی بیش�ترین مقدار ممکن مس�احت 

. × =4 2 8 x=1 به‌دست می‌آید و برابر است با  مستطیل  ABCD به ازای 

1711- گزی1171 x>4 و  ، پس  y<0 y و چون  x= −4 توج�ه کنید که  	3
باید بیشترین مقدار تابع 

 f x x x x( ) ( ) , ( , )= + − ∈ +∞2 34 4

را پیدا کنیم. از طرف دیگر،

 
f x x x x x

f x x x  (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) ,

′ = − − =− + −

′ = ⇒ = =

2 22 3 4 3 26 48

80 6
3

بنابراین تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و چون 
 

xx
f x f x flim ( ) , lim ( ) , ( )

+ →+∞→
= =−∞ =

4
16 6 28

پس بیشترین مقدار ممکن تابع f برابر 28 است.

2711- گزی1172 y و x= −8 2 ، پس  x y+ =2 8 چون  	۳

 xy x x x x( ) ( )= − = −3 3 38 2 8 4

f را پی�دا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − 38 4 بنابرای�ن باید بیش�ترین مق�دار تابع 
کنید که

 f x x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − − − = − −

′ = ⇒ = =

3 2 28 4 24 4 32 4 1

0 4 1

 x=1 فقط در نقطۀ f x=4 تغییر علامت نمی‌دهد، پس تابع  f در  ′ چون تابع 
اکسترمم نسبی دارد. همچنین،

x x  
f x f xlim ( ) lim ( )

→−∞ →+∞
= =−∞  

x=1 به‌دست می‌آید و برابر است با  پس بیشترین مقدار تابع f به‌ازای 
f( )=1 216

3711- گزی1173  x y( , ) P نقطۀ  ف�رض کنی�د  	۳

 y x x= −2 5 P روی سهمی به معادلۀ  باشد. چون نقطۀ 

x اس�ت و مجموع  x x( , )−2 5 P نقط�ۀ  اس�ت، پس 

 . x x x x x+ − = −2 25 4 P برابر است با  مختصات 
. x< <0 5 x است، پس  P نقطه‌ای زیر محور  البته چون 

 ( , )0 5 f را روی بازۀ  x x x( )= −2 4 ب�ه این ترتیب، باید کمترین مق�دار تابع 
پیدا کنیم. توجه کنید که

 f x x f x x( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =2 4 0 2

 x=2 f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به‌ازای  چون تابع 
. − =−4 8 4 به‌دست می‌آید و برابر است با 

4711- گزی1174 توجه کنید که 	۱

x x x x x x¾£ºp»l SeIv¶ ( )( ) ( )( )= − + + + = − + +2 21 15 12 8 4 5 8 16
2 2

f را پیدا  x x x x( ) ( )( )= − + +21 5 8 16
2

بنابراین باید بیش�ترین مق�دار تابع 

کنیم. توجه کنید که

 
f x x x x x x x

f x x x (.¡.¡.ù)

( ) ( ) ( )( )

( ) ,

′ =− + + + − + =− − +

′ = ⇒ = =−

2 21 38 16 5 4 3 12
2 2

0 2 4

، طول قاعدۀ بزرگ ذوزنقه عددی منفی می‌شود، بنابراین  x=−4 توجه کنید که به‌ازای 
، یعنی بیشترین مقدار مساحت ذوزنقۀ  f قابل قبول نیست. بنابراین بیشترین مقدار تابع 

. ( )( )=1 3 36 54
2

x=2 به‌دست می‌آید و برابر است با  مورد نظر به‌ازای 

5711- گزی1175 x باشد. در این صورت،  C برابر  فرض کنید طول نقطۀ  	۲
 y x= −6 A روی نمودار تابع  x است و چون نقطۀ  A هم برابر  طول نقطۀ 
 . AC x= −6 x−6 است. بنابراین  A برابر با  اس�ت، پس عرض نقطۀ 

. به این ترتیب BC x= +2 از طرف دیگر، 

ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 2 6
2

f به‌ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 2 6
2

ای را پیدا کنیم که تابع  x بنابرای�ن باید 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

f x x x
x

x xf x x x x
x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+ +′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

1 1 16 2
2 2 2 6

1 2 2 100 6 6
2 2 34 6
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6711- گزی1176  D باش�د. چون نقطۀ x برابر D ف�رض کنید ط�ول نقطۀ 	۳

x2 اس�ت. در  y اس�ت، پ�س عرض نقط�ۀ D برابر  x= 2 روی نم�ودار تاب�ع 

x2 اس�ت. از طرف دیگر عرض نقطۀ B برابر  نتیجه، عرض نقطۀ A نیز برابر 
ع�رض نقط�ۀ C اس�ت، پ�س عرض نقط�ۀ B براب�ر 9 اس�ت. به ای�ن ترتیب، 

. بنابراین BA x= − 29

ABCD AB BC AD x x¾âââ £ºp»l SeIv¶ ( ) ( )( )= + = − +21 1 9 3
2 2

، پس  f x x x( ) ( )( )′ = + −3 3 1
2

، آن‌گاه  f x x x( ) ( )( )= − +21 9 3
2

اگر 

f x x x  ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 1 0

بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیش�ترین 
 x=1 مقدار مس�احت ذوزنقۀ ABCD به‌ازای 

به‌دست می‌آید و برابر است با 

 ( )( )− + =1 9 1 3 1 16
2

7711- گزی1177 فرض کنید طول ضلع‌های نظیر رأس قائمه در این مثلث  	۱

. از طرف دیگر، x y+ =2 2 4 y باشند. در این صورت  x و 

xy x xW±X¶ SeIv¶ = = − 21 1 4
2 2

f را پی�دا کنی�م  x x x( )= − 21 4
2

بنابرای�ن بای�د بیش�ترین مق�دار تاب�ع 

. توجه کنید که x( )< <0 2

xf x x  
x

xf x x x x x
x

( )

( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

22
2

22 2 2
2

1 4
2 2 4

0 4 4 2
4

، یعنی  f ، پس بیش�ترین مقدار تاب�ع 
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =
0 2

0 چ�ون 

=x به‌دس�ت می‌آید و  2 بیش�ترین مقدار مس�احت مثلث مورد نظر به‌ازای 

. × =1 2 2 1
2

برابر است با 

8711- گزی1178  y x= +4 2 x نقط�ه‌ای روی خط  y( , ) ف�رض کنی�د  	۲

باشد. فاصلۀ این نقطه از مبدأ مختصات برابر است با

x y x x x x( )+ = + + = + +2 2 2 2 24 2 17 16 4

f را پیدا کنیم.  x x x( )= + +217 16 4 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 

 xf x       f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

34 16 80
172 17 16 4

 

) است. , )− 8 2
17 17

، یعنی نقطۀ مورد نظر  y x= + = 24 2
17

پس 

9711- گزی1179 −x باش�د. در این  ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ B براب�ر  	2
−x اس�ت و چون نقط�ۀ A روی نمودار تابع  ص�ورت ط�ول نقط�ۀ A هم برابر 

. بنابراین x− 38 y است، پس عرض نقطۀ A برابر است با  x= +3 8

 OAB x xW±X¶ SeIv¶ ( )= − 31 8
2

 . f x x( )′ = − 34 2 ، پس  xf x x( )= −
4

4
2

، آن‌گاه  f x x x( ) ( )= − 31 8
2

اگر 

در نتیجه
  f x x( )′ = ⇒ = 30 2

 OAB یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت مثلث ،f بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع

=x و برابر است با 3 2 وقتی به‌دست می‌آید که 

 ( )=3 31 2 6 3 2
2

0811- گزی1180  A باشد. چون نقطۀ x− فرض کنید طول نقطۀ A برابر  	3

x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1

 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

، در نتیجه  f x x x( )= − 36 ، آن‌گاه  f x x x( ) ( )= − 26 اگر 

f x x( )′ = − 26 3

پس
 f x x x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع

=x به دست می‌آید و برابر است با 2 به ازای 

× =2 4 4 2  
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1811- گزی1181  مشتق‌پذیر و صعودی است، پس مشتق  چون تابع f روی  	2
. در نتیجه f x ax x a( )′ = − + ≥23 18 3 0 آن همه‌جا نامنفی است. بنابراین 

 ax x a a a a   a     IÄ,− + ≥ ⇒ > ∆= − ≤ ⇒ ≥ ≤−2 2 26 0 0 6 4 0 3 3
. a≥3 پس 

2811- گزی1182 از روی نمودار تابع f معلوم اس�ت ک�ه این تابع روی بازۀ  	4
. اکنون توجه  f x( )′ <0 ) مش�تق‌پذیر و اکیداً نزولی است. بنابراین  , )− −3 1

کنید که چون مقادیر تابع f منفی‌اند، پس

 f x xf x f x
y y x

x x

( ) ( ) ( )
, ( , )

′ −′= ⇒ = > ∈ − −
2

0 3 1

بنابراین تابع گزینۀ )۴( اکیداً صعودی است.
f است. x x( )=− −3 100 مثال نقض برای گزینه‌های دیگر تابع 

3811- گزی1183 نمودار تابع f به ش�کل زیر اس�ت. این تابع در نقطه‌های  	۳
x=2 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی دارد و در نقطۀ  x=−2 و 

4811- گزی1184 توجه کنید که 	1
 f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = + + = + +2 5 4 1 4

 
x

f x

f x

( )

( ) min max min

−∞ − − +∞

′ − + − +

4 1 0

0 0 0

   

x=−4 مینیم�م نس�بی دارد و در نقط�ۀ  x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه‌ه�ای 
x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.

5811- گزی1185 چ�ون تاب�ع f همه‌ج�ا مش�تق‌پذیر اس�ت، پ�س نق�اط  	۱
f هستند. از طرف دیگر، x( )′ =0 اکسترمم نسبی آن جواب‌های معادلۀ 

 f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
f در نقطۀ x=1 از مثبت به منفی تغییر علامت می‌دهد،  ′ f و  ( )′ =1 0 چ�ون 
، پس f( )=−1 4 x=1 ماکزیمم نسبی دارد. طبق فرض  پس تابع f در نقطۀ 

 a a− + + =− ⇒ =−1 6 9 4 8

 
x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

  

6811- گزی1186 fD و ( , )= − +∞5 توجه کنید که  	۲

 
xx x  

x xxf x
x x x

( )
( )

−+ −
+ ++′ = =

+ + +

2
2

172 5
3 20 172 5

5 2 5 5
تابع f در تمام نقاط دامنه‌اش مش�تق‌پذیر اس�ت. پس نقاط اکسترمم نسبی آن 

f است. پس x( )′ =0 جواب‌های معادلۀ 

 f x x x x       x ¡.¡.ù)( ) , (.′ = ⇒ + + = ⇒ =− =−2 170 3 20 17 0 1
3

x=−1 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع f اس�ت و عرض این نقطه برابر است  پس 
. f( )− =−1 8 با 

7811- گزی1187 توجه کنید که 	4

 f x x x x x x

f x x       x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − + + − = − +

′ = ⇒ = =−

2 3 23 2 2 2 2 4 4

0 2 1

)f را مقایسه می‌کنیم: )−2 )f و  )2  ، f( )−1 اکنون مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− =− = − =1 27 2 0 2 0

] است. , ]−2 2 27− مقدار مینیمم مطلق تابع f در بازۀ  بنابراین 

8811- گزی1188 x و باید کمترین مقدار ممکن  y= −4 2 توجه کنید ک�ه  	۳

f را پیدا کنیم. از طرف دیگر، y y y( )= − + 24 2 تابع 

 f y y      f y y( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ =2 2 0 1

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
y  y  

f y f ylim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

. f( )=1 3 پس کمترین مقدار تابع f به ازای y=1 به دست می‌آید و برابر است با 

9811- گزی1189 فاصلۀ نقطه‌های مورد نظر برابر است با 	3

 x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 4 5 4 4

f را پی�دا کنیم. x x x( )= + +25 4 4  بنابرای�ن بای�د کمتری�ن مق�دار تاب�ع 

fD و  = توجه کنید که 

 xf x f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

10 4 20
52 5 4 4

 x=− 2
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای 

به‌دست می‌آید که برابر است با

 f( ) ( ) ( )− = − + − + =22 2 2 45 4 4
5 5 5 5

0911- گزی1190 فرض کنید طول نقطۀ C برابر x باش�د. در این صورت،  	2
 y x= −5 طول نقطۀ A هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ A روی نمودار تابع 

 . AC x= −5 x−5 است. بنابراین  اس�ت، پس عرض نقطۀ A برابر با 
. به این ترتیب  BC x= +4 از طرف دیگر 

 ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 4 5
2

f به‌‌ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 4 5
2

بنابرای�ن باید x ای را پیدا کنیم که تابع 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

 
f x x x

x
xf x x x x x

x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+′ = ⇒ − = × ⇒ − = + ⇒ =
−

1 1 15 4
2 2 2 5

1 1 40 5 10 2 4 2
2 4 5
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1911- گزی1191 fD و { }= − ±1 ابتدا توجه کنید که  	4

 x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

− − − −′ = =
− −

2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1

به جدول زیر توجه کنید:

 
x

f x
f x
( )

( )

−∞ − +∞
′ − − −

1 1

  

همچنین

 x x

x x

f x f x

f x    f x
( ) ( )

lim ( ) , lim ( )

lim ( ) , lim ( )

− +

+ −

→ − → −

→ →

=−∞ =+∞

=+∞ =−∞
1 1

1 1

بنابرای�ن جدول تعیین جدول تغییرات تابع f به ش�کل بالاس�ت و این تابع روی 

) نزولی اس�ت ول�ی روی دامنه‌اش  , )+∞1 ) و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 بازه‌ه�ای 

غیر یکنواست.

2911- گزی1192 نمودار تابع f به شکل زیر است. از روی این شکل معلوم  	2
است که تابع f دو نقطۀ مینیمم نسبی و یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد.

3911- گزی1193 ابتدا توجه کنید که 	۱

f x x x f x x x x x

f x x x 

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − + ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =

5 4 4 3 35 1 5 20 5 4

0 0 4

x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

0 4

0 0

  

x=4 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی و در نقطۀ  بنابراین تابع f در نقطۀ 

4911- گزی1194 f همه‌جا مشتق‌پذیر است، پس مشتق آن در  چون تابع  	۳
نقطۀ اکسترمم نسبی‌اش برابر صفر است:

af x x bx x  f x ax bx

f a b

( ) ( )

( )

′= + + − ⇒ = + +

′ − = ⇒ − + =

3 2 242 4 4 4
3 3

1 0 4 4 0

از طرف دیگر، مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می‌کنند:

af b  a b( )− = ⇒− + − − = ⇒− + =41 2 2 4 2 6 22
3 3

b=9 و  a=32 و   نتیجه می‌شود 
a b

a b

− =−

− + =

4 4

6 22
از حل دس�تگاه معادلات 

. a b− =23 در نتیجه 

ت
ن

ت
ن

5911- گزی1195 . تابع f در  xf x
x x

( )
( )

−′ =
−

2

3 3 2
3 3

3 3
توج�ه کنید ک�ه  	4

 x=−1 ±=x مش�تق ندارد و در نقطه‌های x=1 و  3 x=0 و  نقطه‌های 
مشتق آن صفر است. جدول تغییرات تابع f به‌صورت زیر است:

 

x

f x

f x
min max

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + + − −

3 1 0 1 3

0 0

     

3 است. 2 پس x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است و عرض این نقطه برابر 

6911- گزی1196 توجه کنید که 	۳

x xf x x x  
x x

( )
( )

− −′ = + =
2 23 2

3 3
2 1 8 22

3 3

. پس  f ( )′ =1 0
2

f و  ( )′ − =1 0
2

x=0 مش�تق‌پذیر نیست و  f در نقطۀ  تابع 

f سه نقطۀ بحرانی دارد. تابع 

7911- گزی1197 f در تمام نق�اط دامنه‌اش  ابت�دا توج�ه کنید ک�ه تاب�ع  	۱
مشتق‌پذیر است و

x  x a
x axf x f x x a

x x x
   (.¡.¡.ù)

( )
( ) , ( ) [ , ]

− +
−′ ′= = = ⇒ = ∉

1
2 0 1 4

2

)f دنب�ال ماکزیم�م مطلق تاب�ع بگردیم: )4 )f و  )1 پ�س بای�د بی�ن مقادی�ر 

) اس�ت، مق�دار  , )0 1 . چ�ون a ع�ددی از ب�ازۀ  af( )= +4 2
2

f و  a( )= +1 1

 a+2
2

a+1 بزرگ‌تر اس�ت، پس مقدار ماکزیم�م مطلق تابع  a+2 از مق�دار 
2

. a=1
2

، در نتیجه  a+ =92
2 4

است. بنابراین 

8911- گزی1198 ارتف�اع مکعب حاصل مس�اوی x اس�ت. ط�ول و عرض  	4

. توجه کنید که xl´\e= 2 قاعدۀ آن را با l نمایش می‌دهیم. در این صورت 

x l l x x x´\e ( )+ = ⇒ = − ⇒ = − 22 30 30 2 30 2

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − 230 2 بنابراین باید ماکزیمم مطلق تابع 

f x x x x( )= − +3 24 120 900 f x x x( )′⇒ = − +212 240 900

f x x x( )′ = ⇒ − + =20 12 240 900 0 x x⇒ − + =2 20 75 0

x x x x ( )( ) ,− − = ⇒ = =5 15 0 5 15

x=15 حجم جعب�ه برابر صف�ر می‌ش�ود، در نتیجه  توج�ه کنی�د که ب�ه ازای 

x=5 به‌دست می‌آید. بیشترین مقدار تابع f به ازای 

ت
ن

ت
ن ت

ن
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9911- گزی1199  A باشد. چون نقطۀ x− فرض کنید طول نقطۀ A برابر  	3
x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1

 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

نتیج�ه  در   ، f x x x( )= − 36 آن‌گاه   ، f x x x( ) ( )= − 26 اگ�ر 

. پس f x x( )′ = − 26 3

 f x x   x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع

 . × =2 4 4 2 =x به دست می‌آید و برابر است با  2 به ازای 

120012 تاب�ع 0- گزی0 نم�ودار  روی  نقط�ه‌ای   x x( , )3 کنی�د  ف�رض  	1

y برابر است با  x− + =3 6 0 y باشد. فاصلۀ این نقطه تا خط  x= 3

 x x x x x x| | | |− + − + − += =
+

3 3 3

2 2

3 6 3 6 3 6
10 101 3

تاب�ع  مق�دار  کمتری�ن  ک�ه  اس�ت  جای�ی  نظ�ر  م�ورد  نقط�ۀ  بنابرای�ن ط�ول 

d به‌دست می‌آید. توجه کنید که  x x= − +3 3 6

 d x       d x  x  .¡.¡.ù, , ( )′ ′= − = ⇒ = =−23 3 0 1 1

 . d( )=1 4 )d و  )=0 6 )d را مقایس�ه کنی�م:  )1 )d و  )0 پ�س بای�د مقادی�ر 
بنابراین طول نزدیک‌ترین نقطه برابر ۱ است.

120112 از تابع مشتق می‌گیریم: 1- گزی0 	1

f x

f x x x x x x x x

x       x( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

,
′ =

′ = − + = − + − = − +

→ = =−1 2

3 2 2

0

4 12 8 4 1 2 4 1 2

1 2

x

f x

f x

( )

( ) min

−∞ − +∞

′ − + +

2 1

0 0

  

خارج از کشور ریاضی - 90 با توجه به جدول بالا تابع فقط یک مینیمم نسبی دارد.�

120212 ، 2- گزی0 f( )=−1 2 ) روی نمودار تابع است، پس  , )−1 2 نقطۀ  	2

. همچنین  a b+ =−2 درنتیجه 
f   a b  af x bx a b

x

b b a

( )( )

,

′ = + = −′ =− + →− + = →

=− ⇒ =− =−

1 0 2
2

2 2 0

2 43 2
3 3

. xf x
x

( ) ( )−′ =
3

2
4 1
3

بنابراین 

 
x

f x

f x

( )

( ) max

−∞ +∞

′ + −

1

0

 

 

ریاضی - 89 ) نقطۀ ماکزیمم نسبی است. � , )−1 2 پس نقطۀ 

120312 ابتدا مشتق تابع را به‌دست می‌آوریم:3- گزی0 	1

 
f x x x f x x x x x

x x x x
f x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

−
′= − ⇒ = − + −

− − + −′ = + − =

2 1 2
2 23 3 3

2 23 2
3 3

21 1 2 1
3

1 2 1 6 12 2 1
3 3

 

f را حل می‌کنیم: x( )′ =0 اکنون معادلۀ 

 x x x x x
f x x x

x x
 

( )( ) ( )( )
( ) ,

− − + − −′ = = = ⇒ = =
3 3

2 1 1 3 2 1 4 1 10 1
43 3

 

تابع مشتق را تعیین علامت می‌کنیم:

 

x

x x

x

f x

f x

( )( )

( )

( ) min max min

−∞ +∞

− − + + − +

− + + +

′ − + − +

3

10 1
4

2 1 4 1 0 0

0

0 0

   

خارج از کشور ریاضی - 95 x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی است.�
4

با توجه به جدول، 

120412 با توجه به نمودار تابع f مش�خص است که تابع فقط یک 4- گزی0 	2
 f x( )′ =0 x=3 جواب معادلۀ  نقطۀ اکسترمم نسبی به طول 3 دارد. بنابراین 

f در این نقطه تغییر علامت می‌دهد: x( )′ است و 

 

f x ax x bx

f x ax x bx x ax x b

f x x ax x b

( )

( ) ( )

( ) ,

= + +

′ = + + = + +

′ = ⇒ = + + =

4 3 2

3 2 2

2

2

4 6 2 2 2 3

0 0 2 3 0

 

ax باش�د و این معادله نباید  x b+ + =22 3 x=3 باید جواب معادلۀ 0 پ�س 
x=0 داشته باشد. بنابراین جواب دیگری غیر از 

x b b x a a      ,= ⇒ + + = ⇒ = = ⇒ + + = ⇒ =− 10 0 0 0 0 3 18 9 0 0
2

تجربی - 92 �

ت
ن



)155(

120512 توجه کنید که5- گزی0 	3

 x x x xf x x x
x x x

( ) − + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

28 6 28 7 282
3 3

 

 x=−2 x=2 و  x=0 مش�تق‌پذیر نیس�ت و در نقطه‌های  تاب�ع f در نقط�ۀ 
مش�تق آن صفر اس�ت. پس مجموعۀ طول‌ه�ای نقاط بحرانی تاب�ع f به‌صورت 
تجربی - 83 } است.� , , }−2 0 2

120612 ]  6- گزی0 , ]−1 2 توج�ه کنید ک�ه تاب�ع f در ابتدا و انته�ای بازۀ  	4
مش�تق‌پذیر نیس�ت، پس ای�ن نقطه‌ه�ا، نقطه‌های بحران�ی هس�تند. همچنین، 
x=1 نیز نقطه‌های بحرانی  x=0 و  . بنابراین نقطه‌های  f x  x x( ) | || |= −2 1

، بنابراین      
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤


= − + ≤ ≤


− ≤ ≤

3

3

3

1 0
0 1
1 2

تاب�ع f هس�تند. از ط�رف دیگ�ر، 

. در نتیجه
x x

f x x x

x x

( )

 − − < <
′ = − + < <


− < <

2

2

2

3 1 1 0
3 1 0 1

3 1 1 2

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

 

ریاضی - 90 پس تابع f شش نقطۀ بحرانی دارد.�

120712 ] مشتق‌پذیر نیست، 7- گزی0 , ]−2 2 تابع f در ابتدا و انتهای بازۀ  	4
پ�س ای�ن نقطه‌ه�ا، نقطه‌ه�ای بحرانی هس�تند. همچنی�ن تاب�ع f در نقطه‌های 
x=−1 و x=1 مش�تق‌پذیر نیس�ت، پس ای�ن نقطه‌ها نیز نقطه‌ه�ای بحرانی 

، بنابراین  
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤−


= − + − ≤ ≤


− ≤ ≤

3

3

3

2 1
1 1

1 2
هستند. از طرف دیگر، 

x x

f x x x

x x

( )

 − − < <−
′ = − + − < <


− < <

2

2

2

3 1 2 1
3 1 1 1

3 1 1 2

در نتیجه

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

خارج از کشور ریاضی - 87 � پس تابع f شش نقطۀ بحرانی دارد.	

120812 ابتدا توجه کنید که8- گزی0 	2

 

f x x x x f x x x

f x x x x x

x x   (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

,

′= − − + ⇒ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ + − =

=− =

3 2 2

2

3 9 5 3 6 9

0 3 2 3 0 3 1 3 0

1 3

 

 f را پیدا می‌کنیم تا بیشترین مقدار تابع f( )−1 )f و  )2  ، f( )−2 اکنون مقادیر 

 . f( )− =1 10 )f و  )=−2 17  ، f( )− =2 3 ] مش�خص ش�ود:  , ]−2 2 در بازۀ 

تجربی - 92 پس بیشترین مقدار تابع f در این بازه برابر 10 است.�

120912 ) را پیدا می‌کنیم:9- گزی0 , )−4 3 طول نقاط بحرانی تابع روی بازۀ  	2

 f x x x x f x x x

f x x x x   x

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

′= − − ⇒ = − −

′ = ⇒ − + = ⇒ =− =

3 2 21 15 2 15
3
0 5 3 0 3 5

 

x=5 در بازۀ مورد نظر نیس�ت. برای یافت�ن مقادیر ماکزیمم و مینیمم، مقدار 
تابع را در نقاط زیر با هم مقایسه می‌کنیم:

 

f

f

f

 

( ) /

( )

( )

− =− − + =− + = =

− =− − + =− + =

= − − =−

64 64 684 16 60 44 22 6
3 3 3
273 9 45 18 45 27
3

273 9 45 45
3

)f مینیمم مطلق تابع  )=−3 45 )f مقدار ماکزیمم مطل�ق و  )− =3 27 پ�س 
تجربی - 95 داده شده در بازۀ مورد نظر است.�

0121- گزی1210 x y x y+ = ⇒ = −2 88 88 2 با توجه به شکل زیر،� 	2
S ماکزیمم باشد: xy= می‌خواهیم مساحت مستطیل یعنی 

 
S y y y y y

S y y y S mmax

( ) ( )

( )

= − =− +

′ =− + = ⇒ = ⇒ =

2

2

88 2 2 88

4 88 0 22 968
 

خارج از کشور ریاضی - 91 �

1121- گزی1211 توجه کنید که 	4

f x  a x a af x x  x
x x

( )( ) ′ =−′ = − = → =
3 0 302 2

22
2

x را بررسی کنیم. در همسایگی این  x= x=0 جزء دامنۀ تابع نیست و تنها باید 0

(، بنابراین  a f از منفی به مثبت تغییر می‌کند )به ازای همۀ مقادیر  ′ نقطه، علامت 
x نقط�ۀ مینیمم نس�بی تابع اس�ت و تاب�ع ماکزیمم نس�بی ندارد. x= 0  هم�واره 
خارج از کشور  ریاضی - 89 �

2121- گزی1212 ، بنابراین از  f x( )− < ≤1 0 ، پ�س  x x[ ]≤ − <0 چون 1 	2
xg اکیداً صعودی است، نتیجه می‌شود x( )=2 اینکه تابع 

 g g f x g gof x( ) ( ( )) ( ) ( )( )− < ≤ ⇒ < ≤11 0 1
2

 

پس تابع gof مقدار ماکزیمم نسبی دارد و مقدار مینیمم نسبی ندارد. به نمودار 
] توجه کنید. , )−1 1 تابع در بازۀ 

 
x x

x x

x f x x gof x

x f x x gof x

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

− −

−

− ≤ < ⇒ =− − ⇒ = =

≤ < ⇒ =− ⇒ = =

1 1 11 0 1 2
2 2

10 1 2
2

 

ریاضی - 91 �



فصل دوم: آزمون ها
)156(

3121- گزی1213 ±=x مشتق‌پذیر  3 توجه کنید که تابع f در نقطه‌های  	4
نیست، بنابراین این نقطه‌ها، نقطه‌های بحرانی تابع f هستند. از طرف دیگر،

 
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − ≤−


= − + − ≤ ≤


− ≥

3

3

3

3 3
3 3 3

3 3
 

. در نتیجه
x x

f x x x

x x

( )

 − <−
′ = − + − < <


− >

2

2

2

3 3 3
3 3 3 3

3 3 3
پس 

 f x x( )′ = ⇒ =±0 1  
اکنون توجه کنید که

   
x

f x
f x
( )

( )

−∞ − − +∞
′ + − + − +

3 1 1 3
0 0

    

خارج از کشور ریاضی - 88 پس تابع f در چهار نقطه اکسترمم نسبی دارد.�

4121- گزی1214 اگر تابع f در نقطۀ c مش�تق‌پذیر باش�د، مش�تق آن در این  	3
نقطه برابر صفر است، پس مشتق راست تابع نیز در این نقطه برابر صفر است. اگر 

تابع f در نقطۀ c مشتق‌پذیر نباشد، مشتق راست آن در این نقطه مثبت است.

خارج از کشور ریاضی 90 �

5121- گزی1215 عبارات گزینه‌های )2( و )4( درس�ت هس�تند. همچنین  	3
 ، f c( )′ =0 c موجود باشد، آن‌گاه  f در نقطۀ اکس�ترمم نس�بی  ′ می‌دانیم اگر 
پس گزینۀ )1( نیز عبارتی درست است. گزینۀ )3( نادرست است، زیرا هر نقطۀ 
.�ریاضی - 90 f x x( )= 3 x=0 در  بحرانی لزوماً اکسترمم نسبی نیست، مانند 

6121- گزی1216 مشتق تابع را به‌دست می‌آوریم: 	1
x x x

x xxf x
x x x x x

( )
( )

× − +
− ++′ = = =−

+ +

2
2 22

2 2 2 2 2

2 1
1 12 1

1 1
، تابع مش�تق‌پذیر اس�ت،  f f ریش�ه ن�دارد و در همۀ نقاط دامنۀ  ′ پ�س تابع 
خارج از کشور ریاضی 90 بنابراین تابع f نقطۀ بحرانی ندارد.�

7121- گزی1217  x=−2  ، f x x x x( ) ( )|( )( )|= − − +1 1 2 تاب�ع  در  	3
 x=−2 ریش�ۀ س�اده عب�ارت داخ�ل قدرمطلق اس�ت، پ�س تاب�ع f در نقطۀ 

مشتق‌پذیر نیست. 
در x=1 نیز مش�تق تابع برابر صفر اس�ت و به همین دلی�ل این نقطه نیز جزء 

نقاط بحرانی تابع است. اکنون توجه کنید که

x x x x
f x

x x x x

f x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) (( ) ( ))

( )( ) ( ) ( )( ) ,

 − + − + ≥=
− − + − + <

′ ′= ⇒ − + =

− + + − = − + = ⇒ = −

2

2

2

2

1 2 1 2 0

1 2 1 2 0

0 1 2 0

2 1 2 1 1 3 3 0 1 1

x=−1 است. بنابراین پس نقطۀ بحرانی سوم، نقطه‌ای به طول 
  A B CÂºHodM óI£º :          ( , ) , ( , ) , ( , )− − −2 0 1 0 1 4

. ABCS “IŸUnH# ½k–I¤
×= × = =1 4 3 6

2 2
در نتیجه 

ت
ن

ت
ن

خارج از کشور ریاضی - 92 �

8121- گزی1218 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر ه�ر س�ه گزین�ۀ )1(، )2( و )3(  	4
نادرس�ت هس�تند. گزینۀ )4( درس�ت اس�ت، زیرا با توج�ه به اینک�ه تابع f در 
x تعریف شده است، در این نقطه مقدار تابع f در تعریف  c= همسایگی نقطۀ 

اکسترمم نسبی صدق می‌کند.

ریاضی - 88 �

9121- گزی1219 توجه کنید که 	4

 f x x x x x x x( )= + − = − −3 3 32 3 3 3 2  

 x x x− ≤3 33 2 3 ، پس  x x x− ≤3 2 3 واضح است که برای هر x حقیقی 
. پس کمترین مقدار تابع برابر  f( )=0 0 . از ط�رف دیگر  f x( و در نتیج�ه 0≤(
ریاضی - 92 صفر است.�

0221- گزی1220  x در نقط�ۀ به طول f ش�یب خ�ط مماس بر نم�ودار تابع 	4
. m f x x x( )′= =− + −2 4 f است. بنابراین 1 x( )′ برابر با 

f را به‌دست می‌آوریم: x( )′ بیشترین مقدار 

 m  m x x m′=′=− + → = ⇒ =02 4 2 3  
بنابراین خطی با شیب 3 مورد نظر است که در نقطه‌ای به طول 2 بر نمودار تابع 

f مماس شده است. معادلۀ این خط را می‌نویسیم:

 y f x y x( ) ( )− = − ⇒ − = −102 3 2 3 6
3

 

این خط محور y را در نقطه‌ای به طول صفر قطع می‌کند:

 x y  y= ⇒ − = − ⇒ =−10 80 0 6
3 3

 

خارج از کشور ریاضی - 97 �



1221- گزی1221 . بنابراین a a( ) ( )+ − −2 1 1 طول پاره‌خط AB برابر است با  	2
AB a a a= + − + = ⇒ =2 1 1 5 3

پس طول پاره‌خط BC برابر است با
BC a a a( ) ( )= − − + = − =5 2 2 1 3 3 6

2221- گزی1222 a از مبدأ مختصات برابر است با a( , )3 فاصلۀ نقطۀ  	2

 a a a a a a( ) | |+ = + = = =2 2 2 2 23 3 4 2 6  

. a=±3 بنابراین 

3221- گزی1223 مختصات M را حساب می‌کنیم: 	2

 A B A B
M M

x x y ym mx       y,
+ ++ − += = = =2 3 1
2 2 2 2

y است، پس  x+ − =2 3 1 0 چون M روی خط 

 
m m mm

m m

( ) ( )− + ++ − = ⇒− + + + − =

− =− ⇒ =

3 1 2 32 3 1 0 3 1 3 1 0
2 2 2

3 3 2
2

) است. , )−52
2

)، یعنی  , )+ − × +2 2 3 2 1
2 2

بنابراین M نقطۀ 

4221- گزی1224  −1 حاصل‌ضرب ش�یب‌های دو خط عم�ود بر هم برابر  	4
است. در نتیجه

 k
k k k

k
( )

( )
− −

× =− ⇒ − = ⇒ =
53 1 3 5 2 15

2
 

5221- گزی1225 اگر رأس B قائمه باشد، آن‌گاه AB بر BC عمود است،  	3
1− است: یعنی حاصل‌ضرب شیب‌های خط‌های AB و BC برابر 

 AB BC
am m
a

,− −= = =
− −

26 4 2 4
7 4 3 4 2

، نقطه‌های B و C بر هم منطبق می‌ش�وند که درس�ت  a=2 توجه کنید که اگر 

. به این ترتیب  BC
am +=2

2
a≠2 و در نتیجه  نیست. بنابراین 

 AB BC
am m a( )+× =− ⇒ =− ⇒ =−2 21 1 5

3 2
6221- گزی1226 ) و  , )−3 10 راه‌حل اول وس�ط پاره‌خط واصل نقطه‌های  	4

) اس�ت. چ�ون نقط�ۀ  , )−6 4 )، یعن�ی  , )− − −3 9 10 2
2 2

) نقط�ۀ  , )− −9 2

m روی عمودمنصف پاره‌خط مورد نظر اس�ت، پس حاصل‌ضرب  m( , )−4 2 1

) می‌گذرد و شیب خطی  , )−6 4 m و  m( , )−4 2 1 شیب خطی که از نقطه‌های 

1− است: ) می‌گذرد برابر  , )− −9 2 ) و  , )−3 10 که از نقطه‌های 

 m m m
m m
− − + −× =− ⇒ × =− ⇒ =
+ − + +

2 1 4 10 2 2 5 11 2 1
4 6 3 9 4 6 2

P روی عمودمنص�ف پاره‌خط واصل  m m( , )−4 2 1 راه‌ح��ل دوم چون نقط�ۀ 
)B است، پس , )− −9 2 )A و  , )−3 10 نقاط 

فصل ششم

فصل دوم: آزمون ها

PA PB m m m m

m m m m

m m m m m m m m

m m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − − = + + − +

+ + − = + + +

+ + + − + = + + + + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 3 2 1 10 4 9 2 1 2

4 3 2 11 4 9 2 1

16 24 9 4 44 121 16 72 81 4 4 1

196 48
2

7221- گزی1227 − اس�ت. ش�یب خط  1
2

y برابر  x+ =2 ش�یب خ�ط 1 	2

عمود بر این خط 2 اس�ت. پس معادلۀ خطی را که ش�یب آن 2 باش�د و از نقطۀ 
)  بگذرد می‌نویسیم: , )−1 2

 y x y x x y( )− = + ⇒ = + ⇒ − + =2 2 1 2 4 2 4 0  
فاصلۀ مبدأ مختصات از این خط، مطلوب مسئله است که برابر است با

 | |− +
=

+

0 0 4 4
4 1 5

 

8221- گزی1228  x y+ + =6 8 1 0 شعاع دایره برابر فاصلۀ نقطۀ O از خط  	4

. بنابراین مساحت دایره برابر است با  R
| |− +

= =
+

6 8 1 1
1036 64

است: 

 S R π=π =2
100

9221- گزی1229 چون مختصات نقطۀ A در معادلۀ خط داده ش�ده صدق  	2
 BC نیس�ت. پس ی�ا معادلۀ AB و AD معادلۀ y x= −2 نمی‌کنن�د، پ�س 1
 y x= −2 )A تا خط 1 , )2 1 اس�ت یا DC. هر کدام که باشد، اگر فاصلۀ نقطۀ 

را حساب کنیم، طول ضلع مربع به دست می‌آید:

 x y a     

| |
,

− −
− − = = =

+

4 1 1 22 1 0
4 1 5

بنابراین مس�احت مرب�ع ABCD برابر 

. S a= =2 4
5

است با 

0321- گزی1230 رأس A روی هیچ‌کدام از خط‌های داده شده قرار ندارد، زیرا  	3
مختصات آن در معادله‌های داده شده صدق نمی‌کنند. پس برای محاسبۀ طول و 

عرض مستطیل کافی است فاصلۀ A از دو خط داده شده را به دست آوریم:

 AB       AD
| | | |

,
+ − − −

= = = = =
+ +

4 6 5 3 8 25 71
5 516 9 9 16

. S= × =7 71
5 5

بنابراین مساحت مستطیل برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
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1321- گزی1231 ابتدا توجه کنید که  	1

 B A

C B

AB x x m m m

BC x x m m m

| | | ( )| | |

| | | | | |

= − = − − = +

= − = + − = +

2 1 1

3 1 2 1
 

بنابراین

 
m m

m m m
m m

| | | | | |
+ = ⇒ =+ − + = ⇒ + = ⇒
+ =− ⇒ =−

1 3 2
2 1 1 3 1 3

1 3 4
 

. −2 پس مجموع مقادیر ممکن برای m برابر است با 

2321- گزی1232 توجه کنید که 	1

 
AB a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= − + + = ⇒ − + + =

− + + + + = ⇒ + + =

2 2 2 2

2 2 2

1 13 1 132 3 2 3
2 2 2 4

1 134 12 9 5 11 6 0
4 4

 

بنابراین مجموع مقدارهای ممکن a برابر است با مجموع جواب‌های این معادله، 

. توجه کنید که این معادله دو جواب دارد. −11
5

یعنی 

3321- گزی1233 راه‌حل اول در متوازی‌الاضالع قطرها یکدیگر را نصف  	4
می‌کنند. بنابراین نقطۀ وسط پاره‌خط AC همان نقطۀ وسط پاره‌خط BD است. 

. در نتیجه y yx x( , ) ( , )
− + − +− + − −=

3 2 32 7 1
2 2 2 2

بنابراین 

 x x x       y y y,− + = − ⇒ = − + = − ⇒ =2 6 4 3 5 4
) است. , )4 4 یعنی C نقطۀ 

راه‌حل دوم در متوازی‌الاضلاع، ضلع‌های روبه‌رو موازی‌اند. پس

AB CD
y y y yAB CD m m
x x x x

x yx y y xy x x y

− − + − − + −
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− − + + − + +
− − + + =− + + − ⇒− + =

3 2 3 5 3
2 7 1 9 1

5 5 9 27 3 5 16



به همین ترتیب،

 
AD BC

y yAD BC m m
x x

y x y x y
x

− −− −⇒ = ⇒ =
− + − −

−
= ⇒ − = − ⇒ − =

−

23 3
2 1 7

2 26 42 12 2 2 6 20
7 2



 

 . y=4 x=4 و   به دست می‌آید 
x y
x y
− + =

 − =

5 16
6 20 از حل دس�تگاه معادلات 

) است. , )4 4 بنابراین C نقطۀ 
4321- گزی1234  ( , )− −2 3 )  و  , )−1 6 شیب خط راستی که از نقطه‌های  	1

. بنابراین ش�یب خط راس�تی که بر این خط  + =
− +
6 3 9
1 2

می‌گذرد برابر اس�ت با 

− است و از  1
9

. معادلۀ خط راستی که شیب آن  − 1
9

عمود است برابر است با 

) می‌گذرد به‌صورت زیر است: , )−0 5 نقطۀ 

 y x x y( ) ( )− − =− − ⇒ + + =15 0 9 45 0
9

 

5321- گزی1235 ش�یب خطی را که از نقطه‌های A و B می‌گذرد حس�اب  	3

. پس ش�یب ارتفاع CH برابر 1−  B A
AB

B A

y y
m

x x
− −= = =
− − −

0 2 1
1 1

می‌کنیم 

. اکنون معادل�ۀ خطی را که از رأس C با ش�یب 1−  CH AB⊥ اس�ت، زی�را 
می‌گذرد می‌نویسیم:

 C CH Cy y m x x y x y x( ) ( )− = × − ⇒ + =− − ⇒ =− +1 3 2

6321- گزی1236 راه‌ح��ل اول می‌دانی�م عمودمنص�ف AB از وس�ط این  	2
)M می‌گذرد. شیب خط گذرنده از A و B برابر ۱  , )−1 3 پاره‌خط یعنی نقطۀ 

اس�ت، بنابراین ش�یب عمودمنصف برابر 1− اس�ت. در نتیجه معادلۀ این خط 
x است. y+ =2 y یا به طور ساده‌تر  x( )− =− +3 1 1 به‌صورت 

راه‌حل دوم می‌دانیم هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر آن به یک 
 AB روی عمودمنصف پاره‌خط P x y( , ) فاصله اس�ت. فرض می‌کنیم نقط�ۀ 

باشد. در این صورت

PA PB x y x y

x y x y

x x y y x x y y

x y x y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − = − + −

+ + − = − + −

+ + + − + = − + + − +

+ = ⇒ + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 1 5

3 1 1 5

6 9 2 1 2 1 10 25

8 8 16 2

7321- گزی1237 ابتدا توجه کنید ش�یب خطی که BC روی آن قرار دارد،  	1

2− اس�ت.  1 اس�ت، پس ش�یب خطی که AH روی آن قرار دارد برابر 
2

برابر 

بنابراین معادلۀ این خط به‌صورت زیر است:

A AH Ay y m x x

y x y x

( )

( )

− = −

− =− − ⇒ =− +2 2 1 2 4

بنابرای�ن برای پی�دا کردن مختصات نقطۀ H کافی اس�ت مح�ل تقاطع دو خط 
x را پیدا کنیم: y− + =2 4 1 0 y و  x=− +2 4

y x

y x

x y x x

x x y y

( )

( )

=− +

=− +


− + = → − − + + =

= ⇒ = ⇒ =− + ⇒ =

2 4

2 4

2 4 1 0 2 4 2 4 1 0

3 310 15 2 4 1
2 2

)  است.  , )3 1
2

پس H نقطۀ 

8321- گزی1238 با توجه به شکل زیر، اندازۀ AH را حساب می‌کنیم: 	3

 AH
| |− + −

= = =
+

1 1 2 2 2
1 1 2

2 است. طول ضلع مربع را حساب می‌کنیم: 2 بنابراین طول قطر مربع برابر 

 a a a

a a

( )+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2

2 2 2 8

4 2
بنابراین محیط مربع برابر ۸ است.
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9321- گزی1239 چون خط‌های داده ش�ده موازی‌اند، پس شیب‌های آن‌ها  	4

. اگر دو طرف معادلۀ خط دوم  a=6 ، پس  a− =−3
2

برابر اس�ت، در نتیجه 

x درمی‌آید. چون فاصلۀ این دو  y k+ + =6 2 2 0 را در ۲ ضرب کنیم، به شکل 

10 است، پس  خط 

 k  k k k
| | >+ += → = ⇒ =

+

0
2 2

2 6 2 610 10 7
406 2

 . a k+ =13 بنابراین 

0421- گزی1240  x y− − =32 0
2

ابت�دا معادل�ۀ خ�ط دوم را به ص�ورت  	1

x روی خط مورد نظر باش�د.  y( , )0 0 می‌نویس�یم. اکنون فرض می‌کنیم نقطۀ 

فاصلۀ این نقطه از دو خط باید برابر باشد

 

x yx y
x y x y

x y x y

x y x y x y

¡ ¡ ). —( . .

| || |
| | | |

− −− +
= ⇒ − + = − −

+ +
 − + = − − ⇒ =−

 − + =− + + ⇒ − − =

0 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

322 1 32 2 1 2
24 1 4 1

3 32 1 2 1
2 2

3 12 1 2 4 2 0
2 2

 

پس مختصات تمام نقطه‌هایی که از دو خط داده ش�ده به یک فاصله باش�ند، در 

x ص�دق می‌کنن�د، یعن�ی معادل�ۀ خ�ط م�ورد نظ�ر  y− − =14 2 0
2

معادل�ۀ 

x است. y− − =14 2 0
2

1421- گزی1241 با توجه به شکل مقابل واضح  	4
. بنابراین  AB AC= =3 =Â و  090 اس�ت ک�ه 

مثلث ABC قائم‌الزاویۀ متساوی‌الساقین است.

2421- گزی1242 چ�ون خط‌های MN و BC موازی هس�تند، پس ش�یب  	1
آن‌ها برابر است. شیب خط MN را به دست می‌آوریم:

 M N
MN

M N

y y
m

x x
− − −= = =
− − −

1 4 5
2 5 7

5 می‌گذرد می‌نویسیم:
7

)P با شیب  , )− −3 4 معادلۀ خطی را که از نقطۀ 

 y x y x( )+ = + ⇒ = −54 3 7 5 13
7

پ�س معادلۀ خط�ی ک�ه BC روی آن قرار 
y است. x= −7 5 13 دارد، 

3421- گزی1243 مختصات نقطۀ M وسط ضلع AC را حساب می‌کنیم: 	3

 A C A C
M M

x x y y
x       y,

+ ++ −= = = = = =4 2 1 13 0
2 2 2 2

بنابراین طول میانۀ BM برابر است با
 BM m m( ) ( ) ( )= − + − − = − +2 2 23 2 0 3 4

، پس BM=2 چون 
 m m m m( ) ( ) ( )− + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 23 4 2 3 4 4 3 0 3

4421- گزی1244 x عمود است، پس  ay− =7 x بر خط  y+ =3 4 خط  	2
1− است: حاصل‌ضرب شیب این خط‌ها 

 a
a

− × =− ⇒ =13 1 3  

bx عمود اس�ت، پ�س حاصل‌ضرب  y+ =−2 5 x بر خ�ط  y− =3 7 خ�ط 
1− است: شیب این خط‌ها نیز 

 b b( )× − =− ⇒ =1 1 6
3 2

 

. a b+ =9 بنابراین 

5421- گزی1245 ′AA باشد، آن‌گاه  اگر نقطۀ H وسط پاره‌خط  	1

 H Hx y,− += =− = =1 3 2 41 3
2 2

 

y صدق  ax b= + ب�ا توجه به ش�کل زیر مختص�ات نقطۀ H در معادل�ۀ خط 
می‌کنند. پس

 a b b a( )= − + ⇒ = +3 1 3
 ، a می‌گذرد، برابر A′ از ط�رف دیگ�ر عکس و قرینۀ  ش�یب خطی ک�ه از A و 

y است، پس ax b= + شیب خط 

 A A
AA

A A

y y
m a

x x ( )
′

′
′

− −= = =− ⇒ =
− − −

2 4 1 2
1 3 2

 . ab=10 b=5 و در نتیجه  بنابراین 

6421- گزی1246 ابتدا طول ضلع‌های مثلث ABC را به دست می‌آوریم: 	2

 AB AC

BC

  ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

= − + − − = = − − + − =

= − − + + =

2 2 2 2

2 2

5 1 5 3 80 1 1 2 3 5

1 5 2 5 85

BC بی�ن طول ضلع‌ه�ای مثلث  AB AC= +2 2 2 واضح اس�ت که تس�اوی 
برقرار است، پس مثلث قائم‌الزاویه است و مساحت آن برابر است با

 AB AC× = × =1 1 80 5 10
2 2

7421- گزی1247  x y− − =2 1 x و 0 y k− + =2 ابتدا خط‌ها را به‌صورت 0 	3
′AH باشد، آن‌گاه A از دو خط به‌ترتیب برابر AH و  می‌نویسیم. اکنون اگر فاصلۀ 

 

k k k k k
AH AH

k k k
AH AH k k

k k k

      

| | | | | | | |
,

| | | |

+ + + + − +′= = = =
+ +

+ = + ⇒ =
′= ⇒ + = + ⇒

+ =− − ⇒ =−

2 1 3 1 2 1 1
4 1 5 1 4 5

3 1 2 2 1
2 3 1 2 1 33 1 2 2

5
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8421- گزی1248 ) نیز  , )2 0 ) و  , )0 1 خط راس�ت گذرنده از B و C از نقاط  	2

y است.طول  x+ − =2 2 y یا 0 x( )−− = −
−

0 10 2
2 0

می‌گذرد. بنابراین معادلۀ آن 

. | |× −
= =

+2 2

2 4 2 6 6 5
552 1

ارتفاع وارد بر BC برابر با فاصلۀ A از BC است:

 . × × =1 6 5 12 54
2 5 5

بنابراین مساحت مثلث ABC برابر است با 

9421- گزی1249 طول ضلع BC برابر است با  	2
 BC ( ) ( )= − + − =2 25 3 4 3 5  

y ی�ا  x( )−− = −
−

4 33 3
5 3

معادل�ۀ خ�ط گذرن�ده از نق�اط B و C به‌ص�ورت 

y اس�ت. بنابرای�ن طول ارتفاع وارد ب�ر BC یا همان فاصلۀ A از  x− − =2 3 0

. بنابراین  | ( ) ( ) |− − −
=

+

2 1 7 3 6
4 1 5

خ�ط گذرنده از نقاط B و C برابر اس�ت با 

. × =6 5 6
5

مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با 

0521- گزی1250 و   x y+ + =3 4 6 0 م�وازی  خط‌ه�ای  فاصل�ۀ  	4

. در نتیجه، چون مس�احت  | |+
=

+2 2

6 6 12
53 4

x برابر اس�ت با  y+ − =3 4 6 0

مستطیل ۱۲ است، پس طول ضلع دیگرش برابر با ۵ است. بنابراین طول ضلع 
بزرگ‌تر این مستطیل برابر ۵ است.

1521- گزی1251 همان‌گونه که در شکل مقابل  	3
دی�ده می‌ش�ود، س�طح مقط�ع حاصل ی�ک مربع 

است.

2521- گزی1252 جس�م حاصل از دو نیم‌کره  	۳
هر یک به شعاع ۳ درست شده است. بنابراین حجم 

. ( )( )× π× = π31 42 3 36
2 3

آن برابر است با 

3521- گزی1253 جس�م حاصل استوانه‌ای به ش�عاع قاعدۀ ۱۲ و ارتفاع ۴  	1
اس�ت که اس�توانه‌ای به ش�عاع قاع�دۀ 2 و ارتفاع ۴ از آن حذف ش�ده اس�ت. 

. π× × −π× × = π2 212 4 2 4 560 بنابراین حجم آن برابر است با 
4521- گزی1254 از دوران هر نیم‌دایره حول خط d یک کره ایجاد می‌شود.  	3

پس شکل ایجاد شده فضای بین دو کره است.
5521- گزی1255 جسم مورد نظر از دو استوانه درست شده است. یکی به  	۴

شعاع قاعدۀ ۸ و ارتفاع ۴ و دیگری به شعاع قاعدۀ ۴ و ارتفاع ۶. بنابراین حجم 
. π× × +π× × = π2 28 4 4 6 352 مورد نظر برابر است با 

6521- گزی1256 ابتدا به کمک قضیۀ فیثاغورس ش�عاع ربع دایره را تعیین  	۲
می‌کنیم: 

 r r= + ⇒ =2 2 25 3 4  
جس�م حاصل نیم‌کره‌ای به ش�عاع ۴ اس�ت که  مخروطی به ش�عاع قاعدۀ ۴ و 

ارتفاع ۳ از آن جدا شده است. بنابراین حجم این جسم برابر است با 

 ( ) π× × ππ× − =
231 4 4 3 804

2 3 3 3

7521- گزی1257 به ش�کل زیر توجه کنی�د. برای به‌دس�ت آوردن FD از  	۳
قضیۀ فیثاغورس استفاده می‌کنیم:

 FD FH DH FD= − ⇒ = − =2 2 2 25 9 4  
بنابراین جس�م مورد نظر از یک اس�توانه به ش�عاع قاعدۀ ۸ و ارتفاع ۳ و از یک 
مخروط به شعاع قاعدۀ ۳ و ارتفاع ۴ درست شده است. بنابراین حجم مورد نظر 

.  π× ×π× × + = π
22 3 48 3 204

3
برابر است با 

8521- گزی1258 جس�م حاصل اس�توانه‌ای به ش�عاع قاعدۀ ۴ و ارتفاع ۳  	۱
است که مخروطی به شعاع قاعدۀ ۴ و ارتفاع ۳ به آن اضافه شده است. بنابراین 

.  π× ×π× × + = π
22 4 34 3 64

3
حجم جسم حاصل برابر است با 

9521- گزی1259 به ش�کل زیر توج�ه کنید. برای به‌دس�ت آوردن HC از  	۲
قضیۀ فیثاغورس استفاده می‌کنیم:

 HC BC BH HC= − ⇒ = − =2 2 2 25 16 3  
بنابراین جسم حاصل استوانه‌ای به شعاع قاعدۀ ۴ و ارتفاع ۵ است که مخروطی 
به ش�عاع قاعدۀ ۴ و ارتفاع ۳ از آن جدا ش�ده است. بنابراین حجم حاصل برابر 

.  π× ×π× × − = π
22 4 34 5 64

3
است با 



)161(

0621- گزی1260 جس�م حاصل از دو مخروط به هم چسبیده درست شده  	۳
 ABC مثلث BC اس�ت. شعاع قاعدۀ هر دو مخروط برابر ارتفاع وارد بر ضلع
. اکنون  x y BC+ = =6 اس�ت. اگر ارتفاع‌های آن‌ها برابر x و y باشد، آن‌گاه 

توجه کنید که

ABCS h BC h h= ⇒ × = ⇒ × = ⇒ =1 112 12 6 12 4
2 2

بنابراین حجم مورد نظر برابر است با
h yh x h x y( )
ππ π π× ×+ = + = = π

22 2 24 6 32
3 3 3 3

1621- گزی1261 نقط�ۀ  یعن�ی   ، FF′ پاره‌خ�ط  وس�ط  بیض�ی  مرک�ز  	2

 .  ( , )6 1 ) است، که می‌شود نقطۀ  , )+ −6 6 4 2
2 2

2621- گزی1262 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	4
برابر 2a است. بنابراین

a PF PF ( ) ( ) ( ) ( )′= + = − + + − + − − + −

= + =

2 2 2 22 6 6 5 0 6 6 5 0

5 13 18
پس طول قطر بزرگ بیضی برابر 18 است.

3621- گزی1263 راه‌حل اول طبق فرض، 	2

 a a b b     ,= ⇒ = = ⇒ =32 6 3 2 3
2

 

بنابراین

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 29 3 39
4 2

 

 . c=2 3 3 به این ترتیب، فاصلۀ کانونی بیضی برابر است با 
نتیج�ه  در   . a b c= +2 2 24 4 4 پ�س   ، a b c= +2 2 2 دوم چ�ون  راه‌ح��ل 

. پس a b c( ) ( ) ( )= +2 2 22 2 2

 c c c( ) ( )= + ⇒ = ⇒ =2 2 2 26 3 2 2 27 2 3 3  
4621- گزی1264 . طول  c=3 ، پس  c FF′= =2 6 ابت�دا توجه کنید ک�ه  	3

. بنابراین a=5 ، یعنی  a=2 10 قطر بزرگ بیضی برابر 2a است، پس 
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 9 4  

 . b=2 8 در نتیجه، طول قطر کوچک بیضی برابر است با 
5621- گزی1265 توجه کنید که  	4

 PFF PF PF FF a cW±X¶ ‰Ãd¶ ( )′ ′ ′= + + = +2 2

. اکنون توجه کنید که b OB= =4 a و  OA′= =5 از طرف دیگر 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 25 4 3

 . a c+ =2 2 16 ′PFF برابر است با  بنابراین محیط مثلث 

6621- گزی1266  ( , )−2 0 y با محور x نقطۀ  x= +2 4 محل برخورد خط  	3
. محل برخورد خط  c OF= =2 ) است. در نتیجه  , )−2 0 است. پس F نقطۀ 
. اکنون توجه  b OB= =4 )  اس�ت، پس  , )0 4 y ب�ا محور y نقطۀ  x= +2 4

کنید که
 a b c a= + = ⇒ =2 2 2 20 2 5  
 . a=2 4 5 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی برابر است با 

7621- گزی1267 نتیج�ه  در  و   c FO F O′= = =2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	3

. c
a
=2

5
. بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با  a AO= = + =3 2 5

8621- گزی1268 راه‌ح��ل اول ط�ول قطر ب�زرگ بیض�ی برابر 2a اس�ت.  	2

 c
a

. از طرف دیگر، خروج از مرکز بیضی برابر  a=8 ، پ�س  a=2 16 بنابرای�ن 

است. بنابراین

 c c c
a
= ⇒ = ⇒ =1 1 4

2 8 2
 

اکنون توجه کنید که
 a b c b b b= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 264 16 48 4 3  

 . 8 3 طول قطر کوچک بیضی برابر 2b است، پس برابر است با 

، پس e=1
2

a=8 و  راه‌حل دوم چون 

b b be b b
a

( )= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 22 21 11 1 1 48 4 3

2 64 4 64
. b=2 8 3 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

9621- گزی1269 ، پس  b=2 18 c و چ�ون  OF= =12 توج�ه کنی�د که  	3
. بنابراین b=9

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 2 29 12 225 15

 . c
a
= =12 4

15 5
در نتیجه خروج از مرکز بیضی برابر است با 

0721- گزی1270 B ب�ه ترتی�ب مح�ل برخ�ورد خ�ط  ′F و  نقطه‌ه�ای  	1

 B و ( , )1 0
2

′F نقطۀ  y ب�ا مح�ور x و محور y هس�تند. بنابرای�ن  x=− +2 1

. بنابراین c OF′= =1
2

b و  OB= =1 ) است. در نتیجه  , )0 1 نقطۀ 

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 1 5 51
4 4 2

 . c
a
= =

1
52

55
2

در نتیجه خروج از مرکز بیضی برابر است با 

1721- گزی1271 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	2
. a=5 ، پس  a PF PF′= + =2 10 برابر 2a است. بنابراین 

فاصلۀ هر س�ر قط�ر کوچک بیضی تا هر یک از کانون‌های بیضی برابر a اس�ت. 
. B F a′ ′= =5 پس 

2721- گزی1272 پ�س  اس�ت،   2a براب�ر  بیض�ی  ب�زرگ  قط�ر  ط�ول  	3
. از ط�رف دیگ�ر، مجم�وع فاصله‌ه�ای ه�ر نقط�ه از بیضی تا  a AA′= =2 8
 . MF MF NF NF a′ ′+ = + = =2 8 کانون‌های بیضی برابر 2a است. در نتیجه 

 . + =8 8 16 FMF برابر است با  N′ بنابراین محیط چهار‌ضلعی 
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3721- گزی1273  ، c=2 8 . بنابراین  c2 فاصلۀ کانونی بیضی برابر است با  	3
 ، b=2 4 . بنابراین  b2 . ط�ول قطر کوچک بیضی برابر اس�ت ب�ا  c=4 یعن�ی 

. اکنون توجه کنید که b=2 یعنی 
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 4 16 20 2 5
 . 4 5 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی مورد نظر برابر است با 

4721- گزی1274 طول قطر بزرگ و طول قطر کوچک بیضی به‌ترتیب برابر  	3
b2 هستند. بنابراین a2 و 

 a a       b b,= ⇒ = = ⇒ =2 12 6 2 10 5
اکنون توجه کنید که

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 5 11
، در نتیجه کانون‌های بیضی  OF c′= = 11 بنابراین 

)   هستند. , )−0 11 )   و  , )0 11 نقطه‌های 

5721- گزی1275 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	1
. a=13  ، a PF PF′= + =2 26 برابر 2a است. بنابراین 

. اکنون توجه کنید که b=12 ، پس  b BB′= =2 24 همین‌طور، 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 213 12 5  

 . AF a c= − = − =13 5 8 در نتیجه 
6721- گزی1276 ′FF می‌گذرد و  توجه کنید که محور x از وسط پاره‌خط  	۳

′BB قطر کوچک بیضی مورد نظر است. در نتیجه  بر آن عمود است. بنابراین 
′BFF بنابر  . اکن�ون توج�ه کنید ک�ه در مثلث قائم‌الزاوی�ۀ  BF BF a′= =

قضیۀ فیثاغورس،
BF BF FF a a a a′ ′+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 28 2 64 4 2

. a=2 8 2 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی مورد نظر برابر است با 
7721- گزی1277 از ش�رط‌های مس�ئله نتیج�ه می‌ش�ود ک�ه قطر ب�زرگ و  	3

. از  b= 13 قطر کوچ�ک بیضی روی محورهای مختصات هس�تند. بنابراین 
 2a طرف دیگ�ر، مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی برابر

 . a=7 ، پس  a PF PF′= + =2 14 است. بنابراین 
اکنون توجه کنید که

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 249 13 6  

 . c
a
=6

7
بنابراین، خروج از مرکز بیضی برابر است با 

8721- گزی1278 ′FF است، پس قطر کوچک  چون محور y عمودمنصف  	1
. مجم�وع فاصله‌های هر  b OB= =3 بیض�ی روی مح�ور y اس�ت. در نتیجه 

a2 است. بنابراین نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی برابر با 
 a PF PF a′= + = ⇒ =2 18 9

در نتیجه 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 29 3 6 2

. c
a
= =6 2 2 2

9 3
بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با 

9721- گزی1279 ، پس  b=2 12 =ac و 
2

، پ�س  c
a
=1

2
توج�ه کنی�د که  	1

، بنابراین b=6
 aa b c a a= + ⇒ = + ⇒ =

22 2 2 2 36 4 3
4

. مجموع فاصله‌ه�ای هر نقطه از بیضی ت�ا کانون‌های  ac= =2 3
2

بنابرای�ن 

a2 است. بنابراین بیضی برابر 
PFF PF PF FF a cW±X¶ ‰Ãd¶′ ′ ′= + + = + =2 2 12 3

0821- گزی1280 . از  FF c′= =2 10 ، پس  c OF= =5 توج�ه کنید ک�ه  	3
طرف دیگر، مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی برابر است 

. اکنون توجه کنید که PF PF a′+ =2 . در نتیجه  a2 با 
 PFF PF PF FF a aW±X¶ ‰Ãd¶ ( )′ ′ ′= + + ⇒ = + ⇒ =24 2 10 7

 . c
a
=5

7
در نتیجه، خروج از مرکز بیضی برابر است با 

1821- گزی1281 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	1
برابر 2a است. بنابراین

 a KF KF a′= + = + = ⇒ =2 13 7 20 10
از ط�رف دیگر، فاصلۀ هر یک از دو س�ر قطر کوچ�ک بیضی تا کانون‌های بیضی 

 . BF′=10 برابر a است، پس 

2821- گزی1282 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	1
a2 است. بنابراین برابر 

 a PF PF  ′= + = + =2 8 3 11
، پس A F AF′ ′= =4 AA و  a′=2 از طرف دیگر 

 FF AA AF A F′ ′ ′ ′= − − = − − =11 4 4 3  

3821- گزی1283 . از طرف  a=5 ، پس  a AA′= =2 10 توجه کنی�د که  	2
a2 است. بنابراین دیگر، مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی برابر 

 PF PF a PF PF′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =2 4 10 6
 PFF′ اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 PF FF PF FF FF′ ′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 216 36 2 5

4821- گزی1284 مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی تا کانون‌های بیضی  	2
. a=8 ، پس  a PF PF′= + = + =2 11 5 16 a2 است. بنابراین  برابر 

اگر O مرکز بیضی باشد، آن‌گاه
 AO AF FO a c c c= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 8 2 6

اکنون توجه کنید که
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 264 36 2 7

. b=2 4 7 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 
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5821- گزی1285 ، یعنی  a=2 20 ، پ�س  BF BF a′= = توج�ه کنید که  	1
. اکنون توجه  c OF OA F A′ ′ ′ ′= = − = − =10 4 6 . از ط�رف دیگر،  a=10

کنید که
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 36 8  

 . b=2 16 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

6821- گزی1286 توجه کنید که 	۱
a AA a b BB b      ,′ ′= = ⇒ = = = ⇒ =2 8 4 2 6 3

از طرف دیگر،
a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 24 3 7

. OF c
BF a

cos ′α= = =
′

7
4

 ، BOF′ بنابراین، در مثلث قائم‌الزاویۀ 

7821- گزی1287 راه‌ح��ل اول مجم�وع فاصله‌های ه�ر نقط�ه از بیضی تا  	۳
. بنابراین FF c′=2 a2 است. همچنین،  کانون‌های بیضی برابر 

PFF PF PF FF a c

a c a c

W±X¶ ôÃd¶ ( )

( )

′ ′ ′= + + = +

= + ⇒ + =

2 2

18 2 9
O مرکز بیضی باشد، آن‌گاه از طرف دیگر، اگر 

A O A F F O a c a c′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ − =4 4
اکنون توجه کنید که

a b c b a c a c a c b( )( )= + ⇒ = − = − + = ⇒ =2 2 2 2 2 2 36 6
. b=2 12 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 

AF استفاده می‌کنیم.  a c′= + راه‌حل دوم برای به‌دس�ت آوردن b، از رابطۀ 
توجه کنید که 

 a c

a AA AF F A a

a c+ =

′ ′ ′ ′= = + ⇒ = + =

= → =9

2 2 9 4 13

13 5
2 2

 

. b=2 12 ، پس  b ( ) ( )= − =2 213 5 6
2 2

بنابراین 

8821- گزی1288  ، a
b
=13

12
، پس  a

b
=2 13

2 12
راه‌حل اول بنابر فرض مسئله  	2

. بنابراین b a=12
13

یعنی 

 
a b c a c a a c

ca c e
a

( )= + = + ⇒ − =

= ⇒ = =

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

12 144
13 169

25 5
169 13

 ، b
a
=12

13
، پس  a

b
=2 13

2 12
c و چون  be

a a
( )= = − 21 راه‌حل دوم می‌دانیم 

بنابراین 

 be
a

( ) ( ) −= − = − = =2 212 169 144 51 1
13 169 13

 

9821- گزی1289 B ب�ه ترتی�ب مح�ل برخ�ورد خ�ط  A و  نقطه‌ه�ای  	۴
 ( , )−3 0 A نقطۀ  y هس�تند. بنابراین  x و محور  x با محور  y− + =2 3 6 0

. در نتیجه b OB= =2 a و  OA= =3 ) است. بنابراین  , )0 2 B نقطۀ  و 

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 23 2 5

. c
a
= 5

3
بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با 

0921- گزی1290 =ac و 
3

، پ�س  c
a
=1

3
راه‌ح��ل اول توج�ه کنی�د ک�ه  	۳

. بنابراین  b=4 ، پس  b=2 8
aa b c a a= + ⇒ = + ⇒ =

22 2 2 2 16 3 2
9

. مجم�وع فاصله‌ه�ای هر نقط�ه از بیضی ت�ا کانون‌های  ac= = 2
3

بنابرای�ن 

a2 است. بنابراین بیضی برابر 
PFF PF PF FF a cW±X¶ ôÃd¶′ ′ ′= + + = + =2 2 8 2

be استفاده می‌کنیم:
a

( )= − 21 راه‌حل دوم برای به‌دست آوردن a و c از 

 a
a a a

= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 2 2

1 16 1 16 8 161 1 3 2
3 9 9

 

. c= 2 ، پس  c
a
=1

3
از طرفی 

1921- گزی1291  r ) و شعاعش  , )α β معادلۀ دایره‌ای که مرکزش نقطۀ  	۲

x اس�ت. بنابرای�ن معادل�ۀ دایرۀ  y r( ) ( )−α + −β =2 2 2  اس�ت به‌ص�ورت 

x است. y( ) ( )+ + − =2 21 3 5 مورد ‌نظر 

2921- گزی1292 x برابر  y ax by c+ + + + =2 2 0 اندازۀ ش�عاع دای�رۀ  	۳

. r ( ) ( )= + − − − =2 21 52 3 4 3
2 2

. بنابراین  a b c+ −2 21 4
2

است با 

3921- گزی1293 ابتدا توجه کنید که 	۳

x y k x y k

kx y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + + = + ⇒ − + + = +

+− + + =

2 2 2 2

2 2

1 32 1 2 3 1 4 4 1
2 2

1 3 1
2 2 4

k+1 است. پس
4

بنابراین شعاع دایره برابر 

k k k k+ += ⇒ = ⇒ + = ⇒ =1 15 25 1 100 99
4 4

4921- گزی1294 ) و  , )−1 3 ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر فاصلۀ نقطه‌های  	4

. به ای�ن ترتیب، چون  r ( ) ( )= + + − =2 22 1 5 3 13 ) اس�ت، پس  , )2 5

) است، معادله‌اش به‌صورت زیر است: , )−1 3 مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

 x y x y x y( ) ( )+ + − = ⇒ + + − − =2 2 2 21 3 13 2 6 3 0

5921- گزی1295 x معادل�ۀ یک  y ax by c+ + + + =2 2 0 ب�رای اینک�ه  	۳

، بنابراین  k + > ×2 22 4 3 ، در نتیجه باید  a b c+ − >2 2 4 0 دایره باش�د باید 
 . k| |>2 2 k و در نتیجه  >2 8

6921- گزی1296 مختصات نقاط داده شده را در معادلۀ دایره قرار می‌دهیم: 	۳
A     ( , ): ,− + − − =− <2 2 4 4 8 12 12 0      B     ( , ): + − + =4 0 16 0 16 0 0
C     ( , ): ,+ − + = >3 1 9 1 12 6 4 0      D     ( , ):− + − − =− <1 2 1 4 4 12 11 0

C بیرون دایره است. B روی دایره و  D درون دایره‌،  A و  بنابراین 
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7921- گزی1297 )O از نقط�ۀ  , )−1 2 ش�عاع دای�ره براب�ر فاصل�ۀ نقط�ۀ  	2

. پس  r OA ( ) ( )= = − + − + =2 23 1 2 2 2 )A اس�ت، در نتیج�ه  , )−3 2

x اس�ت. مختص�ات نق�اط  y( ) ( )− + + =2 21 2 4 معادل�ۀ دای�ره به‌ص�ورت 
مشترک این دایره با محورهای مختصات به صورت زیر به دست می‌آیند:

 
x y y y

y x x x

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =− ±

= ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

0 1 2 4 2 3 2 3

0 1 4 4 1 0 1

سه نقطۀ مشترک عبارت‌اند از:
      ( , ), ( , ) , ( , )− + − −0 2 3 0 2 3 1 0

8921- گزی1298  ، O( , )− −4 2
2 2

راه‌حل اول مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ  	۱

)O اس�ت. اگر دایره بر خطی مماس باش�د، ش�عاعش برابر با  , )− −2 1 یعن�ی 
 y− =1 0 ) از خط  , )− −2 1 فاصل�ۀ مرک�ز دایره از این خط اس�ت. فاصلۀ نقطۀ 

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  ش�عاع  اس�ت.   | |− −
=

1 1 2
1

براب�ر 

. در نتیجه k k+ − = −2 21 14 2 4 20 4
2 2

k k k− = ⇒ − = ⇒ =1 20 4 2 20 4 4 1
2

راه‌حل دوم چون خط y=1 بر دایره مماس است، اگر در معادلۀ دایره قرار دهیم 
، باید معادله ریشۀ مضاعف داشته باشد، پس  y=1

 k k+ = ⇒ =3 4 1

9921- گزی1299 ) اس�ت. بنابراین شیب  , )1 2 مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ  	4

) می‌گ�ذرد )یعنی خطی که ش�عاع نظیر نقطۀ  , )3 5 خط�ی ک�ه از مرکز و نقطۀ 

. چون خط مماس بر دایره،  − =
−

5 2 3
3 1 2

) روی آن قرار دارد( برابر است با  , )3 5

در نقطۀ تماس بر شعاع عمود است، پس اگر شیب خط مماس m باشد، 

 m m× =− ⇒ =−3 21
2 3

 ( , )3 5 − اس�ت، از نقطۀ  2
3

بنابرای�ن خ�ط مماس خطی اس�ت که ش�یب آن 

می‌گذرد و معادلۀ آن به‌صورت زیر است:

 y x x y( )− =− − ⇒ + =25 3 2 3 21
3

130013 x مرکز 0- گزی0 y y+ + =2 2 4 5 ابتدا توجه کنید ک�ه در دایرۀ  	1

)O و شعاع برابر است با , )−0 2 ، یعنی  O( , )− 40
2

نقطۀ 

 r ( )= + − − = + =2 21 10 4 4 5 16 20 3
2 2

 

O و شعاع برابر  ( , )′ −2 1 x مرکز نقطۀ  y( ) ( )− + + =2 22 1 9 همچنین در دایرۀ 

 ، OO ( ) ( )′= − + − + = + =2 2 2 22 0 1 2 2 1 5 r′=3 اس�ت. بنابراین 

r و در نتیج�ه دو  r OO r r′ ′ ′− < < + . پ�س  r r′− =0 r و  r′+ = + =3 3 6
دایره متقاطع‌اند.

130113 x 1- گزی0 y( ) ( )− + − =2 2 22 1 2 معادلۀ دایرۀ مورد نظر به صورت  	1
است که به‌صورت زیر نیز نوشته می‌شود:

x x y y x y x y− + + − + = ⇒ + − − + =2 2 2 24 4 2 1 4 4 2 1 0

130213 ابت�دا دو ط�رف معادلۀ دای�ره را بر ۲ تقس�یم می‌کنیم تا 2- گزی0 	۱

x نوش�ته‌ ش�ود. بنابراین مرکز این دایره  y x y+ + − − =2 2 32 3 0
4

به‌صورت 

) است و شعاعش برابر است با  , )− 31
2

) یعنی  , )−− −2 3
2 2

نقطۀ 

( ) ( )+ − − − =2 21 32 3 4 2
2 4

130313 a است. بنابراین 3- گزی0 b( , )− −
2

مرکز دایره نقطۀ  	۴

 a a      b b,− = ⇒ =− − =− ⇒ =2 4 4 4
2

x اس�ت و ش�عاع آن برابر  y x y+ − + =2 2 4 8 5 پس معادلۀ دایره به‌صورت 

. r ( ) ( )= − + − − =2 21 4 8 4 5 5
2

است با 

130413 xy وجود ندارد. بنابراین 4- گزی0 در معادلۀ دایره جملۀ ش�امل  	۴
. از طرف دیگر، در معادلۀ دایره  a b+ =0 xy باید صفر باش�د، پ�س  ضریب 

y2 برابر ۱ است. اگر طرفین معادلۀ داده شده  x2 و  ضریب جمله‌های شامل 

a به‌دست می‌آید.  bx y x−+ + − =2 22 2 5 0
6 3 6

را بر ۶ تقس�یم کنیم، معادلۀ 

. اکنون توجه کنید که a b− =2 6 ، یعنی  a b− =2 1
6

بنابراین 

a b
a b a b

a b
,

+ = ⇒ = =− ⇒ − =
− =

0
2 2 4

2 6

130513 معادل�ۀ 5- گزی0 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	۱
بای�د  باش�د،  دای�ره  ی�ک  ب�ه  مرب�وط   x y x y a+ + − + =2 2 4 2 0

A را در   ( , )−1 2 . اکنون اگر مختصات نقطۀ  a<5 ، پس  a( )+ − >2 24 2 4
عبارت سمت چپ معادلۀ دایره قرار دهیم، باید حاصل، عددی مثبت شود:

x   yx y x y a a a,=− =+ + − + > → + − − + > ⇒ >1 22 2 4 2 0 1 4 4 4 0 3
. a< <3 5 بنابراین 

130613 ابتدا توجه کنید که 6- گزی0 	۱
نقط�ۀ A بی�رون دای�ره ق�رار دارد. مطابق 
A از دایره  ش�کل، کمتری�ن فاصلۀ نقط�ۀ 

AB است. بنابراین مربوط به پاره‌خط 
OB rOA AB( ) ( ) = == − + + = = → = −22 23 1 4 2 40 2 10 2 10 2

130713 پ�س 7- گزی0  ، AB=4 3 زی�ر  ش�کل  نمادگ�ذاری  ب�ا  	3
. از  r OH AH ( )= + = + =2 2 2 22 2 3 4 AH=2 و در نتیج�ه  3

k+3 است. پس 1 طرف دیگر شعاع دایره برابر 
r k k= + = ⇒ =3 1 4 5
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130813 )، 8- گزی0 , )− −4 2
2 2

راه‌ح��ل اول مرک�ز دایرۀ مورد نظ�ر نقطۀ  	1

) است. اگر دایره بر خطی مماس باشد، شعاعش برابر با فاصلۀ  , )− −2 1 یعنی 

x=−4 برابر ۲  ) از خط  , )− −2 1 مرکز دایره از این خط اس�ت. فاصل�ۀ نقطۀ 

 . k k+ − = −2 21 14 2 4 20 4
2 2

اس�ت و شعاع دایرۀ مورد نظر برابر است با 

در نتیجه 

 k k k− = ⇒ − = ⇒ =1 20 4 2 20 4 4 1
2

، معادله باید ریش�ۀ  x=−4 راه‌ح��ل دوم اگ�ر در معادل�ۀ دایره ق�رار دهی�م 
y ریشۀ مضاعف دارد. در  y k+ + =2 2 0 مضاعف داش�ته باش�د، پس معادلۀ 

. k=1 نتیجه 

130913 روب�ه‌رو 9- گزی0 ش�کل  روی  از  	۱
معلوم اس�ت ک�ه مرکز دای�رۀ مورد نظ�ر نقطۀ 

) است. , )−3 3

0131- گزی1310 اگر دو دایره مماس بیرونی باشند، طول خط‌المرکزین آن‌ها  	۳
 ( , )−2 7 ) و  , )−3 5 برابر مجموع شعاع‌های آن‌هاست. مرکز دایره‌ها نقطه‌های 

 . r ( ) ( )+ = + + − − =2 27 3 2 5 7 13 r است. بنابراین  و ش�عاع آن‌ها ۷ و 
 . r=6 پس 

1131- گزی1311 )، یعنی نقطۀ  , )−− −6 2
2 2

مرک�ز دایرۀ مورد نظر نقط�ۀ  	۱

) اس�ت. قطر م�ورد نظر از مب�دأ می‌گذرد، پس معادل�ه‌اش به صورت  , )−3 1
) روی این قطر اس�ت،  , )−3 1 y اس�ت و چون مرکز دایره، یعنی نقطۀ  mx=

. بنابرای�ن معادل�ۀ ای�ن قطر ب�ه صورت  m=− 1
3

، یعن�ی  m( )− =1 3 پ�س 

y است. x+ =3 0 ، یعنی  y x=− 1
3

2131- گزی1312 شعاع دایرۀ مورد نظر برابر است با 	4

 a a a( ) ( )+ − − = +2 2 21 12 4 9 5 36
2 2

در نتیجه

a a a a a+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 21 95 36 5 36 9 5 36 81 9 3
2 2

x است که مرکز آن  y x y+ + + − =2 2 3 6 9 0 بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت 

) است. , )− −3 3
2

)، یعنی نقطۀ  , )− −3 6
2 2

نقطۀ 

3131- گزی1313 y2 برابر  x2 و  در معادلۀ گس�تردۀ دایره بای�د ضرایب  	3
باشند. پس

a a a= + ⇒ =−2 1 1
بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است:

x y x y x y x y− − − + =− ⇒ + + − − =2 2 2 21 1 0
پس شعاع دایرۀ برابر است با 

r ( ) ( )= + − − − = + + =2 21 1 61 1 4 1 1 1 4
2 2 2

4131- گزی1314 مرک�ز دایره وس�ط پاره‌خط بین دو س�ر قطر اس�ت. مرکز  	۴

) اس�ت. اگر سر دیگر قطر  , )4 2 )، یعنی  , )− −− −8 4
2 2

دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

)yx است. بنابراین , )
+− 23

2 2
x باشد، وسط این قطر نقطۀ  y( , ) مورد نظر نقطۀ 

y yx x      ( , ) ( , ) ,
+ +− −= ⇒ = =

2 23 34 2 4 2
2 2 2 2

) است. , )11 2 . پس نقطۀ مورد نظر  y=2 x=11 و  بنابراین 

5131- گزی1315 ف�رض می‌کنی�م معادل�ۀ دای�رۀ م�ورد نظ�ر به‌ص�ورت  	4
x باشد. چون مختصات نقطه‌های داده شده در این  y ax by c+ + + + =2 2 0
. a c− + =1 0 b و  c+ + =49 7 0  ، b c+ + =9 3 معادله صدق می‌کنند، پس 0
b=−10 و c=21 ب�ه دس�ت می‌آی�د. بنابرای�ن از  از معادله‌ه�ای اول و دوم 
a=22 به دس�ت می‌آی�د. اکن�ون توجه کنی�د که مرک�ز دایرۀ   معادل�ۀ س�وم 

) است. , )−11 5 a یعنی نقطۀ  b( , )− −
2 2

مورد نظر نقطۀ 

6131- گزی1316 اگ�ر مختصات نقطۀ A را در عبارت س�مت چپ معادلۀ  	3
دایره قرار دهیم، باید حاصل مقداری منفی شود:

 
x  yx y ax y a

a a

,= =−+ + + − < → + + − − <

<− ⇒ <−

2 12 2 1 0 4 1 2 1 1 0

32 3
2

7131- گزی1317 ) مرکز دایره اس�ت و ش�عاع  , )−1 1 توجه کنید که نقطۀ  	1

دایره برابر ۳ است. چون دایره و خط متقاطع نیستند، پس یا خط بر دایره مماس 
است یا خارج آن قرار دارد. بنابراین فاصلۀ مرکز دایره از خط کمتر از شعاع دایره 

. بنابراین k k
OH

k k

| | | |

( )

+ + +
= = ≥

+ − +2 2 2

1 2 3 3
1 1

نیست. مطابق شکل زیر 

k k k k k

k k k k k

( ) ( )

( )

+ ≥ + ⇒ + + − − ≥

− + ≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2 2 2

2

3 9 1 6 9 9 9 0

38 6 0 4 3 0 0
4

8131- گزی1318 )b باشد.  , )5 فرض می‌کنیم مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ  	۳
b است.  در این صورت از روی شکل زیر معلوم است که شعاع این دایره برابر 
x برابر ش�عاع  y− + =4 3 12 0 از طرف دیگر، فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس 

دایره است. پس
b

b b b

b b b       b b b (.¡.¡.ù)

| |
| |

,

× − +
= ⇒ − =

+
− = ⇒ = − =− ⇒ =−

2 2

4 5 3 12 32 3 5
4 3

32 3 5 4 32 3 5 16

) و ش�عاع آن هم ۴ اس�ت، پس  , )5 4 بنابرای�ن مرک�ز دای�رۀ م�ورد نظر نقط�ۀ 

x است. y( ) ( )− + − =2 25 4 16 معادله‌اش 
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9131- گزی1319 )O مرکز دایره  , )− −1 3 ، یعن�ی  O( , )− −2 6
2 2

نقطۀ  	۱

. بنابراین شیب  − + =
− +
3 3 0
5 1

OA برابر است با  اس�ت. مطابق شکل زیر شیب 

خ�ط مم�اس بر دایره که عمود بر خط OA اس�ت، تعریف نمی‌ش�ود و این خط 
x=−5 اس�ت. پس a=1 و  y اس�ت و معادل�ۀ آن به‌صورت  م�وازی محور 

 . a b+ b=0 و در نتیجه 1=

  

0231- گزی1320 اگ�ر دو دای�ره مماس درونی باش�ند، ط�ول خط‌المرکزین  	1
آن‌ه�ا براب�ر قدرمطلق تفاضل ش�عاع‌های آن‌هاس�ت. مراکز دایره‌ه�ا نقطه‌های 
بنابرای�ن  اس�ت.   r و   ۶ آن‌ه�ا  ش�عاع‌های  و   ( , )−2 6 و   ( , )1 2

، پس r| | ( ) ( )− = + + − =2 26 1 2 2 6 5
r r

r r

− =− ⇒ =

− = ⇒ =

6 5 11

6 5 1
 

1231- گزی1321  ( , )−1 3 )، یعنی  , )−− −2 6
2 2

مرکز دایرۀ داده شده نقطۀ  	۳

 . ( ) ( )+ − − − =2 21 2 6 4 6 4
2

اس�ت. ش�عاع این دای�ره ه�م برابر اس�ت با 

) و شعاعش برابر ۲ است. در نتیجه  , )−1 3 بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x است. y( ) ( )+ + − =2 21 3 4 معادله‌اش به‌صورت 

2231- گزی1322 ) باید روی  , )−1 3 مرک�ز دایرۀ داده ش�ده، یعنی نقط�ۀ  	1

x باشد. در نتیجه  by+ − =2 7 0 خط 
 b b− + − = ⇒ =2 3 7 0 3

3231- گزی1323 محل برخورد دو خط داده‌شده، مرکز دایره است. بنابراین  	۴
مختصات مرکز دایره جواب‌های دستگاه معادلات زیر هستند:

x y
x y

x y
,

+ = ⇒ = =−
+ =

6
8 2

2 4

) از نقطۀ  , )−8 2 بنابرای�ن ش�عاع دایره برابر ب�ا فاصلۀ مرکز دایره، یعن�ی نقطۀ 

. ½oÄHj ÌI÷{ ( ) ( )= − + − − =2 28 6 2 2 20 ) است. پس  , )6 2

4231- گزی1324 ) مرکز دایره اس�ت و  , )−3 2 )، یعنی  , )−− −6 4
2 2

نقطۀ  	۳

) اس�ت. مطابق شکل زیر،  ) ( )− + − =2 21 6 4 4 4 3
2

اندازۀ ش�عاع دایره برابر 

) و  , )3 1 بیش�ترین و کمتری�ن مق�دار ع�رض نق�اط روی دای�ره مربوط ب�ه نقاط 
5− است. y برابر  ) است. پس حاصل‌ضرب کمترین و بیشترین مقدار  , )−3 5

5231- گزی1325 راه‌ح��ل اول اگر خط بر دایره مماس باش�د، فاصلۀ مرکز  	۱
 5 mx برابر ش�عاع دایره، یعنی  y− =0 ) از خط  , )3 4 دای�ره، یعنی نقط�ۀ 

است. بنابراین 

 

m
m m

m
m m m

m m m m 

| |
( ) ( )

,

−
= ⇒ − = +

+
− + = +

− + = ⇒ = =

2 2
2

2 2

2

3 4 5 3 4 5 1
1

9 24 16 5 5

1 114 24 11 0
2 2

 x y( ) ( )− + − =2 23 4 5 y ب�ر دایرۀ  mx= راه‌ح��ل دوم ب�رای اینکه خط 
مماس باشد، باید معادلۀ زیر ریشۀ مضاعف داشته باشد:

x mx m x m x

m m m m

m     m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

∆=

− + − = ⇒ + − + + =

→ + − + = ⇒ − + =

= =

2 2 2 2

0 2 2 2

3 4 5 1 2 3 4 20 0

4 3 4 801 0 4 24 11 0

1 11
2 2

6231- گزی1326 r باش�د، از روی ش�کل  اگر ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر  	4
 ، r=3 r است. چون  r( , )− − زیر معلوم است که مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

) و معادله‌اش به صورت زیر است: , )− −3 3 پس مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x y x y x y( ( )) ( ( ))− − + − − = ⇒ + + + + =2 2 2 23 3 9 6 6 9 0

7231- گزی1327 )O و ش�عاعش برابر  , )−1 2 مرکز دایرۀ داده ش�ده نقطۀ  	1

. اکنون توجه  OA ( ) ( )= − + + =2 24 1 2 2 5 r=2 اس�ت. از طرف دیگ�ر 
: OTA کنید که بنابر قضیۀ‌ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 

AT OA r AT AT= − ⇒ = − ⇒ =2 2 25 4 21

8231- گزی1328 در معادلۀ دایره y را مساوی صفر قرار می‌دهیم 	۱
x x x x x x,+ + + − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 20 3 0 4 0 3 4 0 4 1

. AB ( )= − − =1 4 5 بنابراین 

9231- گزی1329  x y+ =2 2 24 x ناحیۀ درون دایرۀ  y+ <2 2 24 ناحیۀ  	۳

x اس�ت. این دایره‌ها  y+ =2 2 18 x ناحیۀ بیرون دایرۀ  y+ >2 2 18 و ناحی�ۀ 
18 است. بنابراین مساحت ناحیۀ مورد نظر  24 و  هم‌مرکزاند و شعاع آن‌ها 
. ( ) ( )π −π = π2 224 18 6 برابر است با مساحت ناحیۀ رنگی در شکل زیر 
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0331- گزی1330 )  و  , )−8 6 x نقطۀ  y( ) ( )+ + − =2 28 6 4 مرکز دایرۀ  	۱
ش�عاعش برابر ۲ اس�ت. اگر دای�ره‌ای با این دای�ره مماس بیرونی باش�د، طول 

خط‌المرکزین این دایره‌ها برابر با مجموع شعاع‌های آن‌هاست. توجه کنید که

¸Äq¨oµ²Hïôi Ï¼ö ( ( )) ( )= − − + − =2 20 8 0 6 10
، یعنی  r= +10 2 r باش�د، بای�د  در نتیج�ه، اگر ش�عاع دای�رۀ مورد نظر برابر 
) و ش�عاعش برابر ۸ اس�ت  , )0 0 . معادل�ۀ دای�ره‌ای ک�ه مرک�زش نقطۀ  r=8

x است. y+ =2 2 64 به‌صورت 

1331- گزی1331  y2 x2 و  در معادل�ۀ دای�ره، ضریب جمله‌های ش�امل  	2
k−3 تقس�یم  2 برابر ۱ اس�ت. بنابراین ابتدا دو طرف معادلۀ داده ش�ده را بر 

:) k− ≠3 2 0 می‌کنیم )توجه کنید که 

 k k kx y x y
k k k k
++ + − − =
− − − −

2 22 4 8 16 0
3 2 3 2 3 2 3 2

k=2 و معادلۀ دایره می‌شود  ، پس  k
k
+ =
−
2 1

3 2
بنابراین 

 x y x y+ + − − =2 2 2 4 4 0
و شعاعش برابر است با 

 ( ) ( )+ − − − =2 21 2 4 4 4 3
2

2331- گزی1332 y و در ناحیۀ اول است،  x=2 چون مرکز دایره روی خط  	۲
. چون دایرۀ مورد نظر از مبدأ مختصات  k( )>0 k است  k( , )2 پس به‌صورت 

2 اس�ت، پس فاصلۀ مرکزش از مبدأ مختصات برابر  5 می‌گذرد و ش�عاعش 
2 است. بنابراین 5

k k k k

k k

( ) ( )

| |

− + − = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2 2 20 2 0 2 5 4 2 5

2 2

2 اس�ت، در نتیجه  5 ) و ش�عاعش  , )2 4 بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x است. y( ) ( )− + − =2 22 4 20 معادله‌اش به‌صورت 

3331- گزی1333 راه‌ح��ل اول چون مرک�ز دایره روی محور y اس�ت، پس  	3
)O اس�ت. فرض کنید ش�عاع دایره r باش�د.  , )α0 مختص�ات آن به‌ص�ورت 

 . r OA OB= = )B روی دایره قرار دارند، پس  , )3 0 )A و  , )−0 1 نقطه‌های 

. OA ( )= α+ 21 =OB و  +α29 از طرف دیگر 
بنابراین

 α + α+ = +α ⇒α=2 22 1 9 4

. r OA= = =25 5 و در نتیجه
ص�ورت  ب�ه  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  گس�تردۀ  معادل�ۀ  اگ�ر  دوم  راه‌ح��ل 

a است که چون  b( , )− −
2 2

x باشد، مرکزش نقطۀ  y ax by c+ + + + =2 2 0

. a=0 ، یعنی  a− =0
2

y است، پس  روی محور 

x در می‌آید.  y by c+ + + =2 2 بنابرای�ن معادلۀ دایرۀ م�ورد نظر به‌ص�ورت 0
) روی ای�ن دایره‌اند، پس مختص�ات آن‌ها در  , )3 0 ) و  , )−0 1 چ�ون نقطه‌ه�ای 

معادلۀ این دایره صدق می‌کنند:

 
 c

 b c

( , ):

( , ):

+ =


− − + =

3 0 9 0

0 1 1 0
 

به‌ص�ورت  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  معادل�ۀ  بنابرای�ن   . b=−8 و   c=−9 پ�س 
x است و شعاعش برابر است با  y y+ − − =2 2 8 9 0

 ( ) ( )+ − − − =2 21 0 8 4 9 5
2

4331- گزی1334 اگر خط بر دایره مماس باش�د، فاصل�ۀ مرکز دایره تا خط  	۴
 r ) و شعاع آن برابر  , )7 2 برابر ش�عاع دایره است. مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 
x برابر است  y− + =4 3 8 0 ) تا خط  , )7 2 اس�ت. از طرف دیگر، فاصلۀ نقطۀ 

 . r=6 . بنابراین  | |

( )

× − × +
= =

+ −2 2

4 7 3 2 8 30 6
54 3

با 

5331- گزی1335 x=3 و  ش�عاع دایرۀ م�ورد نظر نصف فاصل�ۀ خط‌های  	2
x=7 است. چون این فاصله برابر ۴ است، پس شعاع دایرۀ‌ مورد نظر ۲ است. 
ب�ه ای�ن ترتیب، از روی ش�کل زیر معلوم می‌ش�ود که طول مرکز دای�ره برابر ۵ و 
) اس�ت.  , )−5 3 3− اس�ت، یعنی مرکز دایرۀ مورد نظر  نقطۀ ع�رض آن برابر 

x است. y( ) ( )− + + =2 25 3 4 بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت 

6331- گزی1336 با توجه به ش�کل زیر مرکز دایره باید روی محور y باشد.  	2

. پس  k k
r OH

| | | |+
= = = =

+

0 2
1 1 2

O مرکز دای�ره باش�د، آن‌گاه  k( , )0 اگ�ر 

. k=−2 2 |k و چون k منفی است،  |=2 2

7331- گزی1337 ) از خط  , )3 4 ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر فاصلۀ نقطۀ  	2

. بنابراین معادلۀ دایرۀ  r
| |+ +

= =
+2 2

3 8 4 3 5
1 2

x است. بنابراین  y+ + =2 4 0

مورد نظر به‌صورت زیر است:

 x y x y x y( ) ( )− + − = ⇒ + − − − =2 2 2 23 4 45 6 8 20 0
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8331- گزی1338 از روی ش�کل معلوم است که شعاع دایرۀ مورد نظر برابر  	۱
y=7 است. فاصلۀ این خط‌ها برابر است  y=−3 و  با نصف فاصلۀ خط‌های 

، پس شعاع دایره برابر ۵ است. عرض مرکز دایره روی خطی  ( )− − =7 3 10 با 

y=−3 اس�ت و از این دو خط به یک فاصله است، y=7 و   موازی با خطوط 

y قرار دارد، در نتیجه طول مرکز دایره برابر اس�ت  −= =7 3 2
2

یعنی روی خط 

) و ش�عاع آن برابر ۵  , )4 2 ، یعن�ی مرکز دایرۀ م�ورد نظر نقطۀ  x y= =2 4 ب�ا 

x است. y( ) ( )− + − =2 24 2 25 است. در نتیجه معادلۀ آن به صورت 

9331- گزی1339 چ�ون دایره‌ه�ا متقاطع‌ان�د، ط�ول خط‌المرکزی�ن آن‌ها از  	۳
مجموع شعاع‌های دایره‌ها کمتر و از قدرمطلق تفاضل شعاع‌ها بیشتر است:

r r r

r r r

r r r r r r r»j·H¼U¾M

´ÃºIwnïÂ¶

| | ( ( )) ( )

| |

− < − − + − < +

− < + < +

→ − + < + < + + ⇒− < <

2 2

2

2 2 2

2 1 3 0 2

2 16 2

4 4 16 4 4 4 12 4

 . r>3 نابرابری سمت چپ همواره درست است و نابرابری سمت راست یعنی اینکه 

0431- گزی1340 ابتدا توجه کنید که مختصات نقاط A و B در معادلۀ هر دو  	۳
دایره صدق می‌کنند. پس مختصات این نقاط از حل دستگاه زیر به‌دست می‌آیند:

x y x

y y

( )

x ( )

 + + + =


+ + + =

2 2

2 2

3 1 0 1

3 1 0 2

x می‌رس�یم.  y− =3 3 0 ) کم کنیم، به معادلۀ  )1 ) را از معادلۀ  )2 اگر معادلۀ 

y قرار دارند و باید نقاط تقاطع این خط  x= B روی خط  A و  بنابرای�ن نقاط 
و یکی از دایره‌ها را به‌دست آوریم:

y x
x x x

x y x

x x x x,

= ⇒ + + + =
+ + + =

+ + = ⇒ =− =−

2 2
2 2

2

3 1 0
3 1 0

12 3 1 0 1
2

)B را به‌دست بیاوریم: , )− −1 1
2 2

)A و  , )− −1 1 بنابراین باید فاصلۀ نقاط 

AB ( ) ( )= − + + − + =2 21 1 21 1
2 2 2

1431- گزی1341 دو س�ر وت�ر مثل�ث م�ورد نظ�ر نقطه‌ه�ای برخ�ورد خ�ط  	۱
 ( , )8 0 ) و  , )−0 4 x ب�ا محوره�ای مختص�ات هس�تند. این نقطه‌ه�ا  y− =2 8

 ( , )−4 2 ) یعنی  , )+ − +0 8 4 0
2 2

هس�تند. وس�ط پاره‌خط میان این دو نقطه، نقطۀ 

x است. y+ =2 0 y یا  x=− 1
2

است. معادلۀ خطی که از مبدأ و این نقطه می‌گذرد 

2431- گزی1342 x می‌نویسیم. پس ky− + =1 0 معادلۀ خط را به‌صورت  	3

 

k k k
A 

k k

k k k k k k

‰i pH ¾â ‰£º ¾â ±‚IÎ

| ( ) | | |

( )

| |

− + +
= = ⇒ =

+ − +

+ = + ⇒ + + = + ⇒ =

2 2 2

2 2 2

3 1 1 2 12 2
1 1

32 1 2 1 4 4 1 4 4
4

3431- گزی1343  −1 حاصل ضرب ش�یب‌های دو خط عمود بر هم برابر  	1

y عمود  x=− 3
2

، یعنی  y x=−2 3 اس�ت. بنابراین ش�یب خطی که بر خط 

 ( , )−0 1 2 است و از نقطۀ 
3

2 اس�ت. معادلۀ خطی که شیب آن 
3

اس�ت، برابر 

می‌گذرد به‌صورت زیر است:

 y x y x( )+ = − ⇒ − + =21 0 3 2 3 0
3

4431- گزی1344 جس�م حاصل اس�توانه‌ای به ش�عاع قاعدۀ ۳ و ارتفاع ۴  	4
است که مخروطی به شعاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 4 به آن اضافه شده است. بنابراین 

حجم جسم حاصل برابر است با 

π× ×π× × + = π
22 3 43 4 48

3

5431- گزی1345 مجم�وع فاصله‌های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون‌های  	3
 . NF NF a′+ =2 MF و  MF a′+ =2 . بنابراین  a2 بیضی برابر اس�ت ب�ا 
اگ�ر ای�ن تس�اوی‌ها را با هم جم�ع کنیم معلوم می‌ش�ود که محی�ط چهارضلعی 
c و  OF= =6 . اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه  a4 ′MFNF براب�ر اس�ت ب�ا 

، بنابراین b BB′= =2 16

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 64 36 100 10
 . a=4 40 ′MFNF برابر است با  پس محیط چهارضلعی 

6431- گزی1346 . همچنین  c=4 ، پ�س  c FF′= =2 8 توج�ه کنید که  	1

. بنابراین  a c= =3 6
2

، پس  c
a
=2

3

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 4 2 5

 . b=2 4 5 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

7431- گزی1347 ابتدا توجه کنید که 	3

 
x y x  y  

x  y  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + − = ⇒ − + − =

− + − =

2 2 2 2

2 2

1 23 1 3 2 4 9 9 4
3 3

1 2 4
3 3 9

2 است.
3

بنابراین شعاع این دایره برابر 

8431- گزی1348 ، یعن�ی   ( , )−− −6 10
2 2

مرک�ز دای�رۀ داده ش�ده نقط�ۀ  	2

) است. شعاع این  , )−3 5 ) اس�ت. بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر هم  , )−3 5

) است که می‌شود , )8 7 ) و  , )−3 5 دایره برابر فاصلۀ نقطه‌های 

 ( ) ( )− + + = =2 28 3 7 5 169 13



)169(

9431- گزی1349  x y x y+ − − + =2 2 2 6 5 0 ابتدا توجه کنید که در دایرۀ 	2
)O مرکز دایره است و شعاع آن برابر است با  , )1 3 نقطۀ 

 r ( )= + − =1 4 36 4 5 5
2

O مرکز دایره اس�ت و  ( , )′ −1 3 x نقطۀ  y x y+ + − − =2 2 2 6 15 0 در دایرۀ 

. بنابراین r ( )′= + − − =1 4 36 4 15 5
2

شعاع آن برابر است با 

r r OO, ( ) ( )′ ′− = − = + + − =2 25 5 1 1 3 3 2

OO و در نتیجه دو دایره متداخل‌اند. r r′ ′< − پس 

0531- گزی1350 )O مرک�ز دایره و  , )− −1 2 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه نقطۀ  	2

+ است. با توجه به شکل زیر + =1 4 16 12 2 2
2

شعاع دایره برابر 

 ABAH OH OA AH= = ⇒ = − = − =2 22 8 4 2
2

از ط�رف دیگ�ر فاصل�ۀ نقط�ۀ O از خ�ط 
x برابر است با y k− + =2 2 0

 k
OH

| |− + +
=

+

2 2 2
4 1

بنابراین
k

k k
| |

| |= ⇒ = ⇒ =±
2 2 5 5

5
1531- گزی1351 x می‌نویسیم.  y− + =2 2 2 0 معادلۀ خط دوم را به شکل  	3

 x y− + =2 2 2 0 x و  y− − =2 2 3 0 طول ضلع مربع برابر فاصلۀ دو خط موازی 
است. در نتیجه

 ”Mo¶#”±†#Ï¼Š

| |

( )

− −
= =

+ −2 2

3 2 5
82 2
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بنابراین مساحت مربع برابر است با 

2531- گزی1352 A ک�ه روی خط  a a( , )−1 ف�رض کنی�د فاصلۀ نقط�ه  	2

13 باشد. در این صورت x برابر  y− − =2 3 5 0 y قرار دارد از خط  x= −1

a aa a
a

a a
| ( ) |

| |
+ = = − − −  = ⇒ − − = ⇒ ⇒ 
+ =− =−+   

2 13 112 3 1 5 13 2 13
2 13 154 9
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3531- گزی1353 به‌ص�ورت  دای�ره  معادل�ۀ  کنی�د  ف�رض  	2
 C( , )−2 4 )B و  , )2 1  ، A( , )0 0 x باش�د. نق�اط  y ax by c+ + + + =2 2 0

روی دایره قرار دارند، پس مختصات آن‌ها در معادلۀ دایره صدق می‌کنند:

A c c

B a b c a b

C a b c a b

:

:

:

+ + + + = ⇒ =

+ + + + = ⇒ + =−

+ − + + = ⇒− + =−

0 0 0 0 0 0

4 1 2 0 2 5

4 16 2 4 0 2 4 20

. در نتیجه شعاع دایره برابر است با b=−5 a=0 و  پس 

 r a b c /= + − = + − = =2 21 1 54 0 25 0 2 5
2 2 2

تجربی - 91 �

4531- گزی1354 با توجه به تقارن ش�کل، مرکز دایره روی محور y اس�ت.  	3
)O را مرکز دایره فرض می‌کنیم. توجه کنید که , )β0 پس 
OA فاصلۀ = فاصلۀ O تا خط مماس 

| است و فاصلۀ نقطۀ مرکز  |−β1 از طرف دیگر فاصلۀ نقطۀ مرکز تا خط مماس 

) است، پس  )− +β2 20 2 تا نقطۀ A برابر 

( ) ( ) | |− + β = −β

−+β = − β+β ⇒β=

2 2

2 2

0 2 1

34 1 2
2

 . R    | | | ( )|= −β = − − =3 51 1
2 2

بنابراین 
خارج از کشور تجربی - 88 �

5531- گزی1355 دای�رۀ    مرک�ز  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  اول  راه‌ح��ل  	2
براب�ر  آن  ش�عاع  و   O( , )1 0 نقط�ۀ   x y x+ − − =2 2 2 3 0

r اس�ت. اگر خطی بر یک دایره مماس باشد، فاصلۀ  ( )= + − − =1 4 0 4 3 2
2

مرکز دایره تا خط برابر شعاع دایره است:

m m m
OH

mm m

m m m m m m  mIÄ 

| | | | ( )× − + + +
= = ⇒ = ⇒ =

++ +

+ + = + ⇒ − = ⇒ = =

2

22 2

2 2 2

1 0 2 2 22 2 4
11 1

44 4 4 4 3 4 0 0
3

: mx+2 راه‌حل دوم ابتدا در معادلۀ دایره به جای y قرار می‌دهیم 
x y x

x mx x
y mx

x m x mx x m x m x

( )

( ) ( )

 + − = ⇒ + + − =
= +

+ + + − − = ⇒ + + − + =

2 2
2 2

2 2 2 2 2

2 3
2 2 3

2

4 4 2 3 0 1 4 2 1 0
معادلۀ به‌دست آمده باید ریشۀ مضاعف داشته باشد:

m m m m m

m m m m m m I  Ä

( ) ( )( )∆= − − + = − + − −

= − = ⇒ − = ⇒ = =

2 2 2 2

2 2

4 2 4 1 1 16 16 4 4 4

412 16 0 3 4 0 0
3

خارج از کشور تجربی - 91 �

6531- گزی1356 y براب�ر اس�ت ب�ا  x= +4 y و  x= فاصل�ۀ خط‌ه�ای  	1

| ش�عاع دایرۀ مورد نظر نصف این فاصله اس�ت، یعنی برابر  |−
=

+2 2

4 0 2 2
1 1

 y x= )y باش�د، فاصله‌اش از خط  , )−1 2 اس�ت. اگر مرک�ز دایره نقطۀ 

 
y

y y y
| |

| | ,
+

= ⇒ + = ⇒ = =−
+2 2

1 2 1 2 1 3
1 1

2 است. پس� برابر 

 y x= +4 y و  x= ) بی�ن دو خ�ط  , )− −1 3 ، آن‌گاه نقط�ۀ  y=−3 اگ�ر 
) و  , )−1 1 y=−3 قابل قبول نیس�ت. بنابراین مرکز دایره نقطۀ  نیس�ت. پس 

2 است. پس معادلۀ آن به‌صورت زیر است: شعاع آن 
 x y x y x y( ) ( )+ + − = ⇒ + + − =2 2 2 21 1 2 2 2 0  

ریاضی - 89 �
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7531- گزی1357  x y x y+ − + + =2 2 2 4 1 ابتدا توجه کنید که مرکز دایرۀ 0 	2

. فرض  r= + − =1 4 16 4 2
2

)O است و شعاع آن برابر است با  , )−1 2 نقطۀ 

O باش�د. چون دو دایره بر هم  ( , )′ −2 2 ′r و مرکز آن  کنید ش�عاع دایرۀ دیگر 
. از طرف دیگر، OO r r′ ′= + مماس بیرونی هستند، پس 

 OO ( ) ( )′= + + − − = + =2 21 2 2 2 9 16 5  
بنابراین

r r r r′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =5 2 5 3
خارج از کشور تجربی - 93 �

8531- گزی1358 راه‌حل اول مرکز دایره روی نیمس�از ربع اول اس�ت، پس  	3
 A( , )1 0 )O است. فاصلۀ مرکز دایره از دو نقطۀ  , )α α مختصات آن به‌صورت 

، در نتیجه OA OB= )B برابر هم و برابر شعاع دایره است، پس  , )3 0 و 

( ) ( ) ( ) ( )α− + α− = α− + α−

α − α+ = α − α+ ⇒ α= ⇒α=

2 2 2 2

2 2

3 0 1 0

2 6 9 2 2 1 4 8 2

. r OA ( )= = − + = + =2 22 1 2 1 4 5 بنابراین 

راه‌حل دوم مرکز دای�ره روی عمودمنصف 
وترهای دایره اس�ت، پس ط�ول مرکز دایره 

+ و در نتیجه ع�رض آن نیز  =1 3 2
2

براب�ر 

براب�ر  دای�ره  ش�عاع  و  اس�ت   2 براب�ر 

=OA است. + =2 21 2 5
خارج از کشور تجربی - 95 �

9531- گزی1359 y موازی‌اند، پس  x= +2 10 y و  x=2 چ�ون خط‌ه�ای  	3

. بنابراین ش�عاع دایرۀ  | |

( )

−
= =

+ − 2

0 10 10 2 5
51 2

 فاصل�ۀ آن‌ه�ا براب�ر اس�ت ب�ا 

. مرکز دایره روی خطی موازی دو خط داده ش�ده است که  5 مورد نظر برابر اس�ت با 

y است.  x x= + = +102 2 5
2

فاصله‌اش از این خط‌ها برابر است. معادلۀ این خط 

)O باشد. چون دایره از مبدأ می‌گذرد، پس  , )α α+2 5 فرض کنید مرکز دایره 
فاصلۀ مرکز دایره تا مبدأ برابر شعاع دایره است:

( ) ( )α + α+ = ⇒α + α+ = ⇒ α + α+ =

α + α+ = ⇒α=−

2 2 2 2 2

2

2 5 5 2 5 5 5 20 20 0

4 4 0 2
خارج از کشور ریاضی - 95 ) است.� , )−2 1 بنابراین مرکز دایره نقطۀ 

0631- گزی1360 x برابر است با  y x y+ − + − =2 2 2 6 8 0 ش�عاع دایرۀ  	1

O اس�ت.  ( , )−1 1 3 r و مرک�ز ای�ن دایره نقطۀ  = + + =1
1 4 36 32 3 2
2

x برابر است با  y x y+ + − + =2 2 8 4 12 0 شعاع دایرۀ 

 r = + − =2
1 64 16 48 2 2
2

 

O است.  ( , )−2 4 2 و مرکز این دایره نقطۀ 

پس 

 O O r r   ( ) ( ) ,= + + − − = + = + =2 2
1 2 1 21 4 3 2 5 2 3 2 2 2 5 2

تجربی - 87 بنابراین دو دایره مماس برون هستند.�

1631- گزی1361 y برابر نصف طول  x− − =2 5 0 فاصل�ۀ نقطۀ A تا خط  	4

ضلع مربع است:

 a a
| ( ) |− − −

= = ⇒ =
+2 2

2 1 3 5 10 20
2 5 52 1

 

بنابراین مساحت مربع برابر است با 

S a= =2 80
خارج از کشور تجربی - 93 �

2631- گزی1362 راه‌حل اول برای محاس�بۀ مس�احت مثلث داده ش�ده طول  	2
ضلع AB را به‌دست آورده سپس فاصلۀ نقطۀ C تا خط AB را محاسبه می‌کنیم. پس

 

AB

A AB A

AB m

y y m x x
y x x y

AB C  

      

 ôi IU  â¾õ£º â¾±ÅIÎ

( ) ( ) ,

( )

( )

| |

−= − + − = = =−
−

− = −
− =− − ⇒ + − =

× + −
= =

+

2 2

2 2

0 53 2 0 5 26 5
3 2

5 5 2 5 15 0
5 0 2 15 13

265 1

 

 . /
×

= =

1326
1326 6 5

2 2
پس مساحت مثلث ABC برابر است با 

ABC را به‌دست می‌آوریم راه‌حل دوم ابتدا طول ضلع‌های مثلث 

 
AB   AC

BC

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

= − + − = = − + − =

= − + − =

2 2 2 2

2 2

3 2 0 5 26 0 2 2 5 13

0 3 2 0 13
 

واضح است که تساوی 

 AC BC AB+ =2 2 2

بین ط�ول ضلع‌ه�ای مثلث برقرار اس�ت، 
پس مثلث قائم‌الزاویه است و مساحت آن 

برابر است با

 S AC BC /= × = =1 13 6 5
2 2
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3631- گزی1363 به‌ص�ورت  دای�ره  معادل�ۀ  کنی�د  ف�رض  	1
 C( , )−1 2 )B و  , )2 1  ، A( , )0 0 x باش�د. نق�اط  y ax by c+ + + + =2 2 0

روی دایره قرار دارند، پس مختصات آن‌ها در معادلۀ دایره صدق می‌کنند:
A  c c

B  a b c a b

C  a b c a b

:

:

:

+ + + + = ⇒ =

+ + + + = ⇒ + =−

+ + − + = ⇒ − =−

0 0 0 0 0 0

4 1 2 0 2 5

1 4 2 0 2 5
. بنابراین  c=0 b=1 و   ، a=−3 از حل دستگاه معادلات فوق نتیجه می‌شود 

شعاع دایره برابر است با 

r a b c= + − = + − =2 21 1 104 9 1 0
2 2 2

تجربی - 93 �
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4631- گزی1364 )O باش�د. مختصات  , )α β فرض میك‌نیم مركز دایره  	3

نقط�ۀ  دای�ره  x ص�دق میك‌نن�د، پ�س مرک�ز  y− =2 O در خ�ط  نقط�ۀ 
)B ب�ه یک  , )3 0 )A و  , )0 1 O از نق�اط  )O اس�ت. همچنی�ن،  , )α α−2

فاصله است:

OA OB

O  R OA

( ) ( ) ( )

( , )

= ⇒ α + α− = α− + α−

α +α + − α=α + − α+α + − α

α= ⇒ − ⇒ = = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 2

9 6 9 6 4 4

1 1 1 1 4 5
خارج از کشور تجربی – 90 �

5631- گزی1365 y است. پس مركز دایره  x= معادلۀ نیمس�از ناحیۀ اول  	1
)A و خ�ط  , )6 3 ) اس�ت. فاصل�ۀ مرك�ز دای�ره از نقط�ۀ  , )α α به‌ص�ورت 

x یكسان است: y− =2 0

| |
( ) ( )

( )

( )

α−α
α− + α− =

+ −

αα + − α+α + − α=

αα − α+ = ⇒ α − × α+ × =

α − α+ = ⇒ α− = ⇒α=

2 2
2 2

22 2

22 2

2 2

26 3
2 1

36 12 9 6
5

2 18 45 9 18 5 45 5 0
5

10 25 0 5 0 5

)O است و شعاع دایره برابر است با , )5 5 بنابراین مرکز دایره نقطۀ 

 r OA ( ) ( )= = − + − =2 25 6 5 3 5  
ریاضی – 92 �

6631- گزی1366 M از دو خط مماس برابر است.  b( , )2 5 فاصلۀ نقطۀ  	3
′H باشند. در این صورت فرض کنید نقاط تماس H و

b b
MH MH

b b b M

b b b M

| | | |

( , )

( , )

− −′= ⇒ =
+ +

 − = − ⇒ = ⇒

 − =− + ⇒ =− ⇒ −

2 5 2 4 5
1 4 1 4

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

)M مرکز دایره باشد، شعاع آن برابر می‌شود با , )2 5 2 5 اگر نقطۀ 

r MH
| |−

= = =
2 5 4 5 2

5

)M مرکز دایره باش�د،  , )−2 5 2 5 اگر نقطۀ 
شعاع آن برابر می‌شود با

r MH
| |+

= = =
2 5 4 5 6

5
خارج از کشور ریاضی – 92 بنابراین شعاع دایرۀ كوچک‌تر برابر 2 است.�

7631- گزی1367 فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس، برابر شعاع دایره است. فاصلۀ  	1

. r
| |+ −

= = =
+

2 1 1 2 2
1 1 2

x برابر است با  y− − =1 ) از خط 0 , )−2 1 نقطۀ 

بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است:
x y x y( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + = ⇒ − + + =2 2 2 2 22 1 2 2 1 2

 x تا مح�ل تقاطع ای�ن دایره را ب�ا محور y=0  در معادل�ۀ ب�الا ق�رار می‌دهی�م 
به‌دست می‌آوریم:

x x x x     x( ) ( ) ( ) ,− + + = ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =2 2 22 0 1 2 2 1 2 1 3 1
تجربی - 95 �

8631- گزی1368 ) در ربع چه�ارم ق�رار دارد و دایرۀ  , )−2 9 چ�ون نقط�ۀ  	3
م�ورد نظر بر محورهای مختصات مماس اس�ت، پس مرک�ز آن در ناحیۀ چهارم 
است. فرض کنید شعاع این دایره r باشد. با توجه به شکل زیر معلوم است که 

O است. بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است: r r( , )− مرکز آن نقطۀ 
x r y r r( ) ( )− + + =2 2 2

) می‌گذرد، پس مختصات آن در معادلۀ بالا صدق می‌کنند: , )−2 9 دایره از نقطۀ 
r r r r r r rIÄ  ( ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 22 9 22 85 0 5 17

17 است. بنابراین شعاع دایرۀ بزرگ‌تر برابر 

ریاضی - 95 �

9631- گزی1369 )  در ناحیۀ چهارم است و دایرۀ مورد نظر  , )−1 2 چون نقطۀ  	2
بر محورهای مختصات مماس اس�ت، پس مرکز آن در ناحیۀ چهارم است. اگر شعاع 

این دایره برابر r باش�د، از روی ش�کل روبه‌رو 
r است.  r( , )− معلوم است که مرکز آن نقطۀ 
بنابرای�ن معادل�ۀ دای�رۀ مورد نظ�ر به‌صورت 
x است. چون نقطۀ  r y r r( ) ( )− + + =2 2 2

) روی این دایره است، پس , )−1 2
r r r r r

r r r r 

( ) ( )

( )( ) ,

− + − + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 2 21 2 6 5 0

1 5 0 1 5
خارج از کشور تجربی - 97 �

0731- گزی1370 مطابق شکل اگر دو دایره مماس خارج باشند، باید  	1
 OO R R ( )′ ′= + 1

بنابراین 

 
x y x O     R

x y x y a O      R a 

( , ) ,

( , ) ,

+ + = ⇒ − =

′ ′+ − + + ⇒ − = −

2 2

2 2

4 0 2 0 2

2 8 1 4 17
اکنون با استفاده از رابطۀ )1( به‌دست می‌آید

a

a a a

+ = + −

= + − ⇒ = − ⇒ =

2 23 4 2 17

5 2 17 3 17 8
ریاضی - 90 �



1731- گزی1371 برای اینکه عمل ضرب پرانتزهای داده شده را انجام دهیم،  	4
از هر پرانتز یک جمله انتخاب و جمله‌های انتخابی را در هم ضرب می‌کنیم. برای 
انتخاب یک جمله از پرانتز اول، دو حالت، از پرانتز دوم، سه حالت و از پرانتز سوم، 

× جمله تولید می‌شود. × =2 3 5 پنج حالت وجود دارد. یعنی در نهایت 30

2731- گزی1372 ۵ رقم زوج داریم که از صفر نمی‌توان به عنوان اولین رقم  	2
از سمت چپ استفاده کرد. بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با

 
Z»p oŸ‚ oÃš ³I¤nH Z»p ³I¤nH ³IµU ·I¬k‚ ¾MIz¶ ´¤n

× ×

× × =

4 5 1

20

3731- گزی1373 برای رقم هزارگان می‌توانیم هر یک از ارقام به جز صفر را  	4
انتخاب کنیم. بنابراین س�ه حالت برای نوش�تن هزارگان وج�ود دارد. هر یک از 
رقم‌های صدگان، دهگان و یکان را می‌توان به چهار حالت انتخاب کرد. بنابراین 

× عدد یعنی 192 عدد چهار رقمی با شرایط سؤال وجود دارد. × ×3 4 4 4

4731- گزی1374 یکان عدد می‌تواند ۱، ۳ یا ۵ باش�د، پس سه حالت برای  	3
انتخاب یکان وجود دارد. صدگان عدد می‌تواند ۱، ۲، ۳، ۴ یا ۵ باشد، پس پنج 
حالت برای انتخاب صدگان وجود دارد. دهگان عدد هم می‌تواند هر یک از ارقام 
عضو مجموعه باشد یعنی شش حالت برای انتخاب دهگان وجود دارد. بنابراین 

× عدد با شرایط مسئله وجود دارد. × =5 6 3 90 طبق اصل ضرب 

5731- گزی1375 عدد ۲ را در زیرمجموعه قرار می‌دهیم. عددهای ۸ و ۹ را  	1
در زیرمجموع�ه ق�رار نمی‌دهیم. بنابرای�ن باید تع�داد زیرمجموعه‌های مجموعۀ 

. =62 64 }  را حساب کنیم که برابر است با  , , , , , }1 3 4 5 6 7

6731- گزی1376 به‌ص�ورت  نظ�ر  م�ورد  ویژگ�ی  ب�ا  تاب�ع  ه�ر  	3
، y و z می‌توانن�د ه�ر ی�ک از  x f اس�ت ک�ه  x y z{( , ),( , ),( , )}= 1 2 3

، y و z هر ک�دام پنج مقدار مختلف  x پن�ج رق�م 0 ، ۲، ۴، ۶ و 8 باش�ند، یعنی 
× تابع با این شرایط وجود دارد. × =5 5 5 125 می‌توانند داشته باشند. پس 

7731- گزی1377 هر مسافر می‌تواند در یکی از 20 طبقه پیاده شود. پس تعداد  	1
انتخاب‌های مسافر اول 20 تا، مسافر دوم 20 تا، … و مسافر دهم 20 تاست. بنابراین 

 حالت برای پیاده شدن مسافران وجود دارد.
IU

× × × × = 10

10
20 20 20 20 20



8731- گزی1378 هر س�ؤال چهار گزینه دارد که دانش‌آموز می‌تواند یکی از  	3
آن‌ها را انتخاب نماید. همچنین دانش‌آموز می‌تواند به س�ؤال پاس�خ ندهد. پس 
برای پاس�خ‌گویی به هر س�ؤال 5 حالت وج�ود دارد. بنابراین تع�داد حالت‌های 

205 است.  یعنی 
IU

× × ×
20

5 5 5



پاسخ‌گویی به 20 سؤال برابر 

9731- گزی1379 می‌ت�وان مهره را در هر یک از خانه‌ها به‌ج�ز خانه‌های ابتدا و  	2
. =52 32 انتها قرار داد یا قرار نداد. بنابراین تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با 

0831- گزی1380 ف�رض می‌کنیم تعداد اعضای مجموعه n باش�د. در این  	2
n2 زیر‌مجموعه دارد. اگر س�ه عض�و به مجموعه اضافه  ص�ورت این مجموعه 

n+32 می‌شود.  n+3 و تعداد زیر‌مجموعه‌های آن  کنیم، تعداد اعضای آن 
n درست است. در نتیجه n+ = +32 2 224 بنابراین تساوی 

 n n n n× − = ⇒ × = ⇒ =32 2 2 224 7 2 224 2 32  

فصل هفتم

فصل دوم: آزمون ها

n است. + = + =2 224 32 224 256 پس تعداد زیرمجموعه‌های مجموعۀ جدید 

1831- گزی1381 ب�رای رفت�ن از ش�هر A ب�ه ش�هر C تع�داد مس�یرها  	2
× تا اس�ت. برای برگش�تن از ش�هر C به ش�هر A نیز 12 مسیر وجود  =4 3 12
دارد ک�ه یک�ی از آن‌ها همان مس�یر رفت اس�ت. پس 11 مس�یر برگش�ت باقی 

× مسیر مختلف وجود دارد. =12 11 132 می‌ماند. پس برای رفت و برگشت 

2831- گزی1382 تعداد راه‌های رفتن از ش�هر A به ش�هر D برابر اس�ت با  	3
. در مس�یر برگش�ت از یکی از راه‌های بین هر دو ش�هر نمی‌توان  × × =3 5 2 30
عبور کرد. بنابراین تعداد راه‌های برگش�ت از ش�هر D به ش�هر A برابر اس�ت با 

 . × =30 8 240 . بنابراین تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با  × × =1 4 2 8

3831- گزی1383 جای�گاه هر ی�ک از ارقام را ب�ا یک دایره نش�ان می‌دهیم  	2
و س�پس تعیی�ن می‌کنیم که در هر ی�ک از این جایگاه‌ها چند رق�م می‌تواند قرار 
بگی�رد. در نهایت طبق اصل ضرب، تعداد ح�الات ممکن برای قرار دادن ارقام 

در دایره‌ها را در هم ضرب می‌کنیم.

4831- گزی1384 بنابراین اصل متمم، تعداد عددهای مورد نظر برابر است  	2
با تعداد کل عددهای س�ه رقمی که می‌توان با این رقم‌ها نوش�ت، منهای تعداد 

عددهای سه رقمی با این ارقام که رقم تکراری ندارند.

 
·I¬k‚ ·I¬k‚·I«Àj ·I§Ä ·I«Àj ·I§Ä

−3 4 4 3 3 2

 . o‘º jn¼¶ ÁIÀjk– jHk•U= × × − × × = − =3 4 4 3 3 2 48 18 30 بنابراین 

5831- گزی1385 راه‌ح��ل اول دق�ت کنید ک�ه رقم‌ه�ا می‌توانن�د تکراری  	3
باش�ند. حالا باید تعداد همۀ عددهای طبیعی یک رقمی، دو رقمی و سه رقمی با 

ویژگی مورد نظر را پیدا کنیم.

 

 

·I¬k‚

·I¬k‚

·I¬k‚

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I§Ä

Âµ¤n ¾w ÁIÀjk–jHk•U:

Âµ¤n »j ÁIÀjk–jHk•U:

Âµ¤n ¦Ä ÁIÀjk– jHk•U

, , ,

:

⇒ × × =

⇒ × × =

⇒ × × =

⇒ × =

⇒

1 4 6 1 4 6 24
3 0 1 2 3

1 6 6 1 6 6 36
2

1 6 6 1 6 6 36
1

5 6 5 6 30

5 5

. + + + + =24 36 36 30 5 بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با 131
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راه‌حل دوم ابت�دا توجه کنید که اعداد دو رقمی مانند 23 را می‌توان به‌صورت 
023 نوشت و اعداد یک رقمی مانند 7 را می‌توان به‌صورت 007 نوشت. اکنون 

برای نوشتن اعداد طبیعی کوچک تر از 340، دو حالت را در نظر می‌گیریم. 
حالت 1:

       IU IU, ,

⇒ × × =3 6 6 3 6 6 108

0 1 2 6 0 6 0
حالت 2:

          IU, , ,

⇒ × × =1 4 6 1 4 6 24

3 0 1 2 3 6 0
. اما عدد صفر  + =108 24 132 پس در کل تعداد اعداد ایجاد ش�ده برابرند با 
یک�ی از عدده�ای تولید ش�ده اس�ت و چون عدده�ای طبیعی مدنظر هس�تند، 

بنابراین پاسخ برابر 131 است. 

6831- گزی1386 فرض می‌کنیم مجموعۀ اصلی n عضو داش�ته اس�ت. در  	2
n2 زیرمجموعه دارد. اگر چهار عضو از این مجموعه  این صورت، این مجموعه 
n−42 می‌شود.  n−4 و تعداد زیرمجموعه‌های آن  کم کنیم، تعداد اعضای آن 

n برقرار است. در نتیجه n− = −42 2 480 بنابراین تساوی 

 
nn n n n n−− = ⇒ − = ⇒ × = ⇒ =4 2 152 2 480 2 480 2 480 2 512

24 16
پس

 n  n n n=− −= − → = − =2 5124 42 2 480 2 512 480 32  
7831- گزی1387 هر مس�تطیل از برخ�ورد دو خط افق�ی و دو خط عمودی از  	4

هفت خط افقی و هفت خط عمودی شکل زیر به‌وجود می‌آید. برای اینکه مستطیل‌ها 
2× باشند، باید فاصلۀ دو خط موازی دو واحد و فاصلۀ دو خط موازی دیگر 4 واحد  4
باش�د. در مس�تطیل‌های افقی، اگر یکی از هفت خط عم�ودی را انتخاب کنیم خط 
بعدی باید به فاصلۀ 4 واحد از آن باشد. پس خطوط 1 تا 3 را می‌توان انتخاب کرد و 
دو خط عمودی را رسم کرد. همچنین اگر یکی از هفت خط افقی را انتخاب کنیم خط 

بعدی باید به فاصلۀ 2 واحد از آن باشد. پس خطوط 
3× یعنی 15  5 1 تا 5 را می‌توان انتخاب کرد. پس 
2× داریم. به همی�ن ترتیب 15  4 مس�تطیل افقی 
4× داریم و جمعاً 30 مستطیل  مستطیل عمودی 2

با ابعاد 2 و 4 وجود دارد.

8831- گزی1388 عددهایی که اولین رقم س�مت چپ آن‌ها 9 یا 7 اس�ت از  	2
عدد 59731 بزرگ‌ترند. تعداد این عددها برابر است با

 
 7,

× × × × =2 4 3 2 1 2 4 3 2 1 48
9

 

بع�د از این‌ها بزرگ‌ترین عدد 59731 اس�ت، بنابراین عدد 59731، 49 اُمین 
عددی است که نوشته‌ایم.

9831- گزی1389 اگ�ر کوچک‌تری�ن و بزرگ‌تری�ن عضو به ترتی�ب 6 و 10  	3
باشند، عضوهای دیگر زیرمجموعه می‌توانند اعداد 7، 8 و 9 باشند که می‌توانند 
32 اس�ت. به  در زیرمجموعه باش�ند یا نباش�ند. پس تعداد این زیرمجموعه‌ها 
همین ترتیب اگر کوچک‌ترین و بزرگ‌ترین عضو 7 و 9 باش�ند، عدد 8 می‌تواند 
در زیرمجموعه باشد یا نباشد. یعنی 2 زیرمجموعه به این شکل وجود دارد. پس 

تعداد زیرمجموعه‌های مطلوب سؤال 10تاست.

0931- گزی1390 تعداد اعداد دو رقمی کمتر از 50 برابر 40 اس�ت. از این  	3
اعداد، 11، 22، 33 و 44 ارقام مش�ابه دارند، پس 36 عدد ارقام متمایز دارند. 

362 زیر‌مجموعه دارد. بنابراین بنابراین مجموعۀ A، 36 عضو و 
 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =36 36 4 36 42 16 2 2 2 2 36 4 9  

1931- گزی1391 از دو طریق می‌توان از شهر A به شهر D رفت: 	1
ABCD ABDoÃv¶ oÃv¶: , :× × = × =2 3 3 18 2 2 4

. + =18 4 22 بنابراین تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با 

2931- گزی1392 از 2 راه می‌توان مس�تقیماً از ش�هر A به ش�هر C رفت و  	3
 + =2 6 8 3× راه از شهر B عبور کرد و به شهر C رفت. بنابراین  2 می‌توان با 
 A به ش�هر C راه ب�رای رف�ت وجود دارد. از یک راه می‌توان مس�تقیماً از ش�هر
2× راه می‌توان از ش�هر B عبور کرد و به ش�هر A برگشت. پس  2 برگش�ت و از 
× راه  =8 5 40 + راه برای برگش�ت وج�ود دارد. پس طبق اصل ضرب  =1 4 5

رفت و برگشت موجود است.

3931- گزی1393 راه‌ح��ل اول ب�ه کم�ک اصل  	3
 A از نقطۀ C جم�ع تع�داد راه‌های رس�یدن ب�ه نقط�ۀ

مطابق شکل به‌دست می‌آید که برابر ۳ است. 
تع�داد راه‌های رس�یدن ب�ه نقطۀ B از نقط�ۀ C نیز به 
همی�ن ترتی�ب به‌دس�ت می‌آی�د. که مطابق ش�کل به 

کمک اصل جمع تعداد راه‌ها 10 است.
 C به نقطۀ A توجه کنید که ابتدا باید با 3 راه از نقطۀ
برویم. س�پس با 10 راه از نقط�ۀ C به نقطۀ B برویم. 

× راه با شرایط مسئله وجود دارد. =3 10 30 بنابراین 
 C برویم، راه‌های�ی را که از آن‌ها نمی‌توان به نقطۀ C راه‌ح��ل دوم چون باید ابتدا به
رسید حذف می‌کنیم. پس باید روی راه‌های شکل زیر حرکت کنیم، که به کمک 

اصل جمع تعداد راه‌ها 30 به‌دست می‌آید.

4931- گزی1394 رقم صدگان باید ۲، ۳، ۴، ۵ یا ۶ باشد. دو حالت در نظر  	4
می‌گیریم.

حالت اول رقم صدگان ۳، ۴، ۵ یا 6 باشد.

 

  

  

·I¬k‚ ·I«Àj ·I§Ä

, , ,

× × =4 6 5 4 6 5 120

3 4 5 6
حالت دوم رقم صدگان ۲ باشد. در این صورت رقم دهگان باید ۴، ۵ یا ۶ باشد.

 

  

·I¬k‚ ·I«Àj ·I§Ä

, ,

× × =1 3 5 1 3 5 15

2 45 6

توج�ه کنی�د که در حالت دوم یکی از عددها 240 اس�ت که بای�د این عدد را از 
مجم�وع تعداد عددهای حاصل کم کنیم. در نتیج�ه تعداد عددهای مورد نظر 

 . + − =120 15 1 134 برابر است با 

5931- گزی1395 عدده�ای ۲ و ۳ را ب�ه ی�ک حال�ت در زیرمجموع�ه قرار  	2
می‌دهی�م. عدده�ای ۴، ۵ و ۶ را به یک حالت کنار می‌گذاریم و در زیر‌مجموعه 
ق�رار نمی‌دهی�م، پنج ع�دد دیگر را می‌توانی�م در زیرمجموعه ق�رار دهیم یا قرار 
ندهی�م، یعنی ه�ر کدام از آن‌ها دو حالت دارد. بنابرای�ن تعداد زیرمجموعه‌ها با 

. =52 32 شرایط سؤال برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
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6931- گزی1396  x y z× ×2 3 5 هر مقسوم‌علیه طبیعی عدد a به‌صورت  	2
، y و z اعدادی حسابی هستند. چون می‌خواهیم مقسوم‌علیه، زوج  x اس�ت که
باش�د پ�س بای�د حداقل یک عامل ۲ داش�ته باش�د و چ�ون می‌خواهی�م بر 10 
 ، x≤ ≤1 3 بخش‌پذی�ر نباش�د، پس نباید عامل ۵ داش�ته باش�د. بنابراین باید 
، یعن�ی برای x س�ه حالت، ب�رای y پنج حالت و برای z یک  z=0 ≥y و  ≤0 4

. × × =3 5 1 15 حالت وجود دارد. پس تعداد این مقسوم‌علیه‌ها برابر است با 

7931- گزی1397 هر عضو مجموعۀ A را می‌توانیم به  	3
یک�ی از اعض�ای مجموع�ۀ B ب�ا ی�ک پیکان وص�ل کنیم. 
همچنین می‌توانیم این عضو A را به هیچ عضوی از B وصل 
 ، A نکنی�م، یعنی برای خارج کردن ی�ک پیکان از هر عضو
× تابع می‌توان  × =5 5 5 125 پنج حالت وج�ود دارد. پس 
 B و برد آن زیرمجموعۀ A نوشت که دامنۀ آن زیرمجموعۀ
اس�ت. یکی از این توابع تهی است که در آن دامنۀ تابع تهی 

است. بنابراین 124 تابع غیرتهی وجود دارد.

8931- گزی1398  f a b c d{( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4 هر تابع به صورت  	2
، c و d می‌توانند 1 تا 4 باشند )چهار انتخاب  b مطلوب مسئله است که در آن 
دارند( ولی a می‌تواند 2 تا 4 باش�د )س�ه انتخ�اب دارد(. بنابراین تعداد توابعی 

 . × × × =4 4 4 3 192 مانند f برابر است با 

9931- گزی1399 تعداد عددهایی که اولین رقم س�مت چپ آن‌ها 9 است،  	4
برابر است با 

 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

تعداد عددهایی که اولین رقم سمت چپ آن‌ها 8 است، برابر است با 
 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

تعداد عددهایی که اولین رقم سمت چپ آن‌ها 6 است، برابر است با 
 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

، پس هفتاد و دومین عددی  + + =24 24 24 72 تعداد این عددها برابر است با 
که نوش�ته‌ایم کوچک‌ترین عددی اس�ت که با ارقام داده شده می‌توان نوشت به 

شرط آنکه اولین رقم سمت چپ آن برابر 6 باشد. این عدد 62489 است.

140014 به شکل زیر توجه کنید.0- گزی0 	2

پرتاب چهارم باید رو بیاید، پس 1 حالت دارد. یکی از س�ه پرتاب اول باید رو بیاید که 
این کار به 3 حالت امکان‌پذیر است. دو پرتاب دیگر باید پشت بیایند که 1 حالت دارد. 
پرتاب‌های پنجم تا دهم می‌توانند رو یا پش�ت بیایند که هر کدام دو حالت دارند و کلًا 

× است. =63 2 192 62 حالت دارند. بنابراین تعداد حالت‌های مطلوب سؤال 

140114 می‌توان نوشت1- گزی0 	2
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140214 3! حال�ت 2- گزی0 ، a و i هس�تند ک�ه ب�ه  o ح�روف ص�دادار 	2
می‌توانن�د کن�ار یکدیگر قرار بگیرند. این بس�تۀ حروف صدادار به همراه ش�ش 
7! حالت می‌توانند در  حرف بی‌صدای دیگر هفت ش�یء متمایز هس�تند که به 
کن�ار هم ق�رار بگیرن�د. بنابرای�ن تعداد جایگش�ت‌های م�ورد نظر س�ؤال برابر 

6×! است. 7 ! یا  !×3 7

140314 راه‌حل اول کافی است بنابر اصل متمم، تعداد حالت‌هایی 3- گزی0 	2
را که ارغوان و اردوان کنار هم ایس�تاده‌اند از تعداد کل حالت‌های ایس�تادن این 
ش�ش نفر کم کنیم. اگر ارغوان و اردوان کنار هم ایستاده باشند، می‌توان آن‌ها را 
2! طریق می‌توانند کنار هم بایستند. بنابراین  یک نفر در نظر گرفت، که البته به 
. تع�داد صف‌هایی که  !× =2 5 240 تع�داد صف‌ها در این حالت برابر اس�ت با 
. بنابراین تعداد  !=6 720 بدون محدودیت می‌توان تش�کیل داد برابر اس�ت با 

. − =720 240 480 صف‌های مورد نظر برابر است با 
راه‌حل دوم ارغوان و اردوان را کنار می‌گذاریم. ابتدا تعداد حالت‌هایی که 4 نفر 
4! خواهد بود. در  در ی�ک ص�ف قرار می‌گیرند، محاس�به می‌کنیم که برابر ب�ا 
ابتدا و انتها صف و در بین این 4 نفر، 5 مکان وجود دارد که از این 5 مکان 2 تا 
را انتخاب می‌کنیم که ارغوان و اردوان در آن‌ها بایستند. پس تعداد کل صف‌ها 

. P( , ) !× = × =5 2 4 20 24 480 برابر است با 

140414 اگ�ر f تابع�ی با ویژگی مورد نظر باش�د، معلوم اس�ت که 4- گزی0 	3
)f جایگش�تی از عدده�ای 5، 6، 7 و 8 هس�تند.  )4 )f و  )3  ، f( )2  ، f( )1

 . !=4 24 بنابراین تعداد تابع‌هایی مانند f برابر است با 

140514 4! طریق می‌توان در یک ردیف چید. 5- گزی0 کتاب‌های ریاضی را به  	2
اکنون کتاب‌های فیزیک را می‌توان فقط در جاهای مشخص شده در سطر زیر گذاشت. 

ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی 
3! طریق ممکن است. بنابراین تعداد راه‌های موردنظر برابر است با  این کار به 

! !× =4 3 144

140614 تساوی داده شده را ساده می‌کنیم:6- گزی0 	4
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140714 4! طریق کنار هم چید. 7- گزی0 کتاب‌های ریاضی را می‌توان به  	4
بی�ن این کتاب‌ها 3 ج�ای خالی وجود دارد که باید کتاب‌های فیزیک را در آن‌ها 

3! حالت ممکن است. بگذاریم. این کار هم به 
ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی 

کل این مجموعه و 2 کتاب شیمی را می‌توان 3 کتاب در نظر گرفت و آن‌ها را به 
. ! ! !4 3 3 3! حالت مرتب کرد. بنابراین تعداد راه‌های موردنظر برابر است با 

140814 4! طریق و 3 کتاب 8- گزی0 توج�ه کنید که 4 کت�اب فیزیک به  	2
3! طریق کن�ار یکدیگر قرار می‌گیرند. حال کتاب‌های فیزیک را در  ادبی�ات به 
یک بسته و کتاب‌های ادبیات را در بستۀ دیگری درنظر می‌گیریم. این دو بسته 
2! طری�ق می‌توانند کنار هم ق�رار گیرند. بنابراین تع�داد حالات مورد نظر  ب�ه 

 . ! ! !× × = × × =4 3 2 24 6 2 288 برابر است با 
140914 ابت�دا ح�رف a را ق�رار می‌دهی�م که ب�رای آن 3 انتخاب 9- گزی0 	4

داریم: حرف اول، دوم یا س�وم. سپس 2 حرف از 4 حرف باقی‌مانده را انتخاب 
. P( , )3 4 2 می‌کنیم. بنابراین تعداد کلمات مورد نظر برابر است با 

0141- گزی1410 3 گلابی را باید بین 3 پس�ر از 5 پس�ر توزیع کنیم که این  	1
)P حالت امکان‌پذیر اس�ت. سپس باید 2 سیب را بین 2 نفر از 8  , )5 3 کار به 

)P حالت امکان‌پذیر است. پس  , )8 2 نفر باقی‌مانده توزیع کنیم که این کار به 

 . P P ! ! ! ! !( , ) ( , )
! ! !

×= × = =
× ×

5 8 5 8 85 3 8 2
2 6 2 6 5 12

جواب مسئله برابر است با 



)175(

1141- گزی1411 تساوی داده شده را ساده می‌کنیم: 	2
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بنابراین 

2141- گزی1412 باید تع�داد حالت‌هایی را که در آن‌ه�ا عبارت log دیده  	1
، i  ، r  ، a می‌ش�ود، از تعداد کل حالت‌ها کم کنیم. عبارت log و شش حرف

7! حالت می‌توانند در کنار یکدیگر  ، h و m هفت شیء متمایز هستند که به  t
9! است. بنابراین تعداد حالت‌های  قرار گیرند. تعداد کل جایگشت‌ها نیز برابر 

 . ! ! !( ) !− = × − = ×9 7 7 9 8 1 7 71 مورد نظر برابر است با 
3141- گزی1413  !5 تعداد کل حالت‌های ایس�تادن ۵ نف�ر در یک صف  	3

اس�ت. در نیمی از این حالات احمد در مکان جلوتری نس�بت به محمد ایستاده 
اس�ت و در نیم دیگر حالات محمد در مکان جلوتری نس�بت به احمد ایس�تاده 

. !=5 60
2

است. بنابراین تعداد حالت‌های مطلوب سؤال برابر است با 

4141- گزی1414  a ب�ه دو روش می‌ت�وان حروف را چی�د طوری‌که حروف 	2
یکی در میان باشند:

3! حالت می‌توان در جاهای خالی  ، n و m را به  p در هر دو روش، سه حرف 
×! است. =2 3 12 قرار داد. پس تعداد حالت‌های مورد نظر 

5141- گزی1415 تعداد همۀ عددهای چهار رقمی با رقم‌های غیرتکراری که  	2
 . P( , )=6 4 360 می‌توان با ش�ش رقم 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 5 و 6 نوش�ت برابر است با 
از ط�رف دیگر، تعداد عدده�ای چهار رقمی با رقم‌های غیرتک�راری که در آن‌ها 
هیچ‌یک از رقم‌های 1 و 5 نیامده است، برابر است با تعداد عددهای چهار رقمی 
، 4 و 6 نوش�ت. تعداد این  3 ب�ا رقم‌های غیرتکراری که می‌توان با رقم‌های 2 ، 
. بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با !=4 24 عددها برابر است با 

− =360 24 336

6141- گزی1416 تع�داد کل جایگش�ت‌های ش�ش حرفی کلمۀ ن�ه حرفی  	4
)P اس�ت. تع�داد جایگش�ت‌های ش�ش حرف�ی که  , )9 6 logarithm براب�ر 

)P اس�ت. بنابرای�ن تعداد  , )7 6 هیچ‌ک�دام از ح�روف m و t را ندارن�د براب�ر 
جایگشت‌هایی که حداقل یکی از این دو حرف را دارند برابر است با

 P P ! ! !( , ) ( , ) ! ! ! !
! !

× ×− = − = − = × − = ×9 7 9 8 79 6 7 6 7 12 7 7 11 7
3 1 6

 

7141- گزی1417 راه‌حل اول تعداد کل جایگش�ت‌های چهارحرفی هش�ت  	2
 t اس�ت. تعداد جایگشت‌هایی که در آن‌ها حرف P( , )8 4 حرف این کلمه برابر 
 t بنابراین تعداد جایگش�ت‌هایی که حرف . P( , )7 4 وجود ندارد برابر اس�ت با 

P که برابر است با  P( , ) ( , )−8 4 7 4 دارند می‌شود 

 P P ! !( , ) ( , )
! !

( )

− = − = × × × − × × ×

= × × − = × × × =

8 78 4 7 4 8 7 6 5 7 6 5 4
4 3
7 6 5 8 4 7 6 5 4 840

 

راه‌حل دوم ابتدا حرف t را به 4 حالت در یکی از چهارخانۀ خالی در نظر گرفته 
شده برای جایگشت قرار می‌دهیم. سپس سه خانۀ خالی وجود دارد که باید با 7 

)P است.  , )7 3 حرف باقی‌مانده پر شوند که تعداد حالت‌های پر شدن آن‌ها 

بنابراین تعداد جایگشت‌هایی که در آن‌ها t وجود دارد برابر است با 

P !( , )
!

= × = × × × =74 7 3 4 4 7 6 5 840
4

8141- گزی1418 ابتدا مقدار n را از تساوی داده شده به‌دست می‌آوریم: 	3
n n n n n n n

n n

n n n n n n

n n n

! ! ( )( ) ( )
( )! ( )!

( ) ( )

( )( )
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2

3 30 1 2 3 1 30
3 2
6 5 30 0 6 5 6 0

6 5 0 6

. P n P !( , ) ( , )
!

= = = × × × =64 6 4 6 5 4 3 360
2

بنابراین 

9141- گزی1419 عددی بر 3 بخش‌پذیر است که مجموع رقم‌هایش بر 3  	2
بخش‌پذیر باشد. اکنون توجه کنید که از شش رقم داده شده، اگر فقط 0 یا 3 را 

حذف کنیم، مجموع پنج رقم دیگر بر 3 بخش‌پذیر است. از طرف دیگر،
 

 

 

 

  

oÿÅ ´¤n ·»kM Âµ¤n [¹Q ÁIÀjkø

3 ´¤n ·»kM Âµ¤n [¹Q ÁIÀjkø

:

!

:

, , ,

⇒ =
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5 4 3 2 1 5 120

4 4 3 2 1 4 4 3 2 1 96

1 2 4 5
 . + =120 96 216 بنابراین، پاسخ سؤال برابر است با 

0241- گزی1420 8! اس�ت.  تعداد کل جایگش�ت‌های 8 حرفی این کلمه  	1
ابت�دا تع�داد حالت‌هایی را که هیچ دو حرف صداداری کن�ار یکدیگر قرار ندارند  
8! کم می‌کنیم تا تعداد حالت‌هایی که حداقل  حساب می‌کنیم، سپس آن را از 
دو ح�رف صدادار کنار یکدیگر قرار دارند، به‌دس�ت آید. برای پیدا کردن تعداد 
جایگش�ت‌هایی که هیچ دو حرف صداداری کنار هم قرار ندارند، ابتدا پنج حرف 
5! حالت انجام‌پذیر اس�ت.  بی‌ص�دا را کن�ار هم ق�رار می‌دهیم که ای�ن کار به 
س�پس در شش جای خالی مطابق شکل زیر 3 حرف صدادار را قرار می‌دهیم که 

)P حالت امکان‌پذیر است. , )6 3 این‌کار به 

!P است که برابر است با ! ( , )−8 5 6 3 پس تعداد حالت‌های مطلوب مسئله 

 !! ! ! ! !( ) !
!

− × = − × = − = ×68 5 8 20 6 6 56 20 36 6
3

 

1241- گزی1421 توجه کنید که  	1

n n n n
k k n k k k n
n n n k

k n k kk

( )! ( ) !
!( )! ( )!

! !
( )!( )! ( )!

+ 
+ + 

  + − − + = = =
 
  − − + − − 

1 1 1
1 1 1

1 1 11

2241- گزی1422  و 
 
 
 
 

3

2
تعداد راه‌های انتخاب دو توپ از جعبۀ A برابر  	3

 است. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 
 
 
 
 

9

2
از جعبۀ B برابر 

    ×   = × =
   
   

3 9 9 83 108
22 2
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3241- گزی1423 فرض کنید فرد A یکی از این دوازده نفر باشد. اگر پنج نفر  	3
از یازده نفر دیگر را انتخاب کنیم و با A یک تیم شش نفره درست کنیم، شش نفر 
 باقی‌مان�ده ه�م ی�ک تی�م ش�ش نف�رۀ دیگ�ر تش�کیل خواهن�د داد. بنابرای�ن 

 است.
 
 
 
 

11

5
جواب 

4241- گزی1424 اگر هر سه نقطه از این پنج نقطه را به هم وصل کنیم، یک  	2

 یعنی ‌10تا است.
 
 
 
 

5

3
مثلث تشکیل خواهند داد. پس تعداد مثلث‌ها برابر 

5241- گزی1425 4× تعداد خط‌ه�ای افقی ۵تا و  7 در ی�ک صفحۀ ش�طرنجی  	3
 تع�داد خط‌ه�ای عم�ودی ۸تاس�ت. از تقاط�ع ه�ر دو خ�ط عم�ودی و دو خ�ط افقی 
یک مس�تطیل رس�م می‌شود. پس باید دو خط از پنج خط افقی و دو خط از هشت خط 

.
   
   =
   
   

5 8
280

2 2
عمودی را انتخاب کنیم، یعنی تعداد مستطیل‌ها برابر است با 

6241- گزی1426 راه‌حل اول این کار را به چند روش می‌توانیم انجام دهیم: 	1

 طریق انتخاب می‌کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
1 10 10

0 3
الف( صفر مرد و سه زن را به 

 طریق انتخاب می‌کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
7 10 70

1 2
ب( یک مرد و دو زن را به 

 طریق انتخاب می‌کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
21 5 105

2 1
پ( دو مرد و یک زن را به 

بنابراین تعداد کل حالت‌ها برابر است با 

 
           
           + + = + + =
           
           

7 5 7 5 7 5
10 70 105 185

0 3 1 2 2 1

 .
 
 
 
 

12

3
راه‌حل دوم تعداد حالت‌های انتخاب سه نفر از بین ۱۲ نفر برابر است با 

 است. 
 
 
 
 

7

3
همچنین تعداد حالت‌هایی که در آن س�ه مرد انتخاب شوند برابر 

پس بنابر اصل متمم، تعداد حالت‌های مطلوب برابر است با 
   
   − = − =
   
   

12 7
220 35 185

3 3

7241- گزی1427 هر حالت پرتاب هفت سکه، یک رشتۀ هفت حرفی مانند  	3
»ر پ ر ر پ پ ر« درست می‌کند. اگر جای ۳تا »رو« را در این رشته انتخاب کنیم، 
 ج�ای ۴تا »پش�ت« خودبه‌خود معلوم می‌ش�ود. بنابراین تع�داد راه‌های مورد نظر

 .
 
 =
 
 

7
35

3
برابر است با 

8241- گزی1428 7! طری�ق در یک ردیف قرار  ابت�دا 7 ح�رف دیگر را به  	2
می‌دهی�م. س�پس در دو م�کان از 8 م�کان ب�ه وجود آم�ده، دو ح�رف e را قرار 

 حالت امکان‌پذیر اس�ت. پس تعداد کل حالت‌ها 
 
 
 
 

8

2
می‌دهیم که این کار به 

. !×28 7 ! است که می‌شود 
 
 ×
 
 

8
7

2

9241- گزی1429 از تع�داد کل  بای�د  بناب�ر اص�ل متم�م،  اول  راه‌ح��ل  	4
زیرمجموعه‌ها، تعداد زیرمجموعه‌های صفر عضوی، یک عضوی و دو عضوی را 

کم کنیم. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با
     
     − − − = − − − =
     
     

8 8 8 8
2 256 1 8 28 219

0 1 2
 

راه‌حل دوم تعداد زیرمجموعه‌های دس�ت کم س�ه عضوی براب�ر با مجموع تعداد 
زیرمجموعه‌های سه عضوی، چهار عضوی، … و هشت عضوی مجموعه است. پس
           
           + + + + + = + + + + + =
           
           

8 8 8 8 8 8
56 70 56 28 8 1 219

3 4 5 6 7 8

0341- گزی1430 بنابرای�ن تعداد زیرمجموعه‌های یک عضوی و دو عضوی  	3

 است. بنابراین
n 

 
 
 2

 و 
n 

 
 
 1

یک مجموعۀ n عضوی به‌ترتیب 

 

n n n n
n

n n n n (.¡.¡.—)

( )

,

    −   + = ⇒ + =
   
   

+ − = ⇒ = =−2

145 45
21 2

90 0 9 10

بنابراین مجموعۀ مورد نظر ۹ عضو دارد و تعداد زیرمجموعه‌های سه عضوی آن 

.
 
 =
 
 

9
84

3
برابر است با 

1341- گزی1431 از رابطۀ داده شده به‌دست می‌آید 	1
n n

n n n n
n n n

n n n
n

( )! ( )!

( )!( ( ))! ( )! !

( ) ( )!
( )

( )!

+ +
= ⇒ =

− + − − −

+ −
= ⇒ + = ⇒ =

− ×

1 16 6
1 1 1 1 2
1 1 6 1 12 3

1 2

. !
! !

 
 = =
 
 

5 5 10
3 23

 را محاسبه کنیم که برابر است با 
 
 
 
 

5

3
بنابراین باید 

2341- گزی1432  
 
 
 
 

7

2
دو نف�ر دیگر را می‌توان از میان هفت نفر دیگر به  	1

5! طریق در یک صف مرتب  طری�ق انتخ�اب کرد. پنج نفر را هم می‌توان ب�ه  

 . !
 
 × = × =
 
 

7
5 21 120 2520

2
کرد. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

3341- گزی1433 اگر س�ه نفر از هش�ت نف�ر را انتخاب کنی�م و آن‌ها را به  	1
هم�راه A و B در ی�ک تیم پنج‌نفره ق�رار دهیم، پنج نفر باقی‌مان�ده تیم دیگر را 

 است. 
 
 
 
 

8

3
تشکیل خواهند داد. بنابراین جواب مسئله 

 ! !
! ! !

  × × × = = = × =
  × × 

8 8 8 7 6 5 8 7 56
3 5 3 2 53

4341- گزی1434 راه‌حل اول به شکل زیر توجه کنید. 	4
به س�ه روش می‌توان مثلث را رس�م کرد. در روش اول دو رأس مثلث را از نقاط 
A9 انتخاب  A6 تا  A5 انتخاب می‌کنیم و یک رأس دیگر را از بین نقاط  A1 تا 

 است. در روش دوم، یک رأس مثلث 
   
   =
   
   

5 4
40

2 1
می‌کنیم. تعداد این مثلث‌ها 

A9 انتخاب می‌کنیم. A6 تا  A5 و دو رأس دیگر را از نقاط  A1 تا  را از نقاط 
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 اس�ت و در روش سوم، هر سه رأس مثلث 
   
   =
   
   

5 4
30

1 2
تعداد این مثلث‌ها 

 است. 
 
 =
 
 

4
4

3
A9 انتخاب می‌کنیم که تعداد این مثلث‌ها  A6 تا  را از نقاط 

+ مثلث وجود دارد. + =40 30 4 74 پس در مجموع 

 اس�ت که اگر هر 
 
 
 
 

9

3
راه‌حل دوم تعداد انتخاب‌های ۳ نقطه از ۹ نقطه برابر 

سه نقطه روی یک خط نباشند، می‌توانند رأس‌های یک مثلث باشند. پس تعداد 

 را از تعداد کل 
 
 
 
 

5

3
حالت هایی را که س�ه نقطه روی یک خط هس�تند، یعنی 

 .
   
   − =
   
   

9 5
74

3 3
حالت‌ها کم می‌کنیم: 

5341- گزی1435 هر مس�تطیل از برخورد دو خط افقی و دو خط عمودی از  	3
9 خط افقی و 9 خط عمودی ش�کل زیر به‌وجود می‌آید. برای اینکه مس�تطیل‌ها 
3× باش�ند، بای�د فاصلۀ دو خط م�وازی 3 واح�د و فاصلۀ دو خط  5 5× ی�ا  3
3× یکی از خطوط 1 تا 6  5 موازی دیگر 5 واحد باشد. برای رسم مستطیل‌های 

 روش انتخ�اب کنیم و خط موازی آن خودبه‌خود به 
 
 
 
 

6

1
افق�ی را می‌توانیم به 

فاصلۀ 3 واحد رسم می‌شود. همچنین یکی از خطوط عمودی 1 تا 4 را می‌توانیم 

 روش انتخاب کنیم و خط موازی آن خودبه‌خود به فاصلۀ 5 واحد رسم 
 
 
 
 

4

1
به 

3× وجود دارد. به‌همین ترتیب 24  5 × مستطیل  =6 4 24 می‌ش�ود. بنابراین 
5× وجود دارد. پس جمعاً 48 مستطیل با ابعاد 3 و 5 وجود دارد. 3 مستطیل 

6341- گزی1436 راه‌حل اول به چند روش می‌توانیم این کار را انجام دهیم: 	4

 
   
   = × =
   
   

6 5
6 10 60

1 2
الف( یک بازیکن از تیم A و دو بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم.

 
   
   = × =
   
   

6 5
15 5 75

2 1
ب( دو بازیکن از تیم A و یک بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم.

 
   
   = × =
   
   

6 5
20 1 20

3 0
پ( سه بازیکن از تیم A و صفر بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم. 

بنابراین تعداد حالت‌ها برابر است با

           
           + + =
           
           

6 5 6 5 6 5
155

1 2 2 1 3 0

راه‌حل دوم تعداد راه‌های انتخاب س�ه نفر از ی�ازده نفر بازیکن هر دو تیم برابر 

 است و تعداد راه‌هایی که در آن‌ها هیچ بازیکنی از تیم A انتخاب 
 
 =
 
 

11
165

3

 است. پس بنابر اصل متمم، تعداد راه‌های مورد نظر 
 
 =
 
 

5
10

3
نش�ود برابر با 

برابر است با
   
   − =
   
   

11 5
155

3 3
 

7341- گزی1437 ش�ش جای خالی در نظر بگیرید ک�ه می‌خواهیم در آن‌ها  	4
ارقام 1 تا 5 را بنویس�یم. ابتدا 4 جای خالی را از این 6 جا انتخاب می‌کنیم و در 
آن‌ها یکی از ارقام 1، 3 یا 5 را می‌نویس�یم. س�پس در 2 جای باقی‌مانده یکی از 

ارقام 2 یا 4 را می‌نویسیم:





 

nj#joÎ#³I¤nH#¸T ¼º#

½k #JIhTºH#ÁI]

 4IÄ#2 ³I¤nH#¸T ¼º

#½kºI¶#Â¤IM#ÁI #2nj#
ÁI] JIhTºH#

joÎ#³I

{

{

{

]

¤nH

 
  × × × × × × =
 
 

4
6

3 3 3 3 2 2 4860
4



8341- گزی1438 اعداد ۱ و ۲ را باید در زیرمجموعه قرار دهیم. اعداد ۳، ۴ و ۵  	2
را کنار می‌گذاریم تا عضو زیرمجموعه نباشند. دو عضو دیگر زیرمجموعه را از بین 

 حال�ت انتخ�اب می‌کنی�م. بنابرای�ن تعداد 
 
 =
 
 

15
105

2
اع�داد ۶ ت�ا 20 ب�ه 

زیرمجموعه‌ها با شرایط مسئله برابر است با
 
 =
 
 

15
105

2
 

9341- گزی1439 . اکن�ون اگر دو تا از  = × × ×210 2 3 5 7 توج�ه کنید که  	1
عدده�ای 2، 3، 5 و 7 را انتخ�اب کنی�م، حاصل‌ض�رب آن‌ه�ا و دو عدد دیگر، 

 .
 
 =
 
 

4
6

2
ویژگی مورد نظر را دارند. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

0441- گزی1440  حالت 
 
 
 
 

6

1
ابتدا یک جفت کفش را از 6 جفت کفش به  	3

انتخ�اب می‌کنی�م. اکنون بای�د 3 لنگه کفش را از بین 5 جف�ت کفش باقیمانده 
انتخ�اب کنی�م طوری که هیچ دو لنگ�ه‌ای متعلق به یک جفت نباش�ند. به این 

 حالت انتخاب 
 
 
 
 

5

3
منظ�ور ابت�دا 3 جفت کفش را از بی�ن 5 جفت کفش ب�ه 

می‌کنیم، سپس از هر جفت کفش انتخاب شده یک لنگه را انتخاب می‌کنیم که 
× حالت امکان‌پذیر اس�ت. پس تع�داد حالت‌های مورد نظر  ×2 2 2 ای�ن کار به 

 است.
   
   × =
   
   

36 5
2 480

1 3
مسئله 
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1441- گزی1441 توجه کنید که 	4

 

n
n

r r n r n r
n n r

r n rr

n
n

r r n r r
n n n r

r n rr

!
!( )!

!
( )!( ( ))!

!
!( )!

!
( )!( ( ))!

 
 
  − − +  = =
 
  − − − − 
 
 
  − +  = =

− 
  + − + + 

1

1 11

1

1 11

بنابراین

 
n r

n rr n r
r n r
n r

,

− + = = − + = ⇒ ⇒ = = 
+ − − = = =

 −

1 84 7
3 10 3 036 3 9 3

1 84 2 2 5 3 0
126 3

. n r+ =12 پس 

2441- گزی1442 چ�ون 2 معلم خ�اص باید حتماً در تیم باش�ند، پس باید  	2
تیم�ی 3 نف�ره انتخ�اب کنی�م ک�ه 2 دانش‌آم�وز خ�اص در آن نباش�ند. این 2 
دانش‌آم�وز را حذف می‌کنیم. بنابراین باید تیمی 3 نفره از میان 9 نفر باقی‌مانده 

.
 
 =
 
 

9
84

3
انتخاب کنیم. تعداد راه‌های این کار برابر است با 

3441- گزی1443 هر نقطۀ برخورد مربوط به دو قطر و در نتیجه مربوط به  	2
4 رأس است. بنابراین تعداد نقطه‌های مورد نظر برابر است با 

 
 
 =
 
 

7
35

4

4441- گزی1444 راه‌حل اول به دو روش می‌توان مثلث را رسم کرد:  	2
A4 انتخاب کنیم و یک رأس  A1 تا  روش اول دو رأس مثل�ث را از بی�ن نقاط 

B3 انتخاب کنیم. تعداد این مثلث‌ها برابر است با  B1 تا  مثلث را از بین نقاط 

 
   
   = × =
   
   

4 3
6 3 18

2 1

B3 انتخاب کنیم و یک رأس  B1 تا  روش دوم دو رأس مثل�ث را از بی�ن نقاط 

A4 انتخاب کنیم. تعداد این مثلث‌ها برابر است با A1 تا  مثلث را از بین نقاط 

   
   = × =
   
   

3 4
3 4 12

2 1
 

بنابراین تعداد کل مثلث‌ها برابر است با 

       
       + = + =
       
       

4 3 3 4
18 12 30

2 1 2 1

راه‌ح��ل دوم ابتدا تعداد مثلث‌های قابل رس�م با 7 نقطه را محاس�به می‌کنیم. 
A4 و با 3 نقطۀ  A3 و   ، A2  ، A1 س�پس تعداد مثلث‌هایی را که با 4 نقطۀ 

B3 قابل رسم هستند از آن کم می‌کنیم. پس B2 و   ، B1

     
     − − = − − =
     
     

7 4 3
35 4 1 30

3 3 3

5441- گزی1445 اگر س�ه س�ؤال از پنج س�ؤال اول را انتخاب کنیم، باید سه  	3
س�ؤال از پنج س�ؤال دوم را هم انتخ�اب کنیم و به آن‌ها ج�واب بدهیم. تعداد این 

 است. اگر چهار سؤال از پنج سؤال اول 
   
   = × =
   
   

5 5
10 10 100

3 3
حالت‌ها برابر 

را انتخاب کنیم، باید دو س�ؤال از پنج س�ؤال دوم را هم انتخاب کنیم و به آن‌ها 

 اس�ت. اگر 
   
   = × =
   
   

5 5
5 10 50

4 2
ج�واب بدهیم. تعداد این حالت‌ها برابر 

پنج سؤال از پنج سؤال اول را انتخاب کنیم باید یک سؤال از پنج سؤال دوم را هم 
براب�ر  حالت‌ه�ا  ای�ن  تع�داد  بدهی�م.  ج�واب  آن‌ه�ا  ب�ه  و  کنی�م  انتخ�اب 

 است. بنابراین تعداد کل حالت‌ها برابر است با
   
   = × =
   
   

5 5
1 5 5

5 1

           
           + + = + + =
           
           

5 5 5 5 5 5
100 50 5 155

3 3 4 2 5 1

6441- گزی1446 اگ�ر هیچ مردی را انتخاب نکنی�م، تعداد راه‌های انتخاب  	4

 و اگر یک مرد و س�ه زن انتخاب کنیم، 
 
 =
 
 

6
15

4
اعض�ای تیم برابر اس�ت با 

. بنابراین تع�داد راه‌های 
   
   = × =
   
   

4 6
4 20 80

1 3
تع�داد راه‌ها برابر اس�ت ب�ا 

انتخاب تیمی چهار نفره که حداکثر یک مرد عضو آن باشد )بدون انتخاب مدیر( 

. تعداد راه‌های انتخاب مدیر 
     
     + = + =
     
     

6 4 6
15 80 95

4 1 3
برابر است با 

. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 
 
 
 
 

4

1
هم برابر است با 

( )
       
       + = × =
       
       

4 6 4 6
4 95 380

1 4 1 3

7441- گزی1447 راه‌حل اول تعداد جایگش�ت‌های پنج حرفی که در آن‌ها  	4

 . ! !
 
 × = ×
 
 

6
5 15 5

4
حرف t وجود دارد ولی حرف a وجود ندارد برابر است با 

به همین ترتیب، تعداد جایگش�ت‌های پنج حرفی که در آن‌ها حرف a وجود دارد 
. حال تعداد جایگش�ت‌های پنج  !×15 5 ولی حرف t وجود ندارد برابر اس�ت با 

 ! !
 
 × = ×
 
 

6
5 20 5

3
حرفی که در آن‌ها هر دو حرف a و t وجود دارند برابر است با 

در نتیجه تعداد کل جایگشت‌های پنج حرفی مورد نظر برابر است با 

! ! ! !× + × + × = ×15 5 15 5 20 5 50 5
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راه‌حل دوم تعداد کل جایگشت‌های پنج حرفی حروف کلمۀ هشت حرفی triangle برابر 
 t و a اس�ت. تع�داد جایگش�ت‌های پنج حرف�ی که هیچ‌ک�دام از ح�روف P( , )8 5

)P است. بنابراین تعداد جایگشت‌هایی که حداقل یکی از  , )6 5 را ندارند، برابر 

این دو حرف را دارند برابر است با

P P ! ! !( , ) ( , ) ! !( ) !
! !

× −− = − = − = = ×8 6 8 7 8 68 5 6 5 6 6 5 50
3 1 6 6

8441- گزی1448 عددهای ۱، ۲، … و 10 را بر حسب زوج یا فرد بودن‌شان  	3
به دو دسته تقسیم می‌کنیم:

 
                     

                     

­»H ¾â Twj ÁIÀjkø

³»j â¾Twj ÁIÀjkø

: , , , ,

: , , , ,

1 3 5 7 9

2 4 6 8 10

ب�رای اینکه مجموع چهار عدد مورد نظر زوج باش�د، یا بای�د هر چهار عدد را از 
دس�تۀ اول انتخاب کنیم، یا باید دوتا از دس�تۀ اول و دوتا از دس�تۀ دوم انتخاب 
کنی�م، ی�ا باید هر چهار تا را از دس�تۀ دوم انتخاب کنی�م. بنابراین تعداد راه‌های 

.
       
       + + = + × + =
       
       

5 5 5 5
5 10 10 5 110

4 2 2 4
مورد نظر برابر است با 

9441- گزی1449  
 
 
 
 

6

1
راه‌ح��ل اول ابت�دا ی�ک زوج را از ش�ش زوج به  	1

حال�ت انتخ�اب می‌کنیم. حالا باید دو نفر را از بی�ن پنج زوج باقی‌مانده انتخاب 
کنیم به‌طوری که هیچ دو نفری زن و ش�وهر نباشند. به این منظور ابتدا دو زوج 

 حالت انتخاب می‌کنیم، س�پس از هر زوج انتخاب 
 
 
 
 

5

2
را از بین پنج زوج به 

2× طریق امکان‌پذیر اس�ت.  2 ش�ده یک نفر را انتخاب می‌کنیم که این کار به 
پس تعداد راه‌های مورد نظر مسئله برابر است با 

   
   × = × × =
   
   

26 5
2 6 10 4 240

1 2

 طریق انتخاب می‌کنیم 
 
 
 
 

6

1
راه‌حل دوم ابتدا یک زوج را از میان شش زوج به 

 طریق 
 
 
 
 

10

2
و ب�رای انتخ�اب دو نف�ر دیگ�ر، دو نف�ر را از ده نفر باقی‌مان�ده به 

انتخاب می‌کنیم و پنج حالتی را که ممکن اس�ت این دو نفر زن و ش�وهر باشند، از 
انتخاب‌هایمان کم می‌کنیم. بنابراین تعداد انتخاب‌های مورد نظر برابر است با

( ) ( )
   
   × − = × − =
   
   

6 10
5 6 45 5 240

1 2
 

0541- گزی1450 به شکل زیر توجه کنید: 	2
 



»nSzQ IU»j » »n IU»j »n IÄ SzQ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

 

پرت�اب پنجم باید رو بیاید پس یک حالت دارد. دو تا از چهار پرتاب اول باید رو 

 حالت امکان‌پذیر اس�ت. دو پرتاب دیگر باید پشت 
 
 
 
 

4

2
بیایند که این کار به 

بیایند که یک حالت دارد. پرتاب‌های شش�م تا دهم می‌توانند رو یا پشت بیایند 
52 حالت دارند. بنابراین تعداد حالت‌های مطلوب  که هر کدام دو حالت و کلًا 

.
 
 × = × =
 
 

54
2 6 32 192

2
مسئله برابر است با 

1541- گزی1451 راه‌حل اول توجه کنید که 	3

n S      n A( ) , ( )
     
     = = = + + = + + =
     
     

3 3 3 3
2 8 3 3 1 7

1 2 3

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= =7
8

بنابراین 

 × × =1 1 1 1
2 2 2 8

راه‌حل دوم احتمال اینکه س�که هر س�ه بار پش�ت بیای�د، برابر 

. P A( )= − =1 71
8 8

است. بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، 

2541- گزی1452 n اس�ت. اعداد  S( )=90 تع�داد اع�داد دو رقم�ی برابر  	1

29 که تعداد  28 و   ، 27  ، 26  ، 25  ، 24 دو رقم�ی مرب�ع کامل عبارت‌ان�د از 
n اس�ت. بنابراین احتمال مرب�ع کامل بودن عدد انتخاب  A( )=6 آن‌ها برابر 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 1
90 15

شده برابر است با 

3541- گزی1453 × عض�و دارد و  =6 6 36 فض�ای نمون�ه‌ای این آزمایش  	1
پیشامد مطلوب به شکل زیر است

 
A

          

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

= 11 2 1 2 2 3 1 3 3 4 1 4 2 4 4

5 1 5 5 6 1 6 2 6 3 6 6
 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =14 7
36 18

بنابراین 

4541- گزی1454  ، 3  ، 2 مقسوم‌علیه‌های طبیعی عدد 24 عبارت‌اند از 1،  	3
n است. تعداد مقسوم‌علیه‌های  S( )=8 ، 12 و 24 که تعداد آن‌ها  8  ، 6  ، 4
بنابرای�ن احتم�ال زوج ب�ودن  n اس�ت.  A( )=6 طبیع�ی و زوج 24 براب�ر 

n است. A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 3
8 4

مقسوم‌علیه انتخاب شده 

5541- گزی1455 تع�داد کل حالت‌های ممکن برای چیدن 8 کتاب در یک  	4
8! است. اگر بخواهیم کتاب‌های هم‌موضوع کنار هم باشند، ابتدا  قفس�ه برابر 
5! حالت کنار هم می‌چینیم. س�پس کتاب‌های ریاضی  کتاب‌های ادبیات را به 
2! حالت این دو دسته کتاب را  3! حالت کنار هم می‌چینیم و در آخر به  را به 
در قفس�ه ق�رار می‌دهی�م. بنابرای�ن اگ�ر A پیش�امد م�ورد نظ�ر باش�د، آن‌گاه 

. n A
P A

n S
( ) ! ! !( )
( ) !

= = =5 3 2 1
8 28

، پس  n A( ) ! ! !=5 3 2

6541- گزی1456 تعداد کل مس�یرهایی که از ش�هر A به شهر C می‌روند،  	2
. دو مس�یر مستقیم از شهر A به شهر C است که  × + =4 3 2 14 برابر اس�ت با 
از ش�هر B عبور نمی‌کنند، 12 مس�یر دیگر از ش�هر B عب�ور می‌کنند. بنابراین 

. =12 6
14 7

احتمال اینکه در مسیرمان از شهر B عبور کنیم، برابر 

7541- گزی1457 تعداد راه‌های انتخاب س�ه مهره از ده مهره برابر است با  	2

 و تعداد راه‌های انتخاب س�ه مهرۀ سفید از پنج مهرۀ سفید برابر است با 
 
 
 
 

10

3

 .

 
 
 
  = =
 
 
 
 

5

3 10 1
10 120 12

3

. بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 
 
 
 
 

5

3



فصل دوم: آزمون ها
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8541- گزی1458 . در نتیجه P A B( )=0 چون A و B ناسازگارند،  	3

 P A B P A P B( ) ( ) ( )= + = + =1 5 17
9 6 18

  

9541- گزی1459 . از طرف  P A B( )=0 چون A و B ناس�ازگارند، پس  	4

. در نتیجه P B P B( ) ( )′= − =11
4

دیگر 

  P A B P A P B( ) ( ) ( )= + = + =1 1 5
6 4 12

  

0641- گزی1460 توجه کنید که 	3

 
P A B P A P B P A B

P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) / ( ) ( ) /

= + −

= + − ⇒ + =0 6 0 2 0 8

 

 

بنابراین

 
P A P B P A P B

P A P B

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ( )) / /

′ ′+ = − + −

= − + = − =

1 1

2 2 0 8 1 2
 

1641- گزی1461 6× عض�و دارد و پیش�امد  6 فض�ای نمون�ه‌ای آزمایش  	1
 . A {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 مطلوب برابر است با 

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 5
36

بنابراین 

2641- گزی1462 تع�داد کل عدده�ای س�ه رقمی ب�ا رقم‌ه�ای متمایز که  	3
 ، × ×5 5 4 } باشند برابر است با  , , , , , }0 2 3 4 5 6 رقم‌های آن عضو مجموعۀ 

. توجه کنید که اگر رقم صفر را انتخاب کنیم نمی‌توان عدد  n S( )=100 یعن�ی 
س�ه رقمی با ش�رایط گفته شده نوش�ت. پس از 5 رقم دیگر س�ه رقم را انتخاب 
می‌کنیم. با این س�ه رقم انتخاب ش�ده فقط به یک طریق می‌توانیم یک عدد با 
ش�رایط خواس�ته ش�ده بنویس�یم بنابراین اگر A پیش�امد این باش�د که رقم‌ها 

. بنابراین احتم�ال مورد نظر برابر  n A( )
 
 = =
 
 

5
10

3
صعودی باش�ند، آن‌گاه 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 1
100 10

است با 

3641- گزی1463 × اس�ت. اگر  ×9 10 10 تع�داد کل اعداد س�ه رقمی برابر  	2
× خواهد بود.  ×9 9 8 بخواهیم رقم تکراری نداش�ته باش�یم، تعداد اع�داد برابر 
بنابرای�ن احتم�ال اینکه عدد نوش�ته ش�ده دارای رقم‌های تکراری نباش�د یعنی 

  . /× × =
× ×
9 9 8 0 72
9 10 10

رقم‌های آن متفاوت باشند، برابر است با 

4641- گزی1464  societyتعداد جایگش�ت‌های حروف کلمۀ هفت حرفی 	1
7! اس�ت. س�ه حرف ص�دادار کلم�ۀ society را یک ح�رف در نظر  براب�ر با 
می‌گیری�م. در این صورت پنج حرف داریم که تعداد جایگش�ت‌های آن‌ها برابر 
3! است، پس تعداد  5! است و چون تعداد جایگشت‌های حروف صدادار هم 
! است. بنابراین  !×5 3 جایگشت‌هایی که حروف صدادار کنار هم هستند برابر 

 . ! !
!
× =5 3 1
7 7

احتمال مورد نظر برابر است با 

5641- گزی1465 یعن�ی  دارد،  عض�و   !7 آزمای�ش  ای�ن  نمون�ه‌ای  فض�ای  	4
. اگر A پیش�امد مطلوب مس�ئله باش�د، تعداد اعضای A برابر است با  n S( ) !=7
ها می‌چینیم،  4! حال�ت در  . )ابت�دا کتاب‌ه�ای ریاضی را به  n A( ) ! != ×4 3
ها می‌چینیم.( 3! حالت در  سپس در مکان‌های بین آن‌ها کتاب‌های فیزیک را به 

بنابراین

 n A
P A

n S
( ) ! !( )
( ) !

×= = =4 3 1
7 35

 

6641- گزی1466 مجموع�ۀ  ناته�ی  زیرمجموعه‌ه�ای  تع�داد  	2
زیر‌مجموعه‌ه�ای  تع�داد  و  اس�ت   −62 1 براب�ر   A   { , , , , , }= 1 2 3 4 5 6

 است. بنابراین احتمال دو عضوی بودن زیر‌مجموعۀ 
 
 
 
 

6

2
دو عضوی آن برابر 

انتخاب شده برابر است با

 

 
 
 
  = =
−6

6

2 15 5
63 212 1

7641- گزی1467  حالت امکان‌پذیر 
 
 
 
 

9

3
انتخاب س�ه مهره از ۹ مهره به  	3

است و تعداد راه‌هایی که دو تا از آن‌ها سفید باشند برابر است با

 
       
       + =
       
       

3 2 3 4
18

2 1 2 1

. = =
 
 
 
 

18 18 3
9 84 14

3

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

8641- گزی1468 ابتدا توجه کنید که 	2

 P A P A P B P B     ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= − = − = = − = − =5 1 1 21 1 1 1
6 6 3 3

بنابراین

P A B P A B P A P B(( ) ) ( ) ( ) ( )′ = − = − − = − − =2 1 11 1 1
3 6 6

 

9641- گزی1469 ابتدا توجه کنید که 	2
P A B P A P B P A B

P A B P A B P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + −

+ = + ⇒ + =4
3

 

 

بنابراین

P A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))′ ′+ = − + − = − + = − =4 21 1 2 2
3 3

0741- گزی1470  . P B P B( ) ( )′= − = − =9 11 1
10 10

توجه کنید که  	4

از طرف دیگر،

P A B P A P B P A B P A P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ = + −1 1
2 10

  

. P A P A B( ) ( )− = − =1 1 2
2 10 5

 بنابراین 

1741- گزی1471 فضای نمونه‌ای دارای 36 عضو اس�ت که در 6 عضو آن  	4
) عددهای روی دو تاس برابر هستند و در  , ), ,( , ),( , )6 6 2 2 1 1 به‌صورت 

بقی�ه برابر نیس�تند. پ�س در 30 حالت ع�دد روی تاس‌ها فرق دارن�د. بنابراین 

5 است.
6

30 یا همان 
36

احتمال پیشامد مطلوب 
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2741- گزی1472 تع�داد کل عددهای س�ه رقم�ی با رقم‌ه�ای متمایز برابر  	2
. اگر A پیش�امد مورد نظر باش�د،  n S( )= × ×9 9 8 . پ�س  × ×9 9 8 اس�ت ب�ا 

. بنابراین  n A( )= × ×8 8 5 آن‌گاه 

 P A( ) × ×= =
× ×

8 8 5 40
9 9 8 81

3741- گزی1473 فضای نمونه‌ای این آزمایش به شکل زیر است: 	1
S {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 6 6 1 2 3 3 2

A {( , ),( , )}= 2 3 3 2 پیش�امد اینکه حاصل جمع دو عدد 5 باش�د به شکل 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =2 1
4 2

است. بنابراین 

4741- گزی1474 52 عض�و دارد، پ�س  راه‌ح��ل اول فض�ای نمون�ه‌ای  	1
. اگر تعداد فرزندان دختر بیشتر از تعداد فرزندان پسر باشد،  n S( )= =52 32
باید تعداد فرزندان دختر ۵ ، ۴ یا ۳ باش�د. پس تعداد اعضای این پیشامد برابر 

.بنابراین  n A( )
     
     = + + =
     
     

5 5 5
16

5 4 3
است با 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =16 1
32 2

راه‌حل دوم چون تعداد کل فرزندان خانواده فرد است، پس در نیمی از حالات تعداد 
دختران بیش�تر از تعداد پس�ران و در نیمی دیگر از حالات برعکس است. همچنین، 

. P A( )=1
2

هرگز تعداد دختران و پسران این خانواده برابر نمی‌شود. بنابراین 

5741- گزی1475 تعداد راه‌های انتخاب دو عدد از میان ده عدد داده ش�ده  	2

. از طرف دیگر،‌ اگر A پیش�امد مورد نظر  n S( )
 
 = =
 
 

10
45

2
برابر اس�ت ب�ا 

n و در نتیجه  A( )=8 . پس  A {{ , },{ , }, ,{ , }}= 1 3 2 4 8 10 باشد 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 8
45

6741- گزی1476 تع�داد راه‌ه�ای انتخ�اب زیرمجموع�ه‌ای س�ه عضوی از  	4

. برای اینکه  n S( )
 
 = =
 
 

7
35

3
مجموعۀ هفت عضوی داده شده برابر است با 

حاصل‌ضرب عضوهای زیرمجموعۀ انتخاب ش�ده منفی باشد، باید یک عضوش 
منفی باش�د و دو عضو دیگرش مثبت باش�ند یا هر س�ه عضوش منفی باش�ند. 

بنابراین اگر A پیشامد مورد نظر باشد، 

 n A( )
     
     = + =
     
     

3 3 3
10

1 2 3

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 2
35 7

بنابراین 

7741- گزی1477 تعداد کل مهره‌های کیسه برابر ۱۴ است و تعداد راه‌های  	4

. اگر A پیشامد  n S( )
 
 =
 
 

14

3
انتخاب سه مهره از این ۱۴ مهره برابر است با 

این باش�د که دقیقاً یک مهرۀ س�بز انتخاب ش�ود، دو مهرۀ دیگر را باید از هفت 

. n A( )
   
   =
   
   

7 7

1 2
مهرۀ آبی یا قرمز انتخاب کنیم. بنابراین 

در نتیجه

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

   
   
   
   = = =
 
 
 
 

7 7

1 2 21
14 52

3

8741- گزی1478  ، P A P A( ) ( )′= −1 با توجه به رابطۀ  	3

P A P B          ( ) , ( )= − = = − =1 2 3 11 1
3 3 4 4

بنابراین
P A B P A P B P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =17 2 1 5
24 3 4 24

 

 

. P A B
P B

  ( )

( )
= =

5
524

1 6
4

 در نتیجه 

9741- گزی1479 . در این صورت n S s( )= راه‌حل اول فرض کنید  	1

 P A B n A B s  P A n A s     ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = = ⇒ =5 5 5 5
24 24 8 8

   

از روی نمودار وِن زیر و تساوی‌های بالا معلوم می‌شود که

 y s z t s      ,= + =5 5
24 8

 

اکنون توجه کنید که

 x y z t s x s s s x s s s s+ + + = ⇒ + + = ⇒ = − − =5 5 5 5 1
24 8 24 8 6

 

به این ترتیب 

n A B xP A B
n S s

( )
( )

( )

′
′ = = =1

6




راه‌حل دوم توجه کنید که
P A B P A B P A P A B( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ = − = −

= − − = − = =5 5 3 5 4 11
8 24 8 24 24 6

 

0841- گزی1480 ، پس P A( )≤ ≤0 1 راه‌حل اول می‌دانیم  	3

k k ( )≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 0 3 1
3

چون A و B ناسازگارند، پس
k kP A B P A P B P B P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ = −1 1

2 3 2 3


، در نتیجه P B( )≤ ≤0 1 از طرفی 

k k k ( )≤ − ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒− ≤ ≤1 1 1 3 30 1 2
2 3 2 3 2 2 2

. k≤ ≤30
2

با توجه به نابرابری‌های )1( و )2( به‌دست می‌آید 

. P A P A B( ) ( )≤ ≤0  A پس  A B⊆  راه‌حل دوم چون 

. k≤ ≤30
2

، پس  k≤ ≤10
3 2

بنابراین 
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1841- گزی1481  A فض�ای نمونه‌ای پرت�اب دو تاس 36 عض�و دارد. اگر 	2
پیشامد این باشد که مجموع عددهای رو شده در تاس‌ها بیشتر از 8 باشد، آن‌گاه

A {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , )}

= 3 6 4 5 4 6 5 4 5 5 5 6

6 3 6 4 6 5 6 6

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 5
36 18

بنابراین 

2841- گزی1482 پیش�امد   A اگ�ر   . n S( )= × × =4 3 2 24 اینج�ا  در  	3
مورد نظر باشد، آن‌گاه 

 A {{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }}= − − − − −1 1 0 2 2 0 3 0 3 4 1 3

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =4 1
24 6

در نتیجه 

3841- گزی1483 چون می‌دانیم عدد رو ش�ده روی دو تاس، اول اس�ت، پس  	4
هری�ک از تاس‌ه�ا می‌توانند 2، 3 یا 5 بیایند. بنابرای�ن فضای نمونه‌ای این آزمایش 
. فقط در یک حالت که عدد روی هر دو  n S( )=9 3× حالت است یعنی  3 دارای 

n و در نتیجه A( )=1 تاس 2 بیاید، عدد روی هر دو تاس زوج خواهد بود. پس 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= =1
9

4841- گزی1484 8! و تع�داد  تع�داد اعض�ای فض�ای نمون�ه‌ای براب�ر  	1
2×! اس�ت.  6 حالت‌هایی که دو برادر در ابتدا و انتهای صف می ایس�تند برابر 

. !
!

× =2 6 1
8 28

بنابراین احتمال پیشامد مورد نظر برابر است با 

5841- گزی1485 تع�داد کل جایگش�ت‌های پن�ج حرف�ی کلم�ۀ نُ�ه حرفی 	2
)P اس�ت. تع�داد جایگش�ت‌هایی ک�ه هیچ‌کدام از  , )9 5 logarithm براب�ر 

)P اس�ت، پس تعداد جایگش�ت‌هایی که  , )7 5 ح�روف t و g را ندارن�د براب�ر 

. بنابراین  P P( , ) ( , )−9 5 7 5 حداقل یکی از این دو حرف را دارند برابر است با 

احتمال اینکه در جایگشت انتخاب شده حداقل یکی از حروف t و g وجود داشته 
باشد، برابر است با

P P P
 

P P

!
( , ) ( , ) ( , ) ! !!

( , ) ( , ) ! ! !
!

− × ×= − = − = − = − =
× ×

7
9 5 7 5 7 5 7 4 4 3 521 1 1 1

9 5 9 5 9 9 2 8 9 6
4

 

6841- گزی1486 ، در نتیجه  × =2 5 10 در کل تع�داد افراد برابر اس�ت ب�ا  	3

. برای  n S( )
 
 =
 
 

10

3
تعداد راه‌های انتخاب س�ه نفر از این ده نفر برابر است با 

 اینکه‌ از این س�ه نفر هیچ دو نفری زن و ش�وهر نباش�ند، باید از هر زوج حداکثر 
یک نفر را انتخاب کنیم، یعنی باید ابتدا س�ه زوج را انتخاب کنیم و سپس از هر 
زوج، ی�ک نف�ر را انتخ�اب کنی�م. بنابرای�ن اگ�ر A پیش�امد مورد نظر باش�د، 

. به این ترتیب  n A( )
 
 = × × ×
 
 

5
2 2 2

3

  n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 
 
 = = = =
 
 
 
 

35
2

3 80 2
10 120 3

3

 

7841- گزی1487 + و تعداد  + =3 4 5 12 تعداد کل مهره‌ها برابر اس�ت با  	1
راه‌های انتخاب سه مهره از این ۱۲ مهره برابر است با

 n S( )
 
 = =
 
 

12
220

3
 

اگر A پیشامد این باشد که مهره‌ها به سه رنگ مختلف باشند، آن‌گاه 

n A( )
     
     = =
     
     

3 4 5
60

1 1 1

بنابراین

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =60 3
220 11

 

8841- گزی1488  A عض�و دارد. اگ�ر 
n 

 
 
 2

فض�ای نمون�ه‌ای آزمای�ش  	3

 است. 
 
 
 
 

4

2
پیشامد سفید بودن هر دو مهره باشد، تعداد اعضای A برابر 

بنابراین

 n A
P A

n S n n n n n
( )

( )
( ) ( ) ( )

 
 
 
 = = = = =

− − 
 
 
 

4

2 6 12 2
1 1 15

22

 

پس
n

n n n n n n
n ¡. —. )( ¡.

( ) ( )( )
=− = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒
=−

2 10
1 90 90 0 10 9 0

9

9841- گزی1489 P نتیجه می‌شود B P A( ) ( )′ ′=3 از تساوی  	1
P B P A P B P A P B P A( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = −1 3 1 1 3 3 3 2

P قرار  A( ) ، در تس�اوی فوق به ج�ای  P A P B( ) ( )=2 ب�ا توجه ب�ه اینک�ه 
P و نتیجه می‌شود B( )2 می‌دهیم 

 P B P B P B( ) ( ) ( )= − ⇒ =26 2
5

 

. P A P B( ) ( )+ =6
5

P و در نتیجه  A( )=4
5

پس 

0941- گزی1490  ، P A B P A P A B( ) ( ) ( )≤ ≤  با توجه ب�ه رابطۀ  	4
نتیجه می‌شود

 k k×≤ ≤ → ≤ ≤31 2 1 2
6 3 3 2

 

1941- گزی1491 46 اس�ت.  تع�داد اعضای فضای نمونه‌ای این آزمایش  	4
. اگر A پیشامد این باشد که دقیقاً در دو پرتاب عدد 6 ظاهر  n S( )= 46 یعنی 

n )توجه کنید که کافی است دو پرتاب از  A( )
 
 = × × ×
 
 

24
1 1 5

2
ش�ود، آن‌گاه 

چهار پرتاب را انتخاب کنیم که در آن‌ها به یک حالت عدد 6 ظاهر می‌شود و در 
دو پرتاب باقی‌مانده به پنج حالت عددهای دیگری ظاهر شوند(. بنابراین

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 ×
 
 = = =

2

4

4
5

2 25
2166
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2941- گزی1492 تعداد راه‌های انتخاب 2 عدد از میان 20 عدد داده شده برابر  	1

. از طرف دیگر، اگر A پیشامد مورد نظر باشد، n S( )
 
 = =
 
 

20
190

2
است با 

{ }A { , },{ , },{ , },{ , }, ,{ , }= 1 2 2 3 3 4 4 5 19 20  

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =19 1
190 10

n و در نتیجه  A( )=19 پس 

3941- گزی1493 . فرض کنید A پیشامد  n S( )
 
 = =
 
 

25
300

2
در اینجا  	3

′A پیش�امد این اس�ت که هر دو خانه در یک  مورد نظر باش�د. در این صورت 
س�طر یا یک ستون باشند. همچنین، تعداد راه‌های انتخاب دو خانه از یک سطر 

 و چون 5 سطر و 5 ستون 
 
 
 
 

5

2
یا دو خانه از یک س�تون هر کدام برابر اس�ت با 

داریم، پس

 n A( )
   

′    = × + × = × + × =
   
   

5 5
5 5 5 10 5 10 100

2 2
 

، پس n A
P A

n S
( )

( )
( )

′
′ = = =100 1

300 3
بنابراین 

P A P A( ) ( )′= − = − =1 21 1
3 3

 

4941- گزی1494  .
n

n S( )
− 

 =
 
 

2 2

2
n−2 است، پس  2 تعداد مهره‌ها  	2

. زیرا 
n n

n A( )
−   

   =
   
   

2

1 1
اگر A پیش�امد غیرهمرنگ بودن مهره باش�د، 

باید یک مهرۀ آبی و یک مهرۀ قرمز انتخاب کنیم. بنابراین

 

n n

n n n n
P A

n n n n n
( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

−   
   
    − −   = = = =

− − − − − 
 
 
 

2

1 1 2 2 8
2 2 2 2 2 3 1 2 3 15

22

 

پس

 
n n n n n n n n

n nn n n n I   Ä    

( ) ( )( )

( )( )

− = − − ⇒ − = − +

− + = ⇒ − − == ⇒ =

2 2

2

1

4

5 2 8 1 2 3 15 30 16 40 24

10 24 0 6 4 0 6
 

n−2 است، پس تعداد مهره‌ها در کیسه 6 یا 10 تاست. 2 تعداد کل مهره‌ها 

5941- گزی1495 اگ�ر A را پیش�امد مضرب 3 بودن عدد و B را پیش�امد  	1
مضرب 8 بودن آن در نظر بگیریم، آن‌گاه

n A P A

n B P B

( ) ( )

( ) ( )

−= + = ⇒ =

−= + = ⇒ =

69 3 231 23
3 70

64 8 81 8
8 70

اعدادی که مضرب 3 و 8 باشند، مضرب 24 هستند.

A B n A B P A B{ , } ( ) ( )= ⇒ = ⇒ = 224 48 2
70

  

بنابراین

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =23 8 2 29
70 70 70 70

   

6941- گزی1496 ، تع�داد اعدادی که  A  { , , , , }= 1 2 3 100 در مجموعۀ  	2
) و تع�داد اع�دادی ک�ه ب�ر 7  , , , , , )3 6 9 96 99 ب�ر 3 بخش‌پذیرن�د، 33 ت�ا 
)   اس�ت. پ�س اگ�ر A را پیش�امد  , , , , , )7 14 21 91 98 بخش‌پذیرن�د، 14 ت�ا 

بخش‌پذیر بودن عدد بر 3 و B را پیشامد بخش‌پذیر بودن عدد بر 7 بنامیم، آن‌گاه

P A P B P B( ) , ( ) ( )′= = ⇒ = − =33 14 14 861
100 100 100 100

  ( , , , )21 42 63 84 تعداد اعدادی که هم بر 3 و هم بر 7 بخش‌پذیر هستند، 4 تا 

اس�ت. پس تع�داد اعدادی ک�ه بر 3 بخش‌پذیر هس�تند ولی ب�ر 7 بخش‌پذیر 
33− تا است. پس 4 نیستند، برابر 

n A B P A B( ) ( )′ ′= ⇒ = 2929
100

 

P را محاسبه کنیم: A B( )′ می‌خواهیم 

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= + − = + − =33 86 29 90
100 100 100 100

 

7941- گزی1497  
 
 
 
 

12

4
کل حالت‌ه�ای انتخ�اب 4 نفر از 12 نف�ر برابر  	2

. تع�داد حالت‌هایی ک�ه کمیته ش�امل هیچ زنی  n S( )
 
 =
 
 

12

4
اس�ت. یعن�ی 

. بنابراین اگر A پیشامد این باشد که کمیته شامل هیچ 
 
 
 
 

9

4
نیست برابر است با 

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 
 
 = = =
 
 
 
 

9

4 14
12 55

4

. بنابراین  n A( )
 
 =
 
 

9

4
زنی نباش�د آن‌گاه 

پیشامد اینکه کمیته حداقل شامل یک زن باشد، متمم A است. پس

  P A P A( ) ( )′ = − = − =14 411 1
55 55

8941- گزی1498 چ�ون باید چهار نفر را از می�ان دوازده نفر انتخاب کنیم،  	4

. توج�ه کنید ک�ه باید ی�ک زوج انتخاب ش�وند،  n S( )
 
 = =
 
 

12
495

4
پ�س 

سپس باید دو زوج از پنج زوج دیگر انتخاب شوند و از هر کدام یک نفر انتخاب 
شوند. چون از هر یک از این زوج‌ها می‌توانیم زن یا شوهر را انتخاب کنیم، تعداد 

 .
   
    = × × =
   
   

26 5
2 6 10 4 240

1 2
 راه‌ه�ای انج�ام ای�ن کار براب�ر اس�ت ب�ا 

. 16
33

به این ترتیب، احتمال موردنظر برابر است با 

9941- گزی1499  ، P A( )=1
8

از تس�اوی‌های داده ش�ده نتیجه می‌گیریم  	3

. چ�ون B ،A و C پیش�امدهای دوبه‌دو ناس�ازگار  P C( )= 1
20

P و  B( )= 1
12

هستند، پس 

  P A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )= + + = + + =1 1 1 31
8 12 20 120

 



فصل دوم: آزمون ها
)184(

150015 A 0- گزی0 B B و  A−  ، A B− ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل زی�ر  	2
A است. پس  B اشتراک ندارند و اجتماع آن‌ها برابر 

 
P A B P A B P B A P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + − +

= + + = +1 3 1
5 10 2

 

 

 

، پس P A B( )≤1 چون 

 P A B P A B( ) ( )+ ≤ ⇒ ≤1 11
2 2

   

 1
2

P برابر  A B( ) یعنی بیش�ترین مق�دار 
است.

150115 توجه کنید که1- گزی0 	4
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / /= + − = + − =0 3 0 2 0 5 0 

. P A B
P A B

P B
( )

( | )
( )

= =0 بنابراین 

150215 توجه کنید که2- گزی0 	2

 

P A B P A B
P A B P B A  ,    P A B

P B P A
P B

P B P A
P A

( ) ( )
( | ) ( | ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

= ⇒ = ≠

= ⇒ =

44 0

14
4

 



150315 راه‌حل اول فرض کنید A پیش�امد این باشد که نفر اول 3- گزی0 	1
عضو تیم باشد و B پیشامد این باشد که نفر دوم نیز عضو تیم باشد. توجه کنید 

، پس احتمال مورد نظر  P B A( | )= 1
23

. از طرف دیگر  P A( )= =2 1
24 12

که 

برابر است با

P A B P A P B A( ) ( ) ( | )= = × =1 1 1
12 23 276

  

راه‌حل دوم فضای نمونه‌ای این آزمایش انتخاب دو دانش‌آموز از 24 دانش‌آموز 
این کلاس است که تعداد عضوهای آن برابر است با 

 n S( )
 
 = =
 
 

24
276

2
 

. بنابراین  n A( )
 
 = =
 
 

2
1

2
اگر A پیشامد مورد نظر باشد، آن‌گاه 

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 1
276

150415 فرض کنید A پیش�امد این باش�د که اختلاف عددهایی 4- گزی0 	3
که آمده‌اند ۳ باشد و B پیشامد این باشد که دست‌کم یک بار ۲ آمده باشد. در 

این صورت

 
A

B

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

=

=

1 4 2 5 3 6 4 1 5 2 6 3

1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2

2 1 2 3 2 4 2 5 2 6

A و در نتیجه B {( , ),( , )}= 2 5 5 2 به این ترتیب، 

n B A
P B A

n A
( )

( | )
( )

= = =2 1
6 3

  

150515 راه‌حل اول پیش�امد »به هدف زدن شخص اول« را A و 5- گزی0 	1
پیشامد »به هدف زدن شخص دوم« را B می‌نامیم. پس 

 P A P A P B P B( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = − = = ⇒ = − =1 1 5 3 3 21 1
6 6 6 5 5 5

A اس�ت که چون  B′ ′
 پیش�امد »حداق�ل یکی از آن‌ه�ا به هدف نزند« برابر 

′B مستقل از یکدیگرند، پس ′A و 

 P A B P A P B P A P B   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + − × =5 2 5 2 9
6 5 6 5 10



راه‌ح��ل دوم فرض کنید A پیش�امد آن باش�د ک�ه هر دو فرد تی�ر را به هدف 
P است. چون زدن تیر دو شخص  A( )′ بزنند. در این صورت مطلوب مس�ئله 

. بنابراین  P A( )= × =1 3 1
6 5 10

به هدف پیشامدهایی مستقل هستند، پس 

P A P A( ) ( )′ = − = − =1 91 1
10 10

150615 ابتدا توجه کنید که6- گزی0 	2
 A B A C A D A E, { }, { }, { , }=∅ = = =2 1 1 2   

بنابراین A و B مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A B P A P B( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 10
2 2 4



A و C مستقل از هم هستند، زیرا

 P A C P A P C( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 1 1
4 2 2 4



A و D مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A D P A P D( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 3 3
4 2 4 8



A و E مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A E P A P E( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 3 3
2 2 4 8



150715 با توجه به فرض مسئله،7- گزی0 	4
 P A P A P B P B( ) ( ) / , ( ) ( ) /′ ′= − = = − =1 0 6 1 0 8

، بنابراین P A B P A P B( ) ( ) ( ) / / /= × = × =0 6 0 8 0 48 در نتیجه 

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 6 0 8 0 48 0 92 

150815 ′A 8- گزی0 اگر A و B دو پیش�امد مستقل از هم باشند، آن‌گاه  	1

P و B A P B( | ) ( )= =1
3

و B نیز مستقل از هم هستند. بنابراین 

 P A B P A P A( | ) ( ) ( )′ ′= = ⇒ =3 2
5 5

و در نتیجه

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − × = + − × =2 1 2 1 3
5 3 5 3 5



150915 فرض کنید A و B به‌ترتیب پیش�امد این باشند که آقای 9- گزی0 	4
 P A B( ) فیضی و آقای تقوی در روز پنج‌ش�نبه سرکار بیایند. در این صورت 

را می‌خواهیم. توجه کنید که پیشامدهای A و B مستقل از یکدیگرند، پس 

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − × =3 1 3 1 5
4 3 4 3 6





)185(

0151- گزی1510 بای�د احتمال متمم این پیش�امد را که عم�ل برای هر دو  	1
ناموفق باشد، بیابیم.

احتمال عدم موفقیت برای هر دو نفر  / / /= × =0 2 0 3 0 06
 . / /− =1 0 06 0 94 در نتیجه احتمال مورد نظر برابر است با 

1151- گزی1511 توجه کنید که 	4

 

P B A P B P A P B A
P B A

P A P A
P B P A P B A

P A

( ) ( ) ( ) ( )
( | )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) / / / /
( ) / /

′ ′ ′+ −′ = =
′ ′

′ ′− + − − + −= = = =
−

1 1 0 2 0 3 0 4 0 1 1
1 0 3 0 3 3

 



2151- گزی1512 ابتدا توجه کنید که 	1

 
P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )

( / ) ( / ) / /

′ ′ ′= + −

= − + − − =1 0 3 1 0 4 0 5 0 8

 

از طرف دیگر،

 S

P B A B
P B A B

P A B

P B P A B P B A B

( ( ))
( | )

( )

( ) ( ) ( ( )) / / /
/ / /

′
′ =

′

′ ′+ − + −= = = =0 4 0 8 1 0 2 1
0 8 0 8 0 8 4

 







  

3151- گزی1513 ابتدا توجه کنید که 	2

 

P A B
P A B P B B P A B P B

P B
P A B

P B A P A P A P A B P A
P A

( )
( | ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

( )
( | ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2

2

16 16 16

4 4 4









بنابراین

  P A P A
P B P A

P BP B

( ( )) ( )
( ( )) ( ( ))

( )( ( ))
= ⇒ = ⇒ =

2
2 2

2
16 4 4 2

4151- گزی1514 اگ�ر A را پیش�امد مبتال ش�دن فرد ب�ه بیم�اری و B را  	2
پیشامد بهبود یافتن فرد مبتلا شده در نظر بگیریم، آن‌گاه

 P A P B A( ) / , ( | ) /= =0 07 0 6
بنابراین

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 6 0 042
0 07

 



پس احتمال اینکه فردی از این جامعه به بیماری مبتلا ش�ود، س�پس بهبود یابد 
برابر 0/042 است.

5151- گزی1515 اگر A را پیش�امد »مضرب ۵ بودن عدد« و B را پیشامد  	1
»زوج بودن عدد« در نظر بگیریم، آن‌گاه

 n A n A B( ) , ( )= = = =100 10020 10
5 10



زیرا عددی که زوج و مضرب ۵ باشد، مضرب 10 است. بنابراین 

 n A B
P B A

n A
( )

( | )
( )

= = =10 1
20 2



6151- گزی1516 پیشامدهای A و B مستقل از هم نیستند، زیرا 	4

 A B P A B P A P B{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 2 12 5
6 3 6 6 6

 

پیشامدهای A و C مستقل از هم نیستند، زیرا

 A C P A C P A P C{ } ( ) ( ) ( )= ⇒ = ⇒ × = × =1 3 3 12
6 6 6 4

 

پیشامدهای A و D مستقل از هم نیستند، زیرا

 A D P A D P A P D{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 2 12 3
6 3 6 6 6

 

پیشامدهای A و E مستقل از هم هستند، زیرا

 A E P A E P A P E{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 4 12 3
6 3 6 6 3

 

7151- گزی1517 راه‌حل اول فرض کنید A پیش�امد این باشد که نفر اول  	4
به هدف بزند و B پیش�امد این باش�د که نفر دوم به هدف بزند. توجه کنید که 
. پیش�امدهای A و B مس�تقل‌اند و در نتیجه  P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0 75

احتمال مورد نظر برابر است با
/ / / / /= + − × =0 75 0 8 0 75 0 8 0 95P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + −

راه‌حل دوم فرض کنید A پیشامد آن باشد که هیچ یک از این دو نفر به هدف 
P است. چون به هدف زدن دو نفر  A( )′ نزنند. در این صورت مطلوب مسئله 
پیشامدهای مستقل هستند، بنابراین به هدف نزدن آن‌ها نیز دو پیشامد مستقل 

، بنابراین  P A( ) / / /= × =0 25 0 2 0 05 هستند، پس 
 P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 05 0 95

8151- گزی1518 چون A و B مستقل از هم هستند، پس 	3
P A B P A P B

P A B P A P A P A P A

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ( )) ( ) ( )

=

= − = − 21 1
4 4





. حداکث�ر مق�دار  P A B x x( )= − 21
4

 P آن‌گاه  A x( )= اگ�ر ف�رض کنی�م 

bx به‌دس�ت می‌آید و برابر 
a ( )

=− =− =
−

1
14

2 2 1 8
x به ازای  x− +2 1

4
عبارت 

1 است.
64

P برابر  A B( ) . پس حداکثر مقدار  ( ) ( )− + =21 1 1 1
8 4 8 64

است با 

9151- گزی1519 فرض کنید A پیش�امد این باشد که مهرۀ بیرون آمده از  	3
کیس�ۀ اول سفید باشد و B پیشامد این باشد که مهرۀ بیرون آمده از کیسۀ دوم 

. توجه کنید  P B( )= =3 1
12 4

P و  A( )= =4 1
12 3

س�فید باشد. در این صورت 

که پیشامدهای A و B مستقل‌اند. پس احتمال مورد نظر برابر است با

 P A B P A P B( ) ( ) ( )= × = × =1 1 1
3 4 12



0251- گزی1520 فرض کنید A پیش�امد این باش�د ک�ه در روز مورد نظر،  	3
دانشجوی اول در کلاس حاضر باشد و B پیشامد این باشد که در روز مورد نظر، 
P و  A( ) /=0 8 دانش�جوی دوم در کلاس حاض�ر باش�د. در ای�ن ص�ورت 
. توجه کنید که پیش�امدهای A و B مستقل‌اند، بنابراین احتمال  P B( ) /=0 6

مورد نظر برابر است با

 
P A B P A P B P A P B

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / ( / )( / ) /

= + − ×

= + − =0 8 0 6 0 8 0 6 0 92



1251- گزی1521 P را به‌دست می‌آوریم:  A B( ) ابتدا مقدار  	3

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 3 0 12
0 4

 



P را به‌دست می‌آوریم:  B( ) اکنون مقدار 

 P A B
P A B P B

P B P B
( ) / /( | ) / ( ) /

( ) ( ) /
= ⇒ = ⇒ = =0 12 0 120 8 0 15

0 8

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2251- گزی1522 ابتدا توجه کنید که 	1
 A B A B A B A B A B( ) ( )⊂ ⇒ =     

بنابراین

 P A B A B P A B
P A B A B

P A B P A B
(( ) ( )) ( )

( | )
( ) ( )

= = =1   

 

 

3251- گزی1523 توجه کنید که 	1

 P A B P A B
P A B P A B

P B
( ) ( )

( | ) ( )
( )

= = =6
5 5
6

 



P را حساب کنیم. توجه کنید که  A B( ) بنابراین باید حداکثر و حداقل مقدار 

 
P A B P A P B P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − = −4 5 49
5 6 30

 

 

همچنی�ن   ، P A B( )≥ − =49 191
30 30

 پ�س   ، P A B( )≤1 چ�ون 

 4
5

P برابر اس�ت با  A B( ) ، در نتیجه حداکثر مقدار  P A B P A( ) ( )≤

. در نتیجه P A B( )≤ ≤19 4
30 5

 است. بنابراین 

 P A B P A B( | ) ( | )× ≤ ≤ × ⇒ ≤ ≤6 19 6 4 19 24
5 30 5 5 25 25

P و کمترین مقدار ممکن آن  A B( | ) بنابراین اختلاف بیش�ترین مقدار ممک�ن 

 . − = =24 19 5 1
25 25 25 5

برابر است با 

4251- گزی1524 فرض کنید A پیشامد این باشد که دست‌کم یک دستیار  	3
انتخاب ش�ده باش�د و B پیشامد این باش�د که دقیقاً دو پزشک انتخاب شوند. 
′A پیشامد این است که هیچ دستیاری انتخاب نشود، یعنی هر  توجه کنید که 

چهار نفر از میان هفت نفر پزشک انتخاب شده‌اند. بنابراین

 P A P A P A( ) ( ) ( )

 
 
 
 ′ ′= = ⇒ = − =
 
 
 
 

7

4 1 51
10 6 6

4

A پیش�امد این اس�ت که دو نفر پزش�ک و دو نفر دس�تیار  B از طرف دیگر، 
انتخاب شده باشند. بنابراین

P A B( )

   
   
   
   = =
 
 
 
 

7 3

2 2 3
10 10

4

  

. P A B
P B A

P A
( )

( | )
( )

= = =

3
910

5 25
6

 در نتیجه 

5251- گزی1525 ابتدا توجه کنید که 	4
 A B A C B C{ }, { }, { , }= = =2 2 2 5  

از طرف دیگر

  P A P B P C( ) , ( ) , ( )= = =2 3 3
5 5 5

 

بنابراین

 

P A B P A P B P A B

P A C P A P C P A C

P B C P B P C P B C

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

= × = ≠

= × = ≠

= × = ≠

1 6
5 25
1 6
5 25
2 9
5 25

 

 

 

بنابراین هیچ دوتایی از پیشامدهای B ، A و C مستقل نیستند.

6251- گزی1526 چون A و B مستقل از هم هستند، پس 	3
 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − ×

، آن‌گاه  P A x( )= اگر فرض کنیم 

 
x x x x x x

x x x x 

( )

( )( ) ,

= + − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

22 3 3 9 15 4 0
3 2 2

1 43 1 3 4 0
3 3

 . P A( )=1
3

x=4 غیرقابل قبول است، بنابراین 
3

، پس  P A( )≤ ≤0 1 چون 

7251- گزی1527 چون A و B مستقل از هم هستند، پس  	1
 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + −

P و در نتیجه  A x( )= فرض می‌کنیم 

 P A B x x x x( ) ( )= − − = − +21 1 1 1
8 8 8 8



x به‌دس�ت 
−

=− =
×

1
18

2 1 16
x ب�ه‌ازای  x− +2 1 1

8 8
حداق�ل مق�دار عبارت 

.( ) ( )− + =21 1 1 1 31
16 8 16 8 256

می‌آید که برابر است با 

31 است.
256

P برابر  A B( ) بنابراین حداقل مقدار 

8251- گزی1528 و   A A B A B( ) ( )= −   ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	4
A ناسازگارند. بنابراین B A و  B−

 P A P A B A B P A B P A B( ) (( ) ( )) ( ) ( )= − = − +  

P و چ�ون A و B مس�تقل از ه�م  A P A B P A B( ) ( ) ( )− − =  بنابرای�ن 
. P A P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )− − = × هستند، پس 

9251- گزی1529 پیش�امد A را تنها به مس�افرت رفتن علی و پیشامد B را  	4
تنها به مسافرت رفتن محسن تعریف می‌کنیم. در نتیجه
 P A P B( ) / , ( ) /= =0 2 0 25

P را حس�اب کنیم. می‌دانیم این دو پیش�امد مس�تقل  A B( )′ اکن�ون بای�د 
هستند. در نتیجه

 
P A B P A P B P A P B

%

( ) ( ) ( ) ( )( ( ))

( / ) /

′ ′= × = −

= × − = × = =

1

2 2 751 0 25 0 15 15
10 10 100



0351- گزی1530 P و احتمال قبولی  A( ) احتمال قبولی مهدی در ریاضی را با  	4
P نشان می‌دهیم. با توجه به فرض مسئله می‌توان نوشت B( ) در فیزیک را با 

 P B A( ) /′ =0 18

می‌دانیم این دو پیشامد )قبولی در فیزیک و ریاضی( مستقل از یکدیگرند. در نتیجه
P B A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )( / ) /′ ′= × = − = − =1 1 0 6 0 18

 . P B P B( ) ( ) /′ = − =1 0 55 . در نتیجه  P B( ) /=0 45 بنابراین 



)187(

1351- گزی1531 نمون�ه‌ای  فض�ای  اینج�ا  در  ک�ه  کنی�د  توج�ه  	3
B2 پیشامد این باشد که توپ  S اس�ت. فرض کنید  ¡ ¡ ¡ A A A A ¡{ , , , }=

B1 به‌ترتیب پیشامدهای این باشند که توپ اول قرمز و توپ  R1 و  دوم آبی و 
B1 فض�ای نمون�ه‌ای S را افراز  R1 و  اول آب�ی باش�د. در ای�ن ص�ورت، چون 

می‌کنند، بنابر قانون احتمال کل،

 
P B P R P B R P B P B B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

= × + × = =

2 1 2 1 1 2 1

2 5 5 4 30 5
7 6 7 6 42 7

2351- گزی1532 A پیشامد این باشد که توپی که در کیسۀ ۲  فرض کنید  	4
B پیشامد این باش�د که توپی که از کیسۀ ۲ بیرون  گذاش�ته‌ایم، سفید باش�د و 

. بنابر قانون احتمال کل، P A( )= =2 1
8 4

آورده‌ایم، سفید باشد. روشن است که 

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =1 2 3 1 5
4 4 4 4 16

 

3351- گزی1533 پیش�امد اگر سفید بودن مهرۀ آخر را با A نشان دهیم، با  	3
توجه به نمودار درختی زیر می‌توان نوشت: 

P A( ) /= × + × =5 6 5 5 0 5
10 11 10 11

4351- گزی1534 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	4

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× =7 5 35
12 11 132

5351- گزی1535  i , ,=1 2 3 ام،   i iB پیشامد انتخاب جعبۀ  فرض کنید  	4
P را حساب کنیم.  A( ) و A پیشامد سالم بودن لامپ انتخاب شده باشد. باید 
B3 فضای نمونه‌ای را افراز می‌کنند، طبق قانون احتمال کل، B2 و   ، B1 چون 

P A P B P A B P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + +

+ += × + × + × = + + = =

1 1 2 2 3 3

1 5 1 2 1 6 5 1 1 10 6 9 25
3 6 3 4 3 8 18 6 4 36 36

6351- گزی1536 فرض کنید B پیشامد انتخاب جعبۀ اول  برای افزودن 3  	2
′B پیشامد انتخاب جعبۀ دوم برای افزودن 3  مهرۀ سیاه باشد. در این صورت 
مهرۀ سیاه است. همچنین فرض کنید A پیشامد سفید بودن مهرۀ انتخاب شده 

P را حساب کنیم.  A( ) باشد. باید 
توجه کنید که اگر سه مهرۀ سیاه به جعبۀ اول اضافه شود، این جعبه شامل 5 مهرۀ 
س�فید و 5 مهرۀ س�یاه می‌شود، پس احتمال سفید بودن مهرۀ انتخابی از این جعبه 

. P A B( | )′ =2
8

، به طور مشابه  P A B( | )= 5
10

5 می‌شود، یعنی 
10

برابر 

طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × = + =1 5 1 2 1 1 3
2 10 2 8 4 8 8

7351- گزی1537 ف�رض کنید B پیش�امد »رو« آمدن س�که و A پیش�امد  	1
P را حساب  A( ) س�فید بودن همۀ مهره‌های خارج ش�ده از ظرف باش�د. باید 

کنیم. طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B

<»n> ¾§w »j JIhTºH <SzQ> ¾§w ¾w JIhTºH

kÄIÃM kÃÿw ½â o¿¶ kÄIÃM kÃÿw ½â o¿¶

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

   
   
   
   = × + × = × + × = + = =
   
   
   
   

4 4

2 31 1 1 6 1 4 1 2 7 1
2 7 2 7 2 21 2 35 7 35 35 5

2 3

8351- گزی1538 راه‌حل اول نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	4

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 
 / / / / / / /× + × + × =0 95 0 95 0 95 0 05 0 05 0 95 0 9975

راه‌حل دوم اگر A را پیشامد سرکار نرفتن حاج داود در آن دو روز متوالی در نظر 

. پ�س احتم�ال آنکه حاج  P A( ) ( ) ( ) /= − × − =95 951 1 0 0025
100 100

بگیری�م: 

داود حداقل یک روز از آن دو روز را سرکار برود برابر است با 
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 0025 0 9975

9351- گزی1539 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	2

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× × + × × + × × + × × =4 3 2 4 3 2 4 2 3 2 4 3 4
6 5 4 6 5 4 6 5 4 6 5 4 5
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0451- گزی1540 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید. 	2

راه‌حل اول
P ´²Iw ½k{ïJIhTºH( ) / / / / / / /= × + × + × =0 3 0 99 0 45 0 98 0 25 0 96 0 978

راه‌حل دوم اگر A را پیشامد معیوب بودن محصول را در نظر بگیریم: 
 P A( ) / / / / / / /= × + × + × =0 3 0 01 0 45 0 02 0 25 0 04 0 022  

بنابراین احتمال سالم بودن این محصول برابر است با
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 022 0 978

1451- گزی1541 توجه کنید که 	1
P

P P

  P P

kÃÿw ÂMIhTºH â½o¿¶

Ï»H ¾â L÷] JIhTºH kÃÿw ÂMIhTºH â½o¿¶ Ï»H ¾â L÷] JIhTºH

³»j â¾L÷] JIhTºH kÃÿw ÂMIhTºH ½â o¿¶ ³»j â¾L÷] JIhTºH

( )

( ) ( | )

( ) ( | )

=

+

= × + × = × + × = + = =
+ +

1 7 1 15 1 7 1 15 7 5 12 1
2 7 5 2 15 21 2 12 2 36 24 24 24 2

2451- گزی1542 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	3

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× + × = =1 1 5 1 28 14
6 5 6 3 90 45

3451- گزی1543 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	2

راه‌حل اول از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با

× + × + × = =3 5 5 3 5 4 50 25
8 7 8 7 8 7 56 28

راه‌حل دوم توجه کنید که 

P Pk{IM ÂMA Â§Ä ´¨Swj k¹{IM q¶o¤ »j oÀ( ) ( )= − = − × = =3 2 50 251 1
8 7 56 28

4451- گزی1544  A این پیشامد باشد که فردا باران ببارد و B فرض کنید 	3
P را حساب کنیم. ابتدا  A( )′ این پیش�امد باشد که فردا برق قطع ش�ود. باید 

P را به کمک قانون احتمال کل به‌دست می‌آوریم: A( )

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / ( / ) / / / /

′ ′= +

= × + − × = + =0 8 0 15 1 0 8 0 05 0 12 0 01 0 13

در نتیجه
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 13 0 87  

5451- گزی1545 توجه کنید که 	4

6451- گزی1546 فرض کنید A پیش�امد سفید بودن مهرۀ انتخابی باشد و  	3
B پیشامد آن باشد که مهرۀ انتخابی جزء مهره‌های اولیۀ داخل ظرف باشد. در 
′B پیش�امد آن اس�ت که مهرۀ انتخابی جزء 5 مهرۀ س�فید اضافه  این صورت 

P را حساب کنیم. طبق قانون احتمال کل،  A( ) شده باشد. باید 

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

چون مهرۀ انتخابی از بین 10تا از مهره‌های اولیه و 5 مهرۀ اضافه ش�ده انتخاب 

. همچنین اگر مهرۀ انتخابی از  P B( )′ = 5
15

P و  B( )=10
15

ش�ده اس�ت، پس 

5 است و اگر از مهره‌های 
14

مهره‌های اولیه باش�د، احتمال سفید بودن آن برابر 

اضافه شده باشد، احتمال سفید بودن آن برابر 1 است.
بنابراین 

 P A B      P A B( | ) , ( | )′= =5 1
14

 

در نتیجه

P A( ) += × + × = + = =10 5 5 5 1 5 7 41
15 14 15 21 3 21 7

 

7451- گزی1547 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	4

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× + × + × =1 3 1 4 1 2 19
2 5 3 5 6 5 30
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8451- گزی1548 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	2

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× × + × × + × × =4 2 1 2 4 1 2 1 4 1
6 5 4 6 5 4 6 5 4 5

9451- گزی1549 از احتمال متمم استفاده می‌کنیم، یعنی ابتدا احتمال این را  	4
که رنگ مهره‌ها یکسان باشد، پیدا می‌کنیم و از 1 کم می‌کنیم. حالا اگر بخواهیم 

رنگ مهره‌ها یکسان باشد یعنی اینکه یا هر دو مهره سبز باشد یا هر دو سفید:
P P P

P  

k{IM ·Iv§Ä IÀïªºn kÃÿw »j oÀ qLw »j oÀ

k{IM R»IÿT¶ IÀïªºn

( ) ( ) ( )

( )

= +

= × + × = =

= − =

4 6 1 2 26 13
10 8 10 8 80 40

13 271
40 40

0551- گزی1550 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	4

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با

× × + × × + × × + × × =4 3 2 4 2 1 2 3 2 2 7 6 4
6 5 4 6 5 4 6 10 9 6 10 9 9

1551- گزی1551 ف�رض کنید R پیش�امد قرم�ز بودن مهره و B پیش�امد  	2
آبی بودن مهره باشد. در این صورت، اگر A پیشامد این باشد که یکی از مهره‌ها 

قرمز و دیگری آبی باشد، بنابر قانون احتمال کل، 

P A P R P A R P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + = × + × = =5 3 3 5 30 15
8 7 8 7 56 28

2551- گزی1552 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	2

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با

/× + × = =40 15 60 25 21 0 21
100 100 100 100 100

3551- گزی1553 توجه کنید که  	2
P Pk¹{ILº ªºoµÀ ½o¿¶ »j k¹{IM ªºoµÀ ½o¿¶ »j( ) ( )= −1

بنابراین کافی اس�ت احتمال این را که دو مهره همرنگ باش�ند، حس�اب کنیم. 
توج�ه کنی�د که چون فقط یک مهرۀ س�بز در جعبه وج�ود دارد، امکان ندارد دو 
مهره س�بز رنگ باش�ند. اکنون نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید. از روی این 

نمودار معلوم است که 

P k¹{IM ªºoµÀ ½o¿¶ »j( )= × + × = =4 3 2 1 14 1
7 6 7 6 42 3

 . − =1 21
3 3

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

4551- گزی1554 فرض کنید B پیشامد سفید بودن مهرۀ اول و A پیشامد  	3
′B فضای  P را حساب کنیم. چون B و  A( ) سفید بودن مهرۀ دوم باشد. باید 
′B پیش�امد س�یاه بودن مهرۀ اول است(،  نمونه‌ای را افراز می‌کنند )توجه کنید 

طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =2 5 5 4 30
7 7 7 7 49

توجه کنید که اگر مهرۀ اول سفید باشد، مهرۀ دوم از بین 5 مهرۀ سفید و 2 مهرۀ 

P و اگر مهرۀ اول سیاه باشد، مهرۀ دوم  A B( | )=5
7

سیاه انتخاب می‌شود، پس 

. P A B( | )′ =4
7

از بین 4 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه انتخاب می‌شود، پس 

5551- گزی1555 فرض کنید A پیشامد این باشد که عددهای برابر نیایند  	1
) مطلوب‌اند(، B پیشامد این باشد که عددهای دو  , )3 1 ) و  , )1 3 )که از این‌ها 

 C مطلوب‌اند( و ( , )1 1 ) و س�پس ب�ار دیگر  , )1 1 ت�اس برابر بیایند )که از اینها 

پیش�امد این باش�د که مجموع نهایی برابر 4 باش�د. در این صورت، بنابر قانون 
احتمال کل،

P C P A P C A P B P C B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

+= × + × × = + = =
2 2 2

30 2 6 1 1 1 1 72 1 73
36 30 36 6 36 18 36 36 36
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6551- گزی1556 ف�رض کنی�د x درص�د زنان�ی باش�ند ک�ه تحصیالت  	2
دانشگاهی دارند، نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:

با توجه به فرض مسئله،
x x x( ) ( ) / / /× + × = ⇒ + = ⇒ =60 10 40 92 0 06 0 004 0 092 8

100 100 100 100 1000
7551- گزی1557 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	3

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

/ / / / / / / /× + × × + × × = =352 440 4 0 4 0 4 0 6 0 4 0 6 0 4 0 4
1000 125

8551- گزی1558 A3 به‌ترتیب پیش�امد این  A2 و   ، A1 ف�رض کنی�د  	1
 A باش�ند که دانش‌آموز انتخاب ش�ده در پایۀ دهم، یازدهم یا دوازدهم باش�د و
پیش�امد این باش�د که این دانش‌آموز به کارهای هنری علاقه‌مند است. در این 

صورت، بنابر قانون احتمال کل،
P A P A P A A P A P A A P A P A A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / / / / /

= + +

= × + × + × =
1 1 2 2 3 3

0 4 0 3 0 3 0 4 0 3 0 2 0 3
9551- گزی1559 ف�رض کنید تعداد مهره‌ه�ای آبی برابر n باش�د. نمودار  	2

درختی زیر را در نظر بگیرید: 

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

n n n n
n n

n n n n  (.¡.¡.ù)

( )( )

( )( ) ,

× = ⇒ + + = × ⇒ + − =
+ +

− + = ⇒ = =−

25 4 2 5 4 11 10 9 90 0
5 4 11

6 15 0 6 15

0651- گزی1560 ، B و C به‌ترتیب پیش�امد تیراندازی با  A ف�رض کنید  	2
این کمان‌ها باشند و D پیشامد اصابت تیر به هدف باشد. در این صورت، بنابر 

قانون احتمال کل، 
P D P A P D A P B P D B P C P D C( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/

= + +

= × + × + × = =1 9 1 85 1 8 255 0 85
3 10 3 100 3 10 300

1651- گزی1561 	1
2651- گزی1562 	2
3651- گزی1563 	4

4651- گزی1564 	1

5651- گزی1565 . در این صورت nx x
x

n

...+ +
=1 فرض کنید  	2

 n nx x x x
x

n n

... ...
( )

− + + − + +
= − = − =1 13 2 3 2

3 2 3 2 13  

. اکنون توجه کنید که x=5 بنابراین 
n nx x x x

x
n n

( )
+ + + + + +

= + = + =1 15 2 5 2
5 2 5 2 27

 

6651- گزی1566 برای تعیین میانه، ابتدا داده‌ها را مرتب می‌کنیم. س�پس  	۴
اگر تعداد داده‌ها فرد باش�د، دادۀ وس�ط و اگر تعداد داده‌ها زوج باشد، میانگین 

دو دادۀ وسط را به عنوان میانه برمی‌گزینیم. پس

m, , , , , +⇒ = =10 123 8 10 12 14 20 11
2

7651- گزی1567 ابتدا داده‌ها را به‌صورت صعودی مرتب می‌کنیم 	4
, , , ,5 10 12 13 , , , , , , , , , , ,14 14 15 15 15 16 17 17 18 18 19 20

در نتیج�ه میان�ۀ داده‌ها برابر اس�ت با 15. ب�رای داده‌های قبل و بع�د از میانه، 
میانه‌ها برابر هستند با 13/5 و 17/5:

 




//

, , , ,, ,, , , , , , ,,

713 55 1

15 16 17 17 18 18 19 205 10 12 13 14 14 15 15  

8651- گزی1568 واریان�س داده‌ها تنها زمانی صفر اس�ت ک�ه همگی برابر  	2
. در نتیجه با افزودن س�ه عدد  x x x a= = = =1 2 5 باش�ند. ف�رض کنید 

بنابرای�ن   . a=5 نتیج�ه  در   . a ax + + + += = =5 5 8 10 5 236
8 8

جدی�د، 

واریانس داده‌ها برابر است با
( ) ( ) ( )

/
× − + − + − + +σ = = = =

2 2 2
2 6 5 6 8 6 10 6 6 4 16 26 3 25

8 8 8

9651- گزی1569 . در نتیجه میانگین  nx x
x

n
...+ +

=1 ف�رض می‌کنیم  	3

x−2 است. بنابراین
4

nx برابر با  x
, ,− −12 2

4 4
 عددهای 

 
nx xx x

n

( ) ( )− − + + + − − +
σ =

2 21
2
1

2 2 2 2
4 4 4 4



 

در نتیجه

 
n

n

x x x x
n

x x x x
n

( ) ( )
( / )

( ) ( )
( / )

− + + −
= ×

− + + −
= ×

2 2
12

2 2
1 2

11 2
16

16 1 2





 

همچنین با استدلال مشابه می‌توان دید

 
n

n

x x x x
n

x x x x
n

( ) ( )

( ) ( )
( / )

− − + + + − − +
σ =

− + + −
= = ×

2 2
12

2

2 2
1 2

2 2 2 2

16 1 2





 

 . / /σ = × =2 4 1 2 4 8 بنابراین 
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0751- گزی1570 x را اضافه کنیم، میانگین نیز به اندازۀ  اگ�ر به هر داده،  	1
x اضافه می‌شود اما انحراف معیار تغییر نمی‌کند. بنابراین

 x x x x CV CV
xkÄk kÄk ´ ¤] k] Ä

     , / /σ= + = = = = × =1 12 1 2 0 6
2 2 2

 

1751- گزی1571 	1

2751- گزی1572 	2

3751- گزی1573 	3

4751- گزی1574 توجه کنید که 	۳

x

x

  8 Ì¼µ\¶

8  

tnj # RHoµº 

tnj # RH Ì¼µ\¶oµº

/

/

= =

= × =

+ +′= = =

12 5
8

12 5 8 100

100 14 16 130 13
10 10

5751- گزی1575 . بنابراین nx x x
x

n

+ + +
= 1 2 

توجه کنید که  	۳

n

n

x x x x x nx
x

n
x x x nx

n n
n n n nx x x x x

n

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

+ + + + + +
′=

+ + + + + += +

+ + += + = + =

1 2

1 2

2

1 2

1 1 3
2 2 2







6751- گزی1576 توجه کنید که 	۴

x¸Ã«ºIÃ¶

( ) ( ) ( )
: ,

− + − + −+ += = = σ = =
2 2 2

2 5 5 2 5 8 55 2 8 15 5 6
3 3 3

7751- گزی1577 ابتدا میانگین را محاسبه می‌کنیم: 	۱

x
( )

,
− + × + ×+ × + ×= = σ= =

210 12 3 0 2 110 3 12 2 13 12 1
6 6

8751- گزی1578 توجه کنید که 	۱

x x

CV CV
x

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

+ + + += ⇒ =

− + − + − + − + −
σ=

σσ= = = = ⇒ =

2 2 2 2 2

8 6 5 4 2 5
5

8 5 6 5 5 5 4 5 2 5
5

20 24 2
5 5

9751- گزی1579 اگر انحراف معیار داده‌ها برابر با صفر باشد، آن‌گاه داده‌ها  	۳
با هم برابرند، پس

x x x

x x x
x /

= = =

+ + + + + += = = =

1 2 3

1 2 3

10

20 10 10 10 20 50 12 5
4 4 4

0851- گزی1580 می‌دانیم واریانس پانزده دادۀ اول برابر 14 و واریانس ده دادۀ  	3
دوم برابر 7/9 است. از طرف دیگر میانگین هر دو گروه یکسان است، بنابراین

 

x x x x x x

y x y x y x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

− + − + + −
=

− + − + + −
=

2 2 2
1 2 15

2 2 2
1 2 10

14
15

7 9
10





 

واریانس همۀ این داده‌ها برابر است با

 

x x x x x x

y x y x y x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ /

− + − + + −
σ =

− + − + + −
+

× + × += = = ⇒σ= =

2 2 2
1 2 152

2 2 2
1 2 10

25

25
14 15 7 9 10 210 79 289 17 3 4

25 25 25 5





 

1851- گزی1581 ب�رای پیدا ک�ردن تعداد عدده�ای مورد نظ�ر می‌توانیم  	۲
تع�داد عددهای�ی را که در آن‌ها رق�م ۵ و ۶ وجود ندارد از تع�داد کل عددهای 
سه‌رقمی کم کنیم. تعداد عددهای سه‌رقمی که در آن‌ها رقم ۵ و ۶ وجود ندارد، 
برابر است با تعداد عددهای سه‌رقمی که می‌توان با ۸ رقم ۰، ۱، ۲، ۳، ۴، ۷، ۸ 
. بنابراین تعداد  × × =7 8 8 448 و ۹ نوش�ت. تعداد این عددها برابر اس�ت با 
. − =900 448 452 عددهای سه‌رقمی که در آن‌ها ۵ یا ۶ وجود دارد برابر است با 

2851- گزی1582 توجه کنید که  	۲

 n
P n n n n

n
( )!

( , ) ( ) ( )
( )!

+
+ = = + −

−
11 3 1 1
2

بنابراین

 
P n n n n

n n
n n n n n

 ( , ) ( ) ( )

( )( )

+ + −
= ⇒ =

+ +
− − = ⇒ − + = ⇒ =2

1 3 1 156 56
1 1

56 0 8 7 0 8

3851- گزی1583 مجموع�ۀ  ی�ک  عض�وی   k زیرمجموعه‌ه�ای  تع�داد  	۳

 است. بنابراین
n

k

 
 
 
 

n عضوی برابر 

 

n n n n
n n

n n n n
n n n

! !
!( )! !( )!

! !
!( )( )! ! ( )!

   
   = ⇒ =
    − −   

= ⇒ − = ⇒ =
− − × −

88
3 3 4 43 4

8 3 32 35
3 3 4 3 4 4

بنابراین تعداد زیرمجموعه‌های دو عضوی این مجموعه برابر است با 
 
 =
 
 

35
595

2

4851- گزی1584 6× عض�و دارد. فرض  6 فض�ای نمونه‌ای ای�ن آزمایش  	۱
کنید A پیش�امد این باش�د که عدد پرتاب اول دو برابر عدد پرتاب دوم باشد. 

. بنابراین A {( , ),( , ),( , )}= 2 1 4 2 6 3 در این صورت 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =3 1
36 12

. P A P A( ) ( )′ = − =111
12

بنابراین بنابر اصل متمم، احتمال مورد نظر برابر است با 

5851- گزی1585 . ب�رای اینکه هی�چ دو مهره‌ای  n S( )
 
 =
 
 

10

3
در اینج�ا  	۳

یعن�ی  ش�ود،  خ�ارج  مه�ره  ی�ک  رن�گ  ه�ر  از  بای�د  نباش�ند،  همرن�گ 

. P A( )

     
     
     
     = =

 
 
 
 

3 2 5

1 1 1 1
10 4

3

. بنابراین  n A( )
     
     =
     
     

3 2 5

1 1 1
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6851- گزی1586 از   . P B P B( ) ( )′= − = − =7 11 1
8 8

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۱
طرف دیگر،

 
P A B P A P B P A B

P A P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + −3 1
4 8

 



 . P A P A B  ( ) ( )− = − =3 1 5
4 8 8

 بنابراین 

7851- گزی1587 توجه کنید که 	۴

 

P A B
P A B

P B P A B P A
P B A P BP A B

P B A
P A

P B
P B

´Ãv£U

( )
( | )

( ) ( | ) ( )

( | ) ( )( )
( | )

( )

( )
( )


=

 → =
 =

= ⇒ =

1 1
42 3

2 9
3





8851- گزی1588 فرض کنید B پیشامد سفید بودن مهرۀ اول و A پیشامد  	۲
′B فضای  P را حساب کنیم چون B و  A( ) سفید بودن مهرۀ دوم باشد. باید 

′B پیش�امد س�یاه بودن مهرۀ اول است(،  نمونه‌ای را افراز می‌کنند )توجه کنید 
طبق قانون احتمال کل،

 P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =2 5 3 4 22
5 7 5 7 35

توجه کنید که اگر مهرۀ اول سفید باشد، مهرۀ دوم از بین پنج مهرۀ سفید و دو مهرۀ 

P و اگر مهرۀ اول سیاه باشد، مهرۀ دوم  A B( | )=5
7

سیاه انتخاب می‌شود، پس 

از بین چهار مهرۀ سفید و سه مهرۀ سیاه انتخاب می‌شود. پس

P A B( | )′ =4
7

 

9851- گزی1589 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید: 	1

از روی این نمودار معلوم می‌شود که احتمال مورد نظر برابر است با

 × + × + × =1 2 1 3 1 711
3 5 3 8 3 120

0951- گزی1590 می‌دانی�م اگ�ر از ه�ر ی�ک از داده‌ها ۱۰ واحد ک�م کنیم،  	4
واریان�س تغیی�ر نمی‌کن�د، پس بای�د مقدار a را ط�وری پیدا کنیم ک�ه واریانس 

,a برابر ۶ شود. , , ,− − −2 1 2 1 10 داده‌های 

توجه کنید که

nx x x
x

n
a

a

a a a
  

a
a a a   aIÄ

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

+ + +
σ = −

− + + + − + −
= − + + + − + − −

+ − − −
= − ⇒ = +

−
= ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =

2 2 2
1 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2
2

2 1 2 1 1016 2 1 2 1 10
5 5
10 10 10 4 106 6 2

5 25 25
4 104 10 25 10 5 15 5

25



1951- گزی1591 هر تابع به‌صورت  	۲
f a b c d{( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4

. در نتیجه برای  d≠4 c≠3 و   ، b≠2  ، a≠1 مطلوب مسئله است که در آن
c ، b ، a و d ه�ر ک�دام س�ه انتخ�اب داری�م و تع�داد تواب�ع م�ورد براب�ر ب�ا 

× است. × × =3 3 3 3 81

2951- گزی1592 ای�ن دانش‌آموز ی�ا باید چهار تا از پنج س�ؤال نخس�ت را  	۲
انتخاب کند و ش�ش سؤال از هشت س�ؤال آخر، یا پنج سؤال نخست را انتخاب 

کند و پنج تا از هشت سؤال آخر. بنابراین تعداد انتخاب‌های او برابر است با 

       
       + =
       
       

5 8 5 8
196

4 6 5 5

3951- گزی1593 هرط�ور ک�ه دو نقطه از یک خ�ط و دو نقط�ه از خط دیگر  	۲
انتخاب کنیم، می‌توانیم یک چهارضلعی که رأس‌هایش این نقطه‌ها هس�تند رسم 

.
   
   =
   
   

5 4
60

2 2
کنیم. بنابراین تعداد چهارضلعی‌های مورد نظر برابر است با 

4951- گزی1594 چ�ون می‌دانیم حاصل‌جمع عددهای ظاهر ش�ده عددی  	۲
اول است، پس فضای نمونه‌ای آزمایش به‌صورت زیر است

S {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

= 1 1 1 2 1 4 1 6 2 1 2 3 2 5 3 2

3 4 4 1 4 3 5 2 5 6 6 1 6 5

پیش�امد مطل�وب ک�ه در آن مجم�وع عددهای ظاهر ش�ده ۷ اس�ت به ش�کل 
A است. بنابراین  {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 2
15 5

5951- گزی1595 . فرض کنید A پیش�امد مورد نظر  n S( )= 52 در اینجا  	۴
باش�د. در این ص�ورت باید از پنج جای زی�ر حداکثر دو جا را برای نوش�تن »ر« 

انتخاب کنیم. مثلًا

. در نتیجه  n A( )
     
     = + + = + + =
     
     

5 5 5
10 5 1 16

2 1 0
بنابراین 

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =
5

16 1
22

6951- گزی1596 ابتدا توجه کنید که 	۱
 A B A B A B A B A B( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⇒ =     

بنابراین 
P A B A B P A B

P A B A B
P A B P A B

(( ) ( )) ( )
( | )

( ) ( )

′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ = = =

′ ′ ′ ′
1   

 

 



)193(

7951- گزی1597 P نتیجه می‌شود B P A( ) ( )′ ′=3 از تساوی  	4
 P B P A P B P A P B P A( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = −1 3 1 1 3 3 3 2

P و نتیجه می‌شود B( )2 P قرار می‌دهیم  A( ) در تساوی فوق به جای 

 P B P B P B( ) ( ) ( )= − ⇒ =26 2
5

P و چون A و B مستقل از هم هستند، در نتیجه  A( )=4
5

پس 

P A B P A P B( ) ( ) ( )= = 8
25



8951- گزی1598 A3 به‌ترتیب پیش�امد این  A2 و   ، A1 ف�رض کنی�د  	4
 A باش�ند که دانش‌آموز انتخاب ش�ده در پایۀ دهم، یازدهم یا دوازدهم است و
پیش�امد این باش�د که این دانش‌آموز به کارهای هنری علاقه‌مند است. در این 

صورت، بنابر قانون احتمال کل،

 P A P A P A A P A P A A P A P A A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / / / / /

= + +

= × + × + × =
1 1 2 2 3 3

0 4 0 2 0 3 0 4 0 3 0 35 0 305
9951- گزی1599 فرض کنید A پیشامد معیوب بودن لامپ انتخابی باشد و  	2

B پیشامد آن باشد که لامپ انتخابی به جعبۀ اول تعلق داشته باشد. در این صورت 
P را حساب کنیم. A( ) ′B پیش�امد تعلق این لامپ به جعبۀ دوم اس�ت. باید 

. چون  P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + طب�ق قانون احتمال کل، 
در جعب�ۀ جدی�د 8 لام�پ از جعب�ۀ اول و 6 لام�پ از جعب�ۀ دوم اس�ت، پ�س 

. همچنی�ن احتم�ال معی�وب ب�ودن ی�ک لام�پ  P B( )′ = 6
14

P و  B( )= 8
14

4 و احتمال معیوب بودن یک لامپ انتخابی از جعبۀ 
24

انتخابی از جعبۀ اول برابر 

. در نتیجه P A B( | )′ = 2
15

P و  A B( | )= 4
24

2 است، پس 
15

دوم برابر 

P A( ) += × + × = + = =8 4 6 2 2 2 10 6 16
14 24 14 15 21 35 105 105

 

160016 چون میانگین ۹ دادۀ آماری برابر ۸ است و دادۀ جدید نیز 0- گزی0 	۱
برابر ۸ اس�ت، پس میانگین کل ۱۰ داده نیز برابر ۸ اس�ت )زیرا مجموع ۹ داده 
× است، پس مجموع آن‌ها به همراه دادۀ جدید برابر ۸۰ می‌شود،  =9 8 72 برابر 

80= اس�ت(. چون انحراف معیار ۹ داده  8
10

بنابرای�ن میانگین کل ۱۰ داده برابر 

22= اس�ت. از فرم�ول  4 براب�ر ۲ اس�ت، پ�س واریان�س ای�ن داده‌ه�ا براب�ر 

nx نتیجه می‌گیریم x x x x x
n

(( ) ( ) ( ) )σ = − + − + + −2 2 2 2
1 2

1


x x x

x x x

x x x

x x x x

½jHj  ®¨ uºIÄnH»

(( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) ) ( )

( ) /

( )

( )

= − + − + + −

− + − + + − = × =

=σ = − + − + + −

= − + − + + − + −

= + − = =

2 2 2
1 2 9

2 2 2
1 2 9

2 2 2 2
1 2 10

2 2 2 2
1 2 9 10

2

14 8 8 8
9

8 8 8 4 9 36

110 8 8 8
10

1 8 8 8 8
10
1 3636 8 8 3 6
10 10









160116 . از طرف دیگر، 1- گزی0 n S( )= × =6 6 36 ابتدا توجه کنید که  	1
اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن‌گاه

 A  {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 3 2 2 2 6 3 1 3 5 4 4 5 3 6 2 6 6

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =9 1
36 4

، در نتیجه  n A( )=9 بنابراین 

تجربی - 97 �

160216 . بای�د از ه�ر رن�گ 2- گزی0 n S( )
 
 =
 
 

12

3
توج�ه کنی�د ک�ه  	2

یک مهره انتخاب کنیم. در نتیجه اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن‌گاه

 P A( )

     
     
     
     = =

 
 
 
 

5 4 3

1 1 1 3
12 11

3

 

تجربی - 96 �

160316 . برای 3- گزی0 n S( )
 
 =
 
 

10

2
راه‌حل اول ابتدا توج�ه کنید که  	3

اینکه دو مهره همرنگ نباشند باید یکی سفید یکی سیاه، یکی سفید یکی قرمز، یا 
یکی سیاه و یکی قرمز باشد. بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن‌گاه

 n A( )
           
           = + + =
           
           

3 2 3 5 2 5
31

1 1 1 1 1 1
 

. P A( )= 31
45

بنابراین 

′A پیشامد این است که هر دو  راه‌حل دوم اگر پیش�امد مورد نظر A باش�د، 
مهره همرنگ باشند. بنابراین 

 P A P A   ( ) ( )

     
     + +
     

+ +     ′= − = − = − =
 
 
 
 

3 2 5

2 2 2 3 1 10 311 1 1
10 45 45

2

 

تجربی - 94 �
160416 . ف�رض کنید ابتدا 4- گزی0 n S( ) != =5 120 ابت�دا توجه کنید که  	1

عددی زوج خارج شود. در این صورت امکان ندارد که دو عدد فرد کنار هم نباشند.
ف ف ز ف ز

3! طریق می‌توان خارج  اگ�ر ابتدا عددی فرد خارج ش�ود، عددهای فرد را ب�ه 
2! طریق. کرد و عددهای زوج را هم به 

ف ز ف ز ف
، پس  n A( ) ! != × =3 2 12 بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن‌گاه 

P A( ) /= =12 0 1
120

تجربی - 92 �
160516 . اگ�ر A 5- گزی0 n S( )= × =22 6 24 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	3

پیشامد مورد نظر باشد، آن‌گاه
 A n n n N N n n n n N N n{( , , ),( , , ),( , , ),( , , ),( , , ),( , , )}= 3 3 3 6 6 6  

خارج از کشور تجربی - 91 �. P A( )= =6 1
24 4

n و  A( )=6 پس 

160616 خارج از کشور ریاضی - 686- گزی0 � 	4
160716 ، بنابراین7- گزی0 i iy x= −2 7 فرض می‌کنیم  	1

y x

y x x x
y xCV CV

x x

x x   x

= −
σ = σ

σ σ
= → = ×

−

= − ⇒ =

2 7
2

23 3
2 2 7 2

214 6 21
2

 

x=21 به‌دست می‌آید
2

اکنون از اینکه 

x x x
x x x

+ + +
= ⇒ + + + =1 2 20

1 2 20
21 210

20 2




ریاضی - 86 �



فصل دوم: آزمون ها
)194(

160816 داده‌ها را بدون در نظر گرفتن x مرتب می‌کنیم:8- گزی0 	2
 , , , , , ,50 63 64 65 66 70 77  

در حال حاضر میانه 65 است. اگر عدد x را خود 65 در نظر بگیریم،

 

x

x

+ + + + + + +=

− − − + + + + += +

− += + ⇒ =

50 63 64 65 65 66 70 77
8

15 2 1 0 0 1 5 1265
8

18 1865 65
8

 

خارج از کشور ریاضی - 93 x=65 قابل قبول است.� پس 
160916 ix را محاسبه می‌کنیم:9- گزی0 ابتدا میانگین و انحراف معیار داده‌های 	1

 
x x

x       x,

( )

+ + + + + + + += = = = =

σ = − = ⇒σ =

2

2 2

1 2 3 4 5 1 4 9 16 25 553 11
5 5 5

11 3 2 2
 

iu به‌دست می‌آید اکنون برای داده‌های 

 
u x

u
u

u x       

CV
u

,

/( ) /

= + = × + = σ = ×σ =

σ ×= = = =

12 6 12 3 6 42 12 12 2

12 2 2 2 2 1 4 0 4
42 7 7



 

ریاضی - 95 �

0161- گزی1610 می‌دانی�م واریان�س 15 دادۀ اول برابر 12 و واریانس 10  	2
دادۀ دوم برابر 7/6 است، بنابراین 

n

n

x x x x x x

y y y y y y

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

− + − + + −
=

− + − + + −
=

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

12
15

7 6
10





 

، واریانس همۀ این داده‌ها برابر است با x y= بنابراین از آنجا که 

n

n

x x x x x x

y y y y y y
 

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) )

/

− + − + + −
σ =

− + − + + −
+

+= = ⇒σ= =

2 2 2
1 22

2 2 2
1 2

25

25
76 180 256 16 3 2

25 25 5





ریاضی - 89 �

1161- گزی1611 . باید دو مهره  n S( )
 
 = =
 
 

10
120

3
ابتدا توجه کنید که  	3

از ی�ک رنگ و یک مهره از رنگ دیگر انتخاب کنیم. بنابراین اگر پیش�امد مورد 
نظر A باشد، آن‌گاه

 n A( )
           
           = + + =
           
           

5 5 3 7 2 8
79

2 1 2 1 2 1
 

خارج از کشور تجربی - 96 �. P A( )= 79
120

در نتیجه 

2161- گزی1612 . چون  P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0 9 توج�ه کنی�د ک�ه  	4

پیشامدهای A و B مستقل‌اند، پس

 
P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / / / / / /

= + − ×

= + − × = − =



0 9 0 8 0 9 0 8 1 7 0 72 0 98
 

تجربی - 95 �

3161- گزی1613 . اگر پیشامد مورد نظر  n S( )
 
 =
 
 

14

4
ابتدا توجه کنید که  	3

 . n A( )
         
         = + =
         
         

2 7 5 2 7
280

1 2 1 1 3
A باشد، آن‌گاه 

بنابراین 

P A( )= =
 
 
 
 

280 40
14 143

4
خارج از کشور  تجربی - 94 �

4161- گزی1614 . باید س�ه مهره از 4  n S( )
 
 = =
 
 

9
84

3
توجه کنید که  	1

مهرۀ سفید یا سه مهره از 5 مهرۀ سیاه انتخاب کنیم. بنابراین اگر پیشامد مورد نظر 

. پس  n A( )
   
   = + = + =
   
   

4 5
4 10 14

3 3
A باشد، آن‌گاه 

 P A( )= =14 1
84 6

 

خارج از کشور تجربی - 92 �

5161- گزی1615 . فرض کنید پیشامد  n S( )
 
 =
 
 

11

3
ابتدا توجه کنید که  	4

′A پیش�امد این اس�ت ک�ه هیچ‌کدام از  م�ورد نظ�ر A باش�د. در این صورت 
موش‌ها سفید نباشد، یعنی هر سه موش سیاه هستند. بنابراین

 P A P A   ( ) ( )

 
 
 
 ′= − = − = − =
 
 
 
 

6

3 4 291 1 1
11 33 33

3

 

خارج از کشور  تجربی - 91 �

6161- گزی1616 ابتدا میانگین داده‌ها را حساب می‌کنیم: 	2

x + + + + + + + + + + += =80 81 85 92 94 96 97 100 100 103 104 108 95
12

40− جمع کنیم، میانگین هم سه برابر  اگر داده‌ها را س�ه برابر کنیم و س�پس با 
 . x

kÄk]
= × − =3 95 40 245 40− جمع می‌شود. در نتیجه  شده و با 

ریاضی - 92 �

7161- گزی1617  ،σ=8 x=30 و   ، n=25 با توجه به  	4

 
IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

=

= × =1600

64
25

25 64
 

از طرفی داده‌های 10، 15، 45 و 50 نیز دارای میانگین 30 هستند.در نتیجه

 i

i

x

x − − −

10 15 45 50

30 20 15 15 20
 

مجموع مربعات اختلاف از میانگین داده‌های دور افتاده برابر است با
 + + + =400 225 225 400 1250  



)195(

اکنون واریانس 21 دادۀ باقی‌مانده به‌صورت زیر به‌دست می‌آید

 /× − −σ = = = =
−

2 64 25 1250 1600 1250 350 50 16 66
25 4 21 21 3

  

تجربی - 93 �

8161- گزی1618 راه‌حل اول ابتدا میانگین داده‌های جدید را به‌دست می‌آوریم: 	3

 

y y

x x x x x x( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

× + + += ⇒ =
+

− + − + + −
σ =

× + − + − + −
= =

2 2 2
1 2 212

2 2 2

18 25 20 27 28 25
18 3

21
18 9 20 25 27 25 28 25 200 9 52

21 21





 

دق�ت کنید ک�ه  ب�رای 18 دادۀ اولیه مجموع مرب�ع اختلاف مقادی�ر داده‌ها از 
18× است. 9 میانگین برابر 

راه‌حل دوم ابتدا میانگین داده‌های جدید را به‌دست می‌آوریم

y y× + + += ⇒ =
+

18 25 20 27 28 25
18 3

 

برای محاسبۀ واریانس از فرمول زیر کمک می‌گیریم:

 
n n

n

x x x x x x
x

n
x x x

( )
+ + + + + +

σ = − ⇒ = −

+ + + = × =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

9 625
18

18 634 11412

 



 

بنابراین مجموع مربعات داده‌های قبلی برای 11412 است. مجموع مربعات داده‌های 
. در نتیجه A= + + + =2 2 211412 20 27 28 13325 جدید برابر است با 

 A
]kÄk

( ) /σ = − = −2 2 1332525 625 9 52
21 21

  

خارج از کشور تجربی - 93 �

9161- گزی1619 ب�ا  اس�ت  براب�ر   26 و   24  ،16 دادۀ   3 میانگی�ن  	4

. بنابرای�ن میانگی�ن 11 دادۀ دیگ�ر نیز 22 اس�ت و چون  + + =16 24 26 22
3

واریانس آن‌ها صفر است پس تمام آن‌ها با هم برابرند و 22 هستند. 
بنابراین واریانس این 14 داده برابر است با

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− + − + + −
σ =

− + − + − + ++ = =

2 2 2
2

2 2 2

22 22 22 22 22 22
14

16 22 24 22 26 22 36 4 16 4
14 14



 

σ=2 است. بنابراین انحراف معیار برابر 
خارج از کشور ریاضی - 91 �

0261- گزی1620 برای مقایس�ۀ دقت عمل این دو دس�تگاه کافی است که  	1
ضریب تغییرات آن‌ها را مقایسه کنیم

 

A
A

A
A B

B
B

B

CV
x

CV CV
CV

x

/ /

/ /

σ
= = =

 ⇒ =
σ = = =

3 6 0 024
150

3 84 0 024
160

 

، دق�ت عمل هر دو  B ب�ا توج�ه ب�ه برابری ضری�ب تغییرات دو دس�تگاه A و 
پیرامون میانگین یکسان است.

خارج از کشور ریاضی - 95 �



1261- گزی1621 A به کمک شکل زیر پیدا می‌شود:  B مجموعۀ  	4

A و C به شکل زیر است: B . اجتماع دو مجموعۀ  A B ( , )= −2 3 پس 

. A B C( ) ( , ]= −2 4  یعنی 

2261- گزی1622 )، بنابراین  , ) [ , )−∞ +∞ =3 2  با توجه به شکل زیر  	2

) است.  , ] ( , )−∞ +∞1 4 ) را پیدا کنیم که حاصل آن  , ]− 1 4 می‌خواهیم 

3261- گزی1623  بزرگ‌تر باشد، یعنی
n+

1
3

1 باید از 
4

عدد  	2

 n n
n

< ⇒ + > ⇒ >
+
1 1 3 4 1

3 4
 

 بیشتر باشد، یعنی
n+
1

1
1 نباید از 

4
عدد 

 n n
n

≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤
+
1 1 1 4 3

1 4
 

بنابراین عدد طبیعی n می‌تواند برابر 2 یا 3 باشد.

4261- گزی1624 نقطۀ وسط پاره‌خط، متناظر با میانگین ابتدا و انتهای بازه  	3
است، یعنی

 a a a a
( )+ + − += = ⇒ =

2 2 2 22 1 1 5 9
2 2

 

] است و طول این بازه برابر است با  , ]−9 19 بنابراین بازۀ مورد نظر 
( )− − =19 9 28

5261- گزی1625 از روی شکل زیر معلوم است که باید 	3
a a a

b b b

+ ≤− ≤− − ≥    ⇒ ⇒  
≥ ≥ ≥    

3 1 4 4

1 1 1

، شرط داده شده در  b=1 a=−4 و  . در ضمن اگر  b a− ≥ + =1 4 5 بنابراین 
مسئله برقرار است.

6261- گزی1626  b a b a+ − = − +2 2 a برابر است با  b( , )+2 طول بازۀ  	1
a برابر است با b( , )− +2 1 2 3 و طول بازۀ 

 b a b a( ) ( )+ − − = − +2 3 2 1 2 2  
a است. b( , )− +2 1 2 3 a نصف طول بازۀ  b( , )+2 بنابراین طول بازۀ 

فصل هشتم

فصل دوم: آزمون ها

7261- گزی1627 ، بنابراین a a− <− 2 a و  a<3 ، پس  a< <0 1 چون  	3
 a a a a a a( , ) ( , ) ( , )− − = −2 3 2 3

  

8261- گزی1628 ، … و A10 به شکل زیر هستند: A3  ، A2 مجموعه‌های 	2

 A A A                  [ , ] , [ , ] , , [ , ]= = =2 3 10
1 3 2 4 9 11
2 2 3 3 10 10

  

A2 شامل همۀ مجموعه‌های دیگر است. یعنی همۀ  واضح اس�ت که مجموعۀ 
A2 هس�تند.پس اجتماع همۀ این  مجموعه‌ه�ای دیگر زیرمجموع�ۀ مجموعۀ 

A2 است. مجموعه‌ها همان 

9261- گزی1629  a=0 a معلوم می‌شود  b( , ] [ , ) [ , ]− =1 1 0 1 از تساوی  	4

. بنابراین  b=4 معلوم می‌شود a b( , ] [ , ) ( , )− = −1 1 1 4 . از تساوی  b≥1 و

a b+ =4

0361- گزی1630 اشتراک این دو بازه فقط زمانی تک‌عضوی است که ابتدای  	4
)a منطبق باشد. در نتیجه , ]−∞ +4 ]a بر انتهای بازۀ  , )− + +∞2 1 بازۀ 

 a a a− + = + ⇒ =−2 1 4 1 

1361- گزی1631 می‌دانیم عضوهای A کوچک‌تر از یا مس�اوی با 2 هستند  	3
و مجموعۀ مورد نظر شامل اعضای A نیست، بنابراین گزینه‌های )1(، )2( و )4( 

. B A ( , ) [ , ] ( , )− = − − =0 4 2 2 2 4 رد می‌شوند. اکنون دقت کنید که

2361- گزی1632 توجه کنید که 	4
A B A A B      ( ) ( , ) ( , ) ( , ] [ , )− = − = − − = −1 3 1 2 1 1 2 3 

3361- گزی1633 . از  a a a− < < −2 1 3 3 چ�ون a عضو بازه اس�ت، پس  	2
a نتیجه می‌شود  a< −3 3 a نتیجه می‌شود a<1 و از نابرابری  a− <2 1 نابرابری 

 a a( , )− −2 1 3 3 . اکنون توجه کنید که شرط اینکه  a<3
4

. بنابراین باید  a<3
4

، این شرط  a<3
4

، که اگر  a<4
5

، یعنی  a a− < −2 1 3 3 بازه باشد این است که 

) است. , )−∞ 3
4

هم برقرار است. بنابراین مجموعۀ مقادیر ممکن a بازۀ 

4361- گزی1634 a برابر اس�ت با  a( , )− +5 2 1 توج�ه کنید که طول بازۀ  	1
. a≤−2 ، پس  a a+ − + ≤2 1 5 4 . بنابراین  a a( ) ( )+ − −2 1 5

a برابر است با a( , )− −6 3 1 از طرف دیگر طول بازۀ 
 a a a( ) ( )− − − = +3 1 6 2 5  

. پس حداکثر طول بازۀ  a+ ≤2 5 a≤−2 و در نتیجه 1 4 ، پس  a≤−2 چ�ون 
مورد نظر برابر 1 است.
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5361- گزی1635 با توجه به فرض مسئله و شکل زیر، نتیجه می‌شود  	4
 b a b a( , ) [ , ) ( , )− =4 2

 

. اکنون می‌توان نوشت b=− 1
3

a=1 و 
2

بنابراین 

b a a b( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) { }− − = − − − = − − −1 1 1 1 12 1 2 2
3 2 3 2 3

 

6361- گزی1636 2− ش�روع می‌ش�ود و  چ�ون اش�تراک دو ب�ازه از عدد  	1
. بنابرای�ن تس�اوی داده ش�ده  a=−4 ، یعن�ی  a+ =−2 2 ، پ�س  a a< +2
]b اس�ت. چون اش�تراک در سمت چپ به  , ] [ , ] [ , ]− − = −4 2 2 2 1 به‌صورت 

. a b− =−5 . در نتیجه  b=1 ، پس  <1 2 عدد 1 ختم شده است و 

7361- گزی1637 ک�ه  می‌ش�ود  معل�وم  زی�ر  ش�کل  روی  از  	3
 ، a a− ≤ +3 1 2 a وقت�ی برقرار اس�ت که 1 a( , ] ( , )−∞ + − +∞ =2 1 3 1 

. a≤2 یعنی 

  

8361- گزی1638 در دو حالت زیر، اشتراک دو بازه مجموعه‌ای تک‌عضوی می‌شود. 	3
حالت اول

 a a− =− ⇒ =1 2 3 2

حالت دوم
 a a+ =− ⇒ =−1 2 5 3  

a ب�ازه باش�د ای�ن اس�ت ک�ه  a[ , ]− +1 2 1 2 اکن�ون توج�ه کنی�د ش�رط اینک�ه 
. بنابراین تنها مقدار قابل قبول برای a برابر 2 است. a>0 ، یعنی  a a− < +1 2 1 2

9361- گزی1639  n=1 ، بنابراین به ازای  nI
n

( , )+= 1 2
2

فرض می‌کنیم  	1

 I ( , )= ⇒31
2

شامل هیچ عدد طبیعی‌ای نیست. 

، n=2 به‌ازای 
I I( , )= ⇒ ∈1 2 1

2
 

، n=3 به ازای 
I I( , ) ,= ⇒ ∈1 5 1 2

3 2
 

، بازۀ I حداقل ش�امل اعداد طبیعی 1 و 2 اس�ت.  n≥3 به این ترتیب به ازای 
، بازۀ داده شده فقط شامل یک عدد طبیعی است.  n=2 پس فقط به ازای 

0461- گزی1640  ، a+ >2 0 اگ�ر به بازۀ A دقت کنید معلوم می‌ش�ود که  	3
a−2 در کدام ناحیه باش�د،  . از روی محور زیر، برحس�ب اینکه 1 a>−2 پس 

A را به‌دست آورده‌ایم و در جدول زیر آن نوشته‌ایم. B حاصل 

حالت )1(حالت )2(حالت )3(
∅  a a( , ]− +2 1 2a( , ]+0 2A B

. در حالت )2(  A B  ( , ]⊆ 1 3 حالت )1( قابل قبول نیست، زیرا در این حالت 
a≥1 و از  . از نابراب�ری اول به‌دس�ت می‌آی�د  a+ ≤2 3 ≥a و  −1 2 1 بای�د 
بای�د   )3( حال�ت  در   . a=1 پ�س   a≤1 می‌آی�د  به‌دس�ت  دوم  نابراب�ری 
. در ای�ن حال�ت اش�تراک A و B برابر تهی  a≥3 a و در نتیج�ه  a− ≥ +2 1 2

. a [ , ) { }∈ +∞3 1 )  است. پس  , ]1 3 است که زیرمجموعۀ 

1461- گزی1641 ، پس B هم نامتناهی  A B⊆ چون A نامتناهی است و  	4
 A B′
 اس�ت و اجتم�اع آن ب�ا هر مجموع�ۀ دیگ�ری نامتناهی اس�ت. یعنی 

نامتناهی است.

2461- گزی1642 ′B می‌تواند متناهی یا نامتناهی  B نامتناهی اس�ت، پس  	1
A متناهی اس�ت. همچنین چون  B′  باش�د، ولی چون A متناهی اس�ت، پس 
 A B′
 B نامتناهی اس�ت، اجتماع آن با هر مجموعه‌ای نامتناهی است. یعنی 

A نامتناه�ی هس�تند. توج�ه کنی�د ک�ه چ�ون B نامتناهی اس�ت، پس B  و 
′A نامتناهی اس�ت. پس متناهی  مجموعۀ مرجع هم نامتناهی اس�ت. در نتیجه 

A مشخص نیست. B′
 یا نامتناهی بودن 

3461- گزی1643 توجه کنید که 	2
 B C      { , , , , , , } , { , , , , , , , }= … =3 4 6 8 9 10 1 3 4 6 7 8 9  

. A B C( ) { , }− = 1 5 B و در نتیجه  C { , , , , , }= 3 4 6 8 9  بنابراین 

4461- گزی1644 راه‌حل اول توجه کنید که 	1

 x x
x x x| |

− > > 
− > ⇒ ⇒ − <− < 

5 3 85 3 5 3 2  

. A { , , , , , , }′= 2 3 4 5 6 7 8 . در نتیجه  A { , , , , , }= 0 1 9 10  بنابراین 

. n A( )′ =7 یعنی 
 . A x x{ | | }|′= − ≤5 3 ، پس  A x x{ | | }|= − >5 3 راه‌حل دوم چون 

|x نتیجه می‌شود |− ≤5 3 از نابرابری 
 x x− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤3 5 3 2 8  

. n A( )′ =7 ، بنابراین  A { , , , }′= …2 3 8  است، پس  مجموعۀ مرجع 

5461- گزی1645 توجه کنید که 	4

 
n A n B

n A n A n B n B
n B n A n U n U n U

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

′+ = ′ ′⇒ + + + =
′+ = + = ⇒ =

17
30

13 30 15

. n C n C n U( ) ( ) ( )′+ = =15 بنابراین 

6461- گزی1646 توجه کنید که  	3
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − 

بنابراین
 n A B n A B n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + ⇒ = ⇒ =2 24 3 8   

7461- گزی1647 توجه کنید که 	1

 
n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= − ⇒ =16 24 8

 

 

 

از طرف دیگر،

 
n A B n A B n A B n B A

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + + −

= − + + ⇒ − = − =16 8 3 16 11 5

 



فصل دوم: آزمون ها
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8461- گزی1648 تع�داد محصولاتی که هر دو عیب را دارند برابر اس�ت با  	2
، یعن�ی 10 محص�ول. تع�داد محصولات�ی که عی�ب B را دارن�د برابر  −30 20
− اس�ت، که 10 تا از آن‌ها عیب A را نیز دارند. پس 15 محصول  =45 20 25

فقط عیب B را دارند و 20 تا از آن‌ها فقط عیب 
A را دارن�د. پس 35 ت�ا از محصولات فقط یک 

عیب دارند.

9461- گزی1649 مجموعۀ بینندگان ش�بکۀ 1 را ب�ا A و مجموعۀ بینندگان  	1
شبکۀ 2 را با B نشان می‌دهیم:

n A n B n A B( ) , ( ) , ( )= = =65 45 20

. یعن�ی 90 نف�ر حداق�ل یک�ی از  n A B( )= + − =65 45 20 90 در نتیج�ه 
شبکه‌ها را تماشا می‌کنند، پس 10 نفر هیچ‌یک از این دو شبکه را تماشا نمی‌کنند.

0561- گزی1650 توجه کنید که 	3
 n A B n A n B n A B k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − = − + − − = +3 1 3 2 2 4   

از طرف دیگر،
 n A B n B k k( ) ( )≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 3 5  

. n A B k( )= + ≤ × + =2 4 2 5 4 14 بنابراین 

1561- گزی1651 گزین�ۀ )3( ممک�ن اس�ت نادرس�ت باش�د. ب�رای مثال،   	3
A متناهی است. B { }= 1 B نامتناهی هستند، اما   [ , )= 1 2 A و   ( , ]= 0 1

2561- گزی1652 ، پس A B { , }= 3 5 توجه کنید که  	2
A B       C A B  ( ) { , , , }, ( ) { , }′ ′= =1 2 4 6 1 2    

3561- گزی1653 ′C را پیدا می‌کنیم: ′B و   ، A′ ابتدا مجموعه‌های  	4
A B C          ( , ] ( , ) , ( , ] ( , ) , [ , )′ ′ ′= −∞ +∞ = −∞ − +∞ = +∞1 2 1 1 0 

. A B C( ) ( , )′ ′ ′− − = −1 0 A و در نتیجه  B ( , ]′ ′− = −1 1 بنابراین 

4561- گزی1654 } اس�ت،  , , , , }1 2 3 9 راه‌ح��ل اول مجموعۀ مرجع  	4

. در نتیجه C { , , , , }= 2 3 7 8 9 B و  { , , , , , }′= 1 2 4 6 8 9 پس 

 A B A B C{ , } ( ) { , , , , , , }′ ′= ⇒ =1 6 1 2 3 6 7 8 9    

، هفت عضو دارد. A B C( )′  ، بنابراین مجموعۀ  n A B C(( ) )′ =7 

راه‌حل دوم توجه کنید که
 A B A B C      { , } , { , , , , }′= − = =1 6 2 3 7 8 9  

. A B C( ) { , } { , , , , } { , , , , , , }′ = =1 6 2 3 7 8 9 1 2 3 6 7 8 9   بنابراین 

، هفت عضو دارد. A B C( )′  پس مجموعۀ 

5561- گزی1655 n بازه باش�د،  n [ , ]− −1 2 1 ابت�دا توجه کنید برای اینکه  	4
. اگر این دو مجموعه جدا از هم باشند، دو حالت زیر پیش می‌آید: n>0 باید 

حالت اول

 n n− < ⇒ <2 1 5 3  
حالت دوم

 n n− > ⇒ >1 7 8  
، 7 و 8 نمی‌تواند باشد. 6  ، 5  ، 4  ، 3 بنابراین n اعداد طبیعی 

6561- گزی1656 توجه کنید که 	1
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + −   

پس
 n A n B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( )+ = + =24   

به این ترتیب

 
n A n B

n B
n A n B

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ = ⇒ =
− =

24
10

4
 

7561- گزی1657 توجه کنید که  	1
 A B A B B n A B n B( ) ( )⊆ ⇒ = ⇒ =   

. از طرف دیگر، n B( )=9 ، پس  n A B( )=9 طبق فرض 
 n A n A n B n B n A n A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 9 10 5  

8561- گزی1658 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه‌من�دان ب�ه ریاض�ی و  	2
B مجموعۀ علاقه‌مندان به فیزیک باش�د. اگر تعداد کسانی که به هیچ کدام از 

این دو درس علاقه‌مند نیستند x باشد، آن‌گاه
n A B n A n B n A B

x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + −

− = + −100 85 70

 



 ، x=0 n حداقل باشد، باید  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +55 پس 
n برابر با 55 است. A B( ) بنابراین حداقل مقدار ممکن 

9561- گزی1659 راه‌حل اول فرض کنید  	2
x نفر نه چای دوس�ت دارند، ن�ه قهوه، بنابراین 
x−30 نف�ر یا چ�ای دوس�ت دارند ی�ا قهوه و 
y نفر هم چای و هم قهوه دوس�ت دارند. تعداد 
کس�انی را که چای ی�ا قهوه یا هر دو را دوس�ت 

دارند در نمودار ون مقابل مشخص کرده‌ایم.
 x y y y x y+ − + + − = ⇒ = −18 15 30 3  

با توجه به اینکه تعداد افراد هیچ گروهی منفی نیست، می‌توان نوشت
 x y y y y        , ,≥ ≥ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤0 0 15 0 15 0 15  

پس
 y x≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤0 3 12 0 12  

پس حداکثر 12 نفر نه چای دوست دارند نه قهوه.
راه‌حل دوم فرض کنید A مجموعۀ دانش‌آموزانی باشد که چای دوست ندارند 

و B مجموعۀ دانش‌آموزانی باشد که قهوه دوست ندارند. در این صورت

 
n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − = −12 15 27

 

 

 

، بنابراین n A B n B( ) ( )≥ =15 از طرف دیگر، 
 n A B n A B( ) ( )= − ≤ − =27 27 15 12   

بنابراین حداکثر 12 دانش‌آموز ممکن اس�ت که نه چای دوست داشته باشند نه 
، این وضعیت پیش می‌آید(. A B⊆ قهوه )توجه کنید که اگر 

0661- گزی1660 . از طرف دیگر، A B B= ، پس  A B⊆ چون  	3
 A B n A n B( ) ( )⊆ ⇒ ≤  

 n A n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ≤ + =14 2 2 3  اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه 
. بنابراین  n B( )≥5 n عددی طبیعی است، پس  B( ) و چون 

n A B n B( ) ( )= ≥5
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1661- گزی1661 از روی ش�کل زیر معلوم می‌ش�ود که 	2

 A      B[ , ] ( , ], [ , ] { }′ ′= − = − −3 3 7 9 3 1 9   

. A B  ( , ] ( , )′ ′− = −1 3 7 9 بنابراین از روی شکل زیر معلوم می‌شود که 

A عبارت‌اند از صفر، 1، 2، 3 و 8 ،  B′ ′− بنابرای�ن، عددهای صحیح در مجموع�ۀ 
که مجموعشان می‌شود 14.

2661- گزی1662 a و در نتیجه  a<2 a یک بازه اس�ت، پس  a( , )2 چون  	2

a≤−2 اش�تراک بازه‌های  . از روی ش�کل‌های زیر معلوم اس�ت که اگر  a<0
a تهی است: a( , )2 ] و  , )−2 4

  
 ، a− < <2 0 . از روی ش�کل‌های زی�ر معلوم اس�ت ک�ه اگر  a>−2 بنابرای�ن 

a تهی نیست. a( , )2 ] و  , )−2 4 اشتراک بازه‌های 

  

3661- گزی1663 A )ش�کل  A B A B( ) ( )= −   ابتدا توجه کنید که  	4
زیر را ببینید(. 

. A [ , ]= −2 3 از روی شکل زیر معلوم می‌شود که 

4661- گزی1664 اگ�ر از مجموعه‌ای نامتناهی تعدادی متناهی عضو حذف  	3
B نامتناهی  A− کنی�م، مجموعه‌ای که به‌دس�ت می‌آید نامتناهی اس�ت. پس 

است. بقیۀ گزینه‌ها ممکن است متناهی باشند.
، آن‌گاه B    { , , , }= 2 3 4  A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )1( اگر 

A B′− =∅

A نیز متناهی است. B′− گزینۀ )2( چون A متناهی است، پس 
 . B A′ ′− =∅ ، آن‌گاه  B= A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )4( اگر 

5661- گزی1665 ابتدا توجه کنید که 	4

 
n A n A

n A
n A

( ) ( )
( )

( )

′= ′⇒ =
=

3
4

12
 

در نتیجه،
 n U n A n A( ) ( ) ( )′= + = + =12 4 16  

اکنون توجه کنید که
 n U n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= + ⇒ = + ⇒ =16 7 9  

6661- گزی1666 ابتدا توجه کنید که 	1
n A   n An A n A n U n A  n A( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′=′+ = → = ⇒ =2 26 13

از طرف دیگر،
n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + −  n B n A B( ) ( )⇒ = + −14 13 

n B n A B n B A( ) ( ) ( )− = ⇒ − =1 1

7661- گزی1667 توجه کنید که 	2

 
n A B n B A n A n A B n B n A B

n A n B n A B n B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − ⇒ − = −

= − = −

2 2 2

2 2 5

 



بنابراین

 
n A n B

n A n B
n A n B

  

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

= − ⇒ = =
= +

2 5
11 8

3
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =11 8 5 14  در نتیجه 

8661- گزی1668 ابتدا توجه کنید که 	3

 
n A n U n A

n B n U n B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ = − = − =

′ = − = − =

23 10 13

23 7 16
 

. n A B n A( ) ( )′ ′ ′≤ =13 اکنون توجه کنید که 

9661- گزی1669 فرض می‌کنیم تعداد دانش‌آموزان کلاس برابر x باش�د.  	 3
همچنین، فرض می‌کنیم A و B به‌ترتیب مجموعۀ کسانی باشند که به فیزیک 
.از  n B x( ) /=0 7 n و  A x( ) /=0 6 و ریاضی�ات علاقه دارند. در این صورت 

ط�رف دیگر، چون هر دانش‌آموز کلاس حداقل به یک�ی از درس‌های فیزیک یا 
A است،  B ریاضی علاقه‌مند است، پس مجموعۀ دانش‌آموزان کلاس برابر 

. به این ترتیب،  n A B x( )= در نتیجه، 

 
n A B n A n B n A B

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

/ /

= + −

= + − ⇒ =0 6 0 7 6 20

 

 

0761- گزی1670 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه‌من�دان ب�ه ریاض�ی و  	3
B مجموعۀ علاقه‌مندان به فیزیک باشد. اگر تعداد کسانی که به این دو درس 

علاقه‌مند نیستند x باشد، آن‌گاه
n A B n A n B n A B

x n A B x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

− = + − ⇒ − = −120 105 95 120 200

 

 

n حداقل باش�د و با توجه به  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +80 پس 

n برابر با 80 است. A B( ) ؛ پس حداقل مقدار  x=0 اینکه x≥0 است، باید 



1761- گزی1671 ش�کل اول دارای 4 چ�وب کبری�ت اس�ت و ه�ر ش�کل 3  	3
)n چوب کبریت  )+ −4 3 1 چوب کبریت بیشتر از قبلی دارد. پس شکل nاُم دارای 

n+3 چوب کبریت دارد. پس شکل بیستم 61 چوب کبریت دارد. است. یعنی 1
2761- گزی1672 ش�کل اول دارای 5 چوب کبریت اس�ت و در هر مرحله 4  	3

 n( )+ −5 4 1 چوب کبریت به شکل مرحلۀ قبل اضافه می‌شود. پس در شکل nاُم 
n+4 چوب کبریت در شکل n اُم وجود دارد.  1 چوب کبریت وجود دارد. یعنی 

پس در شکل پانزدهم، 61 چوب کبریت وجود دارد.
3761- گزی1673 تعداد نقاط روی ش�کل )1( برابر 5 اس�ت و در هر مرحله  	2

 n( )− ×1 4 4 نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می‌شود. پس در مرحله nاُم به تعداد 
، یعنی  n n( )− + = +4 1 5 4  نقط�ه ب�ه 5 نقطۀ ش�کل )1( اضافه ش�ده اس�ت: 1

n+4  نقطه دارد. پس شکل دهم 41 نقطه دارد. 1 شکل n اُم، 
4761- گزی1674 در شکل nاُم تعداد مثلث‌های رنگ شده برابر است با 	1

 n n
n

( )
( )

−
+ + + + − =

10 1 2 1
2

  

برای اینکه بدانیم در کدام ش�کل 36 مثلث رنگ ش�ده وجود دارد، معادلۀ زیر 
را حل می‌کنیم:

n n
n n n n

( )
( )( )

−
= ⇒ − − = ⇒ − + =21 36 72 0 9 8 0

2
، یعنی در ش�کل نهم 36 مثلث رنگ  n=9 چون n عددی طبیعی اس�ت، پس 

شده وجود دارد.
5761- گزی1675 تای  n( )+1 )n دایره وجود دارد که  )+ 21 در شکل n اُم،  	4

n است که برابر  n( ) ( )+ − +21 1 آن رنگ نشده است. پس تعداد دایره‌های رنگی 
 . n n+2 است با 

6761- گزی1676 توجه کنید که  	4
n

na n n a a a a== − + → = − + ⇒ =−12
1 1 1 13 2 3 1 2 2

. a ( )= × − + − =4 3 16 4 2 2 40 بنابراین 

7761- گزی1677 na مق�دار n را که ش�مارۀ جملۀ  = 1
80

ب�ا حل معادل�ۀ  	3
مورد نظر است، می‌یابیم:

n n n n n
n
+ = ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2 2
2

1 1 80 80 81 1 81 9
8081 1

1 است.
80

a9 برابر  بنابراین 

8761- گزی1678  n برای ک�دام مقادیر na /<3 9 بای�د ببینی�م نامعادلۀ  	2
درست است: 

n n n n
n
− < ⇒ − < + × ⇒ <
+

4 1 39 40 10 39 39 6 244
6 10

، یعنی 243 جملۀ اول دنباله کمتر از 3/9 هستند. n≤243 بنابراین 
9761- گزی1679 توجه کنید که 	1

 na n n< < ⇒ < + − <272 160 72 2 8 160  
بنابراین

n n n n n n

n n n n n n

( )( )

( )( )

+ − < ⇒ − + < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ ≤

+ − > ⇒ − + > ⇒ > ⇒ ≥

2

2

2 8 160 12 14 0 1 12 1 11

2 8 72 8 10 0 8 9
9، 10 و 11 باشد. در نتیجه n می‌تواند عددهای 

فصل نهم

فصل دوم: آزمون ها

0861- گزی1680 ، عدد  ×3 5 عدد آخر دستۀ اول 5 ، عدد آخر دستۀ دوم  	1
)n است. پس  )− ×2 1 5 ،… و عدد آخر دستۀ nاُم برابر  ×5 5 آخر دس�تۀ سوم 
) اس�ت. پ�س ع�دد اول  )× − × =2 49 1 5 485  ع�دد آخ�ر دس�تۀ چهل‌ونه�م 

دستۀ پنجاهم، برابر 487 خواهد بود.
1861- گزی1681 ش�کل اول 4 چ�وب کبری�ت دارد و برای س�اختن هر ش�کل، 9  	3

 n−9 5 )n یعنی  )+ −4 9 1 چوب کبریت به شکل قبلی اضافه می‌شود. پس در شکل nاُم، 
چوب کبریت وجود دارد. بنابراین در شکل چهاردهم 121 چوب کبریت وجود دارد.

2861- گزی1682 راه‌حل اول تعداد نقاط شکل‌ها را در جدول زیر ملاحظه می‌کنید: 	3

n
321شمارۀ شکل

n n n( )+ + +2+ +3 5 3+ +2 4 2+ +1 3 تعداد نقاط1
n+3 نقطه داریم. یعنی در شکل بیستم 62 نقطه داریم.  2 بنابراین در شکل nاُم، 

راه‌حل دوم اگر 4 نقطه به چهار گوش�ۀ شکل‌ها اضافه کنیم، تعداد نقاط شکل nاُم 
)n نقطه داریم.  )+ −3 2 4 )n خواه�د بود. پ�س در ش�کل nاُم،  )+3 2 براب�ر 

یعنی در شکل بیستم 62 نقطه داریم.
3861- گزی1683 تعداد مربع‌های رنگ‌شده در شکل nاُم برابر است با 	3

 n+ + + +1 2 3 

 . n( )+ + + + −0 1 2 1 تعداد مربع‌های رنگ‌نشده در شکل nاُم برابر است با 
بنابراین تعداد مربع‌های رنگ شده در شکل nاُم، n تا بیشتر از تعداد مربع‌های 
رنگ نش�دۀ آن اس�ت. پس در ش�کل س�ی‌اُم، اختالف مربع‌های رنگ‌ش�ده و 

رنگ‌نشده برابر 30تا است.
4861- گزی1684 تعداد کل گوی‌ها در شکل nاُم برابر است با 	2

n n( )+ + + + − = 21 3 5 2 1

تعداد گوی‌های رنگی در شکل nاُم برابر است با
n n

n
( )

( )
−

+ + + + − =
11 2 3 1

2


بنابراین نس�بت تع�داد گوی‌های رنگی به تعداد کل گوی‌ها در ش�کل nاُم برابر 

 . n=17 . پس  n
n
− =1 8

2 17
. به این ترتیب 

n n
n

nn

( )−
−=

2

1
12

2
است با 

5861- گزی1685 با توجه به الگو، در شکل‌هایی که شمارۀ آن‌ها زوج است،  	2

n2 رنگ می‌شود. در شکل‌هایی که شمارۀ آن‌ها فرد 

2
نصف تعداد گوی‌ها یعنی 

اس�ت، تع�داد گوی‌ه�ا نیز فرد اس�ت. اگر گوی وس�طی را کن�ار بگذاریم تعداد 
n خواهد بود که نصف آن‌ها را رنگ می‌کنیم و سپس گوی وسطی  −2 1 گوی‌ها 

n گوی رنگ می‌ش�ود. توج�ه کنید که اگر  − +
2 1 1
2

 را نی�ز رنگ می‌کنیم. پس 

n2 نیز عددی زوج اس�ت. پس در ش�کل‌های با شمارۀ 

2
n عددی زوج باش�د، 

زوج، تعداد گوی‌های رنگ ش�ده زوج است و در شکل‌هایی با شمارۀ فرد، تعداد 
گوی‌های رنگ ش�ده فرد است. چون 113 گوی رنگی در شکل nاُم وجود دارد، 

پس n باید فرد باشد. بنابراین 

 n n n n− + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
2 2 21 1 113 1 224 225 15
2
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6861- گزی1686 چ�ون همۀ جمله‌های دنباله با هم برابرند، پس جمله‌های  	3
اول و دوم آن نیز با هم برابرند:

k ka a k k k k− −= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ =−1 2
2 4 626 13 32 8 5 6

8 13 5

. na =2
5

، آن‌گاه  k=− 6
5

توجه کنید که اگر 

7861- گزی1687 چند جملۀ اول هر کدام از دنباله‌ها به شکل زیر است: 	2
 , , , ,...2 3 10 15 گزینۀ )2(  	 , , , ,...2 3 4 5 گزینۀ )1( 

 , , , ,...2 3 8 17 گزینۀ )4(  	 , , , ,...2 3 10 23 گزینۀ )3( 

nn می‌تواند جملۀ عمومی دنباله باشد. ( )− −2 1 بنابراین فقط 
8861- گزی1688 به چند جملۀ اول دنباله توجه کنید: 	2

a a a a a a        , ,= = × = = = × = = = × =2 1 3 2 4 3
1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 11
2 2 2 3 3 2 3 4 4 3 4

. a =100
1

100
، پس  na

n
= 1 بنابراین با توجه به الگوی جملات می‌توان گفت 

9861- گزی1689  y x x c=− + +23 12 بیش�ترین مقدار تابع درجۀ دوم  	4

bx به‌دس�ت می‌آی�د. بنابراین بزرگ‌تری�ن جملۀ 
a

=− =− =
−
12 2

2 6
ب�ه‌ازای 

a2 است. در نتیجه دنبالۀ مورد نظر برابر 

 a c c= ⇒− × + × + = ⇒ =−2 8 3 4 12 2 8 4  

0961- گزی1690 توجه کنید که 	3

 a a a                 log , log , log ,= = =1 2 2 2 3 2
1 2 3
2 3 4

  

بنابراین مجموع n جملۀ اول دنباله به‌صورت زیر است:

n
n nS
n n

n n n
n n n

log log log log log

log ( ) log log ( )

−= + + + + +
+

−= × × × × × = =− +
+ +

2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 3 1
2 3 4 1
1 2 3 1 1 1
2 3 4 1 1





بنابراین
 n n nlog ( )− + =− ⇒ + = = ⇒ =3

2 1 3 1 2 8 7  

1961- گزی1691 ، پس دنبالۀ مورد نظر دنباله‌ای  n na a+ − =−1 2 چون  	3
2− است. چون جملۀ اول برابر 3 است، پس حسابی است که قدرنسبت آن 

 a a d a a d      ( ) , ( )= + = + − =− = + = + − =−10 1 5 19 3 9 2 15 4 3 4 2 5

.
a
a

−= =
−

10

5

15 3
5

بنابراین 

2961- گزی1692 از رابطۀ داده شده به‌دست می‌آید 	2
 a d a d a d( ) ( ) ( )+ + + − + =1 1 13 3 4 4 7 8 124

. d=−4 −d و در نتیجه  =31 124 پس 
3961- گزی1693 قدرنسبت این دنباله برابر است با  	4

 x x( )− − − =−3 4 3 1 3
بنابراین

 x x x( )− = − − ⇒ =−4 2 3 4 3 5  
) و جملۀ چهارم برابر  )− − =−4 5 2 22 بنابراین جملۀ سوم دنباله برابر است با 

. − − =−22 3 25 است با 
4961- گزی1694 پ�س   ، d ( )= − − =2 1 3 و   a =−1 1 چ�ون  	2

 ، ka k= − =3 4 218 . بنابرای�ن  na n= −3 4 na یعن�ی  n( )=− + −1 3 1
. k=74 پس 

5961- گزی1695 ، پ�س جمل�ۀ عموم�ی دنبال�ه  d=4 a و  =1 2 چ�ون  	2
na اس�ت. برای اینکه جمله‌ها کوچک‌تر از  n n( )= + − = −2 4 1 4 2 به‌صورت 

na باشد. یعنی <500 500 باشند، باید 

n n n− < ⇒ < ⇒ ≤5024 2 500 125
4

پس 125 جملۀ اول دنباله کمتر از 500 هستند.

6961- گزی1696  a d a a d, ,− + ان�دازۀ زاویه‌ه�ای مثل�ث را به‌صورت  	2

0180 است. پس  در نظر می‌گیریم. مجموع اندازۀ زاویه‌های مثلث برابر 

 a d a a d a− + + + = ⇒ =0 0180 60
060 است. میانگین اندازۀ بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین زاویۀ مثلث همان a است که برابر 

7961- گزی1697 زاویه‌های پنج‌ضلعی را به‌صورت زیر در نظر می‌گیریم: 	4
 a d a d a a d a d, , , ,− − + +2 2

0540 است، پس  در نتیجه، چون مجموع اندازۀ زاویه‌های پنج‌ضلعی برابر 

 a d a d a a d a d− + − + + + + + = 02 2 540

 086 . ان�دازۀ کوچک‌ترین زاویه  a= 0108 =a و در نتیج�ه  05 540 بنابرای�ن 
. پس ان�دازۀ بزرگ‌ترین زاویه  d= 011 a و در نتیجه  d− = 02 86 اس�ت، پ�س 

. + × =0 0 0108 2 11 130 a برابر است با  d+2 یعنی 

8961- گزی1698 ، پس a = +6 3 5 a و  = −1 3 5 راه‌حل اول چون  	2

 a a d d d= + ⇒ + = − + ⇒ =6 1 5 3 5 3 5 5 2

 −3 3 − یا همان  +3 5 2 بنابراین کوچک‌ترین عددی که نوشته‌ایم، عدد 
است.

راه‌حل دوم قدرنسبت دنبالۀ حسابی مورد نظر برابر است با 

 d
( ) ( )+ − −

= = =
+

3 5 3 5 10 2
4 1 5

 

بنابراین کوچک‌ترین عددی که نوشته‌ایم، برابر است با 
 ( )− + = −3 5 2 3 3  

9961- گزی1699  a d a a d, ,− + س�ه جملۀ متوالی دنبال�ه را به‌صورت  	4

در نظر می‌گیریم. بنابراین 
 a d a a d a a− + + + = ⇒ = ⇒ =15 3 15 5

از طرف دیگر،

a d a a d a a d( ) ( ) ( )− × × + = ⇒ − =2 245 45
، پس  a=5 چون 

 d d d( )− = ⇒ = ⇒ =±2 25 25 45 16 4  

170017 فرض کنید قدرنس�بت دنبالۀ حس�ابی مورد نظر برابر d 0- گزی0 	2
باشد. در این صورت

na d a a n d d n d nd      , ( ) ( )= = + − = + − =1 1 1 1  

به این ترتیب

a a a a d d d d

d d

! ( )( ) ( ) !

! !

= × ⇒ = ×

× = × ⇒ =

8 8
1 2 3 9

9 9

10 10 2 3 9 10 10

9 10 9 10

 

. a d= =10 10 100 بنابراین 
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170117 راه‌حل اول با قرار دادن n=1 در جملۀ عمومی به‌دست 1- گزی0 	4

 . a =2
1
3

n=2 در جملۀ عمومی به‌دست می‌آید  . با قرار دادن  a =1 1 می‌آید 

. a d− = + =1
2 51
3 3

. پس  d a a= − =−2 1
2
3

بنابراین 

راه‌حل دوم جملۀ عمومی دنبالۀ حسابی با قدرنسبت d و جملۀ اول a1 به‌صورت 

. پس  na dn a d n( )= + − =− +1
2 5
3 3

na است، بنابراین  a n d( )= + −1 1

a d− =1
5
3

170217 a نتیجه می‌شود 2- گزی0 a+ =1 3 16 از  	2

 a a d a d+ + = ⇒ + =1 1 12 16 8

، پس  a a a+ + =2 5 8 51 چون 

 a d a d a d a d+ + + + + = ⇒ + =1 1 1 14 7 51 3 12 51

. d=3  به‌دست می‌آید 
a d

a d

+ =


+ =

1

1

8

3 12 51
از حل دستگاه 

170317 چون دنباله حسابی است، پس3- گزی0 	1

 a aa a+ −− = ⇒ =1 3 12 1
2 2

. پس جمل�ۀ عمومی دنباله به ش�کل  d a a a( )= − − = − =− 12 1 1
2

 بنابرای�ن 

زیر است:

 n n
na a n d a n( ) ( )= + − ⇒ = − − = −1

1 11 1 1
2 2 2

170417 a دنباله‌ای حسابی 4- گزی0 b a c b c, ,+ + + راه‌حل اول چون  	4
است، پس

 a c a b b c a c c b b a( ) ( ) ( )+ − + = + − + ⇒ − = −  
a دنباله‌ای حسابی است. b c, , در نتیجه 

a دنباله‌ای حسابی است، پس b a c b c, ,+ + + راه‌حل دوم چون 

 a b b ca c a c a b c a c b( )+ + ++ = ⇒ + = + + ⇒ + =2 2 2
2

 

a دنباله‌ای حسابی است. b c, , در نتیجه 

170517 جملۀ عمومی دنباله به‌صورت زیر است5- گزی0 	3
 na n n( )= − − = −196 4 1 200 4

4− است، پس ، در نتیجه، چون قدرنسبت دنباله برابر  a =50 0 بنابراین 

a a     , ,= =47 4812 8 a a         ,= =49 504 0

170617 ابتدا قدرنسبت دنباله را پیدا می‌کنیم:6- گزی0 	2
a a

d
−

= =− =−
−

10 2 32 4
10 2 8

. بنابراین جملۀ  a =1 27 a و در نتیجه  a d a= + = − =4 1 13 12 15 بنابرای�ن 

. اکنون توجه کنید که  na n n( )= − − = −27 4 1 31 4 عمومی دنباله می‌شود 

 na n n> ⇒ − > ⇒ ≤0 31 4 0 7

بنابراین هفت جملۀ نخست دنباله مثبت هستند.

170717 پ�س 7- گزی0  ، x x x x( )( )− + = − −2 8 12 6 2 چ�ون  	2
، 2 و 6 هس�تند. حالت‌های مختلفی که این سه  a جواب‌های معادلۀ مورد نظر 
عدد دنباله‌ای حس�ابی تشکیل می‌دهند، در زیر آمده است )توجه کنید که عدد 

وسط میانگین حسابی دو عدد دیگر است(:
a aa a a a

a a a a a a

a aa a a a

 

  

      

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

+ +⇒ = ⇒ =− ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−

6 26 2 2 2 2 6 6 10
2 2

6 2 2 66 2 4 2 6 4
2 2

2 66 2 6 10 2 6 2 2
2 2

بنابراین a ممکن است سه مقدار مختلف داشته باشد.

170817 a در نظ�ر می‌گیریم. 8- گزی0 d a a d, ,− + اضالع مثل�ث را  	3
طبق قضیۀ فیثاغورس،

a d a a d a d ad a a d ad

a ad a d

( ) ( )− + = + ⇒ + − + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

4 4
چون وتر بلندترین ضلع مثلث قائم‌الزاویه است، پس طول ضلع‌های زاویۀ قائمه 

a است، در نتیجه نسبت مورد نظر برابر است با d− a و 

 a d d
a d d d d

= = =
− −

4 4 4
4 3 3

 

170917 به‌ص�ورت9- گزی0 را  دنبال�ه  متوال�ی  جمل�ۀ  چه�ار  	3
a در نظر می‌گیریم. بنابراین d a d a d a d, , ,− − + +3 3

 a d a d a d a d a a− + − + + + + = ⇒ = ⇒ =3 3 0 4 0 0
d است و  d d d, , ,− −3 3 پس دنباله به‌صورت 

 d d d d d+ + + = ⇒ =2 2 2 2 29 9 80 4
بنابراین، حاصل‌ضرب بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین اعداد برابر است با

 d d d( )( )− =− =−23 3 9 36  

0171- گزی1710 ابت�دا توجه کنید که m باید ع�دد طبیعی و بزرگ‌تر از 1  	3
 . m m m+ < + +2 24 3 4 باشد. پس 

m−1 عدد بین عددهای داده ش�ده درج کنیم، آن‌گاه قدرنس�بت دنبالۀ  اگ�ر 
حاصل، برابر است با

m m m md
m m( )

+ + − −= = =
− +

2 23 4 4 3 3
1 1

1171- گزی1711 3 است.
2

، دنباله‌ای هندس�ی با قدرنس�بت  na دنبالۀ  	1
در نتیجه 

a a r a a a( )= ⇒ = = ⇒ =2 2
3 1 3 1 1

3 43
2 3

. a a ( ) ( )= = × =
2728 28

29 1 26
3 4 3 3
2 3 2 2

بنابراین 

2171- گزی1712  3 2 a و  4 واس�طۀ هندسی  2 ابتدا توجه کنید که  	2
است، پس 

 a a a( ) = ⇒ = ⇒ =4 3 32
3

22 2 2 2
2

 

، در نتیجه r=
3

4
2
2

از طرف دیگر، قدرنسبت این دنباله برابر است با 

 a a r a( ) ( ) ( )= = = = × = =
63 4 3 612 12

13 1 4 3 3 3 6 2
2 2 2 2 22 2 2 2

22 2 2 2
 



)203(

3171- گزی1713 x2 باش�ند. در  x1 و  فرض می‌کنیم جواب‌های معادله  	1
این صورت

 
x x

x x x x x x      / , /
+

= ⇒ + = = = ⇒ =1 2
1 2 1 2 1 2

3 94 5 9 1 5
2 2 4

 

x است که اگر طرفین آن را  x− + =2 99 0
4

بنابراین معادلۀ مورد نظر به ش�کل 

. x x− + =24 36 9 0 در 4 ضرب کنیم، می‌شود 
4171- گزی1714 a نتیجه می‌شود  a =1 6 27 از تساوی  	3

 a a r a r× = ⇒ =5 2 5
1 1 127 27

a به‌دست می‌آید  a =2 4 9 از تساوی 

 a r a r a r× = ⇒ =3 2 4
1 1 19 9

از تقسیم طرفین دو تساوی به‌دست آمده نتیجه می‌شود

 
a r

r
a r

= ⇒ =
2 5
1
2 4
1

27 3
9

. چون جملات  a =±1
1
3

r=3 در یکی از رابطه‌ها نتیجه می‌شود با جای‌گذاری 

. a a r= = × =4 4
5 1

1 3 27
3

a و در نتیجه   =1
1
3

دنباله مثبت هستند، پس 

5171- گزی1715 مجموع جملات پنجم و هشتم برابر است با 	2
 a a a r a r a r r( )+ = + = +4 7 4 3

5 8 1 1 1 1
مجموع جملات هفتم و هشتم برابر است با

 a a a r a r a r r( )+ = + = +6 7 6
7 8 1 1 1 1

.
a a a r r r
a a a r r r r

( )

( ) ( ) ( )

−+ + += = = =
+ + + −

4 3 35 8 1
6 27 8 1

111 1 8 7
1 11 1 1
4 2

بنابراین 

6171- گزی1716 a در نظر  a a ar ar
rr

, , , , 2
2

این جملات را به‌ص�ورت  	3

می‌گیریم. بنابراین

 a a a ar ar a
rr

× × × × = ⇒ = =2 5 10 5
2

1024 2 4

در نتیجه جملۀ وسط برابر 4 است.
7171- گزی1717 راه‌حل اول این اعداد به شکل زیر هستند: 	1

 , , , , , , , ,2 16 2      

. بنابراین  a =9 16 2 a و  =1 2 پس 

a r r r r r( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =8 8 8 2 4 4 2
1 16 2 2 16 2 16 2 2

. a a r= =2
3 1 2 2 در نتیجه 

راه‌حل دوم ابتدا قدرنسبت دنبالۀ هندسی حاصل را به دست می‌آوریم:

 
r r r

a a r ( )

+ = ⇒ = = ⇒ =±

= = × ± =

7 1 8 4

2 2
3 1

16 2 16 2 2
2

2 2 2 2
 

8171- گزی1718 ب�ا  اس�ت  براب�ر  حس�ابی  دنبال�ۀ  قدرنس�بت  	2

به‌ص�ورت  حس�ابی  دنبال�ۀ  عموم�ی  جمل�ۀ  بنابرای�ن   . ( )− − − =95 112
8 8

na است.  n( )=− + −112 1
8

ب�ا  اس�ت  براب�ر  دنبال�ه  ای�ن  هش�تادونهم  جمل�ۀ  نتیج�ه  در 

. اگر قدرنس�بت دنبالۀ هندس�ی را با r نشان  a ( )=− + × − =−89
112 89 1 1
8

. بنابراین r rÂwk¹À ¾â ²ILºj ´z{ ¾â ±µ] ( )= =5 5243 3 دهیم، آن‌گاه 

 r r r( ) =− ⇒ =− ⇒ =−5 13 1 3 1
3

 

9171- گزی1719 چون 8 واسطۀ حسابی عددهای a و b است، پس 	1
 a b b a+ = ⇒ = −16 16

b+4 می‌شود.  اگر 4 واحد به b اضافه کنیم، 8 واس�طۀ هندس�ی عددهای a و 
 . a b a a a a( ) ( )= + = − + = − 264 4 16 4 20 بنابراین 

a و مجموع مقادیر ممکن a برابر مجموع جواب‌های این  a− + =2 20 64 0 پس 
.) ∆>0 معادله، یعنی برابر 20 است )توجه کنید در این معادله 

0271- گزی1720 جملات دوم، ششم و چهاردهم دنبالۀ حسابی را به‌ترتیب  	4
a در نظ�ر می‌گیری�م. چ�ون ای�ن اعداد  d+13 a و  d+5  ، a d+ به‌ص�ورت 

دنبالۀ هندسی تشکیل می‌دهند، پس 
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 25 13 12 4 3

. a d d d dr
a d d d d
+ += = = =
+ +
5 3 5 8 2

3 4
بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی برابر است با 

1271- گزی1721 نتیج�ه  در   .
a r

a r
=

7
1

5
1

2 پ�س   ،
a
a

=8

6
2 چ�ون  	2

.
a a r

r r
a a r

( )= = = = =
6 27 1 4 2 2
23 1

2 2 . بنابراین  r =2 2

2271- گزی1722 x−2 است، پس 38 x−42 و  x34 واسطۀ هندسی  چون  	3
 x x x x x x x x( ) − − − − −= × ⇒ = × ⇒ =3 2 4 2 3 12 4 6 9 12 2 84 2 8 2 2 2 2 2  

. x= 1
10

، یعنی  x x= −12 2 8 بنابراین 

3271- گزی1723 قدرنسبت دنبالۀ هندسی مورد نظر برابر است با  	2

 

a
a

r
a a

log
log log log log
log log log log

log

= = = = =16

4

16 4 4 1
16 2 4 2

4

 

بنابراین

 a a r a a alog log= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = =6 2
7 1 4 4

1 1 2 4 16
32 64

 

4271- گزی1724 توجه کنید که 	4

 
a a a r a a r

a a a r a r a r r

( )

( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 4
5 1 1 1 1

3 2
4 2 1 1 1

130 130 1 130

25 25 1 25
 

اگر این دو تساوی را بر هم تقسیم کنیم، به‌دست می‌آید 

 

r rr r
rr r r r

r r r r r r   (.¡.¡.ù)

( )( )

( ) ( )

( ) ,

− +− += ⇒ = ⇒ =
− −

+ = ⇒ − + = ⇒ = =

2 24 2

2 2

2 2

1 11 130 26 1 26
25 5 51 1

15 1 26 5 26 5 0 5
5

 

به این ترتیب،
 a r r a a( )− = ⇒ × × = ⇒ =2

1 1 1
51 25 5 24 25
24

 

. a a r= =2 1
25
24

در نتیجه 
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5271- گزی1725  . br
a

=6 در حالتی که پنج واسطۀ هندسی درج می‌کنیم،  	3

. بنابراین br
a

r ( )′ = =5 52 در حالتی که چهار واسطۀ هندسی درج می‌کنیم، 

r r r r r( )= ⇒ = ⇒ =6 5 6 52 32 32

6271- گزی1726 a در نظر می‌گیریم.  a ar
r
, , این س�ه عدد را به‌صورت  	3

پس 
 a a ar a a
r
× × = ⇒ = ⇒ =364 64 4

از طرف دیگر،

 
a a ar a r
r r

r r r r r
r

( )

( ) ,

+ + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ − + = ⇒ = =2

114 1 14

1 14 1 14 2 5 2 0 2
2

 ، r=2 , و به ازای  ,8 4 2 ، به‌صورت  r=1
2

بنابراین سه جملۀ مورد نظر به ازای 

, هس�تند. در هر دو حالت اختالف بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین  ,2 4 8 به‌صورت 
این اعداد برابر 6 است.

7271- گزی1727 ar2 در نظر می‌گیریم.  ar و   ، a ط�ول اضلاع مثلث را 	2
. بنابراین a ar ar( ) ( )+ =2 2 2 2 طبق قضیۀ فیثاغورس، 

 a r a r r r r r( ) + ++ = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =2 2 2 4 4 2 2 1 5 1 51 1 0
2 2

8271- گزی1728 تنها دنباله‌ای که هم حس�ابی است و هم هندسی، دنبالۀ  	1
ثابت است. بنابراین

 
y x x y y x

y x x y y

+ = + ⇒ =


+ = + ⇒ = ⇒ =

2 2

2 4 2 4 2
 

. x y+ =2 6 ، بنابراین  x y= =2 پس 

9271- گزی1729 توجه کنید که 	2
 a a a a a a            , ,= − = − = −3 5 63 5 6  

. بنابراین a a a( ) ( )( )− = − −25 3 6 بنابر فرض، 

 a a a a a− + = − + ⇒ =2 210 25 9 18 7  
. a = − =−10 7 10 3 در نتیجه 

0371- گزی1730 جملات س�وم، پنجم و هشتم دنبالۀ حس�ابی را به‌ترتیب  	3
a در نظ�ر می‌گیری�م. چون این جملات یک دنبالۀ  d+7 a و  d+4  ، a d+2

هندسی تشکیل می‌دهند، پس 
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 24 2 7 2 2

, d d d است که جملۀ چهارم آن  , ,...4 6 9 بنابراین دنبالۀ هندس�ی به‌صورت 

. همچنین جملۀ عموم�ی دنبالۀ  d d× =3 279
2 2

r=3 و 
2

d27 اس�ت زی�را 
2

حسابی به‌صورت زیر است:
 na a n d d n d n d( ) ( ) ( )= + − = + − = +1 2 1 1

.
d

d
=

27
272

13 26
a و نسبت مورد نظر برابر است با  d=12 13 به این ترتیب 

1371- گزی1731 تعداد نقاط روی ش�کل )1( برابر 5 است و در هر مرحله 4  	2
 n( )− ×1 4 اُم به تعداد  n نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می‌شود. پس در مرحلۀ 
، یعنی شکل  n n( )− + = +4 1 5 4 نقطه به 5 نقطۀ شکل )1( اضافه شده است: 1

n+4 نقطه دارد. پس شکل پانزدهم 61 نقطه دارد. 1 اُم  n
2371- گزی1732 na مقادیری از n را پیدا می‌کنیم که به‌ازای  >0 از شرط  	2

na مثبت است: آن‌ها 

 na n n n n( )> ⇒ − > ⇒ − >20 95 0 95 0  
. بنابراین 94  n≤94 ، یعنی  n<95 ، در نتیجه  n− >95 0 ، پس  n>0 چون 

جملۀ دنباله مثبت هستند.
3371- گزی1733 فرض کنید قدرنسبت این دنباله d باشد. بنابراین 	4

a a a d a d a d a a( )= ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =5 10 1 1 1 15 152 4 2 9 14 0 0 15 0

4371- گزی1734 جملۀ وسط، واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است: 	3

a a a a a a

a a a a a

a a a a  (.¡.¡.ù)

log log ( ) log ( ) log ( ( )) log ( )

( )

,

+ = + ⇒ = +

= + ⇒ = + +

− − = ⇒ = =−

2
2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

16 2 3 4 16 3 4

16 3 4 16 9 24 16

47 24 16 0 4
7

5371- گزی1735 na به‌ترتیب برابر  n= −2 3 جمله‌های اول و دوم دنبالۀ  	3
) است. اگر جملۀ  )− − − =−4 1 3 4− اس�ت. پس قدرنسبت آن برابر  1− و 
5− تبدیل می‌ش�ود و اگر قدرنس�بت را 6 واحد  اول را 4 واحد کاهش دهیم، به 
 , , ,− −5 2 1  افزایش دهیم، به 3 تبدیل می‌ش�ود. پس دنبالۀ حسابی جدید 

nb اس�ت،  n n( )=− + − = −5 3 1 3 8 اس�ت که جمل�ۀ عمومی آن به‌صورت 
b است. = × − =21 3 21 8 55 پس جملۀ بیست‌و‌یکم دنبالۀ جدید 

6371- گزی1736 مجموع سه جملۀ اول و سه جملۀ آخر را حساب می‌کنیم: 	2

n n na a a a a a( ) ( ) ( )− −+ + + + + = − + + =1 2 1 3 2 6 2 6 2 12

، پس n n na a a a a a− −+ = + = +3 2 2 1 1 چون 

n na a a a( )+ = ⇒ + =1 13 12 4  

7371- گزی1737 پان�زده  ، حاصل‌ض�رب  r= ÷ =11 2
2

و   a =1
1
2

چ�ون  	4

جملۀ اول دنباله برابر است با

P a a r a r a r a r a r

( ) ( )

×
+ + + ×

×

= × × × = × = =

= = × =

14 15
1 2 1414 15 15 15 7 1521 1 1 1 1 1

15 7 15 15 105 901 12 2 2
2 2





8371- گزی1738 می‌دانیم اگر دنباله‌ای هم حس�ابی و هم هندس�ی باش�د  	4
جمله‌های آن با هم برابرند، پس هر سه جمله باید برابر باشند. در نتیجه

 y x x− = + = −9 2 3 3 1  
. x y+ =24 ، پس  y=20 x=4 و  بنابراین 

9371- گزی1739 t به شرط  r x= 3 z و  r x= 2  ، y rx= توجه کنید که  	3
آنکه r قدرنسبت دنباله باشد. پس

 
x z x r x x r

y t rx r x rx r

( ) ( )

( ) ( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 2

3 2

20 20 1 20 1

60 60 1 60 2
 

از تقسیم طرفین تساوی )2( بر طرفین تساوی )1( نتیجه می‌شود
rx r

r
x r

( )

( )

+
= ⇒ =

+

2

2
1 60 3

201
 



)205(

0471- گزی1740  a1 توجه کنید که اگر قدرنسبت دنباله r و جملۀ اول آن  	3
باشد، آن‌گاه 

 
a a a r a r a r r

a a a r a r a r r

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 2 2 2
5 3 1 1 1

7 5 5 2
8 6 1 1 1

96 96 1 96 1

12 12 1 12 2
 

طرفین تساوی‌ )2( را بر طرفین تساوی )1( تقسیم می‌کنیم:

 
a r r

r r
a r r

( )

( )

−
= ⇒ = ⇒ =

−

5 2
1 3

2 2
1

1 12 1 1
96 8 21

 

پس 
 a r r a a( ) ( )( )− = ⇒ − = ⇒ =−2 2

1 1 1
1 11 96 1 96 512
4 4

 

بنابراین
a a r ( )= =− =−4 4

5 1
1512 32
2

 

1471- گزی1741  ، a =1 n و جملۀ اول 1 na a −= +12 با استفاده از رابطۀ 1 	4
جملۀ هشتم را محاسبه می‌کنیم: 

 
a  a a

a  a

a a

                    

         

      

, ,

,

,

= × + = = × + = = × + =

= × + = = × + =

= × + = = × + =

2 3 4

5 6

7 8

2 1 1 3 2 3 1 7 2 7 1 15

2 15 1 31 2 31 1 63

2 63 1 127 2 127 1 255

 

تجربی - 95 �
2471- گزی1742 در ای�ن دنباله، هر جمله از دو براب�ر جملۀ قبل، دو واحد  	4

کمتر است، پس هشت جملۀ اول برابر است با

 
a      a      a

a      a      a

a      a

   , ,

, ,

,

= = × − = = × − =

= × − = = × − = = × − =

= × − = = × − =

1 2 3

4 5 6

7 8

3 2 3 2 4 2 4 2 6

2 6 2 10 2 10 2 18 2 18 2 34

2 34 2 66 2 66 2 130

 

خارج از کشور تجربی - 95 � . a a− = − =8 7 130 66 64 بنابراین 

3471- گزی1743 b2 است، پس a2 و  4 واسطۀ هندسی  2 عدد  	1
a b a b a b( ) += × ⇒ = ⇒ + =2 54 2 2 2 2 2 5

ریاضی - 87 5=/ است.� 2 5
2

، یعنی  a b+
2

واسطۀ حسابی دو عدد a و b برابر 

4471- گزی1744 نظ�ر  در   a a d a d, ,+ +3 10 به‌ص�ورت  را  جمالت  	4
می‌گیریم. در این صورت

a d a a d a d ad a ad

d ad d a

( ) ( )+ = + ⇒ + + = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

3 10 9 6 10

49 4
9

 

a هستند و قدرنسبت این دنباله  a a, ,7 49
3 9

بنابراین جملات دنبالۀ هندس�ی 

تجربی - 92 �.
a

r
a

= =

7
73
3

برابر است با

5471- گزی1745 a12 از دنبالۀ حسابی، دنبالۀ هندسی  a6 و   ، a4 جملات  	1
تشکیل می‌دهند، پس جملۀ ششم واسطۀ هندسی جملات چهارم و دوازدهم است: 

 

a a a a d a d a d

a a d d a a d d

a d d a d

( ) ( )( )= × ⇒ + = + +

+ + = + +

=− ⇒ =−

2 2
6 4 12 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

2
1 1

5 3 11

10 25 14 33

4 8 2

 

ریاضی - 81 � .
a a d d dr
a a d d d

+ − += = = =
+ − +

6 1

4 1

5 2 5 3
3 2 3

بنابراین 

6471- گزی1746 شرط اینکه سه عدد b ،a و c سه جملۀ متوالی یک دنبالۀ  	4
. بنابراین b a c= +2 حسابی باشند این است که 

 
p

p p p p

d p p p d

( ) ( ) ( )

=

+ = + + − ⇒ =

= + − − = + → =6

2 3 4 2 3 5 1 6

3 4 2 3 1 7
 

ریاضی - 84 �
7471- گزی1747 توجه کنید که 	4

a a a a d a a d

a a d d a a d d a d a d

a da a d d a a d d r
a d

( ) ( )

,

= ⇒ + = +

+ + = + ⇒ = ⇒ =

= + = = + = ⇒ = = =

2 2
5 1 11 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

11
5 1 11 1

5

4 10

8 16 10 16 2 8

18 34 12 10 18
12 2

خارج از کشور ریاضی - 87 �
8471- گزی1748 t9 جمالت دنبال�ۀ حس�ابی و  t7 و   ، t3 ف�رض کنی�د  	2

a3 جملات متوالی دنبالۀ هندسی باشند. در این صورت a2 و   ، a1

 
d

a a a t t t t d t d t d

t t d d t dt t d d

t d d d t d t d

( ) ( )( )

( ) ≠

= ⇒ = ⇒ + = + +

+ + = + + +

+ = ⇒ + = → + =

2 2 2
2 1 3 7 3 9 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1

02
1 1 1

6 2 8

12 36 8 2 16

2 20 0 2 10 0 10 0

 

تجربی - 88 بنابراین جملۀ یازدهم دنبالۀ حسابی برابر صفر است.�
9471- گزی1749 طبق فرض، 	3

 
a a a a

a a d
a a

,
− = − ⇒ = = ⇒ = =

−+ =

12 10 12 10
12 10

12 10

5 515 10
12 10 225

 

از طرف دیگر،

 
a a

d a a d ( ) /
−

= ⇒ = + = + = =
−

21 10
21 10

5 7511 10 11 37 5
21 10 2 2

 

خارج از کشور ریاضی - 84 �

0571- گزی1750 a ف�رض می‌کنیم، در  a ar
r
, , س�ه جمل�ه را به‌ص�ورت  	2

این صورت

 

a a ar a a
r
a a ar r r r
r r

r
r r

r

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

: , ,
( )( )

: , ,

× × = ⇒ = ⇒ =

+ + = ⇒ + + = ⇒ − + =

 = ⇒− − = ⇒
 = ⇒

3

2

216 216 6

619 6 6 19 6 13 6 0

2 9 6 4
33 2 2 3 0
3 4 6 9
2

 

در هر دو صورت تفاضل بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین جمله برابر 5 است.
تجربی - 90 �



1571- گزی1751  . a b< ، آن‌گاه  a b< <0 توج�ه کنی�د ک�ه اگ�ر  	2
بنابراین 

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − <5 9 5 9 5 3 5 3 0  

ط�رف  از   . ( ) | | ( )− = − =− − = −25 3 5 3 5 3 3 5 نتیج�ه  در 

. همین‌طور  ( )− = −3 33 2 3 2 دیگر، 

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − >4 5 4 5 2 5 5 2 0  

. به این ترتیب عبارت مورد نظر  ( ) | |− = − = −4 45 2 5 2 5 2 بنابراین 

 . − + − + − = −3 5 3 2 5 2 3 1 برابر است با 

2571- گزی1752 توجه کنید که 	1

 
+

= = = × = = =
3 1 3 1 7

77 4 74 3 2 3 7 14 7 14 148 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

3571- گزی1753 به کمک مخرج مشترک‌گیری عبارت ساده می‌شود: 	4

  × − × − −− = = = =
× × ×

53 5 33 5 3 5 5

5 3 5 3 5 3 5 3
9 9 9 3 9 27 27 3 3 3 0

27 3 27 3 27 3 27 3
4571- گزی1754 صورت و مخرج کس�ر را به ش�کل اعداد توان‌دار با نمای  	3

گویا می‌نویسیم:

 = × × × = ×

= × × × = ×

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

 

. A ( ) ( )×= = = =

×

5 5 5 54 8 8 58 8
5 5 5
4 8 8

3 2 3 3 3
2 2

2 3 2

بنابراین 

5571- گزی1755 توجه کنید که 	3

 
x x x x x x x x x x x x

x x x x x
+ + + + + +

× × =

= = = =

11 1 1 1 1
3 43 4 5 62 3 12 4 20

30 10 20 5 15 3 83 231 60 2360 60 60

 

6571- گزی1756 توجه کنید که  	1

 nn n n nn n× = × = × = = =
1 1 5 11 2

2 2 2 2 29 3 9 3 3 3 3 3 3  
پس 

n
n
= ⇒ =5 1 5

2 2

. n n− = − = =5 537 37 5 32 2 در نتیجه 

7571- گزی1757 چون x عددی مثبت است، تساوی داده شده را به شکل  	4
زیر می‌نویسیم:

 x x x x x x= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =
3 63 2 33 3 3 3  

x=9 و در نتیجه بنابراین 

x x = = = =63 33 3 29 9 9 9 3 3 3 3  

فصل دهم
فصل دوم: آزمون ها

8571- گزی1758 توجه کنید که 	3

 x x x( ) ( )= ⇒ = ⇒ =
5 5 2 2

5 22 2 5 532 2 2  
بنابراین

x ( )
+

= = = =
2 2 4 11 323 3 3 32 2 2 2 2  

9571- گزی1759 ، y و z را ساده‌تر می‌کنیم: x ابتدا  	3

 x a y a z a a            , ,= = = =
53 4 10
64 3 12  

، پس a< <0 1 < و چون  >4 5 3
3 6 4

از طرف دیگر، 

 a a a y z x< < ⇒ < <
54 3
63 4  

0671- گزی1760 4= و ریشۀ چهارم  0 0 راه‌حل اول اولًا واضح اس�ت که  	4
ع�دد صف�ر در بازۀ مورد نظر ق�رار دارد. اکنون ف�رض می‌کنیم a عددی مثبت 

) قرار دارد. یعنی , )0 4 باشد که ریشۀ چهارم مثبت آن در بازۀ 

 a a a( )< < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 40 4 0 4 0 256  
همچنین فرض می‌کنیم b عددی مثبت باش�د که ریشۀ چهارم منفی آن در بازۀ 

) قرار دارد. یعنی , )−3 0

 b b b b( )− <− < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 43 0 0 3 0 3 0 81 
بنابرای�ن a می‌توان�د اعداد صحیح 1 تا 255 و b می‌تواند اعداد صحیح 1 تا 80 
 ،1 ، 0 باش�د. اگر عدد صفر را هم در نظ�ر بگیریم، می‌توان گفت اعداد صحیح 
) دارن�د. تعداد این  , )−3 4 ، … و 255 حداق�ل ی�ک ریش�ۀ چهارم در بازۀ  2

اعداد صحیح 256تاست.
راه‌حل دوم توجه کنید که

 x x x− < < ⇒− < < ⇒ ≤ <4 44 43 4 81 256 0 256  
پس تعداد این اعداد صحیح 256تاست.

1671- گزی1761  . x<0 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که  	3

x x x x x x x x x( ) | |− = − = − × = − × =− −4 44 4 445 4 4

، حاصل عبارت مورد نظر را به ازای x=−1 می‌یابیم: x<0 راه‌حل دوم چون

 x− = =4 45 1 1  
x=−1 برابر 1 است. فقط مقدار گزینۀ )3( به ازای 

2671- گزی1762 توجه کنید که 	3

 

×= = =

= × = × =

×= × = = =

4 55 4 5 4 5

5 5 5 55 5 5

5 5 5 5
5 5 5 54 5

81 81 81 3

96 2 3 2 3 2 3

3 3 3 3 3 3 3 3
381 33 3

 

. − − =−5 5 5 53 2 3 3 2 3 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 



)207(

3671- گزی1763 ، در این صورت a=6 2 راه‌حل اول فرض کنید  	2

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 3 3 3 36 6 22 2 2 2 2  
و

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 32 2 2 26 6 32 2 2 2 2  

. a aa a a
a a

( )++ += = = =
+ ++

23 3 2 32
6

12 2 2
1 11 2

بنابراین 

راه‌حل دوم توجه کنید که 

 ( )++ = =
+ +

633 3
6 6

2 2 12 2 2
1 2 1 2

 

4671- گزی1764 راه‌حل اول توجه کنید که 	4

 x xx   x      
xx x x x x x

( ) ( )− = − = − = −
7 77 777 7

8 7 8 7 8 7
1 1 1 1 1 1  

، پس
x
− =7 1 11

2
در نتیجه 

 x
x x
− = ⇒ = ⇒ =1 1 1 129 1281

128 128 129
 

راه‌حل دوم از تساوی داده شده نتیجه می‌شود

 
x x  

x x xx

x
x x

( ) ( )

( )

− = ⇒ − =

− = = ⇒ = ⇒ =

77
7

7

1 1 1 1 1 11 1
2 2

1 1 1 1 129 1281
2 128 128 129

 

5671- گزی1765 ابتدا توجه کنید که x مثبت است. می‌توان نوشت 	3

 
x x x x

x x x

( ) ( )

( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

3 3 6 64 4 12 12

3 2

3 3 3 9 9 3 9

33 9 3 3 9
3

 

6671- گزی1766 . می‌توان نوشت x>0 ابتدا توجه کنید که  	4

 

x x x

x x x x

x x x x x

( )

( )

+ ++ +

=

× × = × × ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

4 3 43 2

1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
26 2 6 124 12 24 2 24 4 12 24

9 9 1 1 1 1 1 1
24 12 24 12 2 12 12 2

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 9

 

7671- گزی1767 توجه کنید که 	1

 

x
x x x

x
x x x

( )
( )

( )
( )

( )
−

− − −

−
− − −

= = =

= = =

6 2
6 63 6 2 3 2 26

3 4 2
3 34 2 3 4 2 4 23

9 3 3 3

27 3 3 3

 

بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود
x x x x
x

x x( )
− − − − −
−
= ⇒ = ⇒ = ⇒− = ⇒ =−

2 2 4 2 3 3 3
4 2

3 27 3 3 3 3 3 3 1
3

8671- گزی1768 . در تساوی داده شده اعداد را  a>0 ابتدا توجه کنید که  	2
با نمای گویا می‌نویسیم و ساده می‌کنیم:

a a a a a a a

a a a a a

( )
+ +

+ +

× × = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

× ×

1 1 1 11 1 1 116 2 3 62 3 2 22 2
1 1 1 1 1 1 1
4 5 20 4 5 20 2

3 3 3 3 3

. a=9 بنابراین 

9671- گزی1769 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	1

 a b a b b a b a      ,= × = ×
1 11 1

33 6 62 3  
بنابراین

 
a b b a a b b a a b a b

a b

( ) ( )

( ) ( )

× = × × × = × = ×

= = = = =

1 1 4 3 1 11 1
33 4 36 6 6 6 6 62 3

1 1 3 1
4 3 6 6 6 227 3 3 3

 

. در این صورت b=3 راه‌حل دوم فرض کنید a=1 و 

 a b  b a  × = = × = =
1 31

33 3 3 6 633 3 3 3 3 3  

0771- گزی1770 >a و در  <0 1 ، پ�س  a a>3 راه‌ح��ل اول چ�ون  	3
 a< <0 . همچنین از فرض 1 a a> a و  a>4 نتیجه واضح اس�ت ک�ه 

 . a a>3 42 3 ، یعنی  a a>12 128 9 a و در نتیجه  a>8 9 نتیجه می‌شود 

a درست نیست، زیرا a> 33 2 ولی 

 a a a a a a a< < ⇒ < ⇒ < ⇒ <6 6 39 4 9 4 3 20 1  

 . a< <0 ، پس 1 >1 1
2 3

a و چون  a>
1 1
3 2 ، پس  a a>3 راه‌حل دوم چون 

بررسی گزینه‌ها به‌صورت زیر است: 

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1

441 1
4

گزینۀ )1( �

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1
21 1

2
گزینۀ )2( �

 a a a a> ⇒ < ⇒ <
3 2

33 22 33 2
2 3

گزینۀ )3( �

 a a a a< ⇒ > ⇒ >
2 3

3 42 33 42 3
3 4

گزینۀ )4( �

بنابراین گزینۀ )3( نادرست است.

1771- گزی1771 x را به توان دو می‌رسانیم:  y+ =4 طرفین رابطۀ  	4

 x y xy+ + =2 2 2 16
، پس xy=2 چون 

 x y x y+ + = ⇒ + =2 2 2 24 16 12
حال، طرفین رابطۀ اخیر را به توان دو می‌رسانیم:

 
x y x y x y xy

x y x y

( )+ + = ⇒ + + =

+ + × = ⇒ + =

4 4 2 2 4 4 2

4 4 4 4

2 144 2 144

2 4 144 136

2771- گزی1772 14− مربع کامل هس�تند.  6 5 14+ و  6 5 اع�داد  	3

 . ( ) ( )+ = + + × = + + = +
22 214 6 5 9 5 2 3 5 3 5 2 3 5 3 5 زی�را 

. بنابراین ( )− = − 214 6 5 3 5 به همین ترتیب 

( )+ − − = + − − =14 6 5 14 6 5 3 5 3 5 2 5  

3771- گزی1773 توجه کنید که بنابر اتحاد مزدوج، 	2
x x x x x x( )( ) ( ) ( )+ − + + + + = + − + =11 3 11 3 11 3 8

بنابراین
 x x x x( )+ + + = ⇒ + + + =2 11 3 8 11 3 4 2  



فصل دوم: آزمون ها
)208(

4771- گزی1774  − +−
+ −

24 4 24 4
24 4 24 4

ابتدا عب�ارت را به‌صورت  	1

می‌نویس�یم. اکنون با مخرج مش�ترک‌گیری و اس�تفاده از اتحاد م�زدوج نتیجه 
می‌شود که عبارت مورد نظر برابر است با

 ( ) ( )

( )

− − + − −= = =− =−
+ × − −2 2

24 4 24 4 8 8 8 2 2
824 4 24 4 24 4

 

5771- گزی1775 به کمک اتحاد مربع مجموع سه جمله عبارت را ساده می‌کنیم: 	4

 
a b c a b c ab ac bc

a b c a b c ab ac bc

( )

( )

+ − = + + + − −

− + = + + − + −

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
 

بنابراین

 

A a b c ab ac bc a b c

ab ac bc a b c

ab ac bc ab ac bc

      

( )

= + + + − − − − −

+ − + + + +

= − + = − +

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 3 3 3

6 6 6 2 2 2

8 8 4 4 2 2

 

6771- گزی1776 توجه کنید که 	2

 x x x x x x x x

x x x x

( )− − = − + − −

= − + −

2 3 4 6 5 4 3 4

6 5 4 3

2 2 6 12 8 2

6 10 8
x4 برابر 10 است. بنابراین ضریب 

7771- گزی1777 a را به توان س�ه  b− =3 3 3 4 اگر دو طرف تس�اوی  	2
برسانیم، از اتحاد مکعب تفاضل دو جمله نتیجه می‌شود

 
a b a b a b a b ab

a b a b a b

( ) ( )

( )

− − − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − − = ⇒ − =

3 3 3 3 3 3

3 3

3 4 3 4 4

3 2 4 4 3 2 4 10
 

8771- گزی1778 راه‌حل اول بنابر اتحاد چاق و لاغر، 	4

     
a b aba b a b a b

     (1)( )( ) ( )− = − + + = + +
3 3 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14
3

. بنابراین از تساوی )1( 
a b aba b

( )+ = − + = +2 2
2 2

1 1 1 1 2 24
3

از طرف دیگر، 

نتیجه می‌شود

  
a b

( )− = + + =
3 3

1 1 2 14 16 68
3 3

 

  را به توان سه برسانیم.
a b
− =1 1 4 راه‌حل دوم توجه کنید که اگر طرفین رابطۀ 

 

  
ab  

a b               

  
a b a a b ab b

   
ab a ba b

 
a b

,

( )

( )

= − =

− = ⇒ − + − =

− − − =

→ − = + × =

3 3
3 2 2 3

3 3

1 13 4

3 3

1 1 1 3 3 14 64

1 1 3 1 1 64

1 1 364 4 68
3

 

9771- گزی1779 اگر از اتحاد چاق و لاغر اس�تفاده کنیم، عبارت مورد نظر  	4
برابر است با

 
( )( )

= = = =
+

+ − × + +
2 2 3 33 3 3 3 3 3 3 3

5 5 5 5 1
3 2 5

3 2 3 3 2 2 3 2

0871- گزی1780 ب�ه کم�ک اتح�اد جمل�ۀ مش�ترک عب�ارت را به‌صورت  	3
زیر می‌نویسیم:

 
A x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( ) ( )

= − + − + = − − − +

= − − − + = − − − +

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1
اکنون به کمک اتحاد مربع مجموع دو جمله عبارت را به‌صورت زیر می‌نویسیم:

 A x x( )= − −2 21  

1871- گزی1781 توجه کنید که 	1

 
x x x

x xx

x  
x

( ) ( )( )

( )

+ = + −

= + − = − =

2 2
2

2 2

4 2 22
3 39
2 4 4 233

3 3 3 3

 

. x x
x x

( )+ = + = × =2 2
2 2

4 4 233 3 3 23
33 9

بنابراین 

2871- گزی1782  . a>0 نتیج�ه  ، در  a
a

| |= + >1 2 0 توج�ه کنی�د ک�ه  	3

a درمی‌آید. اکنون توج�ه کنید که 
a
− =1 2 بنابرای�ن، ف�رض مس�ئله به ش�کل 

. بنابراین a a  
a a

( ) ( )+ − − =2 21 1 4 . از طرف دیگر،  a a
a a

| |+ = + >1 1 0

 
a

aa a
a a

( )
+ >

+ = + = → + =
1 0

21 14 4 8 2 2  

3871- گزی1783 . بنابراین ( )− = − 23 2 2 2 1 توجه کنید که  	1

 ( )( ) ( )( ) ( )− − = − − = −2 32 1 3 2 2 2 1 2 1 2 1  
و در نتیجه

( )( )− − = −3 2 1 3 2 2 2 1  

4871- گزی1784  . A ( )( )( )= + + +
1 1 1
8 4 23 1 3 1 3 1 فرض کنید  	2

، که همان a است، ضرب می‌کنیم: −
1
83 1 دو طرف این تساوی را در 

 

A( ) ( )( )( )( )

(( ) )( )( ) ( )( )( )

( )( )

− = − + + +

= − + + = − + +

= − + = − =

1 1 1 1 1
8 8 8 4 2

1 1 1 1 1 1
28 4 2 4 4 2

1 1
2 2

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 2

 

 . A
a

= =

−
1
8

2 2

3 1

بنابراین 

5871- گزی1785 توجه کنید که 	1
 a b c a b c ab bc ac( )− + = + + − − +2 2 2 2 2 2 2

بنابراین
 ab bc ca ab bc ca( ) ( )= − + − ⇒ =− + −210 66 2 34 2  

. ab bc ca+ − =−17 پس 

6871- گزی1786 بنابر اتحاد مکعب مجموع دو جمله، 	4

 
a b a b a a b ab b a b

ab a b ab
ab

( )

( ) ( )

− − + = − + − − +

=− − =− =−

3 3 3 3 2 2 3 3 33 3

33 3 9
 



)209(

7871- گزی1787 توجه کنید که 	2
 a b a b a b ab( )(( ) )+ = + + −3 3 2 3  

از طرف دیگر،

a b

ab

( )( )

( )( )

+ + −+ = + = = =
−− + − +

= = =
−− +

1 1 3 2 3 2 2 3 2 3
3 23 2 3 2 3 2 3 2

1 1 1
3 23 2 3 2

. a b ( )+ = × − =3 3 2 3 4 3 3 18 3 بنابراین 

8871- گزی1788 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	2
 a b a b ab ab ab( )− = + − ⇒ = − ⇒ =−2 2 2 2 25 17 2 4  

بنابراین، طبق اتحاد چاق و لاغر،
 a b a b a b ab( )( ) ( )− = − + + = − =3 3 2 2 5 17 4 65  

a=4 و b=−1 در تس�اوی‌های داده ش�ده صدق  راه‌حل دوم توجه کنید که 
. a b− =3 3 65 می‌کنند، در این صورت 

9871- گزی1789 ابتدا توجه کنید که 	1

 aba b a b
a b a b

  =++ = ⇒ = → + =
2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 7 7 7  

از طرف دیگر،
 a b a b ab( )+ = + + = + =2 2 2 2 7 2 9  

a نی�ز منف�ی اس�ت، در نتیج�ه  b+ چ�ون a و b عددهای�ی منفی‌ان�د، پ�س 
. به این ترتیب، بنابر اتحاد چاق و لاغر، a b+ =−3

 a b a b a b ab( )( ) ( )( )+ = + + − = − − =−3 3 2 2 3 7 1 18  

0971- گزی1790 توجه کنید که 	2

 

a a a a a a a a a a

a a a a a

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( )

( )

− + + + + + + = − + +

= − + × + = − = −

= − = − =

4 3 2 10 5 5 10 5

5 5 2 5 5 3 15

5 15 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

3 1 3 1 26

 

1971- گزی1791 می‌توان نوشت 	4

 a b a b a b a b
b a b aa b b a

( )+ = + = − + × × = + =
4 4 2 2 2 2
2 2 2 2

2 8 2 66  

2971- گزی1792 ابتدا دو طرف تساوی داده شده را با 1 جمع می‌کنیم: 	3

 a a
a a

+ = ⇒ + + =
+ +
1 14 1 5

1 1
 

اکنون دو طرف این تساوی را به توان دو می‌رسانیم:

a a a
a aa

a a
a a

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

+ + = ⇒ + + + + × =
+ ++

+ + + = ⇒ + + = − =
+ +

2 2 2
2

2 2
2 2

1 1 11 5 1 2 1 25
1 11

1 11 2 25 1 25 2 23
1 1

3971- گزی1793 a را حساب می‌کنیم: b( )− 2 راه‌حل اول ابتدا مقدار  	3

 
a b( ) ( )

( )( )

− = − − +

= − + + − − + = − =

2 23 2 2 3 2 2

3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 3 2 2 6 2 4
 

بنابراین
 a b a b( ) (( ) )− = − = =6 2 3 34 64  

راه‌حل دوم توجه کنید که

 
a

b

( )

( )

= − = − = −

= + = + = +

2

2

3 2 2 2 1 2 1

3 2 2 2 1 2 1
 

 . a b( ) ( ) ( )− = − − − = − =6 6 62 1 2 1 2 64 پس 

4971- گزی1794 طرفین تس�اوی‌های داده ش�ده را در ه�م ضرب می‌کنیم  	3
. بنابراین  x a x x a x a( )( )− + − − = +1

 x a x a a− − = + ⇒ =− 11
2

 

5971- گزی1795 توجه کنید که 	4
 a b c a b c bc ab ac( ) ( )− − = + + + − −2 2 2 2 2  

 . a b c− − =±6 . بنابراین  a b c( ) ( )− − = + =2 28 2 4 36 پس 

6971- گزی1796 . a b a b ab a b( ) ( )+ = + + +3 3 3 3 توجه کنید که  	4
دو طرف تساوی داده شده را به توان سه می‌رسانیم:

 

x

x x

   

( ) ( )

( )

( )

= − + +

+ − + − + +

= − + + + − = −

3 33 3 3

3 3 3 3

3

3 2 3 2

3 3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 3 4 2 3 3

 

. x x+ =3 3 2 3 بنابراین 

7971- گزی1797 اگر تس�اوی دوم را یک بار با تساوی اول جمع و بار دیگر  	2
از آن کم کنیم، به‌دست می‌آید

 
a ab b a b a b a b

a ab b a b a b a b

( )

( )

+ + + = ⇒ + = ⇒ + =

+ − − = ⇒ − = ⇒ − =

3 2 3 2 3

3 2 3 2 3

3 3 125 125 5

3 3 27 27 3
 

. a b
a b
+ =
−

5
3

بنابراین 

8971- گزی1798 بنابر فرض، 	3

 

a a
a a a
a a a

a a a

− = ⇒ − =

− = ⇒ − =

1 12 2

1 12 2
 

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به‌دست می‌آید

 a a
a a

+ − = ⇒ + =1 12 2 4  

و اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به‌دست می‌آید

 a a
aa

+ + + =3
3

1 33 64  

. a
a

( )+ = − =3
3

1 64 3 4 52 به این ترتیب 

9971- گزی1799 ابتدا توجه کنید که 	3

 
a ( )

(( ) ( ) )

= × + × + × = + +

= + × +

3 3 3 3 33 3

3 2 3 3 32 2

2 9 2 15 2 25 2 9 15 25

2 3 3 5 5
 

در نتیجه، از اتحاد چاق و لاغر نتیجه می‌شود:

 
ab ( )(( ) ( ) )( )

(( ) ( ) )( ) ( )

= − + +

= − = − =−

3 3 3 3 3 3 32 2

3 3 3 3 33 3

3 5 3 3 5 5 2

3 5 2 3 5 2 2 2
 



فصل دوم: آزمون ها
)210(

180018 توجه کنید که0- گزی0 	3

 

A x y x x y x y xy y

x y x x y x y x y y

x y x y

( )( )

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) )

( )

= − + + + +

= − + + + +

= − = −

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

5 5 5 5

2 2 4 8 16

2 2 2 2 2

2 32

y=5 مقدار A برابر است با  4 =x و  52 2 بنابراین به‌ازای 

A ( ) ( )= − = × − × =−5 55 52 2 32 4 32 2 32 4 64

180118 a مثبت است، بنابراین این عبارت را 1- گزی0 b
a b
+
−

مقدار عبارت  	2

a نوشت. به این ترتیب b
a b

( )+
−

2 می‌توان به‌صورت 

a b a b a b ab ab ab ab
a b a b ab ab aba b ab

( )+ + + + += = = = =
− − −+ −

2 22
2 2

2 8 2 10 5
8 2 6 32

180218 ، دو طرف تس�اوی 2- گزی0 x  ≠ 0 راه‌ح��ل اول با توجه به اینکه  	1

x را به‌دست می‌آوریم:
x

+ 1 داده شده را معکوس می‌کنیم و مقدار 

 x x x
x x x x
+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 21 1 14 4 4  

، ابتدا مقدار معکوس آن را حساب می‌کنیم: x
x +

2

4 1
برای محاسبۀ مقدار 

 x x x x
xx x x x

( )+ = + = + = + − = − =
4 4 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 4 2 14  

. x
x

=
+

2

4
1

141
بنابراین 

x نتیجه می‌شود
x

=
+2

1
41

راه‌حل دوم از تساوی 

 x x x x+ = ⇒ = −2 21 4 4 1 
. به جای  x x x= − +4 216 8 1 دو طرف این تساوی را به توان دو می‌رسانیم: 

 : x−4 1 x2 قرار می‌دهیم 

 x x x( )= − − + =4 16 4 1 8 1 x x x− − = −64 8 15 56 15

. x x x
x xx ( )
− −= = =
− −+

2

4
4 1 4 1 1

56 14 14 4 1 141
بنابراین 

180318 می‌توان نوشت3- گزی0 	4

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

+ × − × −

= + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = − =

63

66 63 2

6 63 2 3 3

2 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 4 1
180418 راه‌حل اول فرض کنید4- گزی0 	3

 a+ + − =3 8 3 8  
طرفین این تساوی را به توان دو می‌رسانیم:

 a ( )( )= + + − + + − = + − =2 3 8 3 8 2 3 8 3 8 6 2 9 8 8  
. از طرف دیگر، می‌دانیم a= 8 بنابراین 

 = = =63 3 32 2 8 2 2  
8× یا همان 4 است. 2 پس مقدار عبارت داده شده برابر 

راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که

 

( )

( )

+ = + = + = +

− = − = − = −

= =

2

2

3 3

3 8 3 2 2 2 1 2 1

3 8 3 2 2 2 1 2 1

2 2 8 2

 

 .( ) ( )+ + − = + + − =33 8 3 8 2 2 2 1 2 1 2 4 پس 

180518 توجه کنید که5- گزی0 	1

 
a b c ab bc caa b c

( ) ( )+ + = + + + + +2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 12  

از طرف دیگر،

 a b ca b c abc
abc ab bc ca
+ ++ + = ⇒ = ⇒ + + =1 1 16 6 6  

.
a b c
+ + =

2 2 2
1 1 1 13 . در نتیجه 

a b c
( )= + + +2

2 2 2
1 1 15 2 6 بنابراین 

180618 ابت�دا دو ط�رف تس�اوی را به توان س�ه می‌رس�انیم و از 6- گزی0 	4
اتحاد مکعب تفاضل دو جمله استفاده می‌کنیم:

a a a a a a a( ) ( ) ( )= + − − = + − − − − + − −33 3 3 33 2

1
1 5 5 5 5 3 25 5 5



a و در نتیجه  − =3 2 25 3 . بنابراین  a= − −3 21 10 3 25 در نتیجه 
a − =2 25 27

180718 a مقدار 7- گزی0 a
a a

( )− = + −2 2
2

1 1 2 ابت�دا به کمک اتح�اد  	2

a را حساب می‌کنیم:
a

− 1

 a a
a a

( )− = − = ⇒ − =±21 118 2 16 4  

a درست است. اکنون 
a

− =−1 4 . بنابراین  a
a

<1 >a نتیجه می‌شود  <0 از 1

a را 
a

−3
3

1 a مقدار  a a
a aa

( ) ( )− = − − −3 3
3

1 1 13 با اس�تفاده از اتح�اد 

حساب می‌کنیم:

 a a
a a

( ) ( )− = − − − ⇒ − =−3 3 3
3 3

1 14 3 4 76  

180818 طبق اتحاد چاق و لاغر می‌توان نوشت8- گزی0 	3

a

( )(( ) ( ) ) ( ) ( )+ − × + = + = + =3 3 3 3 3 3 3 32 2 3 35 3 5 3 5 3 5 3 5 3 8


.
a

+ =3 3 85 3 بنابراین 

180918 توجه کنید که9- گزی0 	1

a ab b a ab b a b a ab b

a b a ab b a b

( )( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

− + + + = − + +

= − + + = −

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 2

2

اگر تساوی‌های داده شده را با هم جمع کنیم، به‌دست می‌آید

 a b a b− = ⇒ − =3 3 3 35 5 15 3  
بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر 9 است.



)211(

0181- گزی1810 ، دو طرف معادلۀ داده ش�ده را  x≠±1 با توجه به اینکه 	2
x ضرب می‌کنیم و نتیجه می‌شود −2 1 در 

 

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

x x x x    (.¡.¡.ù)

( )( )

( )( )( )

( )( )

( )( ) ,

− + + + = + − +

+ − + + + = + − +

+ − = + − +

+ − − = + − + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 5 6 7 2

5 6 7 2

6 6 7 2

7 6 6 7 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 2 0

2 1 0 2 1





 

پس معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد.

1181- گزی1811 راه‌حل اول عبارت مورد نظر را به‌صورت زیر تجزیه می‌کنیم: 	2

 x x x x x x x x

x x

( ) ( )

( )( )

+ − = − + − = − + −

= − +

2 26 7 3 6 2 9 3 2 3 1 3 3 1

3 1 2 3
 

x−3 در تجزیۀ عبارت وجود دارد. پس عامل 1
 راه‌ح��ل دوم عب�ارت م�ورد نظ�ر را A می‌نامی�م و آن را ب�ه کم�ک اتح�اد 

جملۀ مشترک به‌صورت زیر تجزیه می‌کنیم: 

 A x x A x x x x

x x

( )( )

( )( )

= + − ⇒ = + − = − +

= × − +

2 26 7 3 6 36 42 18 6 2 6 9

2 3 3 1 2 3
 

x−3 در تجزیۀ وجود دارد.  A و عامل 1 x x( )( )= − +3 1 2 3 بنابراین 

2181- گزی1812 توجه کنید که 	1
x x y y x x y y x y

x y x y x y x y

( ) ( ) ( )

( ( ))( ) ( )( )

− + − − = − + − − + = − − −

= − − − − + − = − + + −

2 2 2 2 2 22 4 3 2 1 4 4 1 2

1 2 1 2 1 3
x عاملی از عبارت است. y− +1 بنابراین 

3181- گزی1813 توجه کنید که 	2

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

16 100 20 100 4 10 4

10 2 10 2
 

x است. x+ +4 216 100 x عامل  x− +2 2 10 بنابراین 

4181- گزی1814 راه‌حل اول توجه کنید که  	3

 

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ + + = + + +

= + − + + +

= + − + + = + + +

3 2 3 2

2

2 2

2 2 1 1 2 2

1 1 2 1

1 1 2 1 1

 

x است.  x x+ + +3 22 2 x عامل 1 x+ +2 1 بنابراین 
راه‌حل دوم توجه کنید که 

 
x x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

+ + + = + + + +

= + + + = + + +

3 2 3 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1

1 1 1 1
 

x است.  x x+ + +3 22 2 x عامل 1 x+ +2 1 بنابراین 

5181- گزی1815 ابت�دا به کم�ک اتحاد مربع مجم�وع دو جمله، عبارت را  	3
به شکل زیر می‌نویسیم:

x y x y x y x y x y( ) ( )= + − + = + −2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22A x y x y= + +4 4 2 2

اکنون به کمک اتحاد مزدوج، عبارت را تجزیه می‌کنیم:
 A x y xy x y xy( )( )= + − + +2 2 2 2  

x وجود دارد.  y xy+ −2 2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

6181- گزی1816 صورت و مخرج کسر دوم را تجزیه می‌کنیم: 	1

x x x x

x x x x x x x x x x

( )( )

( ) ( ) ( )( )

− = − + +

+ − = + − − = + − + = + −

3 2

2 2

1 1 1

2 3 5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 1

. x xx x
x x xx x x

( )( )

( ) ( )( )

+ −+ + × =
+ − + +

2

2
2 5 11 1

2 5 1 1
بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

7181- گزی1817 به کمک مخرج مشترک‌گیری عبارت را ساده می‌کنیم: 	1

 x x x
xx x x x x x x x( ) ( )

++ = + = =
+ + + + +

2

2 3 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
 

8181- گزی1818 توجه کنید که 	4

 

a a  a a  
a a a a aa a

a a aa a  
a

a a  
aa

( ) ( )

( )

( )

− + −
− + − += =
− + −

= + = − + = + =

5
6 4 2 5

2 4 33

2 2 2
2

1 1
1

1

1 1 2 3 2 11

 

9181- گزی1819 ابتدا صورت و مخرج کسر را تجزیه می‌کنیم: 	2

 
a a a a a a a a

a a a a a a a a

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

− − + = − − − = − −

− − + = − − − = − −

6 4 2 4 2 2 2 4

3 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
 

. چون  a a a
aa a

( )( )

( )( )

− − −=
−− −

4 2 4

2
1 1 1

11 1
در نتیج�ه عبارت م�ورد نظر برابر اس�ت با 

، پس عبارت مورد نظر برابر است با  a ( )= =4 42 4

 − += = × = +
− − − +

4 1 3 3 2 1 3 2 3
2 1 2 1 2 1 2 1

0281- گزی1820 . در این صورت، بنابر  A a b= −3 3 فرض می‌کنی�م  	2
اتحاد مکعب تفاضل دو جمله،

A a b a b a b a b

ab A A

( ) ( )

( )

= − = − − −

= − = −

3 3 3 3 3 33 3

3

3

76 3 76 3

بنابراین

 
A A A A A A

A A A A A A A

( )

( )( ) ( ) ( )( )

+ − = ⇒ − − + = ⇒ − + − =

− + + + − = ⇒ − + + =

3 3 3 3

2 2

3 76 0 64 12 3 0 4 3 4 0

4 4 16 3 4 0 4 4 19 0
 

 . A=4 ، در نتیجه  A− =4 0 . پس  A A A( )+ + = + + ≠4 24 19 2 15 چون 0

1281- گزی1821 عبارت را به‌صورت زیر تجزیه می‌کنیم: 	3
a ab b a ab ab b a a b b a b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

− − = − + − = − + −

= − +

2 2 2 22 3 2 2 4 2 2 2 2

2 2

a وجود دارد. b−2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

2281- گزی1822 . در این‌صورت x x A− =2 راه‌حل اول فرض کنید  	2
x x x x A A A A( ) ( ) ( )( )− − − + = − + = − −2 2 2 214 24 14 24 2 12

اکنون توجه کنید که 

 
A x x x x

A x x x x

( )( )

( )( )

− = − − = + −

− = − − = − +

2

2

2 2 1 2

12 12 4 3
 



فصل دوم: آزمون ها
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x+3 عامل‌های عبارت مورد نظر هس�تند.  x−4 و   ، x−2  ، x+1 بنابراین
اکنون توجه کنید که

 
x x x x x x x x

x x x x x x x x

      

      

( )( ) , ( )( )

( )( ) , ( )( )

+ + = + + − − = + −

+ − = − + − − = − +

2 2

2 2

4 3 1 3 2 3 1 3

6 2 3 3 4 4 1
 

x عامل عبارت مورد نظر نیست.  x− −2 2 3 بنابراین 
راه‌حل دوم با توجه به عامل‌های عبارت‌های ذکر ش�ده در گزینه‌ها، که در راه‌حل 
 ، x+3  ، x+1 اول نوشته‌ایم، کافی است بررسی کنیم که کدام‌یک از عبارت‌های
x−4 عام�ل عب�ارت داده ش�ده در صورت س�ؤال نیس�ت.  x−2 و   ، x−3

. در این‌صورت P x x x x x( ) ( ) ( )= − − − +2 2 214 24 فرض کنید 

 
P P

P

      ( ) , ( )

( )

− = − + = − = − + =

= − + =− ≠

1 4 28 24 0 3 144 168 24 0

3 36 84 24 24 0
 

x−3 عامل عبارت مورد نظر نیس�ت. در نتیجه گزینۀ )2( عامل عبارت  پس 
مورد نظر نیست.

3281- گزی1823 توجه کنید که 	1

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

4 3 1 4 4 1 2 1

2 1 2 1
 

 x x+ +22 1 x و  x− +22 x عبارت‌های 1 x+ +4 24 3 1 بنابراین عامل‌های 
1− و 1 هستند که حاصل‌ضرب آن‌ها  هس�تند، یعنی مقادیر ممکن a عددهای 

1− است. برابر 

4281- گزی1824 توجه کنید که با اس�تفاده از اتحاد مربع تفاضل دو جمله  	4
می‌توان نوشت

 
x x y y x x y y x y

x y x y( )

− + = − + −

= − −

4 2 2 4 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2

4 16 9 4 12 9 4

2 3 4
 

طبق اتحاد مزدوج این عبارت به‌صورت زیر تجزیه می‌شود:
 x xy y x xy y( )( )− − + −2 2 2 22 2 3 2 2 3  

x وجود دارد.  xy y− −2 22 2 3 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

5281- گزی1825 عب�ارت را ابت�دا به کمک فاکتورگیری و س�پس به کمک  	1
اتحاد مزدوج تجزیه می‌کنیم:

 
a ab a b b a a b b a b

a b a b a b a b a b

( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

− − + = − − −

= − − = − + −

3 2 2 3 2 2 2 2

2 2

3 3 2 2 3 2

3 2 3 2
 

a وجود دارد. b−3 2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

6281- گزی1826 توجه کنید که 	2

 
x x x x x x x

x x x x

      ( )( ) , ( )( )

( )( )

+ = + − + − = − +

+ − = + −

3 2 2

2

1 1 1 1 1 1

2 3 3 1
 

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با
x x x x x

x
x x x x

( )( ) ( )( )

( )( )

+ − + + −
× = +

− + − +

2

2
1 1 3 1 3

1 1 1
 

7281- گزی1827 به کمک مخرج مشترک‌گیری عبارت را ساده می‌کنیم: 	3
x x

   
x x x x x x x xx

xx
x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

− − − +
− − = − − =

+ − − + + − − +−
−−= =− =−

− + − + +

2
2 1 12 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11
2 12 2 2

1 1 1 1 1

8281- گزی1828 به کمک مخرج مشترک‌گیری عبارت را ساده می‌کنیم: 	1

x x xx
x x x x x x

xx
x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − − −
− − =

− + − + − +

−−= =− =−
− −

2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2

2 48 2 2
4 4

9281- گزی1829 ابتدا توجه کنید که 	1

 a b a b a b a b ab  
b a abb a a b

     ,− + +− = + + =
3 3 2 2

2 2 2 2
1  

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

a b a b aba b a b ab a b 
aba b a b ab ab a b ab ab

a b
ab

( )( )

( ) ( )

( )

( )( )

− + +− + + −÷ = =
+ + + +

− − +−= = =−
− +

2 23 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2
3 2 3 2

0381- گزی1830 راه‌حل اول توجه کنید که 	4
a a a a a a a

a a a a

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + + − +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

1 2 1 1

1 1

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a a a a a
a

a a

( )( )( )− + + − +
= − = − =

− +

2 2
3

2
1 1 1 1 5 1 4

1
 

)a ضرب کنیم،  )+1 راه‌حل دوم اگر صورت و مخرج عبارت داده ش�ده را در 
می‌توان نوشت

 

a a a a a a a

a a a a

a aa a
a a

( )( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )

+ − + + − + +
=

+ − + +

− +−= = = −
+ +

4 2 2 4 2

2 3

3 36 3
3 3

1 1 1 1 1
1 1 1

1 11 1
1 1

 

 .( ) − =3 35 1 4 =a برابر است با  3 5 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر به ازای 

1381- گزی1831 می‌توان نوشت 	2

( ) ( )( )

( )( )

( )( )( ) ( )

( )

− + − +−= = =
− − +−

− + + +
= =

+
= = +

22 2 2 2 2 2 2 21 2 2
22 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 21
4 2

 

2381- گزی1832 راه‌حل اول ابتدا مخرج کس�رها را گویا می‌کنیم، س�پس  	2
عبارت را ساده می‌کنیم:
( )

( )( ) ( )( )

( )

+++ = +
− − − + − +

++= + =− − + + =
− −

7 3 21 7 1 2
1 2 3 2 1 2 1 2 3 2 3 2

7 3 21 2 1 2 3 2 2
1 2 9 2

راه‌حل دوم ابتدا مخرج مشترک می‌گیریم:

 ( )

( )( ) ( )

−− + − −+ = = = =
− − − − − −

2 5 4 21 7 3 2 7 7 2 10 8 2 2
1 2 3 2 1 2 3 2 5 4 2 5 4 2

 



)213(

3381- گزی1833 راه‌حل اول توجه کنید که 	1

 ( )( ) ( )( )

( )( )

− + − +− = = = +
−− − +

4 4
4

4 4 4
2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1
 

 . + − =4 42 1 2 1 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 
راه‌حل دوم با مخرج مشترک گیری می‌توان نوشت:

 ( )− − −− − − + −− = = = =
− − − −

4 4 4 44
4 4 4 4

2 1 2 2 12 1 2 1 2 2 2 12 1
2 1 2 1 2 1 2 1

 

4381- گزی1834 4− ضرب  2  را در 1
+4

1
2 1

ص�ورت و مخ�رج کس�ر  	2

. بنابراین − −× =
−+ −

4 4

4 4
1 2 1 2 1

2 12 1 2 1
می‌کنیم: 

( )( )

− − +− = − =
− − − −+

+ += = = = +
−− − +

4 4 4 4 4

4
2 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 2 12 1
1 2 1 2 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1

5381- گزی1835 توجه کنید که  	4

( )
( )

( )
( )

−− − − −= × = × × = = −
+ + + −

−− − −= × = = −
−+ + −

2
2

2
2

8 5 18 5 8 5 1 5 1 5 18 8 2 5 1
45 1 5 1 5 1 5 1

5 25 2 5 2 5 2 5 2
5 45 2 5 2 5 2

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 ( ) ( ) ( ) ( )− − − = − − − =2 22 5 1 5 2 2 6 2 5 9 4 5 3  

6381- گزی1836  را گویا می‌کنیم. برای 
+ +

8
1 2 3

ابتدا مخرج کس�ر  	2

+ ضرب می‌کنیم: −1 2 3 این کار صورت و مخرج را در 

( )

( ) ( )

( )

+ −+ −× =
+ + + − + −

+ −
= = + −

2 2
8 1 2 38 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
8 1 2 3 1 2 3

2 2
. x( ) ( )− = =2 21 2 2 =x و در نتیجه  +1 2 بنابراین 

7381- گزی1837 ب�رای گویا کردن مخرج کس�ر، صورت و مخرج آن را در  	2
مزدوج مخرج ضرب می‌کنیم:

 

A

( )

( ) ( )

( )( )

( )

+ + − + + −= ×
+ − − + + −

+ + −
=

+ − −

+ + − + + −
=

+ − −

+ −= = =

2

2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3 2 2 3 2 3
2 3 2 3

4 2 4 3 6 3
2 3 2 3

 

8381- گزی1838  ریشۀ سوم وجود دارد، 
−3 3
1

3 2
چون در مخرج کس�ر  	3

برای گویا کردن مخرج این کسر از اتحاد چاق و لاغر استفاده می‌کنیم. 
در  را  کس�ر  ای�ن  مخ�رج  و  ص�ورت  ترتی�ب،  ای�ن  ب�ه 

+ ضرب می‌کنیم: + = + +3 33 3 33 32 23 3 2 2 9 6 4

 ( ) ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +
−

3 33 3 3 3

3 3 3 3 3 3 33 3 3 3

33 3 33 3

1 1 9 6 4 9 6 4
3 2 3 2 9 6 4 3 2

9 6 4 9 6 4
3 2

 

به این ترتیب، عبارت مورد نظر برابر است با

 ( )+ + − + − =3 3 33 3 3 39 6 4 9 6 4 2 4

9381- گزی1839 ابتدا توجه کنید که  	1

 ( )− + = − +3 3 3 3 32 4 2 2 4 2 1  
بنابراین

 A     
( )

= − = −
− − + − − +

3

3 3 3 3 3 3 3
1 3 2 1 3
2 1 2 4 2 1 2 1 4 2 1

 

اکن�ون با اس�تفاده از اتحاد چاق و لاغر مخرج کس�رها را گویا ک�رده و عبارت را 
ساده می‌کنیم:

 

A   

    

( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

++ += −
− + + − + +

+ ++ + + += − = −
− +− +

= + + − − =

33 3

3 3 3 3 3 3

3 33 3 3 3

3 33 3

3 3 3 3

3 2 14 2 1
2 1 4 2 1 4 2 1 2 1

3 2 1 3 2 14 2 1 4 2 1
2 1 2 12 1 2 1

4 2 1 2 1 4

 

0481- گزی1840 اینکه  . برای  + + = + × +
23 3 33 29 3 1 3 1 3 1 چون  	3

مخرج کسر اول را گویا کنیم )با استفاده از اتحاد چاق و لاغر(، صورت و مخرج 

3− ضرب می‌کنیم: 3 آن را در 1

 
( ) ( )

−= ×
+ + −+ +

− −
= = = −

−
−

3

3 2 33 3 3 2

3 3
3

33 3

2 2 3 1
9 3 1 3 13 3 1

2 3 1 2 3 1 3 1
3 1

3 1
به همین ترتیب،

( ) ( )+ ++= × = = = +
+− + +− + +

3 33 3
3 3 2 3 33 3 3 3

3 2 1 3 2 13 3 2 1 2 1
2 14 2 1 2 12 2 1 2 1

. − + + = +3 3 3 33 1 2 1 3 2 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

1481- گزی1841 x−2 برابر  P بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	2

. P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 3 2 3 2 2 2 20 است با 

2481- گزی1842 P بر x−1 برابر  x( ) باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	2
 x−1 بر P x( ) . چون چندجمل�ه‌ای  P a a( )= − − =− +1 3 4 1 4 2 اس�ت ب�ا 

بخش‌پذیر است، پس این باقی‌مانده صفر است، در نتیجه

 a a− + = ⇒ =14 2 0
2
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3481- گزی1843 x−4 برابر با  P ب�ر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	2
. در نتیجه P( )=4 16 )P است، و چون بنابر فرض این باقی‌مانده 16 است، پس  )4

 P x ax bx P a b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ = + −

= + − ⇒ + =

13 97 13 97

13 97 13 97

5 4 4 4 5

16 4 4 5 4 4 21
 

x+4 براب�ر با  P ب�ر  x( ) از ط�رف دیگ�ر، باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای 
)P است. اکنون توجه کنید که )−4

 a bP a b( ) + =− =− − − →− − =−
13 974 4 2113 974 4 4 5 21 5 26  

26− است. بنابراین باقی‌ماندۀ مورد نظر برابر 

4481- گزی1844 x+3 بخش‌پذیر اس�ت،  P بر  x( ) چون چندجمله‌ای  	3

. P a( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =8 7 23 3 3 3 3 9 0 ، در نتیجه  P( )− =3 0 پس 

. از ط�رف دیگ�ر، باقی‌ماندۀ  P x x x x( )= + + −8 7 23 9 بنابرای�ن a=1 و 
. اکنون  P P( ) ( )− =2 1 1 x−2 برابر است با  P بر  x( )−1 تقسیم چندجمله‌ای 

. P( )= + + − =−1 1 3 1 9 4 توجه کنید که 

5481- گزی1845  x−2 P بر  x( ) چ�ون باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای  	4
. در نتیج�ه، باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای  P( )=2 4 براب�ر با 4 اس�ت، پ�س 

. P P( ) ( )× − = =2 3 4 2 4 x−3 برابر است با  P بر  x( )−2 4

6481- گزی1846  x−3 P بر  x( )+1 باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	4
. از طرف دیگر،  P P( ) ( )+ =3 1 4 برابر است با 

 xP x x x P( ) ( ) ( ) ( )=− = − + → = − + =62 22 3 2 4 6 3 6 2 20  

7481- گزی1847  x−2 P بر  x( )−1 چون باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  	1
. در نتیجه P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر 12 است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  
x+3 برابر است  P بر  x( )+2 از طرف دیگر، باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای 

.اکنون توجه کنید که P P( ) ( )− + = −3 2 1 با 

 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  
بنابراین باقی‌ماندۀ مورد نظر برابر 22 است.

8481- گزی1848  P x( ) ، پس چندجمله‌ای  x x x( )( )− = − +2 1 1 1 چون  	1
بر چندجمله‌ای‌های x−1 و x+1 بخش‌پذیر است. بنابراین 

 
P a b a

P a b b

( )

( )

= − + − = =    ⇒ ⇒  
− = + − − = =    

1 0 1 2 0 2

1 0 1 2 0 1
 

. ب�ه ای�ن ترتی�ب، باقی‌مانده تقس�یم  P x x x x( )= − + −6 52 2 در نتیج�ه، 
x−2 برابر است با  P بر چندجمله‌ای  x( ) چندجمله‌ای 

 P( )= × − + − =6 52 2 2 2 2 2 96  

9481- گزی1849 P و  x( )+1 چ�ون باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمله‌ای‌های  	1
x−2 به‌ترتیب برابر 3 و 5 است، پس Q بر  x( )+1

 P P Q Q      ( ) ( ) , ( ) ( )+ = ⇒ = + = ⇒ =2 1 3 3 3 2 1 5 3 5  
x−4 برابر  P بر  x Q x( ) ( )− −1 1 بنابرای�ن، باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای 

. P Q P Q( ) ( ) ( ) ( )− − = = × =4 1 4 1 3 3 3 5 15 است با 

0581- گزی1850 بنابر فرض مسئله، 	3

 x x x x Q x      (1)( ) ( )− + + = − +4 3 23 4 1 1 3  
 Q( )3 x−3 برابر با  Q بر  x( ) از طرف دیگر، باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای 
، به‌دس�ت  x=3 اس�ت. اکنون توج�ه کنید که اگر در تس�اوی )1( قرار دهیم 
. Q( )=3 17 .در نتیجه  Q( ) ( ) ( ) ( )− + + = − +4 3 23 3 3 4 3 1 3 1 3 3 می‌آید 

1581- گزی1851 . در نتیجه،  P x x( ) ( )= − +31 7 ابتدا توجه کنید ک�ه  	4

−x برابر است با  −3 3 1 P بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای 

 P( ) ( )+ = + − + = + =3 3 33 1 3 1 1 7 3 7 10  

2581- گزی1852 )x بخش‌پذی�ر  )+ 22 P ب�ر  x( ) چ�ون چندجمل�ه‌ای  	4
x+2 نیز بخش‌پذیر است، بنابراین است، پس بر 

 P a a( )− = ⇒− + + + = ⇒ =−2 0 32 48 2 16 0 16  

3581- گزی1853  ، x−1 هستند، پس P x( ) 2− ریشه‌های  چون 1، 2 و  	1
P درجۀ  x( ) P هس�تند. از طرف دیگر، چون  x( ) x+2 عامل‌ه�ای  x−2 و 

سوم است، پس عامل دیگری ندارد. بنابراین می‌توان نوشت
 P x a x x x( ) ( )( )( )= − − +1 2 2  

، به‌دست می‌آید P( )− =1 24 ، چون  x=−1 اگر در این تساوی قرار دهیم 
 a a( )( )( )= − − ⇒ =24 2 3 1 4  

تقس�یم  باقی‌مان�دۀ  و   P x x x x( ) ( )( )( )= − − +4 1 2 2 ترتی�ب،  ای�ن  ب�ه 
x+3 برابر است با P بر  x( ) چندجمله‌ای 

 P( ) ( )( )( )− = − − − − − + =−3 4 3 1 3 2 3 2 80  

4581- گزی1854  x−5 P بر  x( )−3 باقی‌مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	4
. اگ�ر در تس�اوی  P( )=−2 3 . بنابرای�ن  P P( ) ( )− =5 3 2 براب�ر اس�ت ب�ا 

، به‌دست می‌آید x=−1 P قرار دهیم  x x mx mx( )+ = − + +3 23 2

 P m m m( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + =− ⇒ =3 22 1 1 1 2 3 2  

5581- گزی1855 x+4 برابر  P بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	3

P قرار  x xP x x( ) ( )− =−2 28 16 . اکنون اگر در تس�اوی   P( )−4 اس�ت با 
، به‌دست می‌آید x=−4 دهیم 

 P P P P( ) ( ) ( ( ) ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ − =−2 2 24 32 4 16 0 4 16 0 4 16  

6581- گزی1856 P بر x−1 برابر  x( )+1 باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای  	3
P قرار دهیم  x x x m( )− = − +3 22 4 P است. اگر در تساوی  P( ) ( )+ =1 1 2

 . P m m( )= − + = +2 64 16 4 48 4 )P به‌دست می‌آید:  )2 ، مقدار  x=4
m بنابراین  m+ = ⇒ =−48 4 4 11 

7581- گزی1857 x−3 برابر  Q بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای  	3
 P Q x x x( ( ))− = − +21 3 2 . اگر در تساوی  Q( )=3 2 )Q است، پس  )3

، نتیجه می‌شود x=4 قرار دهیم 
 P Q P( ( )) ( )= − + ⇒ =3 16 12 2 2 6  

)f یا همان  )1 f بر x−1 برابر  x P x( ) ( )= +1 باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای 
)P است که برابر 6 است. )2

8581- گزی1858 Q بر x−1 برابر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه‌ای  	4

 P x x Q x  ( ) ( ) ( )− = − +23 3 2 . اگر در تساوی  Q( )=1 5 )Q است. پس  )1
 . P Q( ) ( )− =− =− × =−4 2 1 2 5 10 ، نتیج�ه می‌ش�ود   x=−1 ق�رار دهی�م 

10− است. x+4 برابر  P بر  x( ) بنابراین باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای 
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9581- گزی1859 x+3 برابر  Q بر  x( ) باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای  	2
. اکنون توجه کنید که  Q( )− =−3 4 )Q است. پس  )−3

 P x x xQ x x

P Q Q

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + + + −

− =− − − − − =− − − =− − × − =

3 3 2 1 3 2

2 8 6 3 6 2 16 6 3 16 6 4 8
 

x+2 برابر 8 است. P بر  x( ) بنابراین باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای 
0681- گزی1860 P و  x x( )+ چ�ون باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای‌های  	2

2− است، پس x+2 به‌ترتیب برابر 1 و  Q بر  x x( )−

 
P P

Q Q

( ) ( )

( ) ( ) ( )

− − = ⇒ − =

− − − =− ⇒ − =−

2 2 1 2 3

2 2 2 2 4
 

x+2 برابر  kP بر  x xQ x ( ) ( )+ +2 بنابراین باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای 1

. چون چندجمله‌ای  kP Q k k( ) ( ) ( )− + − − + = + + = +2 2 2 2 1 9 8 1 9 است با 9
x+2 بخش‌پذیر است پس این باقی‌مانده برابر صفر است، بنابراین داده شده بر 

 k k+ = ⇒ =−9 9 0 1  

1681- گزی1861 . بنابراین ( )+ = +6 35 2 5 2 توجه کنید که  	1

( )

( )

( )( )

+ × −+ × − =
+ +

= + × − = + × −

= + − = − =

36 33

6 6

3 3 36 2

33

5 2 5 25 2 5 2
5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 4 1

2681- گزی1862 راه‌حل اول توجه کنید که 	3

 a b c            , ,= = = = ×
11 1 2 1
62 3 3 32 4 2 2 3  

. از طرف  c b= × < × = × = =
1 11 1 1 1 2
6 63 3 3 3 32 3 2 4 2 2 2 اکنون توجه کنید که  

، بنابراین باید a و c را مقایسه کنیم. توجه کنید که b a> دیگر، 

 c a= × > × = = =
1 1 31 1 1
6 6 63 3 22 3 2 2 2 2  

. a c b< < بنابراین 
راه‌حل دوم توجه کنید که

 a b c            , , ( )= = = =
1 1 2 1
2 3 3 32 4 2 2 3  

هر سه عدد را به توان شش می‌رسانیم )مخرج مشترک توان‌ها(:

 
a b

c

      ( ) , ( )

(( ) ) ( )

= = = = = =

= = =

1 2
6 6 3 6 6 42 3

1
6 6 23

2 2 8 2 2 16

2 3 2 3 12

 

. a c b< < ، b و c مثبت هستند، پس  a a و چون  c b< <6 6 6 پس 

3681- گزی1863 راه‌حل اول توجه کنید که 	۲
 a ab bc ca a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

از طرف دیگر،

 
a b

a b b c a c
b c

( ) ( )
+ = ⇒ + − − = − ⇒ + =−
− =

8
8 11 3

11
 . ( )× − =−8 3 24 بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

. در این صورت b=0 راه‌حل دوم فرض کنید 

 
a b a

b c c

+ = ⇒ =


− = ⇒ =−

8 8

11 11
 

. a ab bc ca+ + + = − =−2 64 88 24 بنابراین 

4681- گزی1864 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	۳

 

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

( )

( )( )

( )( )

− + = ⇒ − − =

− − + − =

− − = ⇒ − − =

6 6

6

3 6 2

به این ترتیب

 
a b c

a a
a b c

 + − = ⇒ = ⇒ =
 − − =

3 252 5
42

راه‌حل دوم توجه کنید که
 a b c b c a− + = ⇒ − = −6 6  

: a−6 b در معادلۀ دوم قرار می‌دهیم  c− به‌جای 

 

a a a a

a a a

a a a

´ÃºIwnÂ¶ »j ·H¼U ¾M

+ − = ⇒ − = −

→ − = − +

= ⇒ = ⇒ =

6 3 6 3

6 9 6

5 256 15
2 4

5681- گزی1865 توجه کنید که 	3

 
a a

aa

a a a a
a a aa

( )

( ) ( )( )

+ = + − = − =

+ = + − + = − × =

2 2
2

3 3
3

1 1 2 9 2 7

1 1 1 13 27 3 3 18
 

اکنون می‌توان نوشت

 
a a a a

aa a a

a a
a a

( )( )+ + = + + +

× = + + ⇒ + =

2 3 5
2 3 5

5 5
5 5

1 1 1 1

1 17 18 3 123
 

6681- گزی1866 ابتدا توجه کنید که 	1

 
a  

a a
aa

a a
a a

( )

( ) >

+ = ⇒ + − =

+ = → + =

2 2
2

02

4 223 2 23
4 2

2 225 5
2 2

اکنون اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به‌دست می‌آید

 

a a a
a aa

a a
a a

( )( )( )+ + + =

+ + × = ⇒ + =

3 3
3

3 3

3 3

8 2 23 5
8 2 2

8 83 5 125 110
8 8

7681- گزی1867 ، آن‌گاه  y x x= + +2 1 اگر فرض کنیم  	۱

x x x x y y y y y y( )( ) ( ) ( )( )+ + + + − = + − = + − = − +2 2 21 2 12 1 12 12 3 4

از طرف دیگر،

 y x x x x       y x x( )( ),− = + − = − + + = + +2 23 2 1 2 4 5

y+4 درجۀ دوم اس�ت و ریش�ه‌ای ندارد، پس تجزیه نمی‌ش�ود. بنابراین  چون 

x هستند.  x+ +2 5 x+2 و   ، x−1 عامل‌های عبارت مورد نظر
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8681- گزی1868 A. در این صورت، ( )= − +1 7 1 4 7
3

فرض می‌کنیم  	3

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= − + = + − +

= − + = − =

2 21 17 1 4 7 7 1 2 7 4 7
9 9
2 24 7 4 7 16 7 2
9 9

 

 . A= 2 چون A عددی مثبت است، 

9681- گزی1869 توجه کنید که 	۴

( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

= =
− + − − + − − +

+ −
= = + −

− −

2 2 2
1 3 2 6 1 3 2 1 3 1 3 1 2

2 1 3 1 2 1 3 1 2
1 3 1 2

0781- گزی1870  x−2 P بر  x( )−1 چون باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  	1
. در نتیجه  P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر 12 است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  

x+2 برابر است  P بر  x( )+1 از طرف دیگر، باقی‌ماندۀ تقس�یم چندجمله‌ای 

. اکنون توجه کنید که  P P( ) ( )− + = −2 1 1 با  

 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  
بنابراین باقی‌ماندۀ مورد نظر برابر 22 است.

1781- گزی1871 ، بنابراین x= = × =
1 1 4

7 3 7 21 213 3 3 3 3 توجه کنید که  	1

x x ( )= = =
21 4 21

4 21 4 21 43 3  

2781- گزی1872 توجه کنید که 	۴

 = × × = × × =
1 1 51 1 1 13 4 3 36 6 93 12 3 182 4 4 2 4 4 2 2 2 2

بنابراین

× = × =
5 43 4 93 9 92 4 4 16 2 2 2

3781- گزی1873 توجه کنید که 	4

 

a ab a b
b

b b a b a
a

a b a b a b

−−

−−

= =

= =

= =

1 3
3 2 2

3

2 52 3 2 5 3 33
5

7 514 10
12 14 10 6 612 12

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a b b a a b a b a b
− + − + +− −

= × = =
7 5 1 5 7 3 2 51 3 2 5

0 06 6 2 3 6 2 3 62 2 3 3 1

4781- گزی1874 ابتدا توجه کنید که 	۱

 
x xx x x x−− − − −+ = ⇒ + = ⇒ + =1 1 3 33 3 2 2 3 3 6
3 3

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به‌دست می‌آید
x x x x x x

x x

− − −

−

+ + × × = ⇒ + + =

+ =

2 23 3 2 3 3 36 9 9 2 36

9 9 34

5781- گزی1875 ابتدا توجه کنید که 	2

 b a b a( ) + −= + − = − =17 3 17 317
2 2

 

. به این ترتیب، ab=2 a و  b− =3 بنابراین 

 a b ab a b a b ab ab( )(( ) ) ( )− + = − − + + = + + =3 3 29 3 9 3 9 6 18 63  

6781- گزی1876 81− ضرب  2 اگ�ر دو ط�رف تس�اوی داده ش�ده را در  	۲
کنیم، به‌دست می‌آید 

 

x

x

x x

x x
x

x x

( )( )( )( )

( )( )( )

( )( )

( ) ( )

−+ + + − =
−

−+ + − =
−

− −+ − = ⇒ − =
− −

−− = ⇒ − = − ⇒ =
−

= ⇒ = =

84 8 8
3

84 4
3

8 8

3 3

8 8 83 3
3

83 16 16 48 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2
1

1 21 2 1 2 1 2
1

1 2 1 21 2 1 2 1 2
1 1

1 21 1 2 1 2
1

2 2 4

7781- گزی1877 ابتدا همۀ ریشه‌ها را به ریشۀ ششم تبدیل می‌کنیم: 	1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

+ × − × − = + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = =

6 63 6 63 2

6 63 2 3 3

66 63 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 1 1

8781- گزی1878  را گویا می‌کنیم:
+ +
1

3 2 1
ابتدا مخرج کسر  	2

 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − + −= × =
+ + + + + − + −

+ − + − + − −= = = ×
+ + − + + −

+ − − + − −
= =

−

+ − − − + − += =

2
1 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 6 2
3 2 2 6 1 2 6 2 2 6 2 6 2

3 2 1 6 2 3 2 1 6 2
2 6 4 4

3 2 2 3 6 2 3 2 2 2 2 6 2
4 4

 

در نتیجه

− − + −− = − =
+ +
1 2 6 2 6 2 2 6 1

4 4 4 23 2 1

9781- گزی1879 می‌توان نوشت 	۳

x y x y xy x y xy x y xy

xy x y xy x y xy x y

( )

( ) ( ) ( )( )

− − − + = − + − + +

= − − + = − − − − + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 1 2 1 2

1 1 1

0881- گزی1880 x−2 بخش‌پذیر است،  P بر  x( )+1 چون چندجمله‌ای  	۳
 P x ax x a( )− = − +21 2 . اکنون اگر در تس�اوی  P P( ) ( )+ = =2 1 3 0 پ�س 

، به‌دست می‌آید x=−2 قرار دهیم 

P a a a( ) ( ) ( )= − − − + = ⇒ =−2 13 2 2 2 0
3



. در نتیجه1881- گزی1881 ∆=0 چون معادله ریشۀ مضاعف دارد، پس  	3

b ac k k k( ) ( )∆= − = ⇒ − × × − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 54 0 2 4 2 2 0 4 8 2 0
2

 

دلتای معادله باید مثبت باشد:2881- گزی1882 	4

 k k k k k k IÄ  ( )∆= − = − > ⇒ > <2 14 4 1 0 0
4

 

] است. , ]− 10
4

 بنابراین k متعلق به مجموعۀ 

x جواب حقیقی ندارد، پس3881- گزی1883 x k− + − =2 4 1 چون معادلۀ 0 	3
 k k k( )∆= − − < ⇒ − > ⇒ >16 4 1 0 1 4 5  
∆ را حساب می‌کنیم: x مقدار  x k+ − + =2 2 6 0 در معادلۀ 
 k k k( ) ( )∆= − − + = − = −4 4 6 4 20 4 5  

)k و در نتیجه این معادله دو جواب حقیقی دارد. )− >4 5 0 ، پس  k>5 چون 

معادله را به روش تجزیه حل می‌کنیم:4881- گزی1884 	1
 x x

x x x x  ( )( ) ,
<

− − = → = =1 2
1 22 5 0 2 5  

. x x ( ) ( )+ = + = + =2 4 2 4
1 2 2 5 2 25 27 بنابراین 

چون مجموع ضرایب معادله برابر صفر است، پس یکی از 5881- گزی1885 	1

، بنابراین x x<1 2 . چون  − 12
3

جواب‌های معادله برابر 1 است و دیگری 

x x x x  ,=− = ⇒ + = −1 2 1 2
12 1 3 1 12
3

x است، پس در این 6881- گزی1886 x− − =2 5 0 چون a جواب معادلۀ  	3
معادله صدق می‌کند، یعنی

a a a a− − = ⇒ − =2 25 0 5
. بنابراین b b− =2 5 به همین ترتیب معلوم می‌شود 

a a b b( )( ) ( )( )− − − + = − + =2 22 2 5 2 5 2 21

اگ�ر ان�دازۀ طول مس�تطیل را y و اندازۀ ع�رض آن را x 7881- گزی1887 	1
و   y x= +4 پ�س   . x y+2 2 می‌ش�ود  آن  قط�ر  ان�دازۀ  کنی�م،  ف�رض 

. در نتیجه x y+ =2 2 30

 
x x x x x

x x x x  

( )

,

+ + = ⇒ + + + =

+ − = ⇒ =− + =− −

2 2 2 2

2

4 30 16 8 30

4 7 0 2 11 2 11
 

، x عددی منفی می‌ش�ود، بنابراین قابل قبول نیس�ت. پس  x=− −2 اگر 11
بنابرای�ن   . y ( )= + − + = +4 2 11 2 11 نتیج�ه  در  و   x=− +2 11

مساحت مستطیل برابر است با
 S xy ( )( )= = − + = − =11 2 11 2 11 4 7  

و 8881- گزی1888  y
x
=4 پ�س  می‌نامی�م.   y و   x را  ع�دد  دو  	1

y و x=4 . بنابراین  xy x y= + +6

 
x x x x x x

x x   x  (.¡.¡.ù)

( )

,

= + + ⇒ − − =

±∆= + = ⇒ = ⇒ = =−

2

1

4 4 6 4 5 6 0

5 11 325 96 121 2
8 4

. y x− =6 y=8 و در نتیجه  بنابراین 

فصل یازدهم

فصل دوم: آزمون ها

ب�ا توجه به ش�کل زی�ر و بنابر قضیۀ فیثاغ�ورس، معادلۀ 9881- گزی1889 	3
x به‌دست می‌آید. بنابراین  x x( ) ( )= + −2 2 22 2 1

 x x x x x x x x,= + − + ⇒ − + = ⇒ = − = +2 2 2 24 4 4 1 4 1 0 2 3 2 3
، یعنی  x− >2 1 0 x−2 ان�دازۀ یک�ی از ضلع‌ه�ای مثلث اس�ت، پ�س  چ�ون 1

. از  x= +2 3 =x قابل قبول نیست و در نتیجه  −2 3 . بنابراین  x>1
2

طرف دیگر محیط مثلث برابر است با
 P x x x x ( )= + + − = − = + − = +2 2 1 5 1 5 2 3 1 9 5 3  

x+2 در نظ�ر می‌گیری�م. بنابراین 0981- گزی1890 ای�ن دو ع�دد را x و  	2
x برقرار است. پس x( )+ − =3 32 488 تساوی 

 
x x x x x x

x x x x x x  ( )( ) ,

+ + + − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−

3 2 3 2

2

6 12 8 488 6 12 480 0

2 80 0 8 10 0 8 10
چون عددها طبیعی و زوج هس�تند، پس x=−10 قابل قبول نیس�ت. بنابراین 
x=8 و دو ع�دد م�ورد نظ�ر 8 و 10 هس�تند و تفاض�ل مربع�ات آن‌ه�ا برابر 

، یعنی 36 است. − = −2 210 8 100 64
دلتای معادله باید برابر با صفر باشد:1981- گزی1891 	2

 m m m m m m m( ) ( ) ( )( ) ( )∆= + − + = + + − = + =24 1 4 1 4 1 1 4 1 0  
. m=−1 بنابراین

اگر معادله حداکثر یک جواب حقیقی داش�ته باشد، باید 2981- گزی1892 	2
0≥∆. پس

 k k k( )∆= − × − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥1736 4 4 2 0 68 16 0
4

 

17 است.
4

پس حداقل مقدار k برابر 

x دو جواب حقیقی دارد، پس 3981- گزی1893 x b+ + =2 2 0 چون معادلۀ  	2
x را حس�اب می‌کنیم x b− + + =2 6 8 0 . اکنون دلتای معادلۀ  b∆= − >4 4 0

. بنابراین، معادلۀ اخیر نیز دو جواب دارد. b b( )∆= − + = − >36 4 8 4 4 0

راه‌حل اول 4981- گزی1894 	2

 

x m x m m

m m m m m m m

m m m

m m m m
x x m x m

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

+ − + − =

∆= − − − = − + − +

= − + = −

− ± − − ± −
= = ⇒ = − =

2 2

2 2 2 2

2 2

2
1 2

1 2 0

1 4 2 2 1 4 8

9 6 1 3 1

1 3 1 1 3 1 1 2
2 2

حالت اول 
 x m m   x m m,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2

1 11 2 0 2 2
2 2
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حالت دوم 

 x m m   x m m,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2

 

. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 پس می‌توان گفت 

 x m x m m( ) ( )+ − − − =2 1 2 1 0 به‌ص�ورت  را  اگ�ر معادل�ه  راه‌ح��ل دوم 
بنویس�یم، به کمک تجزیه می‌توانیم آن را ح�ل کنیم. در واقع به دنبال دو عدد 
m−1 باشد.  m و حاصل‌جمعش�ان  m( )− −2 1 هس�تیم که حاصل‌ضربش�ان 
بنابرای�ن  اس�ت.   m− دیگ�ر  و   m−2 1 ع�دد  دو  ای�ن  از  یک�ی  پ�س 
و   x m= −1 1 2 معادل�ه  جواب‌ه�ای  پ�س   . x m x m( )( )− + − =2 1 0

x هستند. دو حالت ممکن است اتفاق بیفتد: m=2

 x m m x m m      ,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2
1 11 2 0 2 2
2 2

حالت اول�

 x m m x m m      ,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2

حالت دوم�

. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 بنابراین 

. 5981- گزی1895 m m− + − =2 2 مجموع ضرایب معادله برابر است با 0 	1
پس یکی از جواب‌های معادله برابر 1 است.

، آن‌گاه 6981- گزی1896 a b c− + =0 ax اگر  bx c+ + =2 0 در معادلۀ  	2

cx هستند. 
a

=− x=−1 و  جواب‌های معادله 

 ، x x(sin ) cosα + + α=2 2 2 0 در معادلۀ 

 a b c a b c    sin , , cos cos sin= α = = α⇒ − + = α− + α=2 2 2 21 1 0

. توج�ه کنی�د که چون  x =−2 1 x و  cos cot
sin

α=− =− α
α

2 2
1 2

بنابرای�ن 

. بنابراین  cot− α<−2 ، پس cotα>1 و در نتیجه 1 <α<0 00 45

x x ( ) ( cot ) cot
sin

− = − − − α = + α=
α

2 2 2 2
2 1 2

11 1

x+12 و 7981- گزی1897 2 با توجه به ش�کل واضح اس�ت که ابعاد قاب  	2
. پس  x x( )( )+ +6 4 12 2 x+6 است. بنابراین مساحت قاب برابر است با  4

x x x x x x  ( )( ) ,+ + = ⇒ + − = ⇒ = =−2 16 4 12 2 104 2 15 8 0 8
2

x=1 و 
2

x=−8 قابل قبول نیست. پس 

محیط قاب برابر است با
P x x

x cm

( )

( )

= + + +

= + =

2 6 4 12 2

2 6 18 42

س�ن کنونی مریم را x و س�ن کنونی برادرش را y در نظر 8981- گزی1898 	1
.اگر در معادلۀ اول به  x y= 2 x و  y( )− = −2 7 2 می‌گیریم. در ای�ن صورت 

، به‌دست می‌آید: y2 جای x قرار دهیم 

y y y y y y y( ) ( )( ) ,− = − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =2 22 7 2 7 12 0 3 4 0 3 4
x=9 یعنی مریم و برادرش در مجموع 12 س�ال دارند که  ، آن‌گاه  y=3 اگ�ر 
. یعن�ی مریم و ب�رادرش در  x=16 ، آن‌گاه  y=4 در گزینه‌ه�ا نیس�ت. اگ�ر 

مجموع 20 سال دارند که در گزینۀ )1( آمده است.

x2 و طول 9981- گزی1899 اگر طول ضلع مربع x باشد، اندازۀ مساحت آن  	3
x2 است. بنابراین طول ضلع مربع را از معادلۀ زیر به‌دست می‌آوریم: قطر آن 

 
x x x x  

x  x     .¡.¡.ù, ( )

+ = ⇒ + − =

= − =− −

2 27 72 2 0
2 2

2 22 2
2 2

 

 . −8 2 2 محیط مربع 4x است که می‌شود 

19001 طول یک تکه را x بگیرید. در این صورت طول تکۀ دیگر 0- گزی90 	3

x و طول هر ضلع 
4

x−20 اس�ت. بنابراین طول هر ضلع مربع نظی�ر تکۀ اول 

)x و  )2
4

x−20 اس�ت. در نتیجه، مس�احت این مربع‌ها 
4

مربع نظیر تکۀ دوم 

)x است. به این ترتیب، )− 220
4

 x x x x x x  ( ) ( ) ,−+ = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 220 13 20 96 0 12 8
4 4

 

، پس، طول یکی از تکه‌ها 12 س�انتی‌متر و طول تکۀ دیگر 8  + =12 8 20 چ�ون 
سانتی‌متر و اختلاف اندازه‌های آن‌ها برابر 4 سانتی‌متر است.

β جواب‌های معادلۀ مورد نظر باشند، آن‌گاه1- گزی1901190 α و  اگر  	2
 m mα+β= + = ⇒ =1 5 4  

. mαβ=− − =−2 1 9 بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر است با 

. در نتیجه2- گزی1902190 x x+ =1 2 3 x و  x =−1 2 5 توجه کنید که  	3

x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − = − + = − − =−1 2 2 1 1 2 1 22 2 2 2 2 5 2 3 16

β نشان 3- گزی1903190 α و  x را با  x− − =2 2 5 0 جواب‌های معادلۀ  	4
) را بیابیم.  )( ) ( )( )α− β− = −α −β2 2 2 2 می‌دهیم. در نتیجه بای�د حاصل 

برای این کار می‌توانیم یکی از روش‌های زیر را به کار ببریم.
). از طرف  )( ) ( )α− β− =αβ− α+β +2 2 2 4 راه‌حل اول دقت کنی�د که 
 ،( )( )α− β− =− − + =−2 2 5 4 4 5 αβ=−5. بنابراین  α+β=2 و  دیگر، 

پس حاصل‌ضرب جواب‌ها تغییر نکرده است.
. اگر در این تس�اوی به  x x x x( )( )− − = −α −β2 2 5 راه‌حل دوم می‌دانیم 
 ،αβ=−5 . چون  ( )( )− = −α −β5 2 2 جای x قرار دهیم 2، به دست می‌آید 

پس حاصل‌ضرب جواب‌ها تغییر نکرده است.

ابتدا توجه کنید که 4- گزی1904190 	1
 x x k k x x      ( ) ,+ =− + =− − =1 2 1 21 1 8

بنابراین

 
x x k

x x x x
+ − −+ =− ⇒ =− ⇒ =−1 2

1 2 1 2

1 1 3 3 1 3
4 4 8 4

 

. k=5 بنابراین 

=α و 5- گزی1905190
β
2 β جواب‌های معادله باش�ند، آن‌گاه  α و  اگر  	3

αβ=2. بنابراین در نتیجه 
m m m− = ⇒ − = ⇒ =1 2 1 4 5

2
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α=β2. 6- گزی1906190 β جواب‌های معادله باش�ند، آن‌گاه  α و  اگر  	2
از طرف دیگر،

 αβ=− ⇒β =− ⇒β=−327 27 3
8 8 2

 

. بنابراین mα+β=−
8

α=9، همچنین 
4

پس 

 m m− =− ⇒ =−9 3 6
4 2 8

 

توجه کنید که 7- گزی1907190 	2
 x x x x x x x x     (1)( ) ( )+ = + + +3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 23  
. در نتیجه، از تس�اوی )1( و اینکه  x x k=1 2 x و  x+ =1 2 2 از طرف دیگر، 

. k=1
3

. بنابراین  k= +8 6 6 x به‌دست می‌آید  x+ =3 3
1 2 6

. از طرف 8- گزی1908190 x x =1 2 9 x و  x k+ =1 2 3 توج�ه کنید که  	4
دیگر،

x x x x

x x x x k k

( )− = ⇒ − =

+ − = ⇒ − = ⇒ =

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

6 6

2 36 3 2 9 36 14
 

ابتدا توجه کنید که9- گزی1909190 	2

      
a

( ) , | | ( )
| |
∆α+β= ⇒ α+β = α−β = = ⇒ α−β =2 23 9 13 13  

پس معادله‌ای مورد نظر است که جواب‌های آن 9 و 13 باشند. چون مجموع این 
جواب‌ه�ا براب�ر 22 و حاصل‌ضرب آن‌ها برابر 117 اس�ت، پس معادلۀ مورد نظر 

به‌صورت زیر است
 x Sx P x x− + = ⇒ − + =2 20 22 117 0  

x 01- گزی191019 x+ − =22 3 9 0 راه‌حل اول ابتدا جواب‌های معادلۀ  	2
را می‌یابیم:

 x x x x x x  ( )( ) ,+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−2
1 2

32 3 9 0 2 3 3 0 3
2

 

x به صورت زیر هستند: ax b− + =29 0 بنابراین جواب‌های معادلۀ 

 
x x

      ,α= − = − =− β= − = − =−
2 2
1 2

1 4 23 1 1 263 3 3 3
9 9 9 9

 

. بنابراین aα+β=
9

از طرف دیگر، 

 a a=− ⇒ =−49 49
9 9

 

β نش�ان  α و  x را ب�ا  x+ − =22 3 9 0 راه‌ح��ل دوم جواب‌ه�ای معادل�ۀ 

x را با z و t نش�ان دهیم،  ax b− + =29 0 می‌دهی�م. اگ�ر جواب‌‌های معادل�ۀ 

 . t= −
β2
1 3 =z و  −

α2
1 3 آن‌گاه 

 α+β=− 3
2

. چون  az t
( )

α +β+ = = + − = −
α β αβ

2 2

2 2 2
1 1 6 6

9
توجه کنید که 

. بنابراین ( )α +β = α+β − αβ= + =2 2 2 9 452 9
4 4

−=αβ، پس  9
2

و 

a a= − = − ⇒ =−

45
54 6 6 49

9 81 9
4

 

m و حاصل‌ضرب 11- گزی191119
m

2
مجم�وع جواب‌های معادله براب�ر  	3

 است. بنابراین
m
1 آن‌ها برابر 

 m m m
m m

= ⇒ = ⇒ =±
2 21 1 1  

x است که جواب ندارد چون  x− + =2 1 0 ، آن‌گاه معادله به‌صورت  m=1 اگر
x اس�ت  x− − + =2 1 0 ، آن‌گاه معادله به‌صورت  m=−1 اگر . ∆=− <3 0

که دو جواب دارد.

3 21- گزی191219
2

ابت�دا توجه کنید که مجموع جواب‌های معادله برابر  	4

− است. بنابراین 5
2

و حاصل‌ضرب آن‌ها برابر 

( )α β+αβ =αβ α+β =− × =−2 2 5 3 15
2 2 4

 

−=αβ. بنابراین31- گزی191319 5
2

α+β=1 و 
2

ابتدا توجه کنید که  	4

 
( )( ) − −α+β − αββ α +βα+ = = = =−

β α αβ αβ −

22 2
1 522 214 2

5 10
2

 

. بنابراین41- گزی191419 x x
a

| |
| |
∆− =1 2 توجه کنید که  	3

k
k

k k k

( )( )

| |

− + −
= ⇒ = +

−

= + ⇒ = ⇒ =

2

2

5 4 1 23 6 8 33
2

36 8 33 8 3
8

 

x و51- گزی191519 x+ =1 2 1 توجه کنید که  	3

 x x k k
a

| | ( )
| |
∆− = = − − = −1 2 1 4 2 3 13 8  

از طرف دیگر،
 x x x x x x x x( )( )− = ⇒ − + = ⇒ − =2 2

1 2 1 2 1 2 1 26 6 6  
، در نتیجه x x− >1 2 0 پس 

k k k− = ⇒ − = ⇒ =− 2313 8 6 13 8 36
8

 

. بنابراین 61- گزی191619 x x =1 2 9 x و  x+ =1 2 15 توج�ه کنید ک�ه  	3
x و x, >1 2 0

x x x x x x x x
x x x x x x x x

+ +
+ = + = = = =

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1 2

15 5
9

. 71- گزی191719 x x =−1 2
4
3

x و  x ( )−+ =− =1 2
6 2

3
توجه کنید که  	4

از طرف دیگر، 
S x x x x x x x x x x x x

P x x x x x x x x x x x x

x x x x

( )

( )( ) ( ( ))( ( ))

( )

= + + + = + + = + =

= + + = + +

= + =− × =−

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2

2 4

4 164
3 3

x است. x− − =23 12 16 0 x یا  x− − =2 164 0
3

بنابراین معادلۀ مورد نظر 
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β 81- گزی191819 α و  x را  x− − =2 3 5 0 اگ�ر جواب‌ه�ای معادل�ۀ  	1

α3 و  αβ=−5. جواب‌ه�ای معادلۀ مورد نظر  α+β=3 و  بنامی�م، آن‌گاه 

β3 هستند. بنابراین

 
S

P

( ) ( ) ( )

( ) ( )

=α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =

=α β = αβ = − =−

3 3 3

3 3 3 3

3 27 3 5 3 72

5 125
 

بنابراین معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است
x Sx P x x− + = ⇒ − − =2 20 72 125 0  

αβ=−3، بنابراین 91- گزی191919 ابتدا توجه کنید که α+β=−1 و  	1
مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

S

P  

( )

( )( ) ( )

α+β −=α + +β + = α+β − αβ+ = + + =
β α αβ −

= α + β + = αβ +α+β+ = − − =
β α αβ

2 2 2

2 2 2

1 1 1 222 1 6
3 3

1 1 1 1 239 1
3 3

بنابراین معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

x Sx P x  x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 222 230 0 3 22 23 0
3 3

اگر دستگاه معادله‌های 02- گزی192019 	3

 
x x x x S P
x x x x S P

( )

( )

+ + =− + =−  ⇒ + − =− − =−  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
11 11

 

x2 جواب‌های  x1 و  . بنابراین  P=5 S=−6 و  را حل کنیم، به‌دست می‌آید 

x هستند. x+ + =2 6 5 0 معادلۀ 

ax نابراب�ری 12- گزی192119 bx c+ + =2 0 کاف�ی اس�ت در معادل�ۀ  	2

c برقرار باش�د تا معادله دو جواب داش�ته باشد که یکی مثبت و یکی منفی 
a
<0

. پس m می‌تواند مقادیر صحیح  m− < <2 4 m در نتیجه 
m
− <
+

4 0
2

است. پس 

1، 2 و 3 باشد.  ،0 ، −1

، آن‌گاه معادله فق�ط یک جواب دارد که قابل 22- گزی192219 a=0 اگ�ر  	2

a که 
a
− 2

2
1 ، آن‌گاه حاصل‌ضرب جواب‌ها برابر است با  a≠0 قبول نیست. اگر 

باید منفی باشد. پس

 a a a a
a

| |− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ >
2 2 2

2
1 0 1 0 1 1  

توجه کنید که 32- گزی192319 	1
 m m  m( )∆= + + ⇒ + + >2 24 4 4 2 1 3 0

پ�س معادله حتماً دو جواب دارد. برای اینکه جواب‌ها هم‌علامت باش�ند، کافی 
است حاصل‌ضرب آن‌ها مثبت باشد، پس

 c m m
a
> ⇒− − > ⇒ <−0 1 0 1 

، آن‌گاه معادله به صورت 42- گزی192419 a=0 ابت�دا توجه کنید که اگر  	4
a≠0 باید دلتای  −x درمی‌آی�د که فقط ی�ک جواب دارد. با ش�رط  + =8 9 0

معادله مثبت باشد:

 a a a a a a

a a

( ) (( ) ) ( )

( )( )

∆= + − × = + − = − +

= − − >

2 2 216 2 16 9 16 2 9 16 5 4

16 1 4 0
 

. همچنی�ن مجم�وع و حاصل‌ض�رب  a ( , ) ( , ) ( , )∈ −∞ +∞0 0 1 4  بنابرای�ن 

، در نتیج�ه  a>0 . پ�س 
a
>9 0

4
a و 

a
+ >2 0 جواب‌ه�ا بای�د مثب�ت باش�ند: 

، 3 و 4 را نمی‌تواند داشته باشند. 2 ، یعنی a مقادیر طبیعی 1،  a ( , ) ( , )∈ +∞0 1 4

β جواب‌های معادله باش�ند، باید ش�رط‌های 52- گزی192519 α و  اگر  	1
α+β<0 برق�رار باش�ند تا معادله دو جواب منفی داش�ته  αβ>0 و   ، ∆>0

باشد. در نتیجه
m m m m m m

m mm  m     

( ) ( )

,

∆= − − > ⇒ − + > ⇒ − > ⇒ ≠

− −α+β< ⇒ < ⇒ > αβ> ⇒ > ⇒ >

2 2 28 2 0 8 16 0 4 0 4

20 0 0 0 0 2
2 2

 . m ( , ) { }∈ +∞ −2 4 بنابراین 

برای اینکه معادله دو جواب داشته باشد باید 62- گزی192619 	2
 m m m m m m IÄ ( ) ( )∆> ⇒ − − + > ⇒ − > ⇒ < >2 20 4 4 2 4 0 16 0 0 16 

ب�رای اینک�ه دو ج�واب معادل�ه نامنف�ی باش�ند، بای�د مجم�وع آن‌ه�ا مثبت و 
حاصل‌ضربشان نامنفی باشد:

 c bm m  m m
a a

      ,≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥− − > ⇒ − > ⇒ <0 2 4 0 2 0 4 0 4  

ب�ا توجه به ش�کل زیر، اش�تراک جواب‌های به‌دس�ت آمده ب�رای m به‌صورت 
1− را داشته  2− و  −m است و در نتیجه m می‌تواند مقادیر صحیح  ≤ <2 0

باشد.

. 72- گزی192719 m( )∆= + >2 8 0 معادلۀ مورد نظر همواره دو جواب دارد  	3
اگر معادله دو جواب منفی داشته باشد، باید مجموع آن‌ها منفی و حاصل‌ضرب 

آن‌ها مثبت باشد. بنابراین
 m m m m, ( )− < ⇒ < − + > ⇒ <−2 0 2 1 0 1

. m<−1 پس 

. چون معادله دو جواب 82- گزی192819 m( )∆= + 22 1 توجه کنی�د که  	3

. چ�ون قدرمطلق جواب منفی از ج�واب مثبت کوچک‌تر  m≠− 1
2

دارد، بای�د 

اس�ت، پس مجم�وع جواب‌ها مثبت اس�ت و چ�ون جواب‌ه�ا مختلف‌العلامت 
هستند، پس حاصل‌ضرب آن‌ها منفی است. بنابراین 

 mx x m x x m
m m

      ,−+ =− > ⇒ < < =− < ⇒ >1 2 1 2
2 1 1 20 0 0 0

2

 . m< <10
2

بنابراین 

0≤∆، پس 92- گزی192919 ابتدا توجه کنید که باید  	2
 m m− + ≥ ⇒ ≤4 4 8 0 3  

از طرف دیگر، اگر معادله دو جواب مختلف‌العلامت داشته باشد، آن‌گاه

 c m m
a
≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤0 2 0 2  

همچنین، ممکن اس�ت معادله دو جواب نامثبت داش�ته باشد، که در این صورت 

 . b
a

− ، که ممکن نیست، زیرا 2= b
a

− باید مجموع آن‌ها نامثبت باشد، یعنی 0≥

بنابراین حداکثر مقدار m برابر 2 است.
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ابتدا توجه کنید که 03- گزی193019 	2
 m m m( )∆= + + = + + >2 24 4 8 2 1 7 0

بنابراین معادله حتماً دو جواب دارد. از طرف دیگر، برای اینکه معادله دو جواب 
منفی داشته باشد، باید مجموع جواب‌ها منفی و حاصل‌ضرب آن‌ها مثبت باشد. 

یعنی باید
 b cm m m m

a a
      ,− < ⇒ < ⇒ < > ⇒− − > ⇒ <−0 2 0 0 0 2 0 2  

، معادله دو ج�واب منف�ی دارد. اکنون توجه کنی�د که اگر  m<−2 پ�س اگ�ر 
 x=0 x درمی‌آید که یک جواب آن  x+ =2 4 0 ، معادل�ه به‌صورت  m=−2
x=−4 است. پس در این حالت نیز معادله جواب مثبت ندارد.  و جواب دیگر 
، معادله یا دو جواب مثبت، یا دو جواب مختلف‌العلامت  m>−2 بنابراین اگر 

دارد، که در هر صورت یکی از جواب‌ها مثبت است.

x=−1 جواب‌های معادله هستند، پس13- گزی193119 x=1 و 
3

چون  	3

 
a ba b

a ba b

( ) ( ) ( )

( )

 + =− + + = ⇒ 
− =− − − × − + = 

1 1 1 3 16 5 0
27 9 3

116 1 5 1 0
 

 x x x− − + =3 26 5 8 3 0 . پس معادله به ش�کل  b=3 a=−8 و  بنابراین 

 x+1 و x−3 1 و 1− جواب‌ه�ای آن هس�تند، پس 1
3

در می‌آی�د ک�ه چ�ون 

عامل‌های عبارت س�مت چپ معادله هس�تند و به کمک تقسیم می‌توان نوشت  

x=3 است. در 
2

. بنابراین جواب دیگر معادله  x x x( )( )( )+ − − =1 3 1 2 3 0

 . ab
k

( )− ×
= =−

8 3 16
3
2

k=3 و 
2

نتیجه 

معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:23- گزی193219 	4

 
x x x x x x x x

x x x x x x x

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

+ + − − = ⇒ + − + + + − =

+ − + + − = ⇒ + − − =

3 2 2

2 2

8 5 14 0 2 2 4 2 7 0

2 2 4 7 0 2 3 0
بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر هستند:

 x x  x x x     , ±+ = ⇒ =− − − = ⇒ =2 1 132 0 2 3 0
2

 

پس حاصل‌ضرب جواب‌های منفی معادله برابر است با 

( )( )− − = −1 13 2 13 1
2

x=−1 ج�واب معادله اس�ت. پس 33- گزی193319 واض�ح اس�ت ک�ه  	4
x+1 عامل عبارت سمت چپ معادله است 

 
x x x mx m x x x x m

x x x m

( ) ( )( )

( )( ( ))

+ + − − − = ⇒ + + + − − =

+ + − + =

3 2 2 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0
 

 x x m( )+ − + =2 1 0 برای اینکه معادله س�ه جواب داشته باشد، باید معادلۀ 
1− نباشند. بنابراین دو جواب داشته باشد و هیچ یک از این جواب‌ها برابر 

 
m m m

m m

( )

( ) ( )

∆= + + > ⇒ + > ⇒ >−

− − − + ≠ ⇒ ≠−2

51 4 1 0 5 4 0
4

1 1 1 0 1
 

 . m ( , ) { }∈ − +∞ − −5 1
4

پس 

، معادل�ه 43- گزی193419 t x= ≥2 0 راه‌ح��ل اول اگ�ر ف�رض کنی�م  	2

t هستند.  ±=5 37
2

t در می‌آید که جواب‌های آن  t− − =2 5 3 0 به‌صورت 

5− قابل قبول نیست چون عددی منفی است. بنابراین 37
2

جواب 

 x x+ += ⇒ =±2 5 37 5 37
2 2

 

یعنی معادله دو جواب دارد.

t در  t− − =2 5 3 0 ، معادله به‌صورت  t x= ≥2 0 راه‌حل دوم اگر فرض کنیم 

c اس�ت. پس معادل�ه دو جواب مختلف العلامت دارد. 
a
<0 می‌آید، که در آن 

، جواب منفی غیرقابل قبول و جواب مثبت قابل قبول  t≥0 که با توجه به فرض 
. پس معادلۀ داده شده دو جواب دارد. x t=± خواهد بود و 

، معادل�ۀ مورد نظر می‌ش�ود 53- گزی193519 x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م  	3
، پس   t t− − =2 4 12 0

t t t t

t t x x       .¡.¡.ù      

( )( )

( ),

− − = ⇒ − + =

=− = ⇒ = ⇒ =±

2

2

4 12 0 6 2 0

2 6 6 6

6− است. بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 

. در این ص�ورت معادلۀ مورد 63- گزی193619 x t=2 ف�رض می‌کنی�م  	1
. چون معادلۀ اصلی چهار جواب دارد،  t m t m( )+ − − =2 2 1 2 0 نظر می‌ش�ود 

پس این معادلۀ درجۀ دوم دو جواب مثبت دارد. بنابراین 

m m m m

c m m
a

b m m m
a

( ) ( )

( )

∆> ⇒ − + > ⇒ + > ⇒ ≠−

> ⇒− > ⇒ <

− > ⇒− − > ⇒ − < ⇒ <

2 2 10 2 1 8 0 2 1 0
2

0 2 0 0

10 2 1 0 2 1 0
2

) است. , ) { }−∞ − − 10
2

بنابراین مجموعۀ مقادیر m به‌صورت 

kt 73- گزی193719 kt −− + =2 3 2 0
4

، به معادلۀ  x t=2 اگر فرض کنیم  	3

t1 داشته باشد، معادلۀ  می‌رس�یم. اگر این معادله فقط یک جواب مثبت مانند 

x دارد:  t=± 1 اصلی دو جواب به‌صورت 

 

k k

b kt k
a

k k k k ¡.. ¡.—  

( )

( ),

∆= − − =
 ⇒ 

=− > > ⇒ >  

+ − = ⇒ =− =

2

1

2

0 3 2 0

0 0 0
2 2

2 3 0 3 1

همچنین اگر معادلۀ درجۀ دوم یک جواب منفی و یک جواب مثبت داشته باشد، 
x2 نمی‌تواند منفی باشد. بنابراین معادلۀ  جواب منفی قابل‌قبول نیس�ت، چون 

x دارد، پس  t=± اصلی دو جواب به‌صورت 
c k k k
a

−< ⇒ < ⇒ − < ⇒ >3 2 30 0 3 2 0
4 2

k=1 جواب مسئله است. k>3 یا 
2

بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
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t≥0 و 83- گزی193819  ، x t=± ، آن‌گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م  	3
معادله به شکل زیر در می‌آید

 t mt m      ( )*− + − =2 22 4 0  
) به ازای  )* . بنابراین معادلۀ  m m( )∆= − − = >2 24 4 4 16 0 در این معادله 
ه�ر مق�دار m دو جواب حقیقی دارد. اگر هر دو جواب این معادله منفی باش�ند، 
 t2 t1 و  آن‌گاه معادل�ۀ اولی�ه ج�واب حقیق�ی نخواه�د داش�ت. بنابراین اگ�ر 

) باشند، باید  )* جواب‌های معادلۀ 

 
t t m m

t t m m m   IÄ  

+ < ⇒ < ⇒ <

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 4 0 2 2
 

m<−2 تا معادلۀ اولیه جواب حقیقی نداشته باشد. بنابراین کافی است 

. در این صورت93- گزی193919 x x t+ =2 فرض می‌کنیم  	2

 

t t t t

t x x x x

x x x      x

t x x x x

x x x     x

( )( )

( )( ) ,

( )( ) ,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2

2 2

1 2
2 2

3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0

2 3 0 2 3

12 12 12 0

3 4 0 3 4

 

بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر است با 
x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

. 04- گزی194019 t t= +2 3 4 . در نتیجه  x x t− + =2 7 11 فرض می‌کنیم  	1
، پس به معادله‌های زیر می‌رسیم t ,=−1 4 بنابراین 

x x x x x

x x x x x

,− + =− ⇒ − + = ⇒ =

±− + = ⇒ − + = ⇒ =

2 2

2 2

7 11 1 7 12 0 3 4

7 217 11 4 7 7 0
2

 

پس معادلۀ مورد نظر چهار جواب دارد.

معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 14- گزی194119 	1
x x x x( )+ = + ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 0

=x هستند. پس جواب بزرگ‌تر  −1 2 =x و  +1 2 جواب‌های معادلۀ بالا 
1+ است. 2 معادله 

x 24- گزی194219
x x x x

=
− − + −4 2 3

1
2 1 1

ش�کل  ب�ه  را  معادل�ه  	۲

می‌نویسیم. بنابراین
cx x x x x x x
a

− = − − + ⇒ + − = ⇒ =−4 4 2 22 1 1 0 1

x ضرب و آن را ساده 34- گزی194319 x( )( )− +1 1 طرفین معادله را در  	3
می‌کنیم:

x x x x x x x x( ) ( )( )+ + − = − + ⇒ − = − ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 1 3 1 2 2 2 3 1 0

3 است.
2

معادلۀ بالا دو جواب دارد که 1 و 1− از آن‌ها نیستند و مجموع آن‌ها برابر 

x1 جواب دیگر معادله باش�د. ابتدا معادلۀ 44- گزی194419 فرض کنید  	3
داده شده را این‌طور می‌نویسیم:

 x a x a x a
x a x a

( ) ( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

5 2 4 1 7 6 2 0 1
2 2

x=5 جواب معادله است، پس چون 
 a a a( )− + + + = ⇒ =25 5 7 6 2 0 8

a+7 است، پس  چون مجموع جواب‌های معادلۀ )۱( برابر 
 a x x x+ = + ⇒ = + ⇒ =1 1 17 5 15 5 10

یعنی جواب دیگر معادله ۱۰ است که مخرج هیچ یک از کسرها را صفر نمی‌کند 
و قابل قبول است.

معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت:54- گزی194519 	۲

 
x a x x a
x x a x x a

x a x a x a x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − − ⇒ + − − − =2 2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12 4 9 4 10 3 0

−a است. پس −10 3
4

حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 

 a a a− − = ⇒− = ⇒ =−10 3 7 10 10 1
4 4

x ضرب می‌کنیم:64- گزی194619 −2 1 دو طرف معادله را در  	2
 x a x ax x a( ) ( )− − = − ⇒ − + − =2 21 2 1 3 0 1

0>∆ برقرار باشد، معادله جواب ندارد. بنابراین اگر در معادلۀ )۱( شرط 

 a a a a a( ) − +∆= − − < ⇒ − + < ⇒ < <2 3 2 2 3 2 21 4 3 0 4 12 1 0
2 2

a=2 معادله جواب ندارد.  پس به ازای اعداد طبیعی a=1 و 
توجه کنید که در حالت‌های زیر هم معادلۀ اصلی جواب ندارد ولی این حالت‌ها 

در این مسئله اتفاق نمی‌افتند. 
x=1 ریشۀ مضاعف معادلۀ )1( باشد.  )1

x=−1 ریشۀ مضاعف معادلۀ )2( باشد.  )2
x=−1 هر دو جواب‌های معادلۀ )1( باشند. x=1 و   )3

. در این صورت معادلۀ مورد 74- گزی194719 x t
x
+ =2 1 فرض می‌کنیم  	۴

نظر به معادلۀ زیر تبدیل می‌شود

 t t t t t
t

,−+ = ⇒ − − = ⇒ =− =26 5 5 6 0 1 6

بنابراین

 
xt x
x

xt x
x

+=− ⇒ =− ⇒ =−

+= ⇒ = ⇒ =

2 1 11 1
3

2 1 16 6
4

از آنجای�ی که هیچ ک�دام از این دو مقدار باعث صفر ش�دن مخرج‌ها در معادلۀ 
اصلی نمی‌ش�وند، هر دو قابل قبول هس�تند. بنابرای�ن حاصل‌ضرب جواب‌های 

 . − 1
12

معادلۀ مورد نظر برابر است با 

. بنابراین84- گزی194819 x
x

+ =1 4 اگر این عدد x  باشد، آن‌گاه  	1

x x x x x+ = ⇒ − + = ⇒ = ±2 21 4 4 1 0 2 3
 −2 3 2− ش�رط مورد نظ�ر را دارند که  3 2+ و  3 بنابرای�ن دو ع�دد 

کوچک‌ترین عددی است که این شرط را دارد.
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ف�رض کنید زم�ان رفت برابر t و س�رعت رف�ت برابر v 94- گزی194919 	2

 v−5 t+4 و سرعت برگشت برابر 
9

باش�د. در این صورت زمان برگشت برابر 

vt=200 است. چون فاصلۀ دو شهر برابر 200 کیلومتر است، پس تساوی‌های 

v برقرارند. بنابراین t( )( )= − +4200 5
9

و 

v t t  
t t t

t t t t

t t t  SøIw

( )( )

( )( )

= ⇒ = − + ⇒ = + − −

− − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 2

200 200 4 800 20200 5 200 200 5
9 9 9

800 45 20 0 9 4 160 0

9 40 4 0 4
بنابراین زمان رفت 4 ساعت است.

5+ 05- گزی195019 1
2

نسبت طول به عرض در مستطیل طلایی برابر  	1

است. اگر طول این مستطیل برابر x و عرض آن برابر y باشد، آن‌گاه
x x y
y

( )+ += ⇒ =5 1 5 1
2 2

3− است. بنابراین 5 از طرف دیگر نسبت محیط به مساحت مستطیل برابر 
x y

y y xy
xy

x x

( )
(( ) ) ( )

( ) ( )

( )

+ += − ⇒ + = −

+ + + ++ = − ⇒ = = ×
− − +

+ += =
−

2

2 5 13 5 2 3 5
2

5 1 5 3 5 3 3 52 1 3 5
2 3 5 3 5 3 5

3 5 7 3 5
9 5 2

معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت15- گزی195119 	4

 

x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

− + −− + = ⇒ − =
− − − −

− −−− = ⇒ =
− − − −

1 1 5 31 0 1 0
3 5 3 5

2 1 42 81 0 0
3 5 3 5

 

بنابراین جواب‌های معادلۀ مورد نظر 1 و 4 هستند و مجموع آن‌ها 5 است.
معادلۀ داده شده را این‌طور می‌نویسیم:25- گزی195219 	1

 x x x x
x xx x x x x x

− + + += + = =
++ + +2 2 2

12 2 5 2 6 5 7 6
33 3 3

 

، x ,≠ −0 3 در نتیجه، با فرض 
 x x x x− = + ⇒ =− ⇒ =−12 7 6 6 18 3  

که قابل قبول نیست. بنابراین معادله جواب ندارد.
معادلۀ داده شده را این‌طور می‌نویسیم35- گزی195319 	3

 x a x a x a
x a x a

     (1)( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

3 2 2 1 5 4 2 0
2 2

 

x=6 جواب معادله است، پس چون 
 a a a a( )− + + + = ⇒− + = ⇒ =36 6 5 4 2 0 2 8 0 4  

+a اس�ت، پس جواب دیگر  =5 9 چ�ون مجم�وع جواب‌های معادلۀ )1( برابر 
معادلۀ مورد نظر برابر 3 است.

در 45- گزی195419 را  ش�ده  داده  معادل�ۀ  ط�رف  دو  اول  راه‌ح��ل  	4
x ضرب می‌کنیم: x x( )( )− + −2 1 1

 

ax x x x x x
a

ax x a x a ax a
a

x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + = + − +
+

− = + ⇒ + − − = +
+

= + ⇒ = +

2 2

3 3 3 3

33

1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

2 1 2 1

a+3 ریش�ۀ مخرج کسر در معادلۀ اصلی باشد، قابل قبول نیست. در  2 1 اگر 
غیر این صورت قابل قبول اس�ت و معادله یک جواب دارد. ریش�ۀ مخرج کسر 

x=1 است، پس 

 a a a+ = ⇒ + = ⇒ =3 2 1 1 2 1 1 0

x درمی‌آید که  x+ + =2 1 0 ، آن‌گاه معادله به‌صورت  a=0 توجه کنید که اگر 
، آن‌گاه س�مت راس�ت معادل�ه تعریف  a=−1 ج�واب ن�دارد. همچنی�ن اگ�ر

a معادله همواره یک جواب دارد. { , }∈ − −0 1 نمی‌شود. بنابراین برای 

. بنابراین گزینه‌های  a≠−1 در مخرج کسر است، پس a+1 راه‌حل دوم چون 
a=0 را امتحان کنیم.  )1( و )2( رد می‌شوند. برای یافتن گزینۀ صحیح کافی است 

 . a≠0 x که جواب ندارد. پس  x
x x
+ + =
− +

2

2
1 0
1

a=0 معادله می‌شود  به ازای 

معادله را به شکل زیر می‌نویسیم:55- گزی195519 	2

 

 k
x x x x

x x x
k k

x x x x x x

k x kx k

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

− =
− + + +

+ − − +
= ⇒ =

− + + − + +

− = ⇒ − − =2 2

5 3
1 4 1 4

5 1 3 1 2 4
1 1 4 1 1 4

1 2 2 0

k است. پس 
k

− −2 حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 

 k k k k
k

− − =− ⇒ = + ⇒ =2 24 4 2
3

، معادله به شکل زیر درمی‌آید65- گزی195619 x t
x

( )+ =22 اگر فرض کنیم  	2

 t t t t,− − = ⇒ =− =2 9 10 0 1 10

، آن‌گاه t=10 t=−1 غیرقابل قبول است. اگر  ، پس  t>0 چون 

 
x x x

x

x x x
x

,

,

 + = ⇒ − + = ∆=

 + =− ⇒ + + = ∆=

2

2

2 10 10 2 0 2

2 10 10 2 0 2

ه�ر کدام از معادله‌های ب�الا دو جواب غیرصفر دارن�د و جواب‌های معادلۀ اول 
قرینۀ جواب‌های معادلۀ دوم هستند. پس معادلۀ اصلی چهار جواب دارد.

معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت75- گزی195719 	4

 x x
x x

( )− + + + =
+ +

2
2

21 4 10 10 6
4 10

، این معادله می‌شود x x t+ + =2 4 10 اگر فرض کنیم 

 
t

t t t
t

t t t t t t

nj Jo†

( )( ) ,

− + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

21 4 0 21 4 0

4 21 0 7 3 0 3 7

بنابراین

 

t x x x x

t x x x x

x x x x

jnHkº JH¼]

  

( ).

( )( ) ,

=− ⇒ + + =− ⇒ + + = ∆<

= ⇒ + + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ =− =−

2 2

2 2

3 4 10 3 4 13 0 0

7 4 10 7 4 3 0

1 3 0 1 3

4− است. بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 
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اگ�ر طول ضلع‌های زاویۀ قائمۀ مثلث را a و b و طول وتر 85- گزی195819 	2
آن را c فرض کنیم، آن‌گاه

 a b a
b
= ⇒ =3 4

4 3
 

بنابراین طول وتر برابر است با

 c a b a a a a= + = + = =2 2 2 2 216 25 5
9 9 3

 

بنابراین

a b c a a a aa a
+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =1 1 1 47 1 1 1 47 1 3 3 47

30 4 5 30 4 5 30
3 3

دو طرف معادله را در 60a ضرب می‌کنیم

 
b a

a a b
   =

+ + = ⇒ = = → =
4
3141 360 45 36 94 2

94 2
 

 . S ab= = × × =1 1 3 32
2 2 2 2

بنابراین مساحت مثلث برابر است با 

فرض می‌کنیم تعداد افراد کلاس، n نفر باشند، در نتیجه 95- گزی195919 	1

 )برحسب هزارتومان( است. با افزودن پنج نفر از 
n

700 هزینۀ س�رانۀ اولیه برابر 

 می‌ش�ود. در نتیجه 
n
−700 7 دانش‌آم�وزان کلاس دیگ�ر هزینۀ س�رانه برابر با 

. بنابراین n
n

( )( )− + =700 7 5 700

n n n n n
n

n n n n n n

( )( ) ( )( )

( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2

700 7 5 700 700 7 5 700

5 500 0 25 20 0 25 20
n=20 قابل قبول است. فقط جواب 

20 کیلوگ�رم از محل�ول اولی�ه ش�کر و 80 کیلوگرم آن آب 06- گزی196019 	1
است. اگر نیمی از آب را تبخیر کنیم، 40 کیلوگرم آب باقی می‌ماند. اگر x کیلوگرم 
x+60 می‌شود. پس x+20 و جرم محلول  شکر به آن اضافه کنیم، جرم شکر 

x x x x x x
x x

+ += ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ +

20 40 20 2 20100 5 120 2 3 20
60 100 60 5 3

ابتدا توجه کنید که 16- گزی196119 	1
y x x x x x x( ) ( )( )= − + = − −2 3 2 1 2
بنابراین جدول تعیین علامت عبارت y به صورت زیر است.

x

y

−∞ +∞

− + − +

0 1 2

0 0 0

چون عبارت یک ریش�ه دارد و در دو طرف ریشه علامت آن 26- گزی196219 	1
x2 باید صفر باشد: متفاوت است، پس باید عبارت از درجۀ اول باشد. یعنی ضریب 

 m m− = ⇒ =±2 4 0 2
x=4 ریشۀ عبارت  y است. چون  nx= +2 2 ، عبارت به‌صورت  m=2 اگر 

است، پس
 n n y x= × + ⇒ =− ⇒ =− +1 10 2 4 2 2

4 2
در ای�ن ص�ورت جدول تعیین علام�ت عبارت به‌صورت زیر اس�ت و این حالت 

قابل قبول نیست.

 
x

y

−∞ +∞

+ −

4

0

x=4 ریش�ۀ  y اس�ت. چون  nx=− −2 2 ، عبارت به‌صورت  m=−2 اگ�ر 

 . mn=1
2

، بنابراین  n=− 1
4

. در نتیجه  n=− × −0 2 4 2 عبارت است، پس 

x=2 ریشه‌های عبارت هستند:36- گزی196319 با توجه به جدول، x=1 و  	1

 
x m m n

x m m n

( ) ( )*

( ) ( )

= ⇒ + − + + =

= ⇒ + − + + =

2

2

1 2 2 0

2 4 2 2 2 0
دو طرف تساوی‌های بالا را از هم کم می‌کنیم:

 
m m

m m
m m

( ) ( )
+ = ⇒ =−+ − + = ⇒ + = ⇒ =

2 2 0 2
2 3 2 0 2 3 1

y ثابت  y که در ای�ن صورت علامت  n= m=−2 نتیجه می‌ش�ود  به ازای 
) مقدار n به‌دست می‌آید )* است و به ازای m=1 از معادلۀ 

n n− + = ⇒ =3 9 0 6

راه‌ح��ل اول ابت�دا نامعادله‌ه�ا را به‌صورت‌ه�ای زی�ر 46- گزی196419 	1
بازنویسی می‌کنیم:

x
x x x x x x x x x x    ( )( ) , ( )

>
− > ⇒ − + > − < ⇒ − < ⇒ <

3 2 10 1 1 0 0 1 0 0

در نتیج�ه مجموع�ۀ جواب‌های نامعادلۀ م�ورد نظر، با فرض x>1 یا x<0 با 
) است، برابر است. , )−∞ −1 +x که بازۀ  <1 0 مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ 

 ( , )−∞ −1 ) برابر  , )−∞ −1 ) و  , ) ( , )−∞ +∞0 1 اش�تراک مجموعه‌های 

است که مجموعۀ جواب نامعادلۀ مورد نظر مسئله است.

2− در آن صدق  − در نامعادله صدق نمی‌کند ولی عدد  1
2

راه‌حل دوم عدد 

می‌کند پس گزینۀ )1( جواب است.

توجه کنید که می‌خواهیم نامعادلۀ زیر را حل کنیم:56- گزی196519 	4

 
x x x x

x x x x       x x x

( ) ( )

( )( ), ( )( )

− − − <

− − = − + − = − +

2 2 2

2 2

4 5 1 0

4 5 5 1 1 1 1
در نتیجه طرف چپ نامعادلۀ بالا به‌صورت زیر درمی‌آید:
 y x x x x( ) ( ) ( )= + − −3 21 5 1
با تشکیل جدول تعیین علامت، نامعادله را حل می‌کنیم:

 
x

y

−∞ − +∞

− + − + +

1 0 1 5

0 0 0 0

). پس  , ) ( , )−∞ −1 0 1 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله برابر اس�ت با 

. a b+ =−1 b=0 و در نتیجه   ، a=−1

. دلتای 66- گزی196619 x x x x( )( )+ = + − +3 21 1 1 توج�ه کنید ک�ه  	3
 . x x− + >2 1 0 ). در نتیجه همواره )∆=−3 x منفی است  x− +2 1 عبارت 

 xy
x x( )( )

+= ≤
− −

1 0
2 4

بنابراین مسئله به یافتن مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ 

تبدیل می‌شود. جدول تعیین علامت y به شکل زیر است:

 
x

y

−∞ − +∞

− + − +

1 2 4

0

) اس�ت.  , ] ( , )−∞ −1 2 4 بنابرای�ن مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر 

. a b+ =3 b=4 و در نتیجه  a=−1 و  پس 

ت
ن

ت
ن
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نامعادله را به صورت زیر می‌نویسیم:76- گزی196719 	2
 x x x x( )( )− − < ⇒ + − <4 2 2 22 0 1 2 0  

x همواره مثبت است، پس +2 چون مقدار عبارت1
x x− < ⇒− < <2 2 0 2 2

) است. در نتیجه , )− 2 2 پس مجموعۀ جواب‌های نامعادله به صورت 
a b ab ,=− = ⇒ =−2 2 2  

کنی�م 86- گزی196819 ف�رض  اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  اول  راه‌ح��ل  	2
P جدول تعیین علامت  باید به‌صورت زیر باشد x x a x a( ) ( )= + − + −2 1 2 6

 
x x x

P x( )

−∞ − +∞

+ − +
1 23
0 0

 

x=−3 منفی باشد. بنابراین P به ازای  x( ) پس باید 
 P a a a( ) ( ) ( )− = − − − + − < ⇒ >23 3 3 1 2 6 0 6  

راه‌حل دوم ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:

 

x a x a x a x

x x

x a x a

x x x a x

x a a

( ) ( ) ( )( )

,

+ − + − = + − + =

+ = ⇒ =−


+ − = ⇒ = −
<− < ⇒ = − =−

= − <− ⇒ >

2

1 2 1 2

1

1 2 3 3 2 0

2 0 2

3 0 3

3 3 2

3 3 6

 

x−2 96- گزی196919 ، آن‌گاه عب�ارت برابر  m=0 توج�ه کنید ک�ه اگر  	3
x2 مثبت  ، آن‌گاه باید ضریب  m≠0 خواهد بود که همواره مثبت نیست. اگر 

∆ منفی باشد. پس و 
m m m m  ,> − < ⇒ > ⇒ >2 20 4 4 0 1 1 

نابراب�ری 07- گزی197019  x مق�دار  ه�ر  ازای  ب�ه  می‌خواهی�م  	3
. بنابراین  mx mx− + >2 2 8 0 mx برقرار باش�د، یعنی  mx− + >−2 2 2 6

0>∆. پس m>0 و  ، باید  m≠0 اگر 
 m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 32 0 8 0

 . m< <0 8 با توجه به جدول زیر، باید 

 
m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 8
8 0 0

6− بزرگ‌تر  ، آن‌گاه عبارت به‌صورت y=2 است که از  m=0 از طرف دیگر، اگر
. پس m می‌تواند هشت مقدار صحیح داشته باشد. m≤ <0 8 است. بنابراین 

عبارت را تجزیه می‌کنیم:17- گزی197119 	1
y x x x x( )( )= − − = + −4 2 2 23 4 1 4

x را تعیین علامت کنیم: −2 4 x همواره مثبت است، پس کافی است  +2 چون 1
x
y

−∞ − +∞

+ − +

2 2
0 0

ریشۀ عبارت را به‌دست می‌آوریم:27- گزی197219 	1
m m

m x m x
mm m

| | | |
| |

| || |

− − −+ = ⇒ = = =2
2 2

10

ضریب x عددی مثبت است، پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است:

x
m

y
| |
−−∞ +∞

− +

1

0

x 37- گزی197319 x− ≥−3 23 4 x و  x− ≤3 23 0 بای�د نامعادله‌های  	2
را حل کنیم و بین مجموعۀ جواب‌های آن‌ها اشتراک بگیریم:

 
x x x x x

x x x x x

x x x

( )

( )( )

( )( )

− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

− + ≥ ⇒ + − + ≥

+ − ≥ ⇒ ≥−

3 2 2

3 2 2

2

3 0 3 0 3
3 4 0 1 4 4 0

1 2 0 1
−x مجموعۀ جواب‌های نامعادله‌های مورد نظر اس�ت. پس  ≤ ≤1 3 بنابرای�ن 

. توجه کنید که a b+ =2 b=3 و در نتیجه  a=−1 و 

 x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− + = + − + = + − −

= + − + − − + = + − +

3 2 3 2 3 2

2 2
3 4 1 3 3 1 3 1
1 1 3 1 1 1 4 4

 

نامعادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم:47- گزی197419 	2

 

x x x

x x x x x x

x x x x x x x x
y x x x x

( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

− − − − ≥

− − + − − − − + ≥

− − − − ≥ ⇒− + − + ≥

= + − + ≤

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 4 4 2 0

2 4 2 4 2 4 2 4 0

3 2 8 2 0 3 4 2 2 0
3 4 2 2 0

 
x

y

−∞ − − +∞

+ − + − +

42 0 2
3

0 0 0 0
ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت بالا، مجموعۀ جواب‌ه�ای نامعادله به‌صورت 

2− را شامل می‌شود. ] است که اعداد صحیح ۲، ۱، ۰ و  , ] [ , ]− − 42 0 2
3


عبارت را به شکل زیر می‌نویسیم:57- گزی197519 	3
x xx x xy x
x x xx

     

( )( )
,

( )( )

− −− + −= = = ≠
− + +−

2

2
2 35 6 3 2
2 2 24

بنابراین جدول تعیین علامت عبارت به شکل زیر است:
x
y

−∞ − +∞
+ − − +

2 2 3
0

) باش�د، منفی است.پس  , ) { }− −2 3 2 بنابراین y به‌ازای هر x که در مجموعۀ 

. a b
c
+ =1

2
. در نتیجه  c=2 b=3 و   ، a=−2

ax به یکی از دو 67- گزی197619 b− مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادلۀ 0< 	۳

b است. با توجه به فرض مسئله،
a

( , )−∞ b یا 
a

( , )+∞ صورت 

 ba a b
a

,> = ⇒ =0 2 2

، کافی اس�ت مجموعۀ جواب‌های  a>0 . چ�ون  ax b xa
x x

( )+ +=
− −

2
2 2

بنابرای�ن 

) است. , )−2 2 x را بیابیم که بازۀ 
x
+ <
−

2 0
2

نامعادلۀ 

نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:77- گزی197719 	1
x x

x
x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +
+ − < ⇒ <

+ +
− +− + + < ⇒ >

+ +

2

9 5 39 5 0 0
3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب‌ه�ای نامعادله به‌صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

x
y

−∞ − − +∞

− + − +

4 3 6
0 0

. a b+ =2 b=6 و در نتیجه  a=−4 و  پس 

ت
ن

ت
ن

ت
ن
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، ثانیاً باید 87- گزی197819 m<0 x2 منفی باشد. پس  اولًا باید ضریب  	4
0>∆. پس

 m m m  m   mIÄ| |− < ⇒ > ⇒ > ⇒ > <−2 2 1 1 1 11 4 0
4 2 2 2

 

 . m<− 1
2

بنابراین نتیجه می‌شود 

نابراب�ری 97- گزی197919  x مق�دار  ه�ر  ب�ه‌ازای  می‌خواهی�م  	2
. بنابراین  mx mx− + >2 2 4 0 mx برقرار باش�د، یعن�ی  mx− + >−2 2 2 2

0>∆. پس m>0 و  ، باید  m≠0 اگر 
m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 16 0 4 0

. m< <0 4 با توجه به جدول زیر، باید 
m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 4

4 0 0

 −2 y=2 اس�ت که از  m=0 آن‌گاه عبارت به‌صورت  از ط�رف دیگ�ر، اگ�ر 
. m≤ <0 4 بزرگ‌تر است. بنابراین 

نابرابری را به‌صورت زیر می‌نویسیم:08- گزی198019 	3

 x m x mx mx m
x x x x

( )− + + + −+ + − ≤ ⇒ ≤
− + − +

22

2 2
2 3 33 0 0

1 1
x برقرار اس�ت، پس کافی اس�ت  x− + >2 1 0 چ�ون ب�ه ازای ه�ر x نابراب�ری 

x برای هر x برقرار باشد. بنابراین m x m( )− + + + − ≤22 3 3 0 نامعادلۀ 

 m m m m

m m m

( ) ( )

( )( )

∆= + + − ≤ ⇒ + − ≤

− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 23 8 3 0 14 15 0

1 15 0 15 1
15− است. پس حداقل مقدار m برابر 

دو طرف معادله را به توان چهار می‌رسانیم:18- گزی198119 	1

 
x x x x x

x x x x

( )

,

+ = − ⇒ + = + −

− = ⇒ = =

2 2

2

2 1 2 1 2 1 4 1 4

34 6 0 0
2

x=0 قابل قبول نیس�ت، زیرا در معادلۀ اصلی صدق نمی‌کند  واضح اس�ت که 

x=3 در معادلۀ اولیه صدق می‌کند. پس معادله فقط یک جواب دارد.
2

ولی 

+x و در نتیج�ه 28- گزی198219 ≥1 1 0
2

ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د  	۴

. اکنون دو طرف  x− ≤ ≤2 2 −x و در نتیجه  ≥24 0 . همچنین باید  x≥−2
معادله را به توان دو می‌رسانیم:

 
x x x x x

x x x x x x  

( )

( )( ) ,

− = + ⇒ − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2 2 2

2

1 14 1 4 1
2 4

65 4 12 0 2 5 6 0 2
5

− است.  4
5

هر دو جواب قابل قبول هستند. پس مجموع جواب‌های معادله برابر 

اگ�ر دو طرف معادلۀ م�ورد نظر را به توان دو برس�انیم، 38- گزی198319 	۲
نتیجه می‌شود

x x x x x x x x ,− − = + + ⇒ + + = ⇒ =− =−2 2 2 34 3 8 16 2 11 12 0 4
2

ه�ر دو ج�واب در معادلۀ اصلی ص�دق می‌کنند، پ�س حاصل‌ضرب جواب‌های 
معادله برابر ۶ است.

دو طرف معادلۀ داده شده را به توان دو می‌رسانیم:48- گزی198419 	2
 x x x x x x x( ) ( )( )+ − = + ⇒ − − = ⇒ − + =4 2 4 2 2 22 5 1 6 0 3 2 0

. x=± 3 x بنابراین  − =2 3 0 ، پس  x + ≠2 2 0 چون 
−=x در معادله صدق نمی‌کند،  3 =x در معادله صدق می‌کند، اما  3
−=x سمت راست معادله منفی است و سمت چپ آن مثبت  3 زیرا به ازای 

است. پس معادله فقط یک جواب دارد.
معادله را به شکل زیر می‌نویسیم:58- گزی198519 	۲

 x x ( )*− = −2 1 2 2
سپس دو طرف آن را به توان دو می‌رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ + =2 1 4 4 8 2 5 8  
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می‌رسانیم:

 
x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

− += =

2 24 20 25 64 4 44 25 0
11 4 6 11 4 6

2 2
) طرف راست باید نامنفی باشد، پس )* در معادلۀ 

 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 0 1 0 1

11− جواب معادله است. 4 6
2

11+ قابل قبول نیست و  4 6
2

بنابراین جواب 

x=8 در معادله صدق می‌کند:68- گزی198619 ابتدا توجه کنید که  	1
 a a a (1)− + + = +8 4 8 24

دو طرف معادلۀ بالا را به توان دو می‌رسانیم:

 
a a a a a

a a a a a a

( )( )− + + + − + = +

− − = + ⇒ − − = +2 2

8 4 8 2 8 4 8 24

2 64 24 4 4 8 64 24 4 2 4
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می‌رسانیم:

 
a a a a

a a a a a a  ,

− − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2

2 2

64 24 4 4 16 16

8 40 48 0 5 6 0 1 6
 a قابل قبول نیس�ت چ�ون در معادلۀ )۱( صدق نمی‌کند. پس a=−6 جواب 

فقط یک مقدار می‌تواند داشته باشد.

x 78- گزی198719 x( ) ( )− + =3 34 25 4 0 ص�ورت  ب�ه  را  معادل�ه  	1
. در این صورت  x a( ) =3 2 می‌نویسیم و فرض می‌کنیم 

 
a a a a

a x x x

a x x x

( )( )

( )

( )

− + = ⇒ − − =
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±


= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

2

3 2 2

3 2 2

5 4 0 4 1 0

1 1 1 1

4 4 64 8
بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر ۶۴ است.

، معادله به‌صورت زیر درمی‌آید:88- گزی198819 xt
x

=
+1

اگر فرض کنیم  	3

t t t t t
t

+ = ⇒ + = ⇒ − + =2 21 2 1 2 2 1 0

t=1 است. بنابراین تنها جواب معادلۀ بالا 
x x x x x    
x

x x x x x x   x .¡.¡.ù

( )

, ( )

= ⇒ = + ⇒ − =
+

+ −− + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 1 1 1
1

3 5 3 52 1 3 1 0
2 2

3− جواب معادله نیس�ت.  5
2

با توجه به معادلۀ )1( باید x>1 و در نتیجه 

x جواب معادله است. +=3 5
2

پس فقط 



)227(

.بنابراین98- گزی198919 x
x

= 4 اگر این عدد x باشد، آن‌گاه  	3

x x x
x

= ⇒ = ⇒ = 33
2

16 16 16

زمان�ی را ک�ه محس�ن روی خش�کی مس�یر AD را ط�ی 09- گزی199019 	4
t2  نشان می‌دهیم.  t1 و زمان طی کردن مسیر DB روی آب را با  می‌کرده با 

، آن‌گاه CD x= در نتیجه اگر 
AD x DB xt t
v v

,+ −= = = =
2

1 2
1 2

16 8
5 3

، بنابراین x xt t + −+ = + =
2

1 2
16 8 8

5 3 3
در نتیجه 

x x x x

x x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnïÂ¶

( )

+ = ⇒ + = →

+ = ⇒ = × ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

16 3 16 5
5 3

9 16 25 16 9 16 9 3
 . CD km=3 پس 

طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم و ساده می‌کنیم:19- گزی199119 	1

x x x x x x x( )+ = + ⇒ + = + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 37 2 7 4 4 4 3
4

x=3 در معادلۀ اصلی صدق می‌کند، پس جواب معادله در 
4

ب�ا توجه به اینکه 

) قرار دارد. , )1 1
2

بازۀ 

، دو طرف تساوی 29- گزی199219 x x+ = −2 1 11 2 برای حل معادلۀ  	1
را به توان دو می‌رسانیم:

x x x x x

x x x x  

( ) ( )

,

+ = − ⇒ + + = −

− + = ⇒ = =

2 2 2

2

2 1 11 2 4 4 1 11 2

34 7 3 0 1
4

1 است. 
4

که هر دو جواب قابل قبول هستند. پس قدرمطلق تفاضل دو جواب برابر 

طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم و آن را ساده می‌کنیم:39- گزی199319 	2
x x x x x x x x x

x   x  x

( )

, ,

+ − = − − + ⇒ = ⇒ − =

= = =−

2 2 3 3 21 3 1 6 9 9 0

0 3 3
x=−3 غیرقاب�ل قبول اس�ت، زی�را در معادلۀ اولیه ص�دق نمی‌کند.  ج�واب 

بنابراین معادله دو جواب دارد.

طرفین معادله را به توان سه می‌رسانیم و آن را ساده می‌کنیم:49- گزی199419 	1

x x x x x x x − ±+ = + + + ⇒ + − = ⇒ =3 3 2 2 3 212 3 3 1 3 3 1 0
6

− است. −3 21
6

پس جواب کوچک‌تر معادله 

x می‌نویسیم و 59- گزی199519 x− = + −2 1 1 معادله را به ش�کل  	1
دو طرف معادله را به توان دو می‌رسانیم

 x x x x x x− = + + − + ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =2 1 1 2 1 1 2 1 4 3  
x=3 در معادلۀ اصلی صدق می‌کند. بنابراین معادله یک جواب دارد. 

معادله را به شکل زیر می‌نویسیم69- گزی199619 	2
 x x      ( )*− = −3 2 2 2  

و دو طرف آن را به توان دو می‌رسانیم

 x x x x x− = + − ⇒ + =3 2 4 4 8 6 8  
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می‌رسانیم

 
x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

= − = +

2 236 12 64 52 36 0

26 8 10 26 8 10
 

) طرف چپ معادله نامنفی است، پس طرف راست آن نیز نامنفی  )* در معادلۀ 
است، بنابراین

 x x x  ,− ≥ − ≥ ⇒ ≤ ≤23 2 0 2 2 0 1
3

 

=x جواب  −26 8 10 26+ قابل قب�ول نیس�ت و  8 10 بنابرای�ن ج�واب 
معادله است.

x=2 باید در 79- گزی199719 x=2 اس�ت، پ�س  ی�ک جواب معادله  	2
معادله صدق کند

 a a a a− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =2 1 2 3 2 2 2 4 6  
x است و در نتیجه x− + − =1 6 3 بنابراین معادله به‌صورت 

 

x x x x x

x x x x x x x

x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

( )( ) ,

− − =− − → − + − − = −

+ = − ⇒ + + = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2

1 3 6 1 9 6 1 6

1 3 1 2 1 9 9 7 10 0

2 5 0 2 5

 

هر دو جواب در معادلۀ اصلی صدق می‌کنند، پس معادله دو جواب دارد.

x 89- گزی199819 x+ + = +2 21 6 5 1 به‌ص�ورت  را  معادل�ه  	3
 t t+ =2 6 5 ، معادل�ه به‌صورت  t x= +2 1 می‌نویس�یم. اگ�ر فرض کنی�م 
t بنویس�یم،  t t t( )( )− + = − − =2 5 6 2 3 0 درمی‌آی�د که اگر آن را به صورت 

t=3 هستند. بنابراین t=2 و  جواب‌های آن 
x x x x

x x x x

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2

1 2 1 4 3 3

1 3 1 9 8 8
بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 24 است.

به‌ص�ورت 99- گزی199919 معادل�ه   ، t x x= + کنی�م  ف�رض  اگ�ر  	1
 t t t t( )( )+ − = − + =2 2 1 2 0 t درمی‌آی�د که اگ�ر آن را به صورت  t+ =2 2

t=−2 جواب‌های آن هستند. بنابراین t=1 و  بنویسیم، 
x x  

x x x x

x x x x x

x      x  

(.¡.¡.ù)

     

(.¡.¡.ù)

( )

,

+ =−

+ = ⇒ = −

= + − ⇒ − + =

− += =

2 2

2

1 1 1

1 2 3 1 0

3 5 3 5
2 2

 x x+ x ج�واب ندارد، زی�را عبارت  x+ =−2 توج�ه کنی�د که معادلۀ 

x ج�واب معادله نیس�ت زیرا در  +=3 5
2

هم�واره نامنف�ی اس�ت. همچنین 

3+ بزرگ‌تر از 1 است. 5
2

، ولی  x≤ ≤0 1 معادلۀ )1( باید 

200020 طرفین معادله را به توان سه می‌رسانیم و ساده می‌کنیم:0- گزی0 	3
x k x x x x x k+ = − + − ⇒ − + + =3 3 2 23 3 1 3 3 1 0

برای اینکه معادلۀ بالا دو جواب داشته باشد، باید

k k( )∆> ⇒ − + > ⇒ <− 10 9 12 1 0
4



فصل دوم: آزمون ها
)228(

200120 −x در می‌آید که 1- گزی0 =2 0 ، معادله ب�ه صورت  m=0 اگر  	3
، باید مقدار دلتای معادله برابر صفر باشد، یعنی m≠0 یک جواب دارد. اگر 

 m m m∆= − = ⇒ = ⇒ =±2 2 1 14 16 0
4 2

 

بنابراین به‌ازای سه مقدار m ، معادله فقط یک جواب دارد.

200220 β عدد کوچک‌تر باشد. 2- گزی0 α عدد بزرگ‌تر و  فرض کنید  	3
β جواب‌های معادلۀ  α و  αβ=−2. بنابراین  α+β=4 و  در این ص�ورت 

.β= −2 6 =α و  +2 6 x هستند. در نتیجه  x− − =2 4 2 0
بنابراین

( )

( )( )

+α + += = = =− −
β −− − +

22 62 6 10 4 6 5 2 6
4 62 6 2 6 2 6

200320 . پس3- گزی0 x x =−1 2 13 x و  x+ =−1 2 8 توجه کنید که  	2

x x
x x x x x x

( )

( )

+ + − ++ = = =
+ + + + + − − +

1 2

1 2 1 2 1 2

41 1 8 4 4
2 2 2 4 13 16 4 25

 

200420 α+β=8 4- گزی0 β جواب‌های معادله باشند، آن‌گاه  α و  اگر  	2
=α. از ح�ل دس�تگاه معادله‌ه�ای به‌دس�ت آم�ده نتیج�ه می‌ش�ود  β+2 4 و 

 . m=80
9

، پس  mαβ= β=4. از طرف دیگر 
3

α=20 و 
3

200520 ، آن‌گاه معادل�ۀ م�ورد نظر 5- گزی0 x t− =2 4 اگ�ر ف�رض کنی�م  	1

t ضرب کنیم، آن‌گاه t( )+1 . اگر دو طرف این معادله را در 
t t
+ =
+

4 5 2
1

می‌شود 

 
t t t t t t t t

t t t t

( ) ( )

,

+ + = + ⇒ + + = +

− − = ⇒ =− =

2

2

4 1 5 2 1 4 4 5 2 2

12 7 4 0 4
2

، آن‌گاه  t=− 1
2

اگر 

 x x x− =− ⇒ = ⇒ =±2 21 7 74
2 2 2

، آن‌گاه  t=4 اگر 
 x x x− = ⇒ = ⇒ =±2 24 4 8 8

بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر ۲۸ است.

200620 25 کیلوگرم از محلول اولیه شکر و 75 کیلوگرم آن آب است. 6- گزی0 	2
اگ�ر یک‌س�وم از آب را تبخی�ر کنیم، 50 کیلوگرم آب باقی می‌مان�د. اگر x کیلوگرم 
x+75 می‌شود. پس x+25 و وزن محلول  شکر به آن اضافه کنیم، وزن شکر 

x x x x
x

+ = = ⇒ + = + ⇒ =
+

25 50 1 50 2 75 25
75 100 2

یعنی باید 25 کیلوگرم شکر به آن اضافه کنیم.

200720 x می‌نویسیم 7- گزی0 x− = + −2 1 2 2 معادله را به‌صورت  	۲
و دو طرف آن را به توان دو می‌رسانیم:

 x x x x x− = + − + − ⇒ − = −4 4 4 2 4 2 3 6 4 2
دوباره دو طرف معادله را به توان دو می‌رسانیم:

 
x x x x x

x x x x( )( ) ,

+ − = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 29 36 36 16 32 9 52 68 0

342 9 34 0 2
9

هر دو جواب به‌دست آمده در معادلۀ اصلی صدق می‌کنند، پس معادله دو جواب دارد.

200820 طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم و ساده می‌کنیم:8- گزی0 	1

x x x x x x x x x− + + − = − ⇒ − = −2 22 1 2 2 1 3 1 2 2 1
x=0 جواب معادلۀ اصلی نیست، پس چون 

x x ( )− = −2 2 1 1 1
دوباره طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم:

x x x x x x   x( ) ,− = + − ⇒ − + = ⇒ = + = −2 24 2 1 1 2 10 5 0 5 2 5 5 2 5

x تا هم عبارت زیر رادیکال منفی نش�ود و   ≤ ≤1 1
2

) باید  )1 با توجه به تس�اوی 

=x قابل قبول  +5 2 5 ه�م حاصل عب�ارت رادیکالی منفی نش�ود. بنابرای�ن 
=x تنها جواب معادله است. −5 2 5 نیست و 

200920 ، پس9- گزی0 P x( )=0  ، x=3 x=1 و  با توجه به اینکه در  	2

P m m m n m n

P m m m n m m n

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − − − = ⇒ − − =

= ⇒ + − − − = ⇒ + − − =

2 2

2 2

1 0 12 2 0 2 12 0

3 0 9 3 12 2 0 3 8 2 36 0
اگر طرفین معادلۀ )1( را از معادلۀ )2( کم کنیم، نتیجه می‌شود

m m m m

m m m m   ( )( ) ,

+ − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 22 8 24 0 4 12 0

6 2 0 2 6

P مثبت است و جدول تعیین علامت  x( ) x2 در  ، آن‌گاه ضریب  m=2 اگر 
، آن‌گاه  m=−6 آن نمی‌تواند به‌صورت داده شده باشد. اگر 

m n n n− − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 12 0 36 2 12 0 12

0102- گزی2010 نامعادلۀ داده شده را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4

x mx m x mx m x x
x x x x

x m x m

x x

( )

− − − − − + −− ≤ ⇒ ≤
− + − +

+ − + +
≥

− +

2 2 2

2 2

2

2

3 3 33 0 0
1 1

2 3 3 0
1

∆ منفی اس�ت و مقدار عب�ارت همواره مثبت  x مقدار  x− +2 1 ب�رای عبارت 
اس�ت. پس برای اینکه مقدار کس�ر بالا همواره نامنفی باشد، کافی است صورت 

x ضریب  m x m( )+ − + +22 3 3 آن همواره نامنفی باشد. یعنی برای عبارت 

∆ نامثبت باشد. پس x2 مثبت باشد )که هست( و 

m m m m m

m m m m m

( ) ( )

( )( )

∆= − − + ≤ ⇒ − + − − ≤

− − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 8 3 0 6 9 8 24 0

14 15 0 15 1 0 1 15

بنابراین حداکثر مقدار m برابر 15 است.

دستگاه زیر را حل می‌کنیم: 1102- گزی2011 	2

 
mx xx x x m m

x x x

= + = = ⇒ → = ⇒ = 
 = + = 

1 21 2 2 3

1 2 1

17 2
103 3 10
3 33 3 5

 

ریاضی - 87 �

β جواب‌های معادله باشند، آن‌گاه2102- گزی2012 α و  اگر  	2

       ,
βα+β= α= +8 5
2

 

β=2. از  α=6 و  از حل دس�تگاه معادله‌های به‌دس�ت آمده نتیجه می‌ش�ود 
m mαβ= ⇒ =12 طرف دیگر،�

خارج از کشور ریاضی - 91 �



)229(

x2 جواب‌های معادلۀ مورد نظر 3102- گزی2013 x1 و  فرض می‌کنی�م  	4

. از طرف دیگر، x x =1 2
1

16
mx و  x ++ =1 2

1
2

باشند. در این صورت 

 
x x x x x x

m m m

»j#·H¼U#¾M

´ÃºIwnÂ¶

+ = → + + =

+ ++ = ⇒ = ⇒ =

1 2 1 2 1 22 2 4

1 1 1 72 4 6
2 16 2 2

 

ریاضی - 96 �

αβ=−2. بنابراین 4102- گزی2014 α+β=3 و 
2

ابتدا توج�ه کنید که  	3

مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

 
S

P ( )( )

α+β= + + + = + = + =
α β αβ −

α+β= + + = + + = + + =−
α β αβ αβ − −

3
1 1 521 1 2 2

2 4
3

1 1 1 1 121 1 1 1
2 2 4

 

بنابراین معادلۀ مورد نظر به‌صورت زیر است:

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − − =2 2 25 10 0 4 5 1 0
4 4

 

ریاضی - 92 �

برای اینکه معادله دو جواب مثبت داشته باشد، باید5102- گزی2015 	4

 
b c
a a

a a a a a a

            , ,

( ) ( ) ( )( )

∆> − > >

∆= − − − = − − = − +2 2

0 0 0

4 2 4 14 4 12 40 4 5 2
 

. از طرف دیگر، a>5 a<−2 یا  0<∆ نتیجه می‌شود  از شرط 

 b ca a a a
a a

      ( ) ,− = − > ⇒ > = − > ⇒ <2 2 0 2 14 0 14  

>a است. <5 اشتراک ناحیه‌های به‌دست آمده جواب مسئله است که به‌صورت 14
ریاضی - 96 �

حاصل‌جم�ع و حاصل‌ض�رب جواب‌های معادل�ه برابر با 6102- گزی2016 	3

αβ=1 است. بنابراین
4

−=α+β− و  =12 3
4

 

( )α+ βα+ β+ = =
α β αβ αβ

+α+β+ αβ += = = =
αβ

21 1

13 22 3 14 4
11
24

 

خارج از کشور ریاضی - 85 �

ب�رای آنک�ه، معادله دو ج�واب مختلف‌العلامت داش�ته 7102- گزی2017 	1

، پس c
a
<0 باشد، باید 

mc m m
a m

IÄ
−= < ⇒ <−
+

>11 0 2
2

خارج از کشور ریاضی - 95 �

×/ 8102- گزی2018 =40 11 4 4
100

در مخل�وط اول که 11 کیلوگرم اس�ت،  	3

×/ کیلوگرم  =70 4 2 8
100

کیلوگ�رم رنگ و در مخلوط دوم که 4 کیلوگرم اس�ت، 
رنگ موجود است. 

فرض می‌کنیم که با تبخیر، x کیلوگرم از مواد غیر از رنگ تبخیر شود. در این صورت

x x
x x

/ / / / /+ = ⇒ = ⇒ × = − ⇒ =
+ − −

4 4 2 8 50 7 2 1 7 2 2 15 0 6
11 4 100 15 2

خارج از کشور ریاضی - 92 �

، آن‌گاه9102- گزی2019 x x A+ + =2 4 5 اگر فرض کنیم  	2
A

c
a

A A A A A A A

A

A x x x x x x

¡#.¡#.    ( —)

#

.

≥

=

− = → − + = ⇒ − + =

=


 = ⇒ + + = ⇒ + + = → =

2 2 2

1
2 2

1 2

2 4 4 5 4 0

1

4 4 5 4 4 1 0 1
ریاضی - 94 �

0202- گزی2020 f نتیجه می‌شود: x( )>7
2

از  	4

x x x x x− + + > ⇒ − − < ⇒ − < <2 21 72 6 4 5 0 1 5
2 2

) اس�ت. پس بیش�ترین  , )−1 5 ، همان بازۀ  a b( , ) بنابرای�ن بزرگ‌تری�ن بازۀ 

تجربی - 89 �. ( )− − =5 1 6 b برابر است با  a− مقدار 

، آن‌گاه به‌دست می‌آید:1202- گزی2021 t x x= +2 اگر فرض کنیم  	2

 

t t t t

t x x x x x x

t x x x x x x

( )( )− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

2

2 2
1 2

2 2
3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0 1

12 12 12 0 1

 

بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر است با 
 x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

تجربی - 90 �
راه‌ح��ل اول ابتدا مجم�وع و حاصل‌ض�رب جواب‌های 2202- گزی2022 	3

معادلۀ اول را حساب می‌کنیم: 

 x x     ,−+ − = ⇒α+β= αβ=−2 3 25 3 2 0
5 5

 

اکنون مجموع و حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ دوم را به‌دست می‌آوریم: 

 
S

P

( )

( )

+α+β − αβα +β= + = = = =
α β α β αβ

= =
α β

22 2

2 2 2 2 2

2 2

9 4
21 1 2925 5

4 4
25

1 25
4

بنابراین معادله به‌صورت زیر است:

x Sx P x x x x k− + = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 229 250 0 4 29 25 0 29
4 4

1− است:  راه‌حل دوم یکی از جواب‌های معادلۀ اول برابر 
 x x+ − = ⇒α=−25 3 2 0 1

بنابراین یکی از جواب‌های معادلۀ دوم 1 است: 

 k kα=− ⇒ = ⇒ × − × + = ⇒ =
α

2
2

11 1 4 1 1 25 0 29  

ریاضی - 90 �



فصل دوم: آزمون ها
)230(

معادل�ۀ 3202- گزی2023 جواب‌ه�ای   x2 و   x1 می‌کنی�م  ف�رض  	3

x باش�ند.  mx− − =28 8 0 β جواب‌ه�ای معادلۀ  α و  x و  x− − =22 2 0

در این صورت

 

x x x x

m

x x

 

 

,

,

,

+ = =−

α+β= αβ=−

α= β=

1 2 1 2

3 3
1 2

1 1
2

1
8

 

x را به توان سه می‌رسانیم: x+ =1 2
1
2

دو طرف تساوی 

 
x x x x x x

m m

( )

( )

+ + + =

α+β− = ⇒ = + ⇒ =

3 3
1 2 1 2 1 2

13
8

1 1 1 33 13
2 8 8 8 2

 

خارج از کشور ریاضی - 96 �

x=2 در معادله صدق می‌کند، پس 4202- گزی2024 	2
 a a( )− − = ⇒ =2 4 2 5 2 2  

x اس�ت. با تقس�یم عبارت  x x− − − =3 22 5 2 0 بنابرای�ن معادله به صورت 
x−2 به‌دست می‌آید: سمت چپ معادله بر 

 x x x x x x( )( )− − − = − + + =3 2 22 5 2 2 2 3 1 0  

x به‌دس�ت می‌آین�د که  x+ + =22 3 1 بنابرای�ن دو ج�واب دیگ�ر از معادل�ۀ 0

خارج از کشور ریاضی - 87 − است. � 3
2

مجموع آن‌ها برابر 

.5202- گزی2025 t t m− + − =2 2 1 0 ، آن‌گاه  t x= اگر فرض کنیم  	3
ب�رای آنک�ه دو جواب برای x به‌دس�ت آید، بای�د این معادله دو ج�واب نامنفی 

داشته باشد: 

 

m m

c m m m m
a

b m
a

( )∆> ⇒ − − > ⇒ < 


− ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ → ≤ <


− − > ⇒− > ⇒ > ⇒ ∈


0 4 4 1 0 2

10 0 1 0 1 1 2
1

20 0 2 0
1





خارج از کشور تجربی - 88 �

برای اینکه همۀ مقادیر عبارت مورد نظر مثبت باشد، باید6202- گزی2026 	2

 
a

a a

a a a a a   IÄ  ( )

− > ⇒ <

∆= + − < ⇒− + + < ⇒ <− >2 3

1 0 1

24 4 1 0 6 0 2
 

خارج از کشور ریاضی - 96 �. a<−2 از اشتراک این ناحیه‌ها به‌دست می‌آید 

x جواب داش�ته 7202- گزی2027 x− = −4 3 2 3 برای اینک�ه معادلۀ  	4
باشد، باید

x x      x x,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤3 24 3 0 2 3 0
4 3

ب�ا اش�تراک دو مح�دودۀ به‌دس�ت آمده، نتیج�ه می‌گیری�م که معادل�ه جوابی 
خارج از کشور تجربی - 87 نمی‌تواند داشته باشد.�

x=4 جواب معادله باشد:8202- گزی2028 ابتدا مقدار a را طوری می‌یابیم که  	4

a a a+ = − ⇒ + = ⇒ =−4 20 16 4 2 2
، معادلۀ مورد نظر را حل می‌کنیم: a=−2 به ازای 

x x x x x x x

x x x ,

− = − ⇒ − + = −

− + = ⇒ =

2 2 2

2

2 5 4 4 5

12 9 4 0 4
2

x ص�دق نمی‌کن�د، ای�ن معادله  x x− = − 22 5 x=1 در معادل�ۀ 
2

چ�ون 

تجربی - 87 جواب دیگری ندارد.�

. بنابراین9202- گزی2029 f x( )<2 باید  	2

x x x x x x x x
x
− < ⇒ − < + ⇒ − − < ⇒− < <
+

2 2 2 2
2

3 2 2 3 2 2 8 2 8 0 2 4
4

. b a− =6 b=4 و در نتیجه  a=−2 و  پس 
خارج از کشور ریاضی - 88 �

0302- گزی2030 است که  x ، نمودار تابع زیر محور  x به‌ازای مقادیری از  	2
، پس f x( )<0 داشته باشیم 

f x   

f x x x x x x x x x

x x x x x x

x

f x

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

<

= − − + = − − + = − −

= − − + → − + − <

− +∞

+ − +

3 2 2 2

0

4 4 4 4 4 1

4 1 1 1 1 4 0

1 1 4

0 0 0

 ( , )1 4 f منفی اس�ت، بازۀ  x( ) a که در آن  b( , ) بزرگ‌تری�ن ب�ازه به‌صورت 

ریاضی - 88 �. b a− = − =4 1 3 است، پس 



20312 . یزگ -031 a a| |+ =− −1 1 ، پس a+ <− <1 1 0 ، آن‌گاه a<−2 اگر 	2

، پس  a<−2 . از ط�رف دیگر، چون  a a a| | | | | || |− + = + + = +1 1 1 1 2 در نتیجه 

. a a| |+ =− −2 2 ، در نتیجه  a+ <2 0

20322 ، پسیزگ -032 x− < <1 2 راه‌حل اول چون  	۴

 x x x x
x x x x

      

| |
,

| |

− − + += =− = =
− − + +
2 2 1 11 1
2 2 1 1

 . − − =−1 1 2 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 
x=0 حساب کنیم: راه‌حل دوم کافی است حاصل عبارت را به ازای 

 x  x xA    A
x x
| |

| |
=− += − → =− − =−

− +
02 1 1 1 2

2 1
 

20332 توجه کنید کهیزگ -033 	1
 x x x− < <− ⇒− < <− ⇒ < < + <3 2 18 6 12 0 14 6 32 20  

. از طرف دیگر، x x| |+ = +6 32 6 32 در نتیجه 
 x x x− < <− ⇒ >− > ⇒ > − > >3 2 3 2 11 8 10 0  

. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با x x| |− = −8 8 در نتیجه 

 x x x x
x x
( )+ − − += =

6 32 4 8 6 4 10
3 3 3

 

20342 توجه کنید کهیزگ -034 	1

 


x x x x x

x x x x x
Âÿ¹¶

| |

( ) | |

< < ⇒ < < ⇒ < − < ⇒ − = −

− + = − = − =− +2 2

1 2 3 3 6 0 3 3 3 3 3 3 3

4 16 16 4 2 2 2 2 4

. A x x x( )= − − − + = −3 3 2 4 5 7 بنابراین 

20352 x منفی یزگ -035
x

+ 4 راه‌ح��ل اول چون x منفی اس�ت، عبارت  	۴

. از طرف دیگر، x x  
x x

| |+ =− −4 4 است، پس 

 x xxx  
x x x

( )( )
| | | | | |

− +−− = =
2 2 24 4

+x و چ�ون x منف�ی اس�ت، پس  >2 0 −x و  <2 0 ، پ�س  x− < <2 چ�ون 0

، بنابراین  x x
x x

| |− = −4 4 x مثبت است، پس 
x

−4

f x x  x  
x x x

( ) −=− − + − =4 4 8

x=−1 حساب می‌کنیم: راه‌حل دوم حاصل عبارت مورد نظر را به ازای 

 x  f x  x x  f
x x

( ) | | | | ( ) | | | |= −= + + − → − = − + =14 4 1 5 3 8  

x=−1 برابر 8 می‌شود. فقط مقدار گزینۀ )4( به ازای 

20362 . بنابراینیزگ -036 a a| |− =− +6 6 ، پس  a− <6 0 چون  	3

 a

A a a a a a a

A a a

| | | | | |

| ( )| | |

| | | | | || |
− >

= − − + − = − − − + = − − −

→ = − − − = − =9 0
6 3 6 6 3 6 6 9

6 9 3 3

فصل دوازدهم

20372 ، پس یزگ -037 y x− >2 0 x و  y− <2 0 ، پس  x y< <0 چ�ون  	2
 . x y y x x y x y( ) ( )− − − − − + =− +2 2 2 2 عبارت مورد نظر برابر است با 

20382 ، یزگ -038 a b+ < − =1 1 0 +b و  >2 0  ، a− <1 0 توجه کنید که  	4
 . − − − =−1 1 1 3 بنابراین عبارت مورد نظر برابر با 

20392 ، در نتیجهیزگ -039 a a| |=− ، پس  a<0 چون  	1

 a  a  aa b a b b
a

| |
| |

≠ <≤ → ≤ → ≤−0 0 1  

b−2 هم منفی هستند، پس  b−2 و  6 بنابراین هر یک از عددهای 
b b b b| | | | ( ) ( ( ))− − − =− − − − − =2 6 2 2 2 6 2 2 2

20402 . یزگ -040
aa a

a a a
| |

| |

>= =
− <

1 0

1 0
ابتدا توجه کنید که  	3

اکنون به جدول زیر توجه کنید:

 

x

x

x
y

−∞ − +∞−

+ + − + +−

+ − − − +−

−

2

2

1 12 2
0 01

0 02
2 0 2 0 2

)«   دارد. )±2 0 بنابراین y سه مقدار مختلف 

20412 x می‌نویسیم. بنابراینیزگ -041 x− =±2 5 6 معادله را به‌صورت  	4

 
x x x x x x x x

x x x x x x x x

 

 

( )( ) ,

( )( ) ,

− = ⇒ − − = + − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = − − = ⇒ = =

2 2

2 2

5 6 5 6 1 6 0 1 6

5 6 5 6 2 3 0 2 3
 

36− است.  بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 

20422 x ویزگ -042 x x| | | ( )| | |− = − = −3 18 3 6 3 6 توج�ه کنی�د که  	2

. بنابراین x x x x| | | | | ( )| | |− = − = − = −24 4 4 24 4 6 4 6

 x x x x| | | | ,− = ⇒ − = ⇒ = =7 6 28 6 4 2 10

پس مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر ۱۲ است.

20432 a یا یزگ -043 b= ، آن‌گاه  a   b| | | |= ابت�دا توج�ه کنید ک�ه اگ�ر  	1
 x x x x− = + −2 22 2 4 . بنابراین از معادلۀ داده شده نتیجه می‌شود  a b=−

. بنابراین x x x x− =− − +2 22 2 4 یا 

 x x x x x x

x x x x x x

− = + − ⇒ = ⇒ =

− =− − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2
2 2 4 4 4 1
2 2 4 2 4 2

2− است. بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 

20442 دو حالت در نظر می‌گیریم:یزگ -044 	۳
x و معادلۀ مورد نظر می‌شود x| |= ، آن‌گاه  x≥0 حالت اول اگر 

 x x x x  ,− + = ⇒ = =2 4 3 0 1 3  
x و معادلۀ مورد نظر می‌شود x| |=− ، آن‌گاه  x<0 حالت دوم اگر 

 x x x x   (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = − = +2 4 3 0 2 7 2 7  
بنابراین معادلۀ موردنظر سه جواب دارد.

ت
ن ت

ن
ت
ن

ت
ن

فصل دوم: آزمون ها



فصل دوم: آزمون ها
)232(

5402- گزی2045 راه‌حل اول معادله را به شکل زیر می‌نویسیم: 	2

 

x t

x x x x x

x x t t
t t t x

x x
t x

x x

( ¡.¡.—)

| |

| | ( ) | |

| | | |

( )( ) | | .

| |

− =

− + − − − = ⇒ − − − − =

− − − − = → − − =
+ − = ⇒ =− ⇒ − =−

− = ⇒ == ⇒ − = ⇒ − =− ⇒ =−

2 2

12 2

2 1 1 2 0 1 1 2 0

1 1 2 0 2 0
1 2 0 1 1 1

1 2 3
2 1 2 1 2 1

پس مجموع جواب‌های معادله برابر ۲ است.
راه‌حل دوم دو حالت در نظر می‌گیریم.

x و معادلۀ مورد نظر می‌شود x| |− = −1 1 ، آن‌گاه  x≥1 حالت اول اگر 

 x x x x x x x (.¡.¡.ù)   ,− − + − = ⇒ − = ⇒ = =2 22 1 1 0 3 0 0 3  
x و معادلۀ مورد نظر می‌شود x| |− = −1 1 ، آن‌گاه  x<1 حالت دوم اگر 

 x x x x x x x   (.¡.¡.ù),− + − − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 22 1 1 0 2 0 1 2  
. − =3 1 2 بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر است با 

6402- گزی2046 نامعادله را به‌صورت زیر حل می‌کنیم: 	4

 x   x x   xIÄ IÄ− ≥ − ≤− ⇒ ≥ ≤− 53 2 7 3 2 7 3
3

 

) یا  , ] [ , )−∞ − +∞5 3
3
 بنابرای�ن مجموعۀ جواب‌ه�ای نامعادل�ه به‌صورت 

 . ab=−5 b=3 و در نتیجه  −=a و  5
3

) است. پس  , )− − 5 3
3



7402- گزی2047 نابراب�ری  ب�ا   x y| | | |≤ نابراب�ری  اول  راه‌ح��ل  	1
x معادل است، زیرا y x y( )( )− + ≤0

 x y x y x y x y x y| | | | ( )( )≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≤2 2 2 2 0 0
در نتیجه نابرابری را به شکل زیر می‌نویسیم:

 a a a a( )( )+ − + + + − ≤5 5 5 5 0
a≤20 درمی‌آی�د ک�ه مجموع�ۀ  0 )a ی�ا  )≤10 2 0 نابراب�ری ب�الا به‌ص�ورت 

) است. , ]−∞ 0 جواب‌های آن 
راه‌حل دوم دو طرف نامعادله را به توان دو می‌رسانیم تا به نامعادلۀ زیر برسیم:

 a a a a a+ + ≤ − + ⇒ ≤2 210 25 10 25 20 0
) است. , ]−∞ 0 پس مجموعۀ جواب‌های آن 

8402- گزی2048 x می‌نویس�یم. چ�ون 
x
| |

| |

−
>

−
6 3
2

نامعادل�ه را به‌ص�ورت  	1

|x ضرب می‌کنیم: |−2 ، دو طرف این نامعادله را در عبارت مثبت  x≠2
 x x| | | |− > −6 3 2

چون دو طرف نامعادله نامنفی هستند، پس می‌توانیم دو طرف را به توان دو برسانیم:
 x x x x x x x( ) ( )− + > − + ⇒ − < ⇒ < <2 2 212 36 9 4 4 8 3 0 0 3

x=2 قابل قبول نیس�ت،  ) هس�تند. اما  , )0 3 عددهای صحیح 1 و 2 در بازۀ 
پس تنها جواب صحیح نامعادلۀ مورد نظر ۱ است.

9402- گزی2049 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن  x<0 اگر  	3
، آن‌گاه x>0 x=0 جواب نامعادله نیست. اگر  صدق می‌کنند. همچنین 

 x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x
x

I

 (.¡.¡.—)

Ä

( )

( ) >

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >




− <− ⇒ + < ⇒ + < → + <
 <−

2 2

02 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0
1

) است که  , ) ( , )−∞ +∞0 3 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله به‌صورت 
شامل عددهای صحیح 0 ، 1 ، 2 و 3 نیست.

0502- گزی2050 x بنابرای�ن نامعادله به  x| |=2 2 راه‌ح��ل اول می‌دانیم  	3
، نامعادله  t x| |= x نوشته می‌ش�ود. اگر فرض کنیم  x| | | |− + ≤2 5 4 0 شکل 

t درمی‌آید.  t− + ≤2 5 4 0 به‌صورت 
≥t جواب نامعادله است. یعنی  ≤1 4 با توجه به جدول زیر، محدودۀ 

x| |≤ ≤1 4

t

t t

−∞ +∞

− + + − +2

1 4

5 4 0 0

راه‌ح��ل دوم ع�دد صف�ر در نامعادله ص�دق نمی‌کند، پس گزین�ۀ )1( جواب 
نیس�ت. ع�دد 5 هم در نامعادله صدق نمی‌کند، پ�س گزینه‌های )2( و )4( هم 

جواب نیستند. پس گزینۀ )3( جواب است.

1502- گزی2051  x  a| |= ، آن‌گاه جواب‌های معادلۀ  a≥0 می‌دانی�م اگر  	2
. بنابراین x a=± برابرند با 

x x  
x

x x  

| | | |
| |

| | | |

− − = ⇒ − =− − = ⇒
− − =− ⇒ − =−

4 1 3 4 4
4 1 3

4 1 3 4 2

x جواب ندارد. پس   | |− =−4 2 معادلۀ 

 
x x

x  
x x

| |
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =  

4 4 8
4 4

4 4 0
بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد.

2502- گزی2052  . x x x x( )( )− + = − −2 4 3 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۳
بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود

 

x x x x x

x x

x x x x

| || | | | | |(| | )

| |

| | ,

− − − − = ⇒ − − − =

− = ⇒ =


− = ⇒ − =± ⇒ =− =

1 3 5 1 0 1 3 5 0

1 0 1

3 5 3 5 2 8

بنابراین مجموع جواب‌ها برابر است با ۷.

3502- گزی2053 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که چون سمت چپ معادله  	۲
. طرفین  x≥0 نامنفی اس�ت، پس س�مت راست آن هم نامنفی اس�ت، بنابراین 

معادله را به توان دو می‌رسانیم
x x x x x x x

x x x x

| | ( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − =

2 2 2 2 4 2 2

4 2 2 2

4 3 4 3 8 16 9

17 16 0 1 16 0

بنابراین 
x x  

x x

− = ⇒ =±

− = ⇒ =±

2

2

1 0 1

16 0 4
x=4 قاب�ل قبول هس�تند که  ، پ�س فق�ط جواب‌ه�ای x=1 و  x≥0 چ�ون 

مجموعه آن‌ها برابر است با 5.
، آن‌گاه معادله جواب ندارد، زیرا سمت راست تساوی منفی و  x<0 راه‌حل دوم اگر 

، آن‌گاه معادله را به شکل زیر حل می‌کنیم: x≥0 سمت چپ آن نامنفی است. اگر 

 
x x x x x x

x x x x x x

,

,

 − = − − = ⇒ =− = ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

2 2

4 3 3 4 0 1 4

4 3 3 4 0 1 4
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x≥0 معادله  x=−4 قابل قبول نیس�تند، زیرا با شرط  جواب‌های x=−1 و 
x=4 هس�تند که مجموع  را ح�ل کرده‌ای�م. پس جواب‌ه�ای معادله x=1 و 

آن‌ها برابر ۵ است. 

4502- گزی2054 x و معادله می‌شود x| | ( )+ =− +3 3 ، آن‌گاه  x≤−3 اگر  	۴

 
x x x x

x x ( ¡.¡.—)

( )

, .

+ + − = ⇒ + − =

=− − =− +

2 22 3 18 0 2 12 0

1 13 1 13

x و معادله می‌شود  x| |+ = +3 3 ، آن‌گاه  x>−3 اگر 

 
x x x x

x x x x( ¡.¡.—)

( )

( )( ) . ,

− + − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2 22 3 18 0 2 24 0

6 4 0 4 6

 . −5 13 بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر است با 

5502- گزی2055 ب�ا توج�ه ب�ه ف�رض س�ؤال، ه�ر ی�ک از معادله‌ه�ای  	۴
x باید دو جواب داش�ته باش�د. در نتیجه  x a− + =2 6 0 x و  x a− − =2 6 0
معادل�ۀ   ، a<0 اگ�ر  )زی�را   a>0 می‌دانی�م   . a− >36 4 0 و   a+ >36 4 0

. بنابراین کافی است a+ >36 4 0 x جواب ندارد(، در نتیجه  x a| |− =2 6
 a a− > ⇒ <36 4 0 9

. a< <0 9 بنابراین 

6502- گزی2056  x| |− ≥3 2 ابتدا باید مجموعۀ جواب‌های نامعادله‌های  	4
|x را بیابیم. توجه کنید که |+ ≤2 1 5 و 

 
x x

x
x x

x x x x

| |

| |

− ≥ ⇒ ≥− ≥ ⇒
− ≤− ⇒ ≤

+ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤

3 2 5
3 2

3 2 1

2 1 5 5 2 1 5 6 2 4 3 2
A و مجموعۀ    ( , ] [ , )= −∞ +∞1 5 پ�س مجموعۀ جواب‌های اول�ی برابر با 

. A B [ , ]= −3 1 B است. بنابراین  [ , ]= −3 2 جواب‌های دومی 

7502- گزی2057 راه‌حل اول برای حل این نامعادله دو طرف آن را به توان  	۲
دو می‌رسانیم تا به نامعادلۀ زیر برسیم:

 x x x x x x( ) ( )+ ≥ − ⇒ + + ≥ − +2 2 2 21 2 1 2 1 4 4 1
در نتیجه به نامعادلۀ زیر می‌رسیم: 

 x x x− ≤ ⇒ ≤ ≤23 6 0 0 2
 . b a− =2 . در نتیجه  b=2 a=0 و  بنابراین 

A را به توان دو برسانیم، نتیجه می‌شود:  B| | | |≥ راه‌حل دوم اگر دو طرف نابرابری 

 A B A B A B A B( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − + ≥2 2 2 2 0 0
و برعکس. در نتیجه نامعادلۀ مورد نظر معادل است با

 x x x x x x x( )( ) ( )( )+ − + + + − ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≤1 2 1 1 2 1 0 2 3 0 0 2
 . b a− =2 . در نتیجه  b=2 a=0 و  بنابراین 

8502- گزی2058 x می‌نویسیم. 
x

| |− ≤
−

3 1
2

ابتدا نامعادله را به‌صورت  	4
بنابراین

x
x x x

x

x x x x x x x

     

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≥2 2 2 2

3 1 3 2 2
2

53 2 6 9 4 4
2

 ، a=5 ] مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , )+∞5
2

بنابرای�ن 

 . a b+ =7 . پس  b=2

9502- گزی2059  . x x| |= ، آن‌گاه  x≥0 راه‌حل اول توجه کنید که اگر  	1
بنابراین

 x x x| |< ⇒ <0  
در نتیجه

 x  x  x x x x x x x| | ( )< << →− < ⇒ + > → + <0 02 2 1 0 1 0  

. بنابرای�ن  x x| |− = −1 1 x و  x| |=−  ، x x| |+ =− −1 1 ب�ه ای�ن ترتی�ب، 
. x−3 حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 

x صدق می‌کند. بنابراین  x x| |< < 2 x=−2 در نابرابری‌های  راه‌حل دوم 
x=−2 به‌دست آوریم: کافی است حاصل عبارت مورد نظر را به ازای 
 x  A x x x A| | | | | | = −= + + − + → = + + =21 1 1 3 2 6  

x=−2 برابر 6 است. فقط مقدار گزینۀ )1( به ازای 
0602- گزی2060 +x و نامعادله به  >1 ، آن‌گاه 0 x≥0 راه‌ح��ل اول اگ�ر  	4

، آن‌گاه  x− < <1 0 x درمی‌آید که جواب ندارد. اگر  x x x( ) ( )+ < +1 1 شکل 
یعن�ی  درمی‌آی�د،   x x x x( ) ( )− + < +1 1 ش�کل  ب�ه  نامعادل�ه  و   x+ >1 0
+x و نامعادله به  ≤1 0 ، آن‌گاه  x≤−1 x که درست نیست. اگر  x( )+ >2 1 0
x درمی‌آی�د که ج�واب ن�دارد. پ�س مجموعۀ  x x x( ) ( )− + <− +1 1 ش�کل 

جواب‌های نامعادله تهی است.
x=−1 جواب‌های نامعادله نیس�تند،  x=0 و  راه‌حل دوم معلوم اس�ت که 

پس می‌توانیم نامعادله را به‌صورت زیر بنویسیم:

 x x
x x

( )
| | | |
+ <
+
1 1
1

 

. بنابرای�ن تنه�ا حالت�ی که 
aa

a a| |

>=
− <

1 0

1 0
 ، a≠0 می‌دانی�م ب�رای ه�ر 

نامعادلۀ )1( می‌تواند جواب داشته باشد به‌صورت زیر است:
 x x      

x x
,

| | | |
+ =− =
+
1 1 1
1

 

x<−1 و از معادلۀ دوم نتیجه  ، یعن�ی  x+ <1 0 از معادلۀ اول نتیجه می‌ش�ود 
. دو مح�دودۀ به‌دس�ت آمده اش�تراک ندارند، پ�س مجموعۀ  x>0 می‌ش�ود 

جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر تهی است.
1602- گزی2061 ، پ�س از  A≤0 ، نتیج�ه می‌ش�ود  A A| |=− چ�ون از  	4

بنابرای�ن   . x x− − ≤2 6 0 می‌ش�ود  نتیج�ه   x x x x| | ( )− − =− − −2 26 6
  [ , ]−2 3 x و ب�ا توجه ب�ه جدول تعیی�ن علامت زی�ر بازۀ  x( )( )+ − ≤2 3 0
صحی�ح  ع�دد  ش�ش  ش�امل  ک�ه  اس�ت،  نامعادل�ه  جواب‌ه�ای   مجموع�ۀ 

3) است. 2± و   ، ±1  ، )0

 

x

x x

−∞ − +∞
+ − +− −2

2 3
0 06  

2602- گزی2062 توجه کنید که 	3
 x x| | | || |− − = ⇒ − − =±2 25 2 1 5 2 1

حالت اول
x x x

x x
x x x

| | | |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− − =− ⇒ − = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 1 4 2
5 2 1 5 1

5 1 6 6
حالت دوم

x x x
x x

x x x
| | | |

 − =− ⇒ = ⇒ =±− − = ⇒ − = ⇒
− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 3 2 2
5 2 1 5 3

5 3 8 8
بنابراین معادله هشت جواب دارد.
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3602- گزی2063 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۳

 x x x x x x| ( )| | | | || | | |− = ⇒ − =2 23 3

x≠0 دو طرف  x=0 یک ج�واب معادله اس�ت. با ش�رط  واضح اس�ت ک�ه 
|x تقسیم می‌کنیم: | معادله را بر 

 
x x x

x
x x x

| |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2

2 2

3 1 2 2
3 1

3 1 4 2

بنابراین معادله پنج جواب دارد.

4602- گزی2064 با توجه به ریش�ۀ عبارت‌های داخل قدرمطلق، سه حالت  	4
زیر را بررسی می‌کنیم

x x x x x

x x x x x

x x x x x

.¡.¡.—)(( ) ( )

( )

( )

≤− ⇒− − − + = ⇒− = ⇒ =−

− < ≤ ⇒− − + + = ⇒− + = ⇒ =−

> ⇒ − + + = ⇒ = ⇒ =

52 2 1 2 5 3 5
3

2 1 2 1 2 5 4 5 1
51 2 1 2 5 3 5
3

} اس�ت، پس مجموع  , }− 51
3

بنابرای�ن مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مورد نظر 

2 است.
3

جواب‌ها برابر 

5602- گزی2065  . a≠0 چون صفر جواب معادلۀ مورد نظر نیس�ت، پس  	۴
. اکنون می‌توان نوشت a>0 همچنین، سمت چپ معادله نامنفی است، پس 

 x xa x ax a           a x ax a
x x

IÄ= ⇒ − − = =− ⇒ + + =
+ +

2 22 20 0
1 1

x همیش�ه دو ج�واب غیرصف�ر دارد  ax a− − =2 0 توج�ه کنی�د ک�ه معادلۀ 

. بنابرای�ن ب�رای اینک�ه معادل�ۀ اصلی دو ج�واب غیرصفر  a a( )∆= + >2 4 0

x جواب نداشته باشد: ax a+ + =2 0 داشته باشد، باید معادلۀ 

 a a a∆= − < ⇒ < <2 4 0 0 4  
، معادلۀ مورد نظر دو ج�واب غیرصفر دارد. توجه کنید  a< <0 4 بنابرای�ن اگر 

x نیست. ax a− − =2 0 x=−1 )ریشۀ مخرج کسر(، جواب معادلۀ  که 

6602- گزی2066 نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2
 x xIÄ| | | |− > − <−4 1 4 1

 . x− < <3 3 |x نتیجه می‌شود  |<3 . از نامعادلۀ  x xIÄ| | | |> <5 3 پس 

. بنابرای�ن مجموعۀ  x<−5 x>5 ی�ا  |x نتیج�ه می‌ش�ود  |>5 از نامعادل�ۀ 

جواب‌های نامعادله به‌صورت زیر است:
 ( , ) ( , ) ( , )−∞ − − +∞5 3 3 5 

3± نیست. تعداد این اعداد ۶ تاست. 4± و   ، ±5 که شامل اعداد صحیح 

7602- گزی2067 راه‌حل اول نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	۱
 x x x x x x x x|( )( )| |( )( )| | || | | || |− − < − − ⇒ − − < − −5 2 2 3 2 5 2 3

. چ�ون دو ط�رف این  x x| | | |− < −5 3 . بنابرای�ن  x≠2 معل�وم اس�ت ک�ه 

نامعادله نامنفی هستند، پس می‌توان آن‌ها را به توان دو رساند:

 x x x x x x− + < − + ⇒ > ⇒ >2 210 25 6 9 4 16 4

راه‌حل دوم 

 

x x   x x  

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x     xIÄ

| | | |

( )( )

− + < − +

− + < − + ⇒ > ⇒ >

− + >− + − ⇒ − + > ⇒ − + >

− − > ⇒ > <

2 2

2 2

2 2 2 2

7 10 5 6

7 10 5 6 2 4 2

7 10 5 6 2 12 16 0 6 8 0

2 4 0 4 2

مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر برابر با اش�تراک این جواب‌ها اس�ت، که 
x>4 است.  برابر 

8602- گزی2068 x می‌نویسیم. x x| |− + < + −2 2 1 2 1 نامعادله را به‌صورت  	2
بنابراین

x x x x( ) | | | | | |− < + − ⇒ − < + −2 21 2 1 1 2 1

، آن‌گاه t x| |= −1 اگر فرض کنیم 

t t t t( )( )− − < ⇒ + − <2 2 0 1 2 0

−t را حل کنیم  <2 0 +t و در نتیجه باید نامعادلۀ  ≥1 1 ، بنابرای�ن  t≥0 چ�ون 
|x و در نتیجه |− <1 2 t<2 جواب است. پس  که 

 x x− < − < ⇒− < <2 1 2 1 3  
پس اعداد صحیح صفر، 1 و 2 در مجموعۀ جواب‌های نامعادله مورد نظر قرار دارند.

9602- گزی2069 ابتدا نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	2

a x a a a a  x  a a| | | |− − < − < + ⇒− + − < < + +2 2 2 22 3 2 3 2 3 2

، آن‌گاه نامعادله جواب ندارد. پس a a+ + ≤2 3 2 0 واضح است که اگر 

 a a a a( )( )+ + = + + ≤2 3 2 1 2 0  

a

a a

−∞ − − +∞

+ + + − +2

2 1

3 2 0 0

 . a− ≤ ≤−2 1 با توجه به جدول فوق باید 

0702- گزی2070 و  منف�ی  نامعادل�ه  چ�پ  س�مت  آن‌گاه   ، x<1 اگ�ر  	2
 ، x>1 جواب نامعادله است. اگر x<1 س�مت راس�ت آن نامنفی اس�ت. پس

x و در نتیجه x| |+ = +1 1 آن‌گاه 

 
x

x x x x
x

>
≤ + ⇒ ≤ − ⇒ ≥ → ≥

−

12 23 1 3 1 4 2
1

] است و در نتیجه , )−1 2 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله 

 a b a b,= = ⇒ + =1 2 3

1702- گزی2071 =x در ضابطۀ تابع به‌دست می‌آید  −2 با جای‌گذاری 1 	4

 
f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

2 1 5 3 2 3 1 3 5 2 5 4

5 3 2 4 3 5 2 9 7

=x در ضابطۀ تابع به‌دست می‌آید  −3 با جای‌گذاری 1

 
f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

3 1 5 3 3 3 1 3 5 3 5 4

5 3 3 4 3 5 3 9 7

پس
f f( ) ( )− + − =2 1 3 1 14  
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2702- گزی2072 x>1 ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می‌شود:  برای  	3

 x xx x f x   
x x

, ( ) + −− > + > ⇒ = − =
+ −
1 11 0 1 0 2
1 1

−x به‌دست می‌آید < <1 به طریق مشابه برای 1

 x xx x f x   
x x

, ( )
( )

+ −− < + > ⇒ = − =
+ − −
1 11 0 1 0 0
1 1

 ، x<−1 همچنین برای 

 x xx x f x   
x x
( )

, ( )
( )

− + −− < + < ⇒ = − =−
+ − −

1 11 0 1 0 2
1 1

fR و برد تابع ۳ عضو دارد. { , , }= −0 2 2 بنابراین 

3702- گزی2073 ، آن‌گاه  x≥0 راه‌حل اول اگر  	3
 x x x x x x| | | | | || |= ⇒ − = − =0

، آن‌گاه  x<0 . اگر  f x x x x( ) | | | |= − = =2 0 2 2 بنابراین 

 x x x x x x x x| | | | | | | || |=− ⇒ − = + = =−2 2

. در نتیجه f x x x x x( ) | ( )| | |= − − = =−2 2 4 4 بنابراین 

 
x x

f x
x x

( )
≥=

− <

2 0

4 0

. فقط در تابع گزینۀ )۳( این شرایط برقرار است. f( )=1 2 راه‌حل دوم توجه کنید که 

4702- گزی2074 توجه کنید که  	۲

 
x x x x x x  x xf x

x x xx x x
x

| |
( )

| |

 − > − >−  = = = 
+ <− − < −

2
2

2

2 0 2 02
2 02 0

 

5702- گزی2075 ابتدا توجه کنید که 	۳

 
x  x x xxf x

x xx  x
x

( )
( )

( )

− − < − + < = = 
− > − >

11 0 1 0

1 1 01 0

، آن‌گاه خط  k>1 بنابراین نمودار تابع به ش�کل زیر اس�ت. واضح است که اگر 
y و نمودار تابع f در دو نقطه متقاطع‌اند.  k=

6702- گزی2076 نمودار تابع f را  	۱
 ،( , )−1 3  ،( , )−2 3 به کم�ک نقاط 
) رسم می‌کنیم.  , )−2 3 ) و  , )−3 3

y این  k= واضح اس�ت که اگ�ر خط 
نم�ودار را در یک نقطه ب�ا طول مثبت 

 . k− < <3 قطع کند، باید 1

7702- گزی2077 ب�رای اینکه حداکثر  	۲

 را به‌دست 
x x| | | |− + −

15
1 4

مقدار عبارت 

بیاوری�م، کاف�ی اس�ت حداق�ل مق�دار تابع 
به‌دس�ت  را   f x x x( ) | | | |= − + −1 4

 f در ش�کل رسم شده است. با توجه به شکل، کمترین مقدار تابع f آوریم. نمودار تابع

. =15 5
3

برابر 3 است، بنابراین بیشترین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

8702- گزی2078 a22 واحد به س�مت راس�ت  y را   x| |= اگ�ر نم�ودار تابع  	2

 a2 y به‌دس�ت می‌آید و اگ�ر این نمودار را   x a| |= − 22 منتق�ل کنیم، نمودار تابع 

f به‌دست می‌آید.  x  x a a( ) | |= − −2 2 22 واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
با توجه به نمودار این تابع، مساحت ناحیۀ 

مورد نظر برابر است با 

S a a a( )= =2 2 41 2
2

بنابراین
 a a= ⇒ =±4 4 2  

9702- گزی2079 نم�ودار دو تاب�ع را  	3
چهارضلع�ی  مس�احت  می‌کنی�م.  رس�م 
ABCD مطلوب است. در واقع مساحت 
مورد نظ�ر از چه�ار مثل�ث قائم‌الزاویه به 
قاعدۀ یک واحد و ارتفاع یک واحد تشکیل 
ش�ده است. پس مساحت ABCD برابر 

. ( )×× =1 14 2
2

است با 

0802- گزی2080 .
x x x

f x
x x x

( )
 − + ≥=

+ − <

2

2

2 2 1

2 2 1
ابتدا توجه کنید که  	3

] است. , )− +∞3 بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است و برد آن بازۀ 

1802- گزی2081 f را حساب می‌کنیم: a( | |)+2 f و  a( | |)−2 ابتدا مقادیر  	۱

 
f a a a a

f a a a a

( | |) | | | | | |

( | |) | | | | | |

| | | |
| | | |

− = − − + = − + = +

+ = + − + = + = +

2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1

. f a f a a a a( | |) ( | |) | | | | | |− − + + = + − − + =−2 2 2 1 1 2 2 1 بنابراین 

2802- گزی2082 توجه کنید که 	۱

 
x x

f x
x x

| |
( )

| |

 >=
− <

2

2
1
1

بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع به‌ص�ورت روبه‌رو 
ب�ا  براب�ر   f تاب�ع  ب�رد  و  اس�ت 
) است. پس a=1 و  , ) ( , )− +∞1 0 1

 . a b− =1 b=0 و در نتیجه 
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3802- گزی2083 ، پس x− ≤2 0 +x و  >2 0 ، آن‌گاه  x≤ ≤0 2 اگر  	2

 
x x x  

x x x x  

( )( )

( )

− = − + ≤

− = − ≤

2

2

4 2 2 0

2 2 0

. پس  f x x x x x( ) ( )=− + + − =− +2 24 2 2 4 بنابراین 
 x x x≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤− + ≤0 2 4 2 0 0 2 4 4

پس حداکثر مقدار تابع برابر ۴ است.

4802- گزی2084  
x x x

f x
x x x

( )
 − ≤=

− >

2

2

2 2

2 2
ضابطۀ تابع به ش�کل  	۲

y به‌صورت زیر است. x x= −2 2 y و  x x= − 22 است. نمودار توابع 

بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است.

5802- گزی2085 راه‌حل اول ضابطۀ تابع به‌صورت زیر است: 	3

 
x x x

f x
x x x

( )
 + − ≤=

− − >

2

2

2 2 0

2 2 0

) و دومی  , )− −1 3 هر یک از قطعه‌ها بخشی از یک سهمی است )اولی به رأس 
)(. پس نمودار تابع به‌صورت گزینۀ )۳( است. , )−1 3 به رأس 

راه‌حل دوم توجه کنید که
f x x x x( ) | | | | (| | )= − − = − −2 22 2 1 3  

y را رس�م کنیم، س�پس  x( )= − −21 3 بنابراین کافی اس�ت ابتدا نمودار تابع 
قس�متی از نمودار را که سمت چپ محور عرض‌ها قرار دارد حذف کنیم و قرینۀ 

قسمتی را که سمت راست این محور قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم.

 y نس�بت به محور f بنابراین نمودار تابع ، f x f x( ) ( )− = راه‌حل س��وم چون 
 f از قرینه کردن نمودار تابع y f x( )= − متقارن اس�ت )توجه کنید که نمودار 
نس�بت به محور y به‌دست می‌آید(. بنابراین گزینه‌های )2( و )4( رد می‌شوند. 

، پس گزینۀ )1( هم رد می‌شود. f( )=−0 2 از طرف دیگر، 

6802- گزی2086 توجه کنید که 	3

 
x xx x

f x
x x x

| || || |
( )

| |

− >−− + = =
+ − − <−

2 22 2
2 2 2

y را رسم می‌کنیم. x| |=− −2 y و  x| |= −2 ابتدا نمودار توابع 

پس نمودار تابع f به‌صورت زیر است.

7802- گزی2087 توج�ه کنید که ب�ا توجه به ریش�ه‌های عبارت‌های داخل  	۲
قدرمطلق چهار حالت زیر برای ضابطۀ تابع وجود دارد:

 

x f x x x x x

x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤− ⇒ =− + − + + =

− < ≤ ⇒ =− + − − + =− −

< ≤ ⇒ = + − − + =−

> ⇒ = − − − + =−

1 2 2 1 2

1 0 2 2 1 2 4

0 2 2 2 1 4

2 2 2 1 2
] نمودار تابع یک پاره‌خط افقی اس�ت که طول آن برابر  , ]0 2 بنابرای�ن روی بازۀ 

است با 2.

8802- گزی2088 ضابطۀ تابع را بدون قدرمطلق می‌نویسیم و نمودار تابع را  	4
رسم می‌کنیم:

 
x f x x x x

x f x x x x

( ) ( )

( )

 ≥ ⇒ = − − =− +

 ≤ ⇒ = + − = −

3 2 3 3
2
3 2 3 3 3
2

مطابق شکل روبه‌رو، مساحت مثلثی 

3 و قاع�دۀ ۲ م�د نظر 
2

ب�ه ارتف�اع 

 . 3
2

است که برابر است با 

9802- گزی2089 در ش�کل زیر نمودارها را رس�م کرده‌ایم. با توجه به اینکه  	۳
شکل حاصل مربع است، کافی است طول ضلع مربع را به‌دست آوریم: 

 A      B AB   ( , ) , ( , ) ( ) ( )⇒ = − + − =2 20 3 3 0 3 0 0 3 3 2  

 .( ) =23 2 18 بنابراین مساحت مربع برابر است با 
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0902- گزی2090  ABCD نم�ودار دو تاب�ع را رس�م می‌کنی�م. مس�احت 	۴
مطلوب مسئله است. ابتدا طول نقطه‌های A و C را مشخص می‌کنیم:

 x x x x| | | | | |− = − ⇒ = ⇒ =±3 32 1
2 2

ABCD یک مربع اس�ت  . پس چهارضلعی  BD=3 AC=3 و  بنابرای�ن 

. S= × =21 93
2 2

که مساحت آن برابر است با 

1902- گزی2091 توجه کنید که 	۱
 x x=− ⇒ =−33 20 20

، بنابراین < <35 2 20 6 همچنین 
 x x[ ]− <− <− ⇒− < <− ⇒ =−36 2 20 5 6 2 5 2 6

، پس  < < 63 3125 160 216 3= و چون  32 20 160 توجه کنید که 
< <35 2 20 6

2902- گزی2092 توجه کنید که 	2

 

x x x

x x x

x x x

x x x

x

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

= ⇒ =

1 4 1 2 1

4 9 2 3 2

9 16 3 4 3

16 25 4 5 4

25 25 5

 

بنابراین 
A

IU IU IU

= + + + + + + + + + + + + + + +

= + + + + =
5 7 9

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5

3 10 21 36 5 75

  

  

3902- گزی2093 توجه کنید که 	1
x x x x[ ]= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − <2 2 3 6 3 9 1 3 5 4

]x می‌تواند مقادیر 1، 2 و 3 را داشته باشد. ]−3 5 بنابراین 

4902- گزی2094 . بنابراین x−− ≤ <−53 2
2

، آن‌گاه  x[ ]− =−5 3
2

اگر  	1

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−6 5 4 11 9
 . x< ≤9 11 در نتیجه 

5902- گزی2095 ابتدا توجه کنید که 	1
x x x x[ ]− = ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <43 2 1 1 3 2 2 3 3 4 1

3
بنابراین

x x x[ ]≤ < ⇒− ≤ − <− ⇒ − =−8 12 2 1 2 3 2 3 1
3 3

6902- گزی2096 راه‌حل اول توجه کنید که 	۲
n n n n n n n n n

n n n n

( ) ( ) ( )− + < − + < ⇒ − < − + <

− < − + <

2 2 2 2 2 2

2

4 4 1 4 2 1 2 2 1 4 2 1 2

2 1 4 2 1 2

. n n n[ ]− + = −24 2 1 2 بنابراین 1

. n n[ ] [ ]− + = =24 2 1 13 3 . در این صورت n=2راه‌حل دوم فرض کنید
n=2 برابر 3 می‌شود. فقط مقدار گزینۀ )2( به‌ازای 

7902- گزی2097 ، بنابراین x−− ≤ <−54 3
2

، آن‌گاه  x[ ]− =−5 4
2

اگر  	۲

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−8 5 6 13 11
 . b a− =2 b=13 و   ، a=11 . بنابراین  x< ≤11 13 در نتیجه 

8902- گزی2098 . x x[ ] [ ]− = −1 x و1 x[ ] [ ]+ = +2 ابتدا توجه کنید که2 	2
بنابراین 

 x x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − − = ⇒ + − + = ⇒ = ⇒ ≤ <2 2 1 7 2 4 1 7 2 2 3

9902- گزی2099  . x k x k[ ] [ ]+ = + اگر k عددی صحیح باش�د، آن‌گاه  	۱
بنابراین

 x x x x x x x[ [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =3 3 3 3 3 3 3
 . a b+ =7 b=4 و   ، a=3 . بنابراین  x≤ <3 4 در نتیجه 

210021 ]x یا 0- گزی0 ]=3 ]x معادل اس�ت با  ]≤ ≤3 4 توج�ه کنید که  	3
. پس x[ ]=4

x x      x x[ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <3 3 4 4 4 5
] است.  , )3 5 پس مجموعۀ جواب‌های نامعادله بازۀ 

. a b+ =8 b=5 و   ، a=3 در نتیجه 

210121 ابتدا توجه کنید که1- گزی0 	1

 
      [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

= = = = = = = =

= = = =

3 3 3 3 3 3

3 3 3

2 3 7 1 8 9 26 2

27 28 63 3

 



بنابراین

 A
IUIU6 IU

= + + + + + + + + + + + = + + =

19 37

1 1 1 2 2 2 3 3 3 6 38 111 155
  

  

210221 3	2- گزی0

 
A   

  

[ ] [ ] [ ] [ ]

([ ] [ ]) ([ ] [ ]) ([ ] [ ])

= − + − + − + +

= − + + − + + + − +

10 9 8 10

10 10 9 9 1 1





. از  x x[ ] [ ]+ − =−1 x∉ آن‌گاه  x و اگر  x[ ] [ ]+ − =0 x∈ آن‌گاه  اگ�ر 
 ، 2 9 صحیح هس�تند و اعداد  4 و   ، 1  ، 0 10 اعداد  0 تا 

10 غیرصحیح هستند. بنابراین 8 و   ، 7  ، 6  ، 5  ، 3
 A

IU
IU

( ) ( ) ( )= + + + + − + − + + − =−
4 7

0 0 0 0 1 1 1 7





210321 >x نتیجه می‌شود 3- گزی0 <1 2
3 3

از  	4

 x x     
x x x x

[ ] , [ ]< < ⇒ = < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =3 1 2 2 21 3 2 3 1 3 3 6 1 2 1
2 3 3

. x
x

[ ] [ ]− = − =23 1 1 0
3

بنابراین 

210421 از فرض مسئله نتیجه می‌شود4- گزی0 	2
 x x y y      ,× ×≤ < → ≤ < ≤ < → ≤ <2 32 3 4 2 6 2 3 6 3 9

در نتیجه با جمع کردن این دو نابرابری معلوم می‌شود که

 x yx y ÷ +
≤ + < → ≤ <5 2 310 2 3 15 2 3

5

 . x y
[ ]

+
=

2 3 2
5

پس 
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210521 ، پس5- گزی0 x x x( )− = − −2 24 2 4 ابتدا توجه کنید که  	1
x x x x

x x

[ ] ( )

( ) [( ) ]

= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <

− ≤ − − <− ⇒ − − =−

2

2 2

2 2 3 0 2 1 0 2 1

4 2 4 3 2 4 4

4− را داشته باشد. x فقط می‌تواند مقدار  x[ ]−2 4 بنابراین 
210621 ابتدا توجه کنید که6- گزی0 	4

 

x x x x

x  x

x x x x

[ ]

( ) ( )

( ) | |

+ =− ⇒− ≤ + <

− ≤ + − < ⇒− ≤ + <

+ < ⇒ + < ⇒− < + < ⇒− < <

2 2

2 2

2

1 1 0

1 1 3 1 11 0
2 4 4 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1 0
2 4 2 2 2 2 2

 . x[ ]=10 0 >x و در نتیجه  <100 1 بنابراین 
210721 توجه کنید که 7- گزی0 	2

 
n n n n n n

n n n n n n n n( )

< + + < + + +

< + + < + ⇒ < + + < +

3 3 2 3 2

33 3 2 3 3 2

3 1 3 3 1

3 1 1 3 1 1

 . n n n[ ]+ + =3 3 23 1 بنابراین 
210821 ، 8- گزی0 x  x| |=− و   x[ ]=−2 آن‌گاه   ، x− < <−2 1 اگ�ر  	3

بنابراین معادله به شکل زیر است

 x x− − = ⇒ =− 53 4 1
3

، پس معادله به شکل زیر است x  x| |=− ]x و  ، آن‌گاه 1−=[ x− ≤ <1 0 اگر 
 x x− − = ⇒ =−3 2 1 1

، بنابراین معادله به شکل زیر است x  x| |= ]x و  ]=0 ، آن‌گاه  x≤ <0 1 اگر 

 x x+ = ⇒ =13 0 1
3

) برابر است با  , )−2 1 بنابراین مجموع جواب‌های واقع در بازۀ 

  − − + =−5 1 71
3 3 3

210921 معادل�ۀ 9- گزی0 بنابرای�ن   . x x[ ] [ ]− = −1 1 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۲
مورد نظر می‌شود

 x x x x[ ] [ ] ([ ] )([ ] )+ + = ⇒ + + =2 5 6 0 2 3 0
اکنون توجه کنید که

 
x x x

x x x

[ ] [ ]

[ ] [ ]

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

2 0 2 2 1

3 0 3 3 2
بنابراین مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مورد نظر می‌شود

 [ , ) [ , ) [ , )− − − − = − −3 2 2 1 3 1

 . b a− =2 ، b=−1 و  a=−3 در نتیجه 
0112- گزی2110 توجه کنید که 	۳

 x x
x

[ ] [ ]
[ ] [ ]

+ +
= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <

2 1 2 1 193 3 4 7
5 5 2

]x عددی صحیح است، پس  ] چون 
 x x       x x       x x[ ] , [ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <7 7 8 8 8 9 9 9 10

بنابراین مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مورد نظر می‌شود
 [ , ) [ , ) [ , ) [ , )=7 8 8 9 9 10 7 10 

 . b a− =3 b=10 و   ، a=7 در نتیجه 

1112- گزی2111 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن‌گاه  	۲
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 
x x x xf x

x x f x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ + ++ = − = + − +

+= + − − =− −

3 4 13 1 2
2 2 2 2
1 1 2 1

2 2
 . f x f x( ) ( )+ + =−3 1 در نتیجه 

2112- گزی2112 . x− ≤ − <−2 3 ، آن‌گاه 1 x [ , )∈1 2 راه‌حل اول اگر  	2

. همچنین x x| |− =− +3 3 بنابراین 

 x x[ ]− ≤ − < ⇒ − =−1 2 0 2 1

. f x x x( ) ( )=− + − + =− +1 3 2 در نتیجه 

f فقط در گزینۀ )۲( برقرار است.   ( ) | |=− + − =1 1 2 1 راه‌حل دوم 

3112- گزی2113 −x و در نتیج�ه  ≥29 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د  	2
. از طرف دیگر، x− ≤ ≤3 3

 x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <1 0 1 1 2 2 4
2 2 2

] در دامنۀ تابع نیس�تند و دامن�ۀ تابع به‌صورت  , )2 4 بنابرای�ن عدده�ای ب�ازۀ 
 . a b+ =−1 b=2 و   ، a=−3 ] است. پس  , )−3 2

4112- گزی2114 ]x را حل کنیم  ]− ≥3 0 ]x و  ]+ ≥2 0 باید نامعادله‌های  	۲
و اشتراک مجموعۀ جواب‌های آن‌ها را به‌دست آوریم:

 x x x       x x x[ ] [ ] , [ ] [ ]+ ≥ ⇒ ≥− ⇒ ≥− − ≥ ⇒ ≤ ⇒ <2 0 2 2 3 0 3 4

 . a b+ =2 b=4 و   ، a=−2 . پس  fD [ , )= −2 4 بنابراین 

5112- گزی2115 ، x− ≤ <1 0 اگر  	1
 x x x f x x[ ] ,| | ( )=− =− ⇒ =− +1 1

 ، x≤ <0 1 اگر 
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ =−0

  ، x≤ <1 2 اگر 
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ = −1 1

] است.  , ] { }− − −2 0 1 بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است و برد تابع به‌صورت 

6112- گزی2116 . از طرف  fD x x{ |[| | ] }= + − >1 2 0 توجه کنید ک�ه  	4

|]x عددی صحیح اس�ت، پس اگر مثبت باشد، بزرگ‌تر یا  | ]+ −1 2 دیگر، چون 

. در نتیجه x[| | ]+ − ≥1 2 1 مساوی 1 است: 

 
x x

x x
x x

| | | |
+ ≥ ⇒ ≥+ − ≥ ⇒ + ≥ ⇒
+ ≤− ⇒ ≤−

1 3 2
1 2 1 1 3

1 3 4

 . fD ( , ] [ , )= −∞ − +∞4 2 بنابراین 
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7112- گزی2117 نمودار این تابع‌ها را در ش�کل زیر رس�م کرده‌ایم. از روی  	2
شکل معلوم است که نمودارها در دو نقطه متقاطع‌اند.

8112- گزی2118 ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می‌شود: 	3

 
x x f x x      x x f x

x x f x x

[ ] ( ) , [ ] ( )

[ ] ( )

− ≤ < ⇒ =− ⇒ =− ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1 0 1 0 0

1 2 1
بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

9112- گزی2119 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	۲

 
x x x f x x

x x x f x x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ = +

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< ≤ ⇒− ≤− < ⇒ − =− ⇒ = −

2 1 1 2 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1
پس نمودار تابع f به شکل زیر است:

  
. بنابراین  a a[ ]≤  ، a راه‌حل دوم می‌دانیم برای هر عدد حقیقی

 x x x x[ ] [ ]− ≤− ⇒ + − ≤0  
، پس مقادیر تابع f همواره نامثبت هستند، بنابراین گزینه‌های  f x x x( ) [ ]= + − چون 

، پس گزینۀ )1( نیز رد می‌شود. f( )=0 0 )3( و )4( رد می‌شوند. از طرف دیگر 

0212- گزی2120 ضابطۀ تابع به شکل زیر است: 	2

 
x x x f x x

x x x f x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< < ⇒− <− < ⇒ − =− ⇒ =−

2

2

2 1 1 2 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1
پس نمودار تابع به شکل زیر است:

1212- گزی2121 ابتدا توجه کنید که 	۳
 f f x f x f x( ( )) ( ) [ ( )]= − 3

f را پیدا می‌کنیم. اگر k عددی صحیح باشد، آن‌گاه  x[ ( )]3 اکنون حاصل 
x k x k[ ] [ ]+ = +

در نتیجه 
 f x x x x x x[ ( )] [ [ ]] [ ] [ ] [ ]= − = − =−3 3 3 3 3 3 3 2 3

( بنابراین x[ ]∈3 3  )زیرا 

 f f x f x x x x x x x( ( )) ( ) ( [ ]) [ ] [ ] [ ]= − − = − + = +2 3 3 2 3 3

. f f x x x( ( )) [ ]− = 3 در نتیجه 

2212- گزی2122 راه‌حل اول ریشه‌های مخرج را به‌دست می‌آوریم: 	۲

 
x x x x

x x x

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

− + − = ⇒ + − + − =

+ − =− ⇒ ∉

4 3 0 4 3 0

1 

پس عددهای غیرصحیح مخرج کس�ر را صفر می‌کنند و در دامنۀ تابع نیستند. 
 است.  بنابراین دامنۀ تابع 

. بنابراین عدده�ای صفر و 1 در  f f( ) ( )= =0 1 1 راه‌ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 
دامنۀ تابع هستند و گزینه‌های )1(، )3( و )4( رد می‌شوند.

3212- گزی2123 اگر x عددی صحیح باشد که در دامنۀ f نیست، آن‌گاه 	1
 x[| | ] ( )+ − − =1 2 5 0 1

|x نیز صحیح است، در نتیجه |+ −1 2 و چون x صحیح است، پس 

 x x[| | ] | |+ − = + −1 2 1 2

بنابراین معادلۀ )1( می‌شود
 x x x x | | | |+ − − = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ =± −1 2 5 0 1 7 1 7 7 1

2− است.  بنابراین مجموع عددهای صحیح مورد نظر برابر 

4212- گزی2124 x را حل 
x
[ ]

[ ]

−
≥

−
4 0

1
برای تعیین دامنۀ تابع f باید نامعادلۀ  	3

t درمی‌آید که 
t
− ≥
−

4 0
1

، نامعادله به‌ص�ورت  t x[ ]= کنی�م. اگر ف�رض کنی�م 

>t است.  ≤1 4 جواب آن به‌صورت 
بنابراین 

x x[ ]< ≤ ⇒ ≤ <1 4 2 5

. a b+ =7 b=5 و   ، a=2 fD و در نتیجه  [ , )= 2 5 بنابراین 

5212- گزی2125 x را ح�ل کنی�م. ف�رض  x[ ] [ ]− ≥24 0 بای�د نامعادل�ۀ  	2
x و در نتیجه  t[ ]= می‌کنیم 

 t t t t t( )− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤24 0 4 0 0 4

fD و دامنۀ تابع  [ , )= 0 5 . پ�س  x≤ <0 5 . در نتیج�ه  x[ ]≤ ≤0 4 بنابرای�ن 

شامل 5 عدد صحیح است.

6212- گزی2126 x برای هر  x[ ]≤ − <0 ابت�دا توجه کنی�د که نابراب�ری 1 	1
مقدار x برقرار است. 

پس
x x x x f x[ ] [ ] ( )− < − ≤ ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤1 0 2 2 2 0 2 0

. fR  ( , ]= −2 0 بنابراین 
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7212- گزی2127 y را رسم می‌کنیم.  x[ ]= y و  x= −31 نمودار دو تابع  	4
از روی شکل معلوم است که نمودارها در هیچ نقطه‌ای یکدیگر را قطع نمی‌کنند. 

8212- گزی2128 ]x عددی زوج باش�د، آن‌گاه  ] ابتدا توج�ه کنید که اگر  	2

]x عددی فرد باش�د،  ] . همچنی�ن اگ�ر  f x x( )= ]x و در نتیج�ه  ]( )− =1 1

. بنابراین نمودار تابع به ش�کل  f x x( )=− ]x و در نتیجه  ]( )− =−1 1 آن‌گاه 
زیر است.

9212- گزی2129 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر است: 	4

 

x x x f x

x x x f x

x x x f x

x x x f x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

0 1 0 1 0 0

1 4 1 2 1 1

4 9 2 3 2 2

9 11 3 11 3 3

پس نمودار تابع به شکل زیر است.

0312- گزی2130 توجه کنید که 	۱

 

x x f x x

x x f x x

x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < <− ⇒ =− ⇒ = +

− ≤ < ⇒ =− ⇒ = +

≤ < ⇒ = ⇒ =

2

2

2

2 1 2 2

1 0 1 1

0 1 0
پس نمودار تابع f به شکل زیر است:

1312- گزی2131  . x x x x( )( )+ − = − +22 5 3 2 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۲
بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود

 
x x x x x x

x x

|( )( )| | | | || | | |

| |(| | )

− + = + ⇒ − + = +

+ − − =

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

3 2 1 2 0

به این ترتیب

 
x x  

x x x

| |

| | ,

+ = ⇒ =−

− − = ⇒ − =± =− =

3 0 3

1 32 1 2 0 2 1 2
2 2

2− است. در نتیجه، مجموع جواب‌ها برابر با 

2312- گزی2132 معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	۱

 x x( )− =± −2 3 1

بنابراین

 
x x x x

x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ + − =

2 2

2 2

3 1 2 0 1

3 1 4 0 2

ه�ر دو معادل�ه دو ج�واب دارن�د و دو معادله جواب یکس�ان ندارن�د. مجموع 

جواب‌های معادلۀ )۱( برابر ۱ و مجموع جواب‌های معادلۀ )۲( برابر 1− است. 

بنابراین مجموع جواب‌های معادلۀ اصلی برابر صفر است.

3312- گزی2133 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	3
 x x x x x x x| | | ( ) | | || |− − + = − − = − −2 24 8 16 4 4 4 4

از طرف دیگر،

 x x x x| | ( )− < ⇒− < − < ⇒ < < ⇒ < <2 5 3 3 2 5 3 2 2 8 1 4 1

. بنابراین عبارت مورد نظر  x x| | ( )− =− −4 4 ، در نتیجه  x− <4 0 بنابرای�ن 

. از طرف دیگر، بنابر نابرابری‌های )1(، x x x| | | |+ − = −4 4 5 4 برابر است با 

 x x x> ⇒ > ⇒ − >1 5 5 5 4 1
 . x−5 4 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

|x صدق می‌کند.  |− <2 5 3 x=2 در نامعادلۀ  راه‌ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 

x=2 به دست می‌آوریم: بنابراین مقدار عبارت مورد نظر را به ازای 

 xA x x x A| | | |== − − + → = − − + =224 8 16 8 4 16 16 6  

x=2 برابر 6 است. فقط مقدار گزینۀ )3( به ازای 

4312- گزی2134 نامعادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	۴
 x x x x x x x x x| | | ( )| | || |− < ⇒ − < ⇒ − <2 3 2 3 2 3 2

x=0 جواب این نامعادله نیس�ت و x نمی‌تواند منفی باش�د.  معلوم اس�ت که 
x>0 و بنابراین 

 
x x x x x x x

x x

| | (| | ) | | | |− < ⇒ − − < ⇒ − − < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

3 2 3 2 0 3 2 0 3 2

2 3 2 1 5
 ، a=1 اس�ت، یعنی ( , )1 5 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

 . b a− =4 b=5 و 
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5312- گزی2135 ، نتیجه می‌شود  x− ≤ ≤3 6 راه‌حل اول از  	۲

x− ≤ − ≤4 1 5

. بنابراین x| |≤ − ≤0 1 5 پس 

x x f x| | | | ( )| |− ≤ − − ≤− ⇒ ≤ − − ≤ ⇒ ≤ ≤8 1 8 3 3 1 8 8 3 8

پس حداقل مقدار تابع برابر ۳ و حداکثر مقدار آن ۸ است و مجموع آن‌ها ۱۱ است.

راه‌حل دوم نمودار تابع را رس�م می‌کنیم. با توجه به شکل تابع، واضح است که 

 . f x( )≤ ≤3 8  ، x− ≤ ≤3 6 وقتی 

6312- گزی2136 ابتدا توجه کنید که 	۱

 

x x x x x x

f x x x x x  x x x

x x x x x x

x x

x x

x x

( ) ( )

( )

 − + ≤ ≤
 
 = − − + < ≤ = − + < ≤ 
 

− + > >  
 ≤

= − − + < ≤


>

2 2

2 2

2 2

2

2

2

0 0

0 1 2 0 1

1 1

0

1 1 0 1

1

بنابراین نمودار تابع f به شکل زیر است.

7312- گزی2137 . f( ) [ ] [ ]= − −120 120120
11 17

توجه کنید که  	3

از طرف دیگر، 

      [ ] , [ ]< < ⇒ = − <− <− ⇒ − =−120 120 120 12010 11 10 8 7 8
11 11 17 17

 . f( ) ( )= − − =120 10 8 18 بنابراین 

8312- گزی2138 توجه کنید که 	2

x x x x

f x x x x x

x x

( )

( ) ( )

− − − − ≤ < − − ≤ < 
  = − − ≤ < = − + ≤ < 
 
+ = =  

1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 1

بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است:

9312- گزی2139 آن‌گاه  باش�د،  صحی�ح  ع�ددی   k اگ�ر  اول  راه‌ح��ل  	۱
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 x f x x x x[ ] ( ) ([ ] [ ])∈ ⇒ = + −2


نوش�ت  می‌ت�وان  پ�س   .
x x

x
x x

[ ]
[ ]

[ ]

− ∈− =
− − ∉ 1





دیگ�ر،  ط�رف  از 

 و نمودار تابع f به‌صورت زیر است:
x

f x
x x

( )
∈=

− ∉





2

0

  
f همواره  x x x x( ) [[ ] ]= −2 ، بنابرای�ن تابع  x x[ ]≤ راه‌ح��ل دوم می‌دانیم 
نامثب�ت اس�ت. بنابرای�ن گزینه‌ه�ای )3( و )4( رد می‌ش�وند. از ط�رف دیگ�ر 

، پس گزینۀ )2( هم رد می‌شود. f( )=0 0

0412- گزی2140 : x−1 قرار می‌دهیم f در ضابطۀ x به جای 	۱
f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

− = − − − − − = − − + − +

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3
1412- گزی2141  x<0 x≥0 و  x را ب�رای  x x( )| |− < −4 2 5 معادل�ۀ  	4

جداگانه حل می‌کنیم:

x

x x x x x x x

x x x x x x

x x x

( )

( )( )

, <

≥ ⇒ − < − ⇒ − + < ⇒ < <

< ⇒ − − < − ⇒ − − >

< − > + → < −

2

2

0

0 4 2 5 6 5 0 1 5

0 4 2 5 2 5 0

1 6 1 6 1 6

) است.	 , ) ( , )−∞ −1 6 1 5 پس مجموعۀ جواب‌های  معادله به‌صورت 
ریاضی - 92 �

2412- گزی2142 ، نامعادله جواب ندارد.  x<0 راه‌حل اول واضح است که اگر 	4
x که غیرممکن اس�ت. بنابراین باید با ش�رط  x  | |− <2 2 زی�را در این صورت باید 0

x≥0 نامعادله را حل کنیم. اکنون توجه کنید که نامعادله به صورت زیر ساده می‌شود:

x x  x x x  x  x x  x

x x  x  x  

x x

| | | ( )| | || |

| | | |

− < ⇒ − < ⇒ − <

− < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

2 2 2 2

2 2 1

1 2 1 1 3
)  است. , )1 3 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله بازۀ 
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x=2 گزینۀ صحیح مشخص می‌شود.  راه‌حل دوم به کمک دو مقدار x=1 و 

x=2 در آن ص�دق می‌کن�د. تنها  x=1 در نامعادل�ه ص�دق نمی‌کن�د ول�ی 

گزین�ه‌ای ک�ه ع�دد 2 در آن قرار دارد ولی عدد 1 در آن ق�رار ندارد، گزینۀ )4( 

خارج از کشور ریاضی - 92 است.�

3412- گزی2143 ، آن‌گاه نامعادله جواب  x   | |+ − <1 1 0 راه‌حل اول اگ�ر  	3

x که غیرممکن اس�ت. بنابراین باید   | |− <2 2 0 ندارد. زیرا در این صورت باید 

x و در نتیجه    | |+ − ≥1 1 0

x    x
x    

x    x  
| |

+ ≥ ⇒ ≥+ ≥ ⇒
+ ≤ − ⇒ ≤ −

1 1 0
1 1

1 1 2

، پ�س نامعادله ب�ه صورت زیر  x   − >2 2 0 +x و  <1 0 . آن‌گاه  x≤−2 اگ�ر 
خواهد بود:

x x  x x x x x    ¡.¡.ù( ) (. )− <− − − ⇒ + < ⇒ + < ⇒− < <2 22 1 1 0 1 0 1 0

 x≥0 )  ج�واب ندارد. پس باید با فرض  , ]−∞ −2 بنابرای�ن نامعادله در بازۀ 

x و نامعادله به صورت زیر درمی‌آید:   + >1 0 آن را حل کنیم. در این حالت 

x   x   x  x x x x| | | |− < + − ⇒ − < ⇒− < − <2 2 22 1 1 2 2

 را حل کنیم. مجموعۀ 
x x

x x

( )

( )

 − − <


+ − >

2

2

2 0 1

2 0 2
پس باید دستگاه نامعادله‌های 

≥x و مجموعۀ  <0 2 x≥0 ب�ه ص�ورت  جواب‌ه�ای نامعادل�ۀ )1( ب�ا ش�رط 

x≥0 به صورت x>1 اس�ت. اش�تراک این  جواب‌های نامعادلۀ )2( با ش�رط 

1/ است. 5 )  است که وسط بازه نقطه‌ای به طول  , )1 2 مجموعۀ جواب‌ها بازۀ 

g را رسم  x  x( ) | |= + −1 1 f و  x  x( ) | |= −2 2 راه‌حل دوم ابتدا نمودار توابع 

a اس�ت. از روی  b( , ) ، بازۀ  f x g x( ) ( )< می‌کنی�م. توج�ه کنید جاهایی که 

 g . بنابراین در این بازه، ضابطۀ  x>0 نمودارها معلوم می‌ش�ود که در این بازه 

g ساده می‌ش�ود. اکنون توجه کنید که نامعادلۀ  x x x( )= + − =1 1 به‌صورت 

مورد نظر می‌شود:

 
x  

x  x x x x x x

x x x

| |

( )( ) >

− < ⇒ − + < ⇒ − + <

− − < → < <

2 4 2 2 4 2

02 2

2 4 4 5 4 0

4 1 0 1 2
 

) است و وسط بازه  , )1 2 ، پس بازۀ مورد نظر به‌صورت  b=2 بنابراین a=1 و 

1/ است. 5 نقطه‌ای به طول 

خارج از کشور ریاضی - 95 �

4412- گزی2144 با تعیین ضابطه، دو تابع مورد نظر را رسم می‌کنیم: 	3

 
x x x x

y x       y x x
x x x

| | , | |
− ≥ ≥  = − = = + = 
+ < <  

2 0 2 0
2

2 0 0 0
 

ابتدا مختصات نقطۀ B را محاسبه می‌کنیم:

 
B B B B

ABCD ABC ACD

x x x x

S S S

− = ⇒ = ⇒ =

×
×= + = + = + =

22 2 3 2
3

2 2
2 2 2 83 2

2 2 3 3

 

تجربی - 95 �

5412- گزی2145 x همواره مثبت است، پس  +2 عبارت 1 	4

x   x| |+ = +2 21 1

بنابراین

x x x x x x x x x

x   x x x x x

x x

x   x x x x x

x x

#(¡.¡#.—)

 

| | | | ( ) | |

: ( ) ( ) ( )( )

: ( ) ( ) ( )( )

+ − − > + ⇒− + > − ⇒− − > −

≥ − − > − ⇒ − − − >

− > ⇒ <−

< − − >− − ⇒ − − + >

− <− ⇒ >

2 22 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 0

1 1

2 2 2 2 1 0

1 1
خارج از کشور تجربی - 95 �. x< <1 2 بنابراین 

6412- گزی2146 ابتدا ضابطۀ تابع g را ساده می‌کنیم: 	3

g x f x f x x x x x

x x x x g x x x

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]

= − − = − − − − +

= − − + − + ⇒ = −

2 3 2 2 3 2 3 2 2

2 3 2 3 2 2 2 2

g همواره عددی صحیح اس�ت،  x x x( ) [ ] [ ]= −2 2 ب�ا توجه ب�ه اینکه حاص�ل 

} پاس�خ صحیح هس�تند که  , }0 1 } یا گزینۀ )4( یعنی  , }−1 0 گزینۀ )3( یعنی 

با قرار دادن چند مقدار خواهیم داشت:

x y x y,= ⇒ = = ⇒ =−1 90 1
10 10

خارج از کشور ریاضی - 92 �

7412- گزی2147 x را می‌یابیم: ، مقادیر  x x[ ]+ =−2 1 ابتدا از  	2

x x x
x x

x x x

x¥HoT{H

SwH Swnj ½nH¼µÀ.

 + < ⇒− < <− ≤ + < ⇒
+ + ≥ ⇒ ⇒ ∈

→− < <

2
2

2

0 1 0
1 0

1 0

1 0



تجربی - 88 ]x برابر صفر است. � ]20 >x و حاصل  <200 1 پس 



)243(

8412- گزی2148  n>2 راه‌ح��ل اول از آنج�ا که ب�ه‌ازای هر ع�دد طبیعی  	3
n=3 این عدد را به‌دست می‌آوریم: حاصل، عددی منحصربه‌فرد است به‌ازای 

n :[ ] [ ] [ ] [ ]= − + − − = − = − =3 36 9 1 2 9 6 28 2 3 5 2 3

، n>2 راه‌حل دوم به‌ازای 

n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

( ) ( )

[ ]

( ) ( )

[ ]

 − + < − + < ⇒ − < − + <

 − < − + < ⇒ − + = −


− + < − < − + ⇒ − < − < −

 − < − < − ⇒ − = −

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

4 4 1 4 3 1 4 2 1 4 3 1 2

2 1 4 3 1 2 4 3 1 2 1

4 4 2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2

. n n n n n n[ ] [ ] ( )− + − − = − − − = − =2 24 3 1 2 2 2 1 2 2 4 1 3 پس 
تجربی - 91 �

9412- گزی2149 f را تشکیل می‌دهیم: x f x( ( ))− ضابطۀ  	1
f x x f x f x f x x( ) [ ] ( ( )) ( [ ])= ⇒ − = −

 f x x( [ ])− ] اس�ت، بنابراین  , )0 1 x همواره در فاصلۀ  x[ ]− از ط�رف دیگر 

. f x x( [ ])− =0 یعنی جزء صحیح آن برابر صفر است، یعنی 
خارج از کشور تجربی - 85 �

0512- گزی2150  ، x− < <1 0 x نتیج�ه می‌گیریم  x+ <2 0 از نامعادلۀ  	1
: x− < <1 0 پس به‌ازای 

x   x       x   x

x   x       x   x

     [ ] , [ ]

[ ] , [ ]

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

2 2

3 3 4 4

1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 0

. x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ + + =− + − + =−2 3 4 1 0 1 0 2 بنابراین 
خارج از کشور تجربی - 88 �



1512- گزی2151 نقاط A و B را معین می‌کنیم 	3

 
x xy x x A

x y B  

( , )

( , )

− −

−

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = − =− ⇒ = −

1 1 1

1

0 2 2 0 2 2 1 1 2 2 0

3 30 2 2 0
2 2

 

. AB ( ) ( ( ))= − + − − =2 23 52 0 0
2 2

بنابراین 

2512- گزی2152 با توجه به فرض‌های مسئله، 	1

 
a a

a a

f b b

f b b

( )

( )

− + − +
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − = ⇒ = −

3 3
2 23 0 9 2 0 2 9

2
0 26 9 2 26 2 9 26

بنابراین

 
 a  aa a a

a a a

( )

( )

− + − + −
= − ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =

3 3 3
2 2 29 9 26 9 9 26 9 1 9 26

1 39 1 26 9 27
27 2

 . a b+ =2 . به این ترتیب،  b=1
2

، یعنی  ab= − =2 9 26 1 در نتیجه 

3512- گزی2153 توجه کنید که 	2

 f a a a( ) − −− = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =1 1 11 9 1 9 8
8

 

. از طرف دیگر xf x( ) ( )= +1 1
8

بنابراین 

 f b b b( ) ( )= ⇒ + = ⇒ = + =010 1 1 1 2
8

 

 . ab=1
4

در نتیجه 

4512- گزی2154 x=1 به‌صورت  چون عرض نقطۀ برخورد تابع‌ها با خط  	4
، c و d است، با توجه به نمودار چهار تابع و مقایسۀ عرض نقطۀ برخورد  b  ، a

 . c d a b> > > x=1 معلوم می‌شود  تابع‌ها با خط 

5512- گزی2155 . ابت�دا نمودار  xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

توج�ه کنید ک�ه  	1

xy را رسم می‌کنیم و سپس آن را دو واحد به پایین انتقال می‌دهیم: ( )= 1
3

فصل سیزدهم

فصل دوم: آزمون ها

xy را رس�م می‌کنیم، س�پس آن را نس�بت به  |( ) |= −1 2
3

اکن�ون نمودار تابع 

محور x قرینه می‌کنیم:

در نهایت، نمودار را یک واحد به بالا انتقال می‌دهیم:

 xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

 

6512- گزی2156 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می‌شود: 	3

 

x x x x

x x x x x

x x
x

f x
| | | |

( ) | | | |
| |

| | | ( ) | | ( ) |

+ + + +

− − − − −

− − −= = = = −

= − = − = −

1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1
2 2 2 2 2

2 1 14 4 2 2 4
2 22

بنابراین نمودار تابع f به‌ترتیب زیر رسم می‌شود:

7512- گزی2157 می‌توان نوشت 	2
g x x x

x x

fog x f g x

f x f x fog x fog x f x

( )( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

− + −

−

= = = =

= = × ⇒ = × ⇒ =

2 2 2

2

3 3 3

1 13 3 9
9 9

8512- گزی2158 ابتدا توجه کنید که 	2

 
x

x

x
f x

x
( )

 + >=
− <

2 1 0

2 1 0
بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است.

) است.  , ) ( , )− +∞1 0 2 پس برد تابع به‌صورت 



)245(

9512- گزی2159 x=1 وx=−1 مقدار  xf برای  x( )= +
2

2 1 در تاب�ع  	4
تابع برابر 3 است. پس تابع یک‌به‌یک نیست.

0612- گزی2160 و  k>0توجه کنید که باید 	2
x x xf x

k k
( ) ( ) ( )= × × = ×1 22 2 2

بنابراین، چون تابع f اکیداً صعودی است، پس

 
  

k  k
k

>> → <02 1 2  

. k< <0 2 بنابراین 

1612- گزی2161 با توجه به فرض مسئله، 	3

 
b b

b b b

f a a

a a a f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )− − −

=− ⇒ − =− ⇒ =

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =2 3 3

21 1 21 1 30 6
4 2 4 2 4

1 1 13 6 6 0 3 0
2 2 2

3− قطع می‌کند. بنابراین نمودار تابع f محور طول‌ها را در نقطه‌ای به طول 

2612- گزی2162  −1 چ�ون نم�ودار تابع‌ه�ای f و g در نقطه‌ای ب�ه طول  	2
متقاطع‌اند، پس

 a b  b  b  bf g ( ) ( )( ) ( ) ( )− + − − − − − +− = − ⇒ = = =1 2 1 2 111 1 2 2 2
4

بنابراین
 a b b a b( ) ( )− + = + ⇒ + =−2 1 2 1

از طرف دیگر،

 
a b  b a b  b

a b 

f g

a b

( )( ) ( ) ( )

( )

+ − + − −

+ −

= ⇒ × = ⇒ × =

= ⇒ + =

1 2 1 2

3 2 2

11 1 4 2 4 2 2 2
4

2 2 3 4 2
بنابرای�ن   ، b=3 و   a=−5 می‌ش�ود  نتیج�ه   )۲( و   )۱( تس�اوی‌های  از 

. در این صورت f m( )− =1 1
128

. اکنون فرض کنید  xf x( ) − += 5 32

 mf m m m( ) − + −= ⇒ = = ⇒− + =− ⇒ =5 3 71 12 2 5 3 7 2
128 128

3612- گزی2163 راه‌حل اول توجه کنید که 	4

 
x

x

x
f x

x

  

( )
−

 − ≤=
− >

1 2 0

1 2 0

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

راه‌حل دوم توجه کنید که

f f( ) ( )= − =11 1
2
فقط گزینۀ )4( این شرط را دارد.

4612- گزی2164 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می‌شود: 	4

 
x x x x x

x x x x x
y

| | | |
| | | | |( ) |

| |

− − −= = = = − = −
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

22 2 2 2 2
 

بنابراین نمودار تابع به‌ترتیب زیر رسم می‌شود:

5612- گزی2165  . f s( )− =1 26 . چون  m s− + =22 1 ف�رض می‌کنی�م  	1
. اکنون می‌توان نوشت f( ) ( )= − =26 5 26 1 129 . در نتیجه  f s( )=26 پس 

 m ms − −= + = ⇒ = =2 2 72 1 129 2 128 2
. m=9 ، پس  m− =2 7 بنابراین 

6612- گزی2166 ، بنابراین   x xg x( ) + − ++ = =2 1 12 2 2 توجه کنی�د ک�ه  	4

 . x xf( )+ = +12 2 1

 x x x x

x x

f f

x

( ) ( )+ − += + ⇒ + =

+ = ⇒ = = ⇒ =

1 1 1

3

2 2 1 2 1 2

2 1 9 2 8 2 3

 

. f ( )− += =1 3 19 2 16 بنابراین 

7612- گزی2167 می‌توان نوشت 	2

 
x

x x xxf       g x ( )( ) , ( ) − + += = − = =2 2 5 2 138 2 2 2 2
3

 

بنابراین

 x x x x xxf g x f x( ) ( ) ( )+ +− = × = = × = × =2 1 3 1 32 2 2 2 2 2 2 8 2
3

8612- گزی2168 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می‌نویسیم 	3

 x x

x x x x
f x( ) + + −= = + = −

+ + + +
2 1 2 2 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2

 

. بنابراین x >2 0 اکنون توجه کنید که برای هر x حقیقی، 

 x
x x x

+ > ⇒ < < ⇒− <− < ⇒ < − <
+ + +

1 1 1 1 1 12 2 2 0 0 1 1
2 2 22 2 2 2 2 2

 

. f x( )< <1 1
2

در نتیجه 

9612- گزی2169  xf x ka( )= ش�کل  ب�ه  نمای�ی  تابع‌ه�ای  می‌دانی�م  	4

 xy −= 54 xy و  += 1 23 ، یک‌به‌یک هستند. در نتیجه تابع‌های  a a( , )> ≠0 1

، یک‌به‌یک نیست، زیرا برای هر x حقیقی،  xf x | |( ) −= 32 یک‌به‌یک هستند. تابع 

 x xy += + × 19 2 3 . اکن�ون ثاب�ت می‌کنی�م تاب�ع  xf x f x | |( ) ( ) −= − = 32

. فرض  x x x( )++ × = + −1 29 2 3 3 3 9 یک‌به‌ی�ک اس�ت. دق�ت کنی�د ک�ه  

 . x x( ) ( )+ − = + −1 22 23 3 9 3 3 9 . در نتیج�ه  f x f x( ) ( )=1 2 می‌کنی�م 

، پس x x
 ,+ + >1 23 3 3 3 0 ، چون  x x( ) ( )+ = +1 22 23 3 3 3 بنابراین 

 x x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =1 2 1 2 1 23 3 3 3 3 3  



فصل دوم: آزمون ها
)246(

0712- گزی2170 توجه کنید که  	1
x x xkf x k k k

k k
( ) ( ) ( )= × × =

− −
1

2 1 2 1
تابع f اکیداً نزولی است، پس باید

 

k
k

k k   k
k
k k k k k
k k k

IÄ

 IÄ 

< <
−

> ⇒ > <
−

− +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ > <
− − −

0 1
2 1

10 0
2 1 2

1 11 1 0 0 1
2 1 2 1 2 1 2

. k>1 پس 

1712- گزی2171 x3 معادله را حل می‌کنیم با فاکتورگیری از  	1
 x x x x( )+ = ⇒ × = ⇒ = = ⇒ =33 3 1 108 3 4 108 3 27 3 3  

پس معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد.

2712- گزی2172 معادله را به شکل زیر می‌نویسیم 	2

 
x x x x

x x x x

( )− − −= ⇒ =

− =− ⇒ + − =

2 23 3

2 2

15 5 5
5

3 3 0
 

1− است. پس مجموع جواب‌های معادله برابر 

3712- گزی2173 توجه کنید که 	3

 
a a

f a f a

a a

( ) ( )−

− −

= ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =

1

2 2

5 5

2 3 5 3 3 2 1 3
 

4712- گزی2174 ، معادلۀ مورد نظر می‌شود: x t=2 اگر فرض کنیم  	2

 t t t
t

− + = ⇒ + − =22 15 0 15 2 0

ای�ن معادل�ه یک جواب مثبت و یک ج�واب منفی دارد. از ط�رف دیگر، معلوم 
 a مثبت باشد و البته اگر a فقط وقتی جواب دارد که x a=2 است که معادلۀ 
alog2 اس�ت(. بنابراین  مثبت باش�د، این معادله فق�ط یک جواب دارد )که 

معادلۀ اصلی فقط یک جواب دارد.

5712- گزی2175 ش�کل  ب�ه  می‌ت�وان  را  نظ�ر  م�ورد  معادل�ۀ  	1
، ای�ن معادله  x t=3 x نوش�ت. اگ�ر ف�رض کنی�م  x× − × + =23 3 9 3 5 0
. هر دو جواب این معادل�ه مثبت‌اند و مجموع آن‌ها  t t− + =23 9 5 0 می‌ش�ود 

. t tα β+ = + =1 23 3 3 . به این ترتیب =9 3
3

برابر است با 

6712- گزی2176 . با  y x= −5 x به‌دس�ت می‌آی�د  y+ =5 از معادل�ۀ  	2

، به‌دست می‌آید x y− =2 2 4 x−5 به جای y در معادلۀ  جای‌گذاری 

 

x x x x x
x

x

x

x

x
x

x
x

 

  

x y

x

y

¡.¡. )

2

(. —

( ) ( )

( )( )

−

=

− = ⇒ − =

⇒

⇒ − − =

 + = ⇒ =−− + = ⇒


= − →

− = = ⇒ =

 =

55 2

3

22 2 4 2 4 2 4 2 32 0
2

2 4 0 2 4
2 8 2 4 0

5 2

8 0 2 8 3
 

. x y− =1 بنابراین 

7712- گزی2177 عددهایی که مخرج کسر را صفر کنند، در دامنۀ تابع قرار  	2
ندارند. پس

 x x x x| | ,− − = ⇒ − =± ⇒ = =2 4 3 0 2 4 3 2 7 2 1 
هر یک از معادله‌های بالا فقط یک جواب دارند و این دو جواب متمایز هس�تند 

پس دامنۀ تابع شامل دو عدد نیست.

8712- گزی2178 ، پس نامعادلۀ مورد نظر می‌شود: ( )−= 12 3
3 2

چون  	4

 x x( )( ) ( )
− − +<1 3 33 3

2 2
 . x>2 ، بنابراین  x x( )− <− +1 3 3 ، پس  >3 1

2
اکنون توجه کنید که چون 

) است. , )+∞2 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

9712- گزی2179 −x را ح�ل  >81 3 0 x و  − ≥2 8 0 بای�د نامعادله‌ه�ای  	3
کنیم و اشتراک مجموعۀ جواب‌های آن‌ها را به‌دست آوریم

 x x x xx      x,− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ − > ⇒ < ⇒ <3 42 8 0 2 2 3 81 3 0 3 3 4  

. a b+ =7 b=4 و   ، a=3 . در نتیجه  fD [ , )= 3 4 بنابراین 

0812- گزی2180 دامنۀ تابع f برابر است با  	1
x x

fD x{ | }+= − + × − >2 13 4 3 1 0

، در نتیجه باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم: x t=3 فرض می‌کنیم 
 t t t t( )( )− + − > ⇒− − − >23 4 1 0 1 3 1 0

. بنابراین  x< <1 3 1
3

>t است. در نتیجه  <1 1
3

جواب نامعادلۀ بالا به‌صورت 

x− < <1 0
1812- گزی2181 می‌توان نوشت 	1

x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + = + ⇒ × = ×

= ⇒ = ⇒ =

22 1 2 2 5 2 5 2 7 5 7

22 5 1 0
5

پس معادله فقط یک جواب دارد.

2812- گزی2182 x x x x x| | ( )− − −= =
2 212 2 2 ش�کل  ب�ه  را  معادل�ه  	2

می‌نویسیم. بنابراین
 x x x| | ( )= −2 1

، این معادله می‌شود: x≥0 اگر
 x x x x x x x,= − ⇒ = ⇒ = =2 22 2 0

، معادلۀ )۱( می‌شود: x<0 اگر 
 x x x x− = − ⇒ =2 2 0

. x=2 و x=0 ، جواب ندارد. بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد: x<0که چون

3812- گزی2183 ، یعن�ی  x − =3 1 8 ای را پی�دا می‌کنی�م ک�ه  x ابت�دا  	3
. به این ترتیب، اگر در تس�اوی داده ش�ده به جای x قرار  x=2 ، پس  x =3 9

. از طرف دیگر،  f( )= + =38 2 1 9 دهیم، 2 به‌دست می‌آید 

 f a f a

x x x

( ) ( )− = ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ =

1

3 3

2 2

1 2 1 1
 

پس 
 f f( ) ( )− = + ⇒ =1 33 1 1 1 2 2  

. + =9 2 . بنابراین مقدار مورد نظر برابر است با 11 f ( )− =1 2 2 در نتیجه 
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4812- گزی2184 . بنابراین اگر فرض  − =
+

15 2
5 2

توج�ه کنید ک�ه  	2

. معادله به شکل زیر درمی‌آید: x t( )+ =5 2 کنیم 

 
x

x

t t t t x
t

t x

( )

( )

+ = ⇒ − + = ⇒ = + = + ⇒ =

= − = + ⇒ =−

21 18 18 1 0 9 4 5 5 2 2

9 4 5 5 2 2

4− است. بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 

5812- گزی2185 معادلۀ مورد نظر را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	1
 x x x x+ × = ×2 22 2 3 2 3

، این معادله می‌شود: x b=3 x و  a=2 اگر فرض کنیم 

 a ab b a b b ab a b a b b b a

a b a b b a b a b

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ = ⇒ − = − ⇒ − + = −

− + + = ⇒ − + =

2 2 2 2 22

0 2 0

بنابراین

 
x x x

x x

a b x

a b jnHkº JH¼]

( )

.

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + × =

20 2 3 1 0
3

2 0 2 2 3 0

 . x=0 در نتیجه، معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد: 

6812- گزی2186 ، در نتیجه yb=3 xa=2 و  فرض می‌کنیم  	2

 
x

x

  
a b    a

a b aab b
a

a
a a a a

a x

.jnHkº JH¼]

( )( )

 − =− ⇒ − =− ⇒ − =−
 = ⇒ =

 =− =− − = ⇒ + − = ⇒
 = = ⇒ =−

2

1 1 7
1 1 17 18 7

1 1
18 18

1 2
918 7 1 0 9 1 2 1 0

1 2 1
2

 

7812- گزی2187 ابتدا توجه کنید که 	3

 ( )−+ = = −
−

113 2 3 2
3 2

بنابراین نامعادلۀ مورد نظر می‌شود:

 x x( ) ( )
− − −− > −1 2 33 2 3 2

، پس < − <0 3 2 چون 1
 x x x− <− − ⇒ >1 2 3 4  

8812- گزی2188 نامعادله را به شکل زیر می‌نویسیم: 	4
 x x( ) ( )− + ≥28 2 6 2 1 0

، نامعادله به شکل زیر درمی‌آید:  x t=2 اگر فرض کنیم 

x x

x x

t t t t t t

t x

t x

 IÄ  ( )( )

−

−

− + ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ ≥ ≤

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥−

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤−

2

1

2

1 18 6 1 0 2 1 4 1 0
2 4

1 12 2 2 1
2 2
1 12 2 2 2
4 4

) است که همان  , ] [ , )−∞ − − +∞2 1 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله 

 . a b+ =−3 ، b=−1 و در نتیجه  a=−2 ) است. پس  , )− − − 2 1

9812- گزی2189 x را حل کنیم تا دامنۀ تابع  x+ − ≥12 4 0 باید نامعادل�ۀ  	3
به‌دست آید

 x x x x x x( ) ( )+ − ≥ ⇒ × − ≥ ⇒ − ≥1 22 4 0 2 2 2 0 2 2 2 0  

x نتیجه می‌شود >2 0 با توجه به اینکه 
 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 2 0 2 2 1  

. a=1 بنابراین

0912- گزی2190 دامنۀ تابع f مجموعۀ xهایی است که 	3

 

x

x

x x

x x

x

x

( )

( ) ( )

−
≥

−

− = ⇒ = = ⇒ =−

− = ⇒ = = ⇒ =

2

3

1 4
2 0

27 3
1 14 0 4 2 2
2 2

27 3 0 3 27 3 3
اکنون توجه کنید که

 

x

x

x

x

x

( )

( )

−∞ − +∞

− + − −

− + + −

−
+ − +

−

2 3

1 4 0
2

27 3 0

1 4
2 0

27 3
بنابراین

fD ( , ] ( , ) ( , ]= −∞ − +∞ = − − 2 3 2 3

 . a b+ b=3 و 1=  ، a=−2 در نتیجه 

1912- گزی2191 به کمک ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت 	1
alog log( ) log log log log= × = + = + = + = +290 9 10 9 10 3 1 2 3 1 2 1

2912- گزی2192 b می‌توان نوشت
aa
b

log
log

log
= با استفاده از ویژگی  	1

 

log
log log log log log

log

log log log log

− × = − ×

= − = =

2
36 2 3 6 2
2

66 3 2
3

 

3912- گزی2193 ). بنابراین  )( )− + =3 2 3 2 توجه کنید ک�ه 1 	1

. در نتیجه + =
−
13 2

3 2

 ( ) ( )log ( ) log ( )− −+ = =−
−3 2 3 2
13 2 1

3 2
 

4912- گزی2194 توجه کنید که  	3

× × ×

+ ++ +
× × ×

= × ×

= × × = = =

1 1 14 3 4 4 2 4 2 3

1 3 11 3 4 6 9 4 19
4 8 64 4 2 4 2 3 24 24

3 27 81 3 27 81

3 3 3 3 3 3
بنابراین 

log log log= = =
194 3 243 3 3

19 193 27 81 3 3
24 24

ت
ن
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5912- گزی2195 توجه کنید که  	1

 log log log
log log

log log log
= = = × =4 2

5 5 51 15 5
4 2 2 2 2 2

 

در نتیجه باید حاصل عبارت زیر را پیدا کنیم:

 


log log log log( ) ( ) ( )
− − −−= = = = =2 2 2 2

1 1 1 1 15 5 5 512 2 2 2 2

5

1 12 2 2 5
2 5

 

6912- گزی2196 ، در نتیجه = = ×3 3 3216 6 2 3 توجه کنید که  	2

 
x y

log log( ) log log

log log

= × = +

= + = +

3 3 3 3216 2 3 2 3

3 2 3 3 3 3

7912- گزی2197 ابتدا توجه کنید که 	2
 log log log( ) log+ = × = =5 20 5 20 100 2

. alog log= − = −20 2 5 2 بنابراین 

8912- گزی2198 x لگاریتم می‌گیریم: y=2 3 از دو طرف تساوی  	2
 x y x ylog log log log= ⇒ =2 3 2 3

بنابراین

 x x
y y

log
log

log
= ⇒ =2

3 3
2

 . x
y

log log log= = =3
2

8 22
2 29 3 3
3 3

در نتیجه 

9912- گزی2199 blog نتیجه می‌شود =2 53 از تساوی 	1
 blog log=3 2 5

alog نتیجه می‌شود =5 32 از تساوی 
 a alog log log= ⇒ =5 2

3 53 2  
. a blog log log log× = × =3 3 5 22 5 بنابراین 1

220022 x بازنویسی می‌کنیم. در 0- گزی0 x× =2 2 5 معادله را به‌صورت  	4

. بنابراین با توجه به تعریف لگاریتم می‌توان نوشت x( ) =5 2
2

نتیجه 

x log
log log loglog

= = = =
− −5

2 2 22 2

1 1 12
5 5 2 5 1
2

 

220122 به کمک ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت1- گزی0 	3
 A alog( ) log( ) log log= × × = × = + = +4 420 30 50 3 10 3 10 4

220222 توجه کنید که 2- گزی0 	1

 log , log
log log

= =18 18
6 3

1 16 3
18 18

 

در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با
log log log ( )+ = × =18 18 186 3 3 6 1

220322 .3- گزی0 ( ) ( )+ = + =
−

2 213 2 2 1 2
2 1

ابتدا توجه کنید که  	2

بنابراین

 
( ) ( )

( )

log ( ) log ( )

log ( )

− −

−

+ =
−

= =−
−

2
2 1 2 1

2 1

13 2 2
2 1

12 2
2 1

220422 توجه کنید که4- گزی0 	2

 

    

    

log log ( )

log log

log log ( )

log log

+ +

+ +

= × ×

= = =

= × ×

= = =

1 1 1
4 3 4 12 242 2

2 2 1 17
4 12 24 242 2

11 1
3 4 62 242 2

1 2 2 22
2 6 24 242 2

4 4 2 4 4 2

172 2
24

2 4 4 2 4 4

222 2
24

. =

17
1724

22 22
24

بنابراین نسبت مورد نظر برابر است با 

220522 راه‌حل اول توجه کنید که 5- گزی0 	2

log log log= =38 22
13 3 3
3

در نتیجه عبارت مورد نظر به‌صورت زیر درمی‌آید:
log loglog log( ) ( )

++ = = × = × = =


2 28 2
1 1 1 13 3 3 33 3 333 3 3 3

3
2 2 2 2 8 2 8 3 8 3

راه‌حل دوم

 
loglog log× = × = × = × =38 8 2

12 33 23 32 2 8 3 8 3 8 3 8 3  

220622 به کمک ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت6- گزی0 	۴

 

a a  

log / log log log (log log )

(log log ) ( log (log log ))

( log log ) ( )

= = = = −

= − = − −

= − = − = −

3 3 3

5

64 32 1 32 16 4 32 5
10 5 3 5 3

1 10 12 5 2 10 2
3 2 3
1 1 16 2 10 6 1 2
3 3 3

220722 توجه کنید که7- گزی0 	2

a a a

b b
b

log
log log log

log

log log
log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

5

3

22 2 5
5
5 55 3
3 بنابراین 

 a a ab
b

bb

log log log
log

log log log log log
= = = = =

+ +++
15

4 2 2 2 5 2 24
15 3 5 5 1 115

 

220822 ، پس طرفین س�ه تس�اوی داده 8- گزی0 = × ×385 5 7 چ�ون 11 	2
شده را با هم جمع می‌کنیم:

 
a b c

a b c

a b ca b c

log log log log log log

(log log log )

log( ) log

+ + + + + = + +

+ + = + +

+ +× × = + + ⇒ =

11 5 5 7 7 11

2 11 5 7

2 11 5 7 385
2

220922 b می‌توان نوشت9- گزی0
a

a
b

log
log

= 1 با توجه به خاصیت  	1

 
log log log

log

log log

log log log

+ = +
− − − −

−
= + = =
− − −

2 3 2
2

2 2

2 2 2

1 1 1 1
1 3 1 2 1 3 11

3
3 1 31 1

1 3 3 1 1 3
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0122- گزی2210 x می‌نویس�یم.  x( ) − − =23 3 2 0 معادل�ه را به‌صورت  	1

x همواره مثبت اس�ت،  +3 1 ، چون عبارت  x x( )( )+ − =3 1 3 2 0 در نتیج�ه 
نتیجه می‌شود

 x x x log− = ⇒ = ⇒ = 33 2 0 3 2 2  

1122- گزی2211 راه‌حل اول با توجه به اینکه  	1

c c ca b ablog log log ( )+ =

داریم

 A log ( ) log log log −= × × × × = = =

=−



2
5 5 5 5

5 6 7 124 5 1 5
6 7 8 125 125 25

2
 

c می‌توان نوشت c c
a a b
b

log log log= − راه‌حل دوم با توجه به تساوی 

 
A log log log log log log

log log log log

= − + − + −

+ + − = − = − =−

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

5 6 6 7 7 8

124 125 5 125 1 3 2

2122- گزی2212 ، پس b
a

a
b

log
log

=1 چون  	1

 
log log log log ( ) log

log

log

= = = =
+ + ×+

=

3 3 3 3 3
2

6

1 1 1 1 1
1 1 2 3 2 3 2 61

3
3

3122- گزی2213 توجه کنید که 	1
 log( ) log( ) log( ) log( )+ = + = + + = +22 3 5 3 5 9 5 6 5 14 6 5

بنابراین

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log log

+ − + = + − +

+= = =
+

28 12 5 2 3 5 28 12 5 14 6 5

28 12 5 2
14 6 5

4122- گزی2214 b می‌توان نوشت
aa
b

log
log

log
= به کمک تساوی  	2

 log log log log log
log log log

log log log log log
× × = × × = = =2 3 5

3 5 8 8 3 23 5 8 3
2 3 5 2 2

5122- گزی2215 ابتدا توجه کنید که 	1
  

  

a

b

log log log log log log

log log log log log

+ +

+ +

= = = = × = ×

= = = = ×

20 10 2 1 2 2 5

50 10 5 1 5 5
5 5 5 5 5 5 2
2 2 2 2 2

.
loga

b log
×= =
×

5

5
5 2 5

22 2
بنابراین 

6122- گزی2216 . از طرف دیگر
log

log
log

= 3

3

15
15

10
توجه کنید که  	2

 
b

abb
a a

log log ( ) log log

log log ( ) log log

log
log

= × = + = +

= × = +

+= + = + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3
2

15 3 5 3 5 1

10 2 5 2 5

1 1 15
3

 

. a bb
ab ab
a

( )
log

++= =
+ +

1115
1 1

بنابراین 

7122- گزی2217 ، پس x aa
b b

x
log log= 1 چون  	2

 
a a a

a a a

log log ( ) log ( )

(log log ) log log

= ⇒ × = ⇒ × =

+ = ⇒ + = ⇒ = −

38 22

2 2 2 2

110 2 5 2 5
3

1 2 5 1 5 3 5 3 1
3

بنابراین 

 
a a
a a

log log ( ) log log
log

log log ( ) log log

log ( )

log

× +
= = =

× +

+ + − −= = =
+ + − +

2 2
2 2 2 2

40 3 32 2 2 2

2

2

50 2 5 2 5
50

40 2 5 2 5
1 2 5 1 2 3 1 6 1
3 5 3 3 1 3 2

8122- گزی2218 توجه کنید که 	4

 a ab
x xx x
a ab

      

log log
log , log

log log( )
= =

بنابراین

 

a

ab

a

x
x aba
x x a

ab
a b b b

a a

log
log log( )log
log log log

log( )

log log log
log

log log

= ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + = ⇒ =

3 3 3

3 1 3 2

 . a bb alog log+ = + =1 52
2 2

. در نتیجه  b
a

a
b

log
log

= =1 1
2

بنابراین 

9122- گزی2219 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4
 x x( ) − × + =22 8 2 15 0

، پس x x( )( )− − =2 5 2 3 0 بنابراین

 
x x

x x

x

x

log

log

 − = ⇒ = ⇒ =


− = ⇒ = ⇒ =

2

2

2 3 0 2 3 3

2 5 0 2 5 5
 

 ، log log>2 25 3 f تابعی اکیداً صعودی اس�ت، پس  x x( ) log= 2 چون 

log2 است. 5 در نتیجه بزرگ‌ترین جواب معادلۀ‌ مورد نظر 

0222- گزی2220 x در پایۀ 3  y=2 3 راه‌ح��ل اول از دو ط�رف معادل�ۀ  	1
لگاریتم می‌گیریم:

 x y x y y xlog log log log log= ⇒ = ⇒ =3 3 3 3 32 3 2 3 2

، در نتیجه  x log3 2 x به جای y قرار می‌دهیم  y+ در معادلۀ 1=

x x x

x x

x x

log ( log )

(log log ) log

log
log

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

3 3

3 3 3

6
3

2 1 1 2 1

3 2 1 6 1

1 3
6

راه‌حل دوم 

 x  x x x
x

x y y x

x log−

+ = ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =1
6

1 1

32 3 2 6 3 3
3
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1222- گزی2221 ، بنابراین f t( )=8 ، آن‌گاه  f t( )− =1 8 اگر  	4

 t t t tlog( ) log( )+ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =133 5 2 3 8 2 3 1 2 3 10
2

 

2222- گزی2222  ( , )3 4 ) و  , )2 3 چ�ون نم�ودار تاب�ع f از نقطه‌ه�ای  	۲

می‌گذرد، پس

 
f a b

f a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + + =

= ⇒ + + =

1
2

1
2

2 3 2 1 3 1

3 4 3 1 4 2

اگر تساوی )۲( را از تساوی )۱( کم کنیم، به‌دست می‌آید:

 

b b

b b b
b b

log ( ) log ( )

log

+ − + =−

+ +=− ⇒ = ⇒ =−
+ +

1 1
2 2

1
2

2 1 3 1 1

2 1 2 1 11 2
3 1 3 1 4

در نتیجه از تساوی )۱( به‌دست می‌آید:

 a log ( ) log= − − + = − = − =1 1
2 2

1 13 1 3 3 1 2
2 2

3222- گزی2223  ( , )− +∞3 ب�ا توجه ب�ه ش�کل دامن�ۀ تابع به‌ص�ورت  	4

b باشد. بنابراین
a

( , )− +∞ است. پس دامنۀ تابع باید به شکل 

 b b a
a

− =− ⇒ =3 3

) می‌گذرد. بنابراین , )−0 2 همچنین، نمودار تابع از نقطۀ 

 f b b( ) log ( )−= =− ⇒ = =2
1
3

10 2 9
3

 . ab=27 . بنابراین  a=3 در نتیجه 

4222- گزی2224 y را دو واحد به چپ انتقال  log x= ابتدا نمودار تاب�ع  	2

y به‌دس�ت آید. س�پس نمودار به‌دست  xlog( )= +2 می‌دهیم تا نمودار تابع 
 y xlog( )=− +2 آمده را نسبت به محور طول‌ها قرینه می‌کنیم تا نمودار تابع 

به‌دست آید.

5222- گزی2225 y را رس�م می‌کنیم و قسمت‌هایی  xlog= ابتدا نمودار  	1
از نمودار را که پایین محور طول‌ها قرار دارد نسبت به این محور قرینه می‌کنیم و 
 y  x|log |= قس�مت‌های پایی�ن مح�ور طول‌ها را ح�ذف می‌کنیم. ت�ا نمودار 
به‌دس�ت آید. س�پس نمودار اخیر را نس�بت به محور طول‌ها قرین�ه می‌کنیم تا 

y رسم شود. x|log |=− نمودار تابع 

6222- گزی2226 ابتدا توجه کنید که 	2

 f x x x
x

( ) log log log log= = − = −2 2 2 2
2 2 1  

بنابراین نمودار تابع به‌ترتیب زیر رسم می‌شود:

7222- گزی2227 شرایط زیر باید برقرار باشند: 	2
 x x x x x x, ,− > ⇒ < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠10 0 10 2 0 2 2 1 3  

) است که شامل شش عدد صحیح 4 ، 5 ، 6 ، 7 ،  , ) { }−2 10 3 پس دامنۀ تابع 
8 و 9 است.

8222- گزی2228  x2 ، چ�ون ضری�ب  x mx− + >2 2 4 0 بای�د هم�واره  	3
. ∆<0 مثبت است، باید 

 
b ac m

m m m m

( ) ( )

( ) | |

∆= − < ⇒ − − × × <

− < ⇒ − < ⇒ < ⇒− < <

2 2

2 2

4 0 2 4 1 4 0

4 16 0 4 4 0 2 2 2
 

9222- گزی2229  xf x( ) −= +12 1 ب�ا تغیی�رات دو مرحل�ۀ اول ب�ه تابع  	3
 f ب�ه تابع وارون ، y x= می‌رس�یم. ب�ا قرینه کردن نمودار تابع نس�بت به خط 

می‌رسیم. ضابطۀ تابع وارون f به‌صورت زیر پیدا می‌شود:
x xy y x y x ylog ( ) log ( )− −= + ⇒ = − ⇒ − = − ⇒ = − +1 1

2 21 2 2 1 1 1 1 1

 . f x x( ) log ( )− = − +1
2 1 در نتیجه 1

0322- گزی2230  . y xlog ( )=− − +2 1 2 ف�رض می‌کنیم  راه‌حل اول  	3
در نتیجه

 yy x xlog ( ) −− = − ⇒ = −2
22 1 2 1

 . xf x( )− −= +1 22 ، پس 1 yx −= +22 1 بنابراین 

 . f ( )− =1 1 3 ، بنابراین  f( ) log=− + =23 2 2 راه‌حل دوم توجه کنید که 1
فقط گزینۀ )3( در این شرط صدق می‌کند.
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1322- گزی2231 )f در نتیجه  )=29 3 ، پس  f ( )− =1 3 29 چون  	4

 k k klog ( )× − = ⇒ − = = ⇒ =3
3 2 29 3 58 3 27 31

2322- گزی2232 نمودار تابع f نیمس�از ناحیۀ اول را در نقطه‌ای به طول ۲  	2
) می‌گ�ذرد. همچنین نمودار تابع f نیمس�از  , )2 2 قط�ع می‌کند، پ�س از نقطۀ 

 ( , )−1 1 ناحی�ۀ دوم را در نقط�ه‌ای ب�ه ع�رض ۱ قط�ع می‌کن�د، پ�س از نقطۀ 

می‌گذرد. به این ترتیب

 
f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + = ⇒ + =

− = ⇒ − + = ⇒− + =
2

2

2 2 2 2 2 4 1

1 1 1 2 2

 . b=8
3

a=2 و 
3

از تساوی‌های )۱( و )۲( نتیجه می‌شود 

3322- گزی2233 x=−2 باید  ، پس  fD ( , )= − +∞2 توجه کنید ک�ه  	4
bx باشد. بنابراین  c+ ریشۀ عبارت 

 b c     ( )− + =2 0 1  
. پس f( )− =1 0 )f و  )=−0 1 از طرف دیگر 

 a

a

f c c
a

f b c b c

    

    

( ) log ( )

( ) log ( ) ( )

= =− ⇒ =

− = − + = ⇒− + =

10 1 2

1 0 1 3
 

. همچنین از معادلۀ )2(  c=2 b=1 و  از مع�ادلات )1( و )3( نتیجه می ش�ود 

. a b c+ + =7
2

a=1 و در نتیجه 
2

نتیجه می‌شود 

4322- گزی2234 نقط�ۀ برخ�ورد نم�ودار تاب�ع f ب�ا مح�ور طول‌ه�ا از معادلۀ  	2
f به‌دست می‌آید: x( )=0

 f x x x x( ) log ( )= − = ⇒ − = ⇒ =2 3 5 0 3 5 1 2  

است. بنابراین نقطۀ برخورد  A( , )2 0 پس نقطۀ برخورد نمودار f با محور طول‌ها
است. بنابراین B( , )0 2 نمودار تابع وارون f با محور عرض‌ها

 AB ( ) ( )= − + − =2 22 0 0 2 2 2  

5322- گزی2235 y را رس�م می‌کنیم، سپس  xlog= 1
2

ابتدا نمودار تابع  	3

y به‌دست  xlog ( )= −1
2

آن را نسبت به محور y قرینه می‌کنیم تا نمودار تابع 

بیای�د. س�پس آن را یک واحد به س�مت چ�پ انتق�ال می‌دهیم تا نم�ودار تابع 
f به‌دست آید. مراحل رسم نمودار  x x x( ) log ( ( )) log ( )= − + = − −1 1

2 2
1 1

تابع f را در شکل‌های زیر نشان داده‌ایم:

6322- گزی2236 y را رس�م می‌کنی�م و آن را  xlog= ابت�دا نم�ودار تابع  	1
y به‌دست  xlog( )= −1 یک واحد به سمت راست انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 
بیاید. س�پس قسمت‌هایی از نمودار را که زیر محور طول‌ها قرار دارد نسبت به این 
y به‌دست آید و آن قسمت‌ها  x|log( )|= −1 محور قرینه می‌کنیم تا نمودار تابع 

را حذف می‌کنیم. در آخر نمودار به‌دست آمده را یک واحد به پایین انتقال می‌دهیم 
تا نمودار تابع f به‌دست آید.

7322- گزی2237 ابت�دا توجه کنید که دامنۀ تابع مجموعۀ عددهای حقیقی  	1
 a g xa g xlog ( ) ( )= مخالف صفر است و با توجه به اینکه 

 xf x x xlog( ) ,= = ≠
2

2 22 0

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

8322- گزی2238 x معنا‌دار باشد، باید  x( )log ( )− − 2
1 16 برای اینکه عبارت  	3

 x x x   x x   x x, ,− > ⇒ < ⇒− < < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠2 216 0 16 4 4 1 0 1 1 1 2

b=4 و   ، a=1 اس�ت، پس fD ( , ) { }= −1 4 2 بنابراین دامنۀ تابع به‌صورت 
 . a b c+ + =7 c=2 و در نتیجه 

9322- گزی2239 توجه کنید که  	4

 

x x x
x

x x

y y y

y yy y x
y y

( ) log ( )

+ +−= ⇒ × − = −
−

+ +
+ = + ⇒ = ⇒ =

+ +

1 1

2

4 2 2 4 2
2 1

4 42 2 4 2
2 2

 . xf x
x

( ) log ( )− +=
+

1
2

4
2

بنابراین 

0422- گزی2240 ب�رای محاس�بۀ ضابطۀ تاب�ع وارون تابع داده ش�ده، x را  	2
بر حسب y حساب می‌کنیم:

 y
 y

xy y y x x y x y
x

yx x
y

log
log log ( )log

log

log −

= ⇒ + = ⇒ − =−
+

= ⇒ =
−

1

1
1

10
1

 .
x

 xf x( )− −=1 110 بنابراین 
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1422- گزی2241 x را حل کنیم: x x− =2 3 کافی است معادلۀ  	3
 x x x x,− = ⇒ = =2 4 0 0 4

x=0 قابل قبول نیس�ت چون لگاریتم صفر تعریف نمی‌شود.  واضح اس�ت که 
پس معادله فقط یک جواب دارد.

2422- گزی2242 معادله را می‌توان این‌طور نوشت 	1

 bb b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = =
−

2
2 2 2 2

12 2112 21 3 2
3

در نتیجه

 b b b
b
− = = ⇒ − = −
−

2 2
2

12 21 2 4 4 12 12 21
3

بنابراین

 b b b( )− + = − =2 24 12 9 2 3 0

 blog ( )−2 12 21 b=3 هیچ‌یک از عبارت‌های 
2

. اما به ازای  b=3
2

بنابراین 

blog معنا‌دار نیست، بنابراین معادله جواب ندارد. ( )−2
2 3 و 

3422- گزی2243 طبق تعریف لگاریتم 	1

 x x

x x

log (log ( )) log ( )− = ⇒ − = =

− = ⇒ = +

5
2 3 3

32 32

1 5 1 2 32

1 3 3 1
 

4422- گزی2244 ، پس معادل�ۀ مورد نظر  k aa
b b

k
log log= 1 چون  	4

می‌شود

 

x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 6
2 3

2 2 2

2 2 2

6
2 2

9

1 2 3 9
2 4 6
3 9 6 2 64
2

5422- گزی2245  . x t
log =13 ، در نتیجه  x tlog =3 ف�رض می‌کنیم  	1

بنابراین به معادلۀ زیر می‌رسیم:

 t t t t t t t
t

( )( ) ,− + = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =− =26 1 0 6 0 2 3 0 3 2

پس

 
x x

x x

log

log

−=− ⇒ =

= ⇒ =

3
3

2
3

3 3

2 3

1 است.
3

بنابراین حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 

6422- گزی2246 )xlog بامعنا  )−3 )xlog و  )+2 باید ه�ر دو عبارت  	1

، پس xlog( )− ≠3 0 باشند و نیز 

 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠2 0 3 0 3 0

به‌ص�ورت   f تاب�ع  دامن�ۀ  بنابرای�ن   . x=2 آن‌گاه   ، xlog( )− =3 0 اگ�ر 

)  است.  , ) { }− −2 3 2

7422- گزی2247 دامنۀ توابع f و g به شکل زیر هستند: 	3

f gx x D x x D{ }, { }> ⇒ ≠ ⇒ = − − ≠ ⇒ ≠ ⇒ = − 

2 0 0 0 1 0 1 1

بنابراین دامنۀ تابع gof طبق تعریف به شکل زیر است:

 gof f gD x x D f x D x x x

x x x

 

 

{ | , ( ) } { | , log }

{ | , } { , }

= ∈ ∈ = ≠ ≠

= ≠ ≠± = − ±

20 1

0 10 0 10

بنابراین 3 عدد در دامنۀ تابع gof قرار ندارند.

8422- گزی2248 می‌ش�ود  نتیج�ه   xlog( ) log+ >1 3 نامعادل�ۀ  از  	2
ب�ه ازای xlog( )+1 . واض�ح اس�ت که عبارت x>2 +x و در نتیج�ه >1 3

)است. , )+∞2 با‌معنا است. پس مجموعۀ جواب‌های نامعادله بازۀ x>−1

9422- گزی2249  ، x− >1 0 بامعنا باش�د، باید  xlog ( )−1
2

1 ب�رای اینکه 	4

. از طرف دیگر، x>1 یعنی 

 x x xlog ( ) log− > = ⇒ − < ⇒ <1 1
2 2

1 1 31 1 1
2 2 2

 

. x< <31
2

بنابراین 

0522- گزی2250 −x ت�ا عب�ارت  >216 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د  	2

)xlog معنا‌دار باشد. بنابراین )− 216

 x x< ⇒− < <2 16 4 4  
از طرف دیگر،

  x x x x   xIÄlog( ) log− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ > <−2 2 216 15 16 15 1 1 1 

)  است که چهار عدد صحیح  , ) ( , )− − 4 1 1 4 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادله 

2± در آن قرار دارند. 3± و 

1522- گزی2251 معادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	1

 

xx x
x

x x x x
x

log ( ) log ( ) log ( )++ − − = ⇒ =
−

+ = = ⇒ + = − ⇒ =
−

9 9 9

1
2

1 2 1 12 1 1
2 1 2

2 1 9 3 2 1 3 3 4
1

 

2522- گزی2252 معادله را به صورت زیر می‌نویسیم 	1

 x
x

log( ) log(log )=
+

2
1

 

در نتیجه

 

x x x
x
x x x

x x

log log log

( log ) log (log log ) log log log

log
log

log

= ⇒ = +
+
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ = 5

2 2 2
1

1 2 2 10 2 2 5 2

2 2
5

 

3522- گزی2253 توجه کنید که  	3

 x x

x x x

log ( log ( )) log ( )

log ( )

+ − = ⇒ + − = =

− = ⇒ − = = ⇒ =

4
2 4 4

2
4

14 1 4 14 1 2 16

1 2 1 4 16 17
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4522- گزی2254 ، پس معادل�ۀ مورد نظر  k aa
b b

k
log log= 1 چون  	2

می‌شود

 

x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 62 2 2

2 2 2

4
2 2

11
3

1 1 1 11
2 4 6 3
11 11 4 2 16
12 3

5522- گزی2255 ص�ورت  ای�ن  در   . x tlog =3 می‌کنی�م  ف�رض  	2

. بنابراین، معادلۀ داده شده 
x

x tlog
log

= =3
1

3
. در نتیجه  x t

log =13

به‌صورت زیر درمی‌آید

 t t t t t
t

t t t t  ( )( ) ,

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 212 1 12 12 0

4 3 0 4 3
 

در نتیجه

 x x x xlog , log −= ⇒ = = =− ⇒ = =4 3
3 3

14 3 81 3 3
27

6522- گزی2256 ، آن‌گاه x tlog =2 اگر فرض کنیم  	2

 
x x x t

x x x t

log log log

log log log−

= = =

= =− =−

3

1

8 22

1 88
8

1 1
3 3

1
3

بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود

 
t t t t t  t

t t t t t  t

( )

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

1 1 1 21 0 1 0
3 3 3 3

2 3 0 3 1 0 1 3
بنابراین

 
t x x

t x x

log

log

−=− ⇒ =− ⇒ = =

= ⇒ = ⇒ = =

1
2

3
2

11 1 2
2

3 3 2 8
در نتیجه، حاصل‌ضرب جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 4 است.

7522- گزی2257  است. طرفین 
x y

x y

log log

log log

+ =


− =

3

2 3 1
دستگاه به شکل  	1

معادلۀ اول را در 3 ضرب می‌کنیم، سپس طرفین دو معادله را جمع می‌کنیم:

 
x y

x x x
x y

log log
log log

log log

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− =

3 3 9
5 10 2 100

2 3 1
 

بنابراین
 x y y y ylog log log log+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =3 2 3 1 10  

. x y− = − =2 100 20 80 در نتیجه 

8522- گزی2258 ابتدا توجه کنید که 	2
 x x xlog ( ) log ( ) log ( )−− = − =− −11 33

3
2 1 2 1 2 1

بنابراین نامعادله‌های مورد نظر را می‌توان به‌صورت زیر نوشت
 x xlog ( ) log ( )− ≤− − ≤− ⇒ ≤ − ≤3 33 2 1 2 2 2 1 3

اکنون توجه کنید که

 
x

x x x

log log ( ) log

+ ÷

= ≤ − ≤ =

≤ − ≤ → ≤ ≤ → ≤ ≤

3 3 3
1 2

9 2 2 1 3 27

9 2 1 27 10 2 28 5 14
(. تعداد  x− >2 1 0 ≥x )توج�ه کنی�د ک�ه در ای�ن مح�دوده  ≤5 14 بنابرای�ن 

)    است. , , , , )5 6 7 14 عددهای صحیح در این محدوده ده تا 

9522- گزی2259 توجه کنید که  	4
 x x x x xlog ( ) log ( )+ < + ⇒ + < + ⇒ <2 21 3 7 1 3 7 3

. بنابراین  x>− 1
3

. در نتیج�ه  x+ >7 0 +x و  >1 3 0 از ط�رف دیگر، بای�د 

) است. , )− 1 3
3

مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 

0622- گزی2260  ، x+ >2 0 xlog بامعنا باشد، باید  ( )+3 2 برای اینکه  	2
. از طرف دیگر، باید x>−2 یعنی 

 x x x xlog ( ) log ( ) log− + ≥ ⇒ + ≤ = ⇒ + ≤ ⇒ ≤3 3 31 2 0 2 1 3 2 3 1
) است.  , ]−2 1 پس دامنۀ f بازۀ 

1622- گزی2261 . در نتیج�ه معادلۀ داده  log =5 25 2 توج�ه کنید ک�ه  	4
شده به‌صورت زیر درمی‌آید

 xx x
x

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−4 4 4

28 628 6 1 2 2
1

 

در نتیجه

 x x x x x
x
− − −= = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ = =
−

228 6 10 54 16 28 6 16 16 12 10
1 12 6

 xlog ( )−4 1 xlog و  ( )−4 28 6 x هیچ یک از دو عبارت  −= 5
6

اما به ازای 

معنادار نیست. بنابراین معادله جواب ندارد.

2622- گزی2262 توجه کنید که 	1
 x xx xlog ( ) log ( )− = ⇒ − =22 2 1 1 2 1 1

بنابراین

 
x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ,

− = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

2 1 4 4 1

14 5 1 0 4 1 1 0 1
4

، پایۀ لگاریتم داده ش�ده در صورت مسئله برابر ۱  x=1 اکنون توجه کنید که اگر

، که باز هم ممکن  x− =− 12 1
2

، آن‌گاه  x=1
4

می‌ش�ود که ممکن نیس�ت و اگر 

نیست، زیرا لگاریتم عددهای منفی تعریف نمی‌شود. بنابراین هیچ‌یک از مقدارهای 
به‌دست آمده برای x قابل قبول نیستند و معادلۀ مورد نظر جواب ندارد.

3622- گزی2263 توجه کنید که  	1

 x x x x  xlog ( ) log ( ) log | | log | |− + = − = − = −2
2 2

4 2 22
26 9 3 3 3
2

در نتیجه مسئله به حل معادلۀ زیر منجر می‌شود
 x x x xlog ( ) log | | log ( )| |+ + − = + − =2 2 23 3 3 3 4

. اکنون می‌توان گفت x x( )| |+ − = =43 3 2 16 بنابراین 

 

x x x x

x x   x  

x x x x x  

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)

( )( )

,

( )( )

> ⇒ + − = ⇒ − =

= ⇒ = =−

< ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

3 3 3 16 9 16

25 5 5

3 3 3 16 9 16 7
بنابراین معادلۀ موردنظر فقط یک جواب دارد.
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4622- گزی2264 به کمک ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت 	2

 

x x x

x x x

x x log

log log log log

log log log log

log log

+ − =

+ − × =

= ⇒ =

1 2
2

2

2
5 25

5

5 5 5 2

5
5 2

2 5

12 2 2 5
2

5 5

5622- گزی2265 x و  tlog =2
2 2 ، آن‌گاه  x tlog =2 اگر فرض کنیم  	2

معادلۀ مورد نظر می‌شود

 

t t
t t t t

t t t t t t t

( )

( )( )

,

+ − +
− = ⇒ =

+ + + +

= + + ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 2 11 1 1 1
1 1 2 6 1 1 2 6

16 1 3 2 2 3 1 0 1
2

اکنون توجه کنید که

 
t x x

t x x

log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2

2

1 1 2

1 1 2
2 2

+ است. =
222 2 6 بنابراین مجموع مربع‌های جواب‌های معادلۀ مورد نظر برابر 

6622- گزی2266 راه‌حل اول از دو طرف معادله لگاریتم می‌گیریم: 	2

 

xx x x x
x

x x

x x x

( log )log log( ) ( log )log log

log

log log

− = ⇒ − =−

 = ⇒ = =


− =− ⇒ = ⇒ =

8
2

0

10

1 8 2

0 10 1

8 2 10 10

  xx log− =10 1 xx ی�ا  x log−× =2 8 1 راه‌ح��ل دوم معادل�ه را به‌ص�ورت 
می‌نویس�یم. با توجه به اینکه x عددی مثبت اس�ت، دو حالت وجود دارد: پایه 
در عبارت س�مت چپ 1 باشد، یعنی x=1 یا توان در عبارت سمت چپ صفر 

. x= 1010 ، پس  xlog =10 باشد، یعنی 

7622- گزی2267 x به‌دست می‌آید  ylog log+ =2 2 4 از معادلۀ  	2

 xy xylog ( )= ⇒ = =4
2 4 2 16

x به‌دست می‌آید y+ =10 از معادلۀ 
 y x= −10  

xy=16 نتیجه می‌شود x−10 به جای y در معادلۀ  با جای‌گذاری 

 
x x x x x x

x y       x y

( ) ( )( )

,

− = ⇒ − + = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

210 16 10 16 0 2 8 0

2 8 8 2

 . x y+ =2 2 68 در هر صورت 

8622- گزی2268 توجه کنید که  	3
 x x x x xlog ( ) log ( )− > + ⇒ − < + ⇒ <1 1

2 2
2 1 1 2 1 1 2

 xlog( )+1 x>1 و عبارت 
2

xlog به‌ازای  ( )−1
2

2 1 از طرف دیگر، عب�ارت 

به‌ازای x>−1 معنا‌دار اس�ت. بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر  

) است. , )1 2
2

بازۀ 

9622- گزی2269 نامعادلۀ مورد نظر را می‌توان این‌طور نوشت 	4

 

x x
x x x x

x x

x x x

log log
( log )( log ) (log ) (log )

(log ) (log )

(log ) (log ) (log )

− + + > ⇒ > ⇒ >
− + − −

− +
− > ⇒ > ⇒ >

− − −

2 2

2 2

2 2 2

1 1 2 12 2 1
1 1 1 1

1 11 1 0 0 0
1 1 1

 : x(log )− >21 0 x(log و  ) ≠2 0 بنابراین باید 

 
x x x  x  

x x

    (log ) , (log ) |log |

log

≠ ⇒ ≠ < ⇒ <

− < < ⇒ < <

2 20 1 1 1

11 1 10
10

) است. , ) { }−1 10 1
10

پس مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر 

0722- گزی2270 توجه کنید که  	4

 f
x xD x x

x x
{ | , , log( ) }− −= ≠− > ≥

+ +
3 1 3 13 0 0

3 3
اکنون توجه کنید که

 
x x

x
xx x x

x x x

( , ) ( , )

( )
log( ) ( , ) [ , )

− > ⇒ ∈ −∞ − +∞
+

−− −≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ∈ −∞ − +∞
+ + +

3 1 10 3
3 3

2 23 1 3 10 1 0 3 2
3 3 3





. در نتیج�ه عددهای صحیحی که در  fD ( , ) [ , )= −∞ − +∞3 2 بنابرای�ن 

، صفر و ۱ هستند. −1  ، −2  ، −3 دامنۀ تابع f نیستند، 

1722- گزی2271 xy=3 را یک واحد به س�مت راس�ت  ابتدا نمودار تابع  	1

xy به‌دست بیاید. سپس این نمودار را یک  −= 13 انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 

xy به‌دست بیاید. سپس  −= −13 1 واحد به پایین انتقال می‌دهیم تا نمودار تابع 
قرینۀ قس�متی از این نمودار را که پایین محور x اس�ت، نسبت به محور x رسم و 

قسمتی را که زیر محور x است، حذف می‌کنیم تا نمودار تابع f به‌دست بیاید.

2722- گزی2272 . در این صورت معادلۀ مورد نظر  x t=2 فرض می‌کنیم  	4
می‌شود

 
x x x x

t t t t

( )

( )( )

+− × + = − × +

= − + = − − =

2 2

2

4 3 2 27 2 12 2 27

12 27 3 9 0
بنابراین 

 x xt      t( ), ( )= ⇒ = = ⇒ =1 23 2 3 1 9 2 9 2

 . x x+ =1 22 27 اگر تساوی‌های )۱( و )۲( را در هم ضرب کنیم، به دست می‌آید 
. x x< + <1 24 5 . در نتیجه  x x+< <1 24 52 2 2 بنابراین 



)255(

3722- گزی2273 با توجه به فرض‌های مسئله،  	3

 f a b       f a b( ) , ( )= ⇒ + = = ⇒ + =21 1 1 2 7 7
اگر تساوی اول را از تساوی دوم کم کنیم، به‌دست می‌آید:

 a a a a,− − = ⇒ = =−2 6 0 3 2

. به این ترتیب  b a= − =−1 2 . در نتیجه  a=3 چون a باید مثبت باشد، پس 

، آن‌گاه f m( )− − =1 5
3

. اکنون توجه کنید که اگر  xf x( )= −3 2

m mf m m( )=− ⇒ − =− ⇒ =− + = ⇒ =−5 5 5 13 2 3 2 1
3 3 3 3

4722- گزی2274  .
x

x

x
f x

x
( )

 + <=
− >

2 1 0

2 1 0
ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	2

بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است.

) است.  , )+∞0 پس برد تابع به‌صورت 

5722- گزی2275 ) می‌گذرد، پس , )5 0 نمودار تابع از نقطۀ  	3

 af b b b( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =45 0 5 3 0 5 3 1
5

 ( , )15 2 . نم�ودار تاب�ع از نقط�ۀ  af x x( ) log ( )= −4 3
5

ب�ه ای�ن ترتی�ب 
می‌گذرد، پس 

a af a a( ) log ( ) log= ⇒ × − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2415 2 15 3 2 9 2 9 3
5

. ab=12
5

بنابراین 

6722- گزی2276 با استفاده از ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت 	1

b a

log log log log( )

(log log ) ( log log ) ( )

= = = ×

= + = + = +

1
4 3 24

3 2

1 172 72 72 2 3
4 4

1 1 12 3 3 2 2 3 3 2
4 4 4

7722- گزی2277 ، پس b
a

a
b

log
log

=1 چون  	۱

log log log
log log log

log ( ) log

+ + = + +

= × × = =

30 30 30
2 3 5

30 30

1 1 1 2 3 5
30 30 30

2 3 5 30 1

8722- گزی2278 x می‌نویسیم. 
x

log log(log )− =1 2 معادله را به‌صورت  	1
بنابراین 

x x x x
x

log log
log log log

log log log log
log

log log log loglog

− = ⇒ − = ⇒ = =
− −

+= = = = = + = +5

1 1 12 1 2
1 2 10 2

10 2 5 21 1 1 2 1
10 5 5 5 5
2

9722- گزی2279 راه‌حل اول از دو طرف معادل�ۀ مورد نظر در مبنای 10  	1
لگاریتم می‌گیریم:

x x x

x x

( ) log ( )log (log log ) log log

log log
log log loglog log

+ = − ⇒ − = +

= == = ⇒ = =
− −

1 2 1 5 5 2 2 5

1 15 1 110 1
10 4 1 2 22 5 10

2 4
راه‌حل دوم توجه کنید که

 x x x x x( )+ − −= ⇒ × = × ⇒ =1 1 1 52 5 2 2 5 5 10
2

از دو طرف این معادله در مبنای 10 لگاریتم می‌گیریم:

 

x xlog log
log log

log log log

= = ⇒ = =

= =
− −

5 1 110 1
2 5 10

2 4
1 1

10 4 1 2 2
0822- گزی2280 )xlog بامعنی  )−2 )xlog و  )+3 باید هر دو عبارت  	1

 : xlog( )− ≠2 0 باشند و نیز 
 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠3 0 2 0 2 0

. از  x<2 −x نتیجه می‌شود  >2 0 x>−3 و از  +x نتیجه می‌ش�ود  >3 0 از 
. بنابراین  x=1 در نتیجه ، x− =2 ، آن‌گاه 1 xlog( )− =2 0 ط�رف دیگر اگر 

) است. , ) { }− −3 2 1 دامنۀ تابع f به‌صورت 

1822- گزی2281  . x x x
x

( ) ( ) ( )= = =2 23 1 1 1
3 33 3

ابتدا توجه کنید که 	3

اکنون نقطۀ تقاطع نمودارها را به‌صورت زیر به‌دست می‌آوریم:

xt  x x x
x

t

x

t
t

t t t t

t x y
t t

t  .¡.¡.ù

( )

( )( )
( )

=

×

+ = ⇒ + = → + =

→ + = ⇒ + − =

 = ⇒ = ⇒ =− ⇒ =− + = ⇒
 =−

32

3 2 2

8 3 8 1 8 13 3
3 3 3 33

3 8 3 3 8 3 0

1 13 1 3
3 33 1 3 0
3

A و   ( , )−1 3 A نقط�ۀ م�ورد نظ�ر اس�ت. بنابراین بای�د فاصلۀ نق�اط   ( , )−1 3

. AB ( ) ( )= − + + − =2 21 1 3 1 B را به‌دست آوریم که برابر است با 2  ( , )−1 1
ریاضی - 96 �

2822- گزی2282  A اکنون نقطۀ . x
x x

( ) = =2
2

1 1 1
2 2 4

ابتدا توجه کنید که  	2
را به‌صورت زیر به‌دست می‌آوریم:

xtx x x
x

t

x

t
t

t t t t

t  
t t

t x y

.¡.¡.ù

( )

( )
( )( )

=

×

= + ⇒ = + → = +

→ = + ⇒ − − =

 =−+ − = ⇒
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

42

2 2 2

1 3 1 3 1 34 4
2 2 2 24

2 2 3 2 3 2 0

1
22 1 2 0

12 4 2 2
2

 B( , )− 1 1
2

)A و  , )1 2
2

)A نقطۀ مورد نظر است. بنابراین باید فاصلۀ نقاط  , )1 2
2

.AB ( ) ( )= + + − =2 21 1 2 1 2
2 2

را به‌دست آوریم که برابر است با 
خارج از کشور ریاضی - 96 �



فصل دوم: آزمون ها
)256(

3822- گزی2283  ( , )12 10 ) و  , )2 6 ب�ا توجه به اینکه نمودار تابع از نقاط  	3
. بنابراین f( )=12 10 )f و  )=2 6 می‌گذرد، پس 

 
f a b b a

f a b b a

( ) log ( ) log ( )

( ) log ( ) log ( )

= + − = ⇒ − = −

= + − = ⇒ − = −
2 2

2 2

2 2 4 6 2 4 6

12 12 4 10 12 4 10
 

تساوی اول را از تساوی دوم کم می‌کنیم:

 
bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−

− = ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2
12 412 4 2 4 4 4
2 4

12 4 16 12 4 32 64 20 60 3
2 4

 

 b a alog ( ) log ( )− = − = = − ⇒ =2 22 4 6 4 1 6 5 بنابراین�

ریاضی - 96 �

4822- گزی2284 x اس�ت. جواب  ax b{ | }+ >0 دامنۀ تاب�ع به‌صورت  	1

b است. چون تابع فقط در 
a

( , )−∞ − b یا 
a

( , )− +∞ نا‌معادلۀ اخیر به‌صورت 

b a b
a

( )− =− ⇒ =1 2 1
2

) تعریف شده است، پس � , )− +∞1
2

بازۀ 

f a b a b      ( ) log ( ) ( )= ⇒ + = ⇒ + =34 2 4 2 4 9 2 از طرف دیگر،� 

. به این ترتیب b=1 a=2 و  با توجه به تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود 
 f x x( ) log ( )= +3 2 1  

ریاضی - 94 �. f( ) log ( ) log− = − + = =−3 3
4 8 11 2
9 9 9

و در نتیجه 

5822- گزی2285 ابتدا توجه کنید که 	4

/ ( ) ( )
−

= = =
2

3 2 2 33 35 10 25 2
10 2

 

از فرض مسئله نتیجه می‌شود

A log ( / ) log ( ) log log
−

= = × = = × =3 3

2 1
3 3 38 22 2

1 1 12 0 25 2 2 2 2
3 3 9

A
log ( ) log ( ) log log− = − = = =2

3
4 4 22

1 3 31 9 1 2 2
2 2

بنابراین�

ریاضی - 90 �

6822- گزی2286 عبارت داده شده را ساده می‌کنیم: 	2

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log( ) log( ) log(( )( ))

log( ) log log

− + + = − + +

= − + + = − +

= − = = =

26 2 5 2 1 5 6 2 5 1 5

6 2 5 6 2 5 6 2 5 6 2 5

36 20 16 4 2 4
تجربی - 90 �

7822- گزی2287 . معادله  x>2 برای اینکه لگاریتم‌ها بامعنی باش�ند باید  	4
را ساده می‌کنیم:

x  

x x x x

x  x x  x  x   ¡.¡.ù)(.

log( ) log( ) log( ) log( )

,( )

− = + ⇒ − = +

− = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2

2 2

2 2 10 2 10

2 10 5 6 0 1 6

ریاضی - 85 �. xlog ( ) log log log+ = = = =2
3

4 4 22
3 32 8 2 2
2 2

بنابراین

8822- گزی2288 . از  x>5
3

ب�رای اینک�ه لگاریتم‌ها بامعن�ی باش�ند باید  	3

معادلۀ داده شده مقدار x را به‌دست می‌آوریم:
x x x x

x x x x x x    ¡.¡.ù)(.

log ( ) log ( ) log (( )( ))

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − = ⇒ = =

5 5 5

2

2 1 3 5 1 2 1 3 5 1

132 1 3 5 5 6 13 0 0
6

. xlog ( ) log ( ) log+ = + = =4
2 2 26 3 13 3 2 4 بنابراین 

ریاضی - 86 �

9822- گزی2289 مقدار x را از معادلۀ داده شده به‌دست می‌آوریم: 	3

 
x x x x

xx x x x
x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log ( )

− = + + ⇒ − − + =

=− −= ⇒ = ⇒ − − = ⇒
+ + =−

2 2
3 3 3 3

2 2 2
3

1 1 3 1 3 1

51 11 3 3 10 0
3 3 2

 

xlog تعری�ف نمی‌ش�ود و اگ��ر  ( )−4 3 −x و  <3 0 ، آن‌گاه  x=−2 اگ�ر 

ریاضی - 88 �. xlog ( ) log− = =4 4
13 2
2

، آن‌گاه  x=5

0922- گزی2290 y به‌دست می‌آید xlog log log= +2 3 از معادلۀ  	3

 y yy x y x
x x

log log log log log− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =9 9 9 9  

x به جای y قرار می‌دهیم 9x، در نتیجه x y− +× =72 4 در معادلۀ 1

 
x x x x x x

x x y

− + − −× = ⇒ × = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ =

7 9 7 20 21 72 4 1 2 2 1 2 1

121 7 0 3
3

 

تجربی - 96 �

1922- گزی2291 1− متقاطع هستند، پس دو نمودار در نقطه‌ای به طول  	2

 b af g b a      ( ) ( ) ( )−− = − ⇒ = = ⇒ − =21 1 3 9 3 2 1  

، پس f( )=12
3

از طرف دیگر 

 a b a b      ( )+ −= = ⇒ + =−2 113 3 2 1 2
3

 

. پ�س  b=1 ب�ا توج�ه ب�ه تس�اوی‌های )1( و )2( نتیج�ه می‌ش�ود a=−1 و 

 . f m( )− =1 27 . اکنون فرض می‌کنیم  xf x( ) − += 13

در این صورت

ریاضی - 95 � mf m m m( ) − += ⇒ = ⇒− + = ⇒ =−127 3 27 1 3 2  

2922- گزی2292 با توجه به فرض‌های مسئله، 	3

 
f ab a

f b b
b

( )

( ) −

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

2 2
2

3 3 30
2 2 2

3 3 3 3 32 16
32 2 32 322

 

. xf x( )= ×3 4
2

b=4 و  چون مقدار مثبت b مورد نظر است، پس 

بنابراین

تجربی - 91 �f( ) ( )= × = × = × =
3 3

22 23 3 3 34 2 8 12
2 2 2 2

 



)257(

3922- گزی2293 ) و  , )5 11 ب�ا توج�ه ب�ه اینک�ه نم�ودار تاب�ع از دو نقطۀ  	3

. بنابراین f( )=21 15 )f و  )=5 11 ) می‌گذرد، پس  , )21 15

 

f a b a b

ab

f a b a b

a  b

( ) log ( ) log ( )

log ( )

( ) log ( ) log ( )

log ( )

= + + = ⇒ + + =

−+ =

= + + = ⇒ + + =

−+ =

2
2 2

2

2
2 2

2

5 15 11 2 15 11

1115
2

21 63 15 2 63 15

1563
2

 

تساوی اول را از تساوی دوم کم می‌کنیم:

 
bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )++ − + = ⇒ =
+

+ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+

2 2 2
6363 15 2 2
15

63 4 63 60 4 3 3 1
15

 

بنابراین
a alog ( )+ + = ⇒ =2

2 15 1 11 3

خارج از کشور ریاضی - 96 �

4922- گزی2294 نمودار تابع محور x  را در نقطه‌ای به طول 1− قطع می‌کند،  	1
) عبور می‌کند. همچنین نمودار تابع نیمس�از ناحیۀ چهارم را در  , )−1 0 پس از نقطۀ 

) عبور می‌کند. در نتیجه , )−1 1 نقطه‌ای به عرض 1− قطع می‌کند، پس از نقطۀ 

f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

− = ⇒ − + = ⇒− + =

=− ⇒ + =− ⇒ + =

1
2

1
2

1 0 0 1 1

1 1 1 2 2

. b=3
2

a=1 و 
2

بنابراین از تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود 

خارج از کشور ریاضی- 94 �

5922- گزی2295 از معادلۀ داده شده مقدار x را می‌یابیم: 	4

x x x x
x x x x

x x x        x¡.¡.ù)(.

log( ) log log( ) log( ) log( ) log

log(( )

,

( )) log ( )( )

− = − − ⇒ − + − =
− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = − = +2

2 2 2 4 2 4 4
2 4 4 2 4 4

6 4 0 3 5 3 5

. xlog ( ) log ( ) log− = + − = =5 5 5
13 3 5 3 5
2

بنابراین 

ریاضی - 87 �

6922- گزی2296  ، a aA ( )= =2 2 23 3 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که  	1

بنابراین
a aA

a a

( )log ( ) log ( ) log

( )log

+= × =

= + = +

2 2 2 2 2
3 3 3

3

9 3 3 3

2 2 3 2 2

. پس A alog =3 راه‌حل دوم از فرض مسئله نتیجه می‌شود 

A A A A

A a a

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

(log log ) ( )

= = =

= + = + = +

2 2 2 2
3 3 3 3

3 3

9 3 3 2 3

2 3 2 1 2 2
ریاضی - 91 �

7922- گزی2297 به کمک ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت 	3

x x x x

x

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log (( )( )) ( )( )

( )( ) ,

+ = − − ⇒ + + − =

+ − = ⇒ + − =

− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2

2 2 2

3 8 2 6 3 8 6 2

3 8 6 2 3 8 6

3 10 48 5 24 0

8 3 0 3 8

x بی‌معن�ی  xlog ( )+3 8 x و  xlog ( )−6 x=−3 عبارت‌ه�ای  ب�ه‌ازای 

x=8 و مقدار لگاریتم x در پایۀ 4 برابر است با هستند، بنابراین 

xlog log log log= = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2
2 2

خارج از کشور تجربی- 93 �

8922- گزی2298 با توجه به ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت  	4

x xx x
x x

x x x x x       x

log ( ) log ( ) log

,

+ ++ − + = ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2 22
3 3 3

2 2

2 1 2 12 1 2 1 1 3
2 2

52 1 3 6 2 3 5 0 1
2

xlog می‌پردازیم. ب�ا توجه ب�ه محدودۀ  ( )−8 2 1 اکن�ون ب�ه محاس�بۀ مق�دار 

x=5 قابل قبول است، پس
2

، تنها  x( )>1
2

تعریف این لگاریتم 

xlog ( ) log ( ) log log log− = × − = = = =3
2

8 8 8 22
5 2 22 1 2 1 4 2 2
2 3 3

تجربی - 95 �

9922- گزی2299 با توجه به ویژگی‌های لگاریتم می‌توان نوشت  	2

x

x x x x

x xx x x x
x x

x x x

log( ) log( ) log( )

( )( )
log( ) log( )

≠

− − − − = −

− +− − = − ⇒ = −
− −

→ + = − ⇒ =

2

2

3

6 3 2 5

3 26 2 5 2 5
3 3

2 2 5 7

. xlog log log log+ = = = =2
3 3

4 4 22
1 11 8 2 2
2 2

بنابراین 

خارج از کشور تجربی- 95 �

230023 . 0- گزی0 y>0 x>0 و  برای اینکه لگاریتم‌ها بامعنی باشند باید  	1
توجه کنید که

x   y  

x y xy xy

x y x y xy x y

x y x y
,

log log log

( ) ( )

( )
> >

+ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

+ = → + =

3 3 3
2 2 2 2

0 02

2 2 9

46 2 46 18 46

64 8

بنابراین

x ylog ( ) log log log /+ = = = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2 1 5
2 2

 

تجربی - 89 �



230123 4	1- گزی0

230223 �2- گزی0 	4

230323 با توجه به ش�کل مقابل، بنابر 3- گزی0 	 1
 ،ABD قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 
AD BA BD BD

BD ( )( )

= + ⇒ = +

= − = − + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

25 24

25 24 25 24 25 24 49
 

. از ط�رف دیگ�ر، چ�ون D روی  BD=7 بنابرای�ن 
. DE DB= =7 نیمساز زاویۀ A قرار دارد، پس 

230423 چون D روی نیمساز زاویۀ C 4- گزی0 	3
ق�رار دارد، پس فاصلۀ آن از دو ضل�ع این زاویه برابر 
مقاب�ل  ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا  بنابرای�ن  اس�ت. 

. در نتیجه DH DB= =4

ADC  DH ACSeIv¶( ) = × = × × =1 1 4 12 24
2 2

 

230523 چون نقطۀ D روی نیمساز زاویۀ A است، پس فاصلۀ آن 5- گزی0 	4
. بنابراین DH DH′= از AB و AC برابر است، یعنی با توجه به شکل زیر 

 
ABC ABD ACDS S S DH AB DH AC

DH DH DH

′= + = × + ×

′ ′ ′= × + × ⇒ =

1 1
2 2

1 146 15 8 4
2 2

 

. ADCS DH AC′= × =1 16
2

در نتیجه 

230623 روی 6- گزی0  C چ�ون  	3
نیمساز زاویۀ O قرار دارد، پس فاصله‌اش تا 
ضلع‌ه�ای این زاویه برابر اس�ت، بنابراین با 
 . CH CB= =2 توج�ه به ش�کل روبه‌رو 

اکنون توجه کنید که

 
AOC BOC CH OA  CB OB

OA  OB OA OB

SeIv¶ SeIv¶( ) ( )− = × − ×

= × × − × × = − =

1 1
2 2

1 12 2 4
2 2

230723 از نقط�ۀ D بر امتداد BC عم�ود می‌کنیم تا آن را در H 7- گزی0 	2
. توجه کنید  AD DH= قطع کند. چون D روی نیمس�از زاویۀ B است، پس 

 . DH=7 نتیج�ه  در   . AD BD AB= − = − =2 2 2 225 24 7 ک�ه 
 CHD و مثلث Ĉ= 045 DH )زیرا  CH= =7  ،CHD بنابرای�ن در مثل�ث
قائم‌الزاویۀ متساوی‌الس�اقین اس�ت(. دو مثلث ABD و HBD به حالت وتر و 

یک زاویۀ حاده همنهشت هستند. 

فصل چهاردهم

فصل دوم: آزمون ها

. BC BH HC= − = − =24 7 17 . در نتیجه  BH AB= =24 بنابراین 

230823 در 8- گزی0 را   BH ارتف�اع  	4
مثلث ABD رس�م می‌کنیم. چون مثلث‌های 
قائم‌الزاویۀ BCD و BHD همنهشت‌اند، پس 
 . BH BC= =4 و   HD CD= =11
. در نتیجه،  AH= − =23 11 12 بنابرای�ن 

، AHB بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 AB AH BH AB= + = + = ⇒ =2 2 2 144 16 160 4 10  

230923 به شکل زیر توجه کنید. چون نقطۀ D روی نیمساز زاویۀ B 9- گزی0 	4
. از طرف دیگ�ر، چ�ون مثلث‌ه�ای قائم‌الزاویۀ  DA DH= =5 اس�ت، پ�س 

. بنابراین AB HB= ABD و HBD همنهشت‌اند، پس 

 BC AB BC HB HC− = ⇒ − = ⇒ =10 10 10  
، DHC اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

 DC DH HC DC= + = + = ⇒ =2 2 2 25 100 125 5 5  

0132- گزی2310 چون D روی نیمساز زاویۀ B قرار دارد، پس فاصله‌اش از  	2
ضلع‌های AB و BC برابر است. همین‌طور، چون D روی نیمساز زاویۀ C قرار 
دارد، پس فاصله‌اش از ضلع‌های AC و BC برابر است. فرض کنید این فاصله 
برابر h باش�د. اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 
 . BC=15 پ�س   . BC AB AC= + = + =2 2 2 2 29 12 225  ،  ABC

× و از طرف  × =1 9 12 54
2

مس�احت مثلث ABC از یک طرف برابر اس�ت با 

: ADC و BDC ، ADB دیگر برابر است با مجموع مساحت‌های سه مثلث

 h h h h h( )× + × + × = ⇒ + + = ⇒ =1 1 1 19 15 12 54 9 15 12 54 3
2 2 2 2

 . BDC h BCSeIv¶( ) /= × = × × =1 1 3 15 22 5
2 2

بنابراین 



)259(

1132- گزی2311 m را طرفین - وسطین می‌کنیم 
n
=3

2
تساوی  	1

 nm n m= ⇒ =32 3
2

.
n n

m n n
m n n n n

( )+
+ = = =
− −

32
2 42 8

3 1
2 2

بنابراین 

2132- گزی2312 توجه کنید که بنابر فرض تست و ویژگی )چ( تناسب 	1

 a d a d a d b c
b c b c b c a d

+ + += = ⇒ = ⇒ =
+ + +

1 2
2

3132- گزی2313 توجه کنید که 	3

 yx x zy x z x     ,= ⇒ = = ⇒ =4 5
3 4 3 3 5 3

بنابراین

x y z x x x x x( )− + =− ⇒ − + =− ⇒− =− ⇒ =4 5 12 3 2 2 3 2 2 6
3 3 3

 

4132- گزی2314 . از طرف دیگر، y x=3
2

yx پس  =
2 3

توجه کنید که  	2

 
x kyx x x ky x ky

x k x k( )

−
= ⇒ = − ⇒ =−

=− ⇒ =−

2 7 4 2 3 2
2 7

33 2 1
2

5132- گزی2315 توجه کنید که 	1

 a c a c      c b
b c

,= ⇒ =− = ⇒ =
−

4 45
5

بنابراین

a b c c c c c c
c c

+ + = ⇒− + + = ⇒− + = ⇒− + = ⇒ =2 24 40 5 0 4 0 4 4 0 1

6132- گزی2316 توجه کنید که 	3

 

yx x
y z zx
y zy
z

( )


= ⇒ = ⇒ = =

 = ⇒ =

1
2 2 1

2 4 81
4 4

بنابراین
z z z z zx y z z

 z z

+ ++ + = ⇒ + + = ⇒ =

= ⇒ =

2 833 33 33
8 4 8
11 33 24

8
7132- گزی2317 راه‌حل اول با توجه به فرض مسئله 	4

 a k b k c k            , ,= = =5 7 4

. در نتیجه a b mc k k mk k mk k+ + + + += = =3 2 15 14 4 29 4
53 53 53

بنابراین 

 k mk k mk k m+ = ⇒ = ⇒ =29 4 53 4 24 6
راه‌حل دوم عددهای 3، 2 و m را به‌ترتیب در صورت و مخرج نسبت‌های داده 

. اکنون با توجه به ویژگی )چ(  a b mc k
m

= = =
× × ×
3 2
3 5 2 7 4

شده ضرب می‌کنیم: 

تناسب،

 a b mc k m m
m

ÆoÎ ¢Lö+ + = → + = ⇒ =
+ +

3 2 29 4 53 6
15 14 4

8132- گزی2318 x را طرفی�ن - وس�طین کنیم،  y
x y
−

=
+

4 1
2 5

اگ�ر تناس�ب  	4

به‌دست می‌آید 
  x y x y x y x y x y x y( )− = + ⇒ − = + ⇒ = ⇒ =5 4 2 20 5 2 18 6 3

. x y x x x
x y x x x
+ += = =
+ +

6 6 3 9 9
3 4 4

بنابراین 

9132- گزی2319 و   a kb= نتیج�ه  در   . a c k
b d
= = می‌کنی�م  ف�رض  	1

. در نتیجه  k b da c kb kd k
b d b d b d

( )++ += = = =
+ + +

77 7 3
7 7 7 2

. بنابراین  c kd=

ad bc ad bc a c k k k
bd bd bd b d
+ = + = + = + = =2 3

0232- گزی2320 تناسب داده شده را تفضیل در صورت می‌کنیم:  	1
a a b b a b

a b a b
( ) ( )+ − + + − +

= ⇒ =
+ + + +

3 10 10 2 3 7 7 2
10 2 7 2 10 2 7 2

اگر این تناسب را طرفین - وسطین کنیم، به‌دست می‌آید
aa b b a a ab b ab a b
b

( ) ( )+ = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =107 2 10 2 7 2 10 2 7 10
7

1232- گزی2321 ، بنابر قضیۀ تالس، ED BC مطابق شکل زیر، چون  	۲

 AD EBAE AD EB EB
EB DC EB

== → = ⇒ =12 4
4
3

. AB AE EB= + = + =12 4 16 در نتیجه 

2232- گزی2322 ، MAB ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  EF AB چون  	۱

 MF ME
FA EB

( )= 1

، MAC DF و بنابر قضیۀ تالس در مثلث  AC همین‌طور، 

 MD MF
DC FA

( )= 2

از تساوی‌های )۱( و )۲( به‌دست می‌آید

 ME MD x x
EB DC x

= ⇒ = ⇒ =2 2
1

3232- گزی2323 با توجه به ش�کل مقابل، چون  	1
EF و نقطۀ E وسط ضلع AC است، پس بنابر  AB

قضی�ۀ تالس در مثلث CAB، نقطۀ F نیز وس�ط ضلع 
. همچنی�ن در مثل�ث  CF=5 BC اس�ت. بنابرای�ن 

. به  ABEF= =3
2

EF ،CAB میان‌خط است، پس 

این ترتیب، از قضی�ۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 
EFC نتیجه می‌شود

 FC EF EC EC EC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 9 4  

. × × =1 4 3 6
2

بنابراین، مساحت مثلث CEF برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)260(

4232- گزی2324 اس�ت،  متوازی‌الاضالع   BEFD اول چ�ون  راه‌ح��ل  	4
 ،ABC پس بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC EF و  BD= =6

AE EF
AB BC EB

EB EB

= ⇒ =
+

= + ⇒ =

4 6
4 8

432 24 6
3

 ، CAB بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، FD AB راه‌حل دوم چون 
CF CD FA     
FA DB CF

( )= = = ⇒ =2 1 3 1
6 3

، ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC از طرف دیگر، چون 

 AE AF EB
EB FC EB

( )= → = ⇒ =1 4 43
3

 

5232- گزی2325 ، ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC چون  	3

 AE AF AF
EB FC FC

      ( )= ⇒ = =6 3 1
2

 

، CAD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AD از طرف دیگر، چون 

 CF FK
CA AD

      ( )= 2  

اکنون توجه کنید که اگر تناسب )1( را ترکیب در صورت کنیم، نتیجه می‌شود

 AF FC AC FC
FC FC AC
+ += ⇒ = ⇒ =3 1 14

1 4
 

بنابراین از تناسب )2( به‌دست می‌آید

 AD
AD

= ⇒ =1 3 12
4

 

6232- گزی2326 ، BAC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، ED AC چون  	4

 BE BD
EA DC

      ( )= = =8 4 1
6 3

 

، ABD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EF BD از طرف دیگر، چون 

 AE EF
AB BD

    ( )= 2  

اکنون توجه کنید که اگر تناسب )1( را ترکیب در صورت کنیم، به‌دست می‌آید

 BE EA AB AE
EA EA AB
+ += ⇒ = ⇒ =4 3 7 3

3 3 7
 

بنابراین از تناسب )2( نتیجه می‌شود
EF EF= ⇒ =3 24

7 8 7
7232- گزی2327 . در نتیجه طب�ق تعمیم  NM HC توج�ه کنی�د ک�ه  	2

بنابرای�ن   . BM NM
BC HC

= = =16 2
24 3

 ، BHC مثل�ث  در  تال�س  قضی�ۀ 

 . x=10 . در نتیجه  BM BM
BC BM MC x

= = =
+ +

20 2
20 3

8232- گزی2328 . در نتیجه EF FC AE k= = =6 4 3 12 فرض کنید  	1
 EF k FC k AE k            , ,= = =2 3 4  

، ABC طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

  DE AE DE k DE
BC AC k

= ⇒ = ⇒ =4 20
45 9

،CED اکنون طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 GF CF k GF GF
DE CE k

= = ⇒ = ⇒ =3 3 12
5 20 5

9232- گزی2329 بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقه، 	2

 AE BF x x
ED FC

= ⇒ = ⇒ =3 9
6 8 4

  

0332- گزی2330  EF رسم می‌کنیم تا پاره‌خط‌های BC خطی موازی A از 	4
و CD را به‌ترتی�ب در نقطه‌های L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. در این 
ص�ورت چهارضلعی‌ه�ای ABFL و LFCK متوازی‌الاضالع هس�تند، پ�س 
، در مثلث  EL DK . اکن�ون توج�ه کنید که چ�ون  KC LF AB x= = =

ADK ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

 
EL AE x
DK AD x

x x x x

−= ⇒ = =
−

− = − ⇒ = ⇒ =

8 4 2
12 10 5

1640 5 24 2 3 16
3

1332- گزی2331 بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 	2

 AE EF BC
AB BC BC

= ⇒ = ⇒ =5 10 16
8

 

2332- گزی2332 ، ADC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  EF CD چون  	۲

 AF AE
FD EC

( )= 1

، ABC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  DE BC چون 

 AE AD
EC DB

( )= 2

از تساوی‌های )۱( و )۲( نتیجه می‌شود

 AF AD
FD DB

( )= 3  

، تساوی )۳( را می‌توان به شکل زیر نوشت DF x= اگر فرض کنیم 

 
x x x

x
x x x( )( )

+= ⇒ + − =

− + = ⇒ =

22 2 2 24 0
12
4 6 0 4

. AB= + + =2 4 12 18 بنابراین 



)261(

3332- گزی2333 مثلث ADE متساوی‌الس�اقین اس�ت، پس میان�ۀ وارد بر  	2
قاعدۀ AE در آن ارتفاع نیز هس�ت )به ش�کل زیر توجه کنید(. از طرف دیگر، اگر 
 ، HD AC ، همچنین، چون  BE EA a= =2 EH و  a= ، آن‌گاه  AH a=

بنابر قضیۀ تالس،
BH BD a x x
HA DC a

= ⇒ = ⇒ =3 15
5

4332- گزی2334 چون BFED لوزی است، پس 	۴
 DE EF BF DB x= = = =

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DE BC چون 
AD DE x x x x x x
AB BC x x

= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ +

2 29 9 36 9 36 6
9 4

. AE AD
EC DB

= = =9 3
6 2

در نتیجه، بنابر قضیۀ تالس، 

5332- گزی2335 ، DAB بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث 	3

 DK EK
DB AB

    ( )= =3 1
4

 

، BDC از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 BK KF
BD DC

     ( )= 2  

از تناسب )1( نتیجه می‌شود

 DK DB DK BK
DB DB DB

Rn¼Å nj ®ÃñÿU − −= → = ⇒ =3 4 3 1
4 4 4

 

. DC=8 ، پس 
DC

=1 2
4

بنابراین از تناسب )2( نتیجه می‌شود 

BK می‌توانیم از تناسب )1( به‌صورت زیر 
DB

تذکر برای به‌دست آوردن نسبت 
استفاده ‌کنیم:

DK DK BK BK BK BK
DB DB DB DB DB DB

= ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =3 3 3 11
4 4 4 4

6332- گزی2336 . بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث  EF x= فرض کنید  	4
، CAB

 EF CF x CF
AB CB CB

     ( )= ⇒ = 1
6

 

، BCD از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 EF BF x BF     
DC BC BC

( )= ⇒ = 2
3

 

با جمع کردن تناسب‌های )1( و )2( نتیجه می‌گیریم

 x x CF BF x x x x
BC
+ ++ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 1 3 6 2

6 3 6
7332- گزی2337 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، ED AC چون  	۲

ED BD ED ED
AC BC

= ⇒ = ⇒ =3 4
20 15

AEDF می‌توانیم یکی  برای به‌دست آوردن طول ضلع بزرگ متوازی‌الاضلاع 
از دو روش زیر را به‌کار ببریم:

، پس باز هم بنابر تعمیم قضیۀ تالس، FD AB روش اول چون 

 
AE FD    FD CD FD

AB CB FD
FD FD FD FD

== → =
+

= + ⇒ = ⇒ =

12
4 15

15 12 48 3 48 16

، BAC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، ED AC روش دوم چون 
BE BD
EA DC

EA
EA

=

= ⇒ =4 3 16
12

بنابراین محیط متوازی‌الاضلاع AEDF برابر است با 
ED FD( )+ = × =2 2 20 40

8332- گزی2338 از نقطۀ D خطی موازی FE رس�م می‌کنیم تا ضلع AB را  	۴
، BKD در K قطع کند )شکل زیر را ببینید(. طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث 

 BF EFEF KD
BD KD

⇒ =

در نتیجه

 BF
BF FD KD

( )=
+

6 1

توجه کنید که با توجه به فرض سؤال،

 BF BF
FD BF FD

Zoh¶ nj KÃ¨oU

( )= → = =
+ +

3 33 2
3 1 4

. اکن�ون طبق تعمیم قضیۀ  KD=8 از تس�اوی‌های )۱( و )۲( نتیجه می‌ش�ود 
، ABC تالس در مثلث 

 KD ADKD BC
BC AC

( )⇒ = 3

همچنین طبق فرض سؤال،

 
DC AD DC
AD AD

AC AD
AD AC

Rn¼Å nj KÃ¨oU + += → = =

= ⇒ =

1 55 6
1

16
6

. BC=48 . پس 
BC

=8 1
6

بنابراین از تساوی )3( نتیجه می‌شود 

9332- گزی2339 چون پاره‌خط‌ه�ای افقی موازی‌اند، بناب�ر قضیۀ تالس در  	1
′d تش�کیل ش�ده‌اند نیز برابر هس�تند، در  ذوزننقه، پاره‌خط‌هایی که روی خط 
 . t=12 ، پس  t+ =15 5 75 نتیج�ه از روی ش�کل زی�ر معل�وم می‌ش�ود ک�ه 

. AB= + =15 36 51 بنابراین 
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0432- گزی2340 از A خطی موازی BC رس�م می‌کنیم تا پاره‌خط‌های EF و  	۱
CD را به‌ترتی�ب در L و K قط�ع کند )ش�کل زیر را ببینی�د(. در این صورت چون 
، اکنون  KC LF AB= = =5 ABFL و LFCK متوازی‌الاضلاع هستند، پس 

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، ADK ، در مثلث  EL DK توجه کنید که چون 

 AE EL
AD DK

( )= 1

AE و اگر این تناسب را ترکیب در مخرج 
DE

=1
2

از طرف دیگر طبق فرض سؤال، 

کنیم به‌دست می‌آید 
AE AE

DE AE AD
= ⇒ =

+ +
1 1

2 1 3
بنابراین از تناسب )۱( نتیجه می‌شود

 x x= ⇒ =1 1
3 3

. EF= + =1 5 6 بنابراین 

1432- گزی2341 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ تالس، 	3

 AE AF EB
EB FC EB

×= ⇒ = ⇒ = =5 15 5 9 3
9 15

 

 ، ABC از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

BC AB AC BC( )= + = + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 28 24 8 1 3 8 10 8 10

2432- گزی2342 پاره‌خط EF میان‌خط اس�ت، پس طول آن برابر با نصف  	3

 x x x( )+ = + ⇒ =13 3 1 5
2

طول AC است. بنابراین�

 . EF= + =5 3 8 بنابراین 

3432- گزی2343 . AD DE
AB BC

= ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DE BC چون  	۳

، در نتیجه  BC DB= از طرف دیگر، 

 DB DB
DB DB

= ⇒ = +
+
5 2 5 2 10

5

. اکنون بنابر قضیۀ تالس، DB=10
3

بنابراین 

 AD AE AE AE
DB EC EC EC

= ⇒ = ⇒ =5 3
10 2
3

4432- گزی2344 ، )ش�کل  AF t= AE و  s= راه‌ح��ل اول فرض کنید  	۳
، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، EF BC زیر را ببینید(. چون 

 AE AF EF s t
AB AC BC s x t y

= = ⇒ = =
+ +

2
5

بنابراین

 

s s s x s x
s x

t t t y t y
t y

= ⇒ = + ⇒ =
+

= ⇒ = + ⇒ =
+

2 5 2 2 3 2
5
2 5 2 2 3 2
5

طرفین تساوی‌های بالا را جمع می‌کنیم:

 x ys t x y s t( ) ( ) + =+ = + → + =93 2 6
 . s t+ + =2 8 بنابراین محیط مثلث AEF برابر است با 

s را تفضیل  t
s x t y

= =
+ +

2
5

، تناسب  s t+ راه‌حل دوم برای به‌دست آوردن 

در مخرج می‌کنیم
s t s t

s x s t y t x y
= = ⇒ = =

+ − + − −
2 2

5 2 3
اکنون از خاصیت‌های تناسب )خاصیت چ( استفاده می‌کنیم

x ys t s t s t s t
x y x y

+ =+ += = ⇒ = → = ⇒ + =
+

92 2 2 6
3 3 9 3

. s t+ + =2 8 بنابراین محیط مثلث AEF برابر است با 
، پس مثلث‌های AEF و ABC متشابه‌اند. در  EF BC|| راه‌حل سوم چون 
نتیج�ه نس�بت محیط‌ه�ای آن‌ها برابر نس�بت تش�ابه آن‌هاس�ت. در نتیجه، با 

نمادگذاری شکل راه‌حل اول، 
s t s t s t

s x t y s t
+ + + += ⇒ = ⇒ + =

+ + + + + + +
2 2 2 2 6

5 5 9 5 5
. s t+ + =2 8 AEF برابر است با  بنابراین محیط مثلث 

5432- گزی2345 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس  EF BD راه‌حل اول چ�ون  	1
، ABD در مثلث 

 AF EF        
AD BD

( )= =3 1
4

،DAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AC از طرف دیگر، چون 

 
             FK DF x DF x DA DF AF

AC DA DA DA DA
x x x

Rn¼Å nj ®ÃñÿU

( ) ( )

− −= ⇒ = → = =

−→ = ⇒ − = × ⇒ =1

12
12 12

12 3 4 12 3 12 3
12 4

راه‌حل دوم برای به‌دست آوردن x، از تناسب )1( به‌صورت زیر استفاده می‌کنیم:
AF AF FD FD FD FD     
AD AD AD AD AD AD

( )= ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =3 3 3 11 1
4 4 4 4

 ،DAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AC از طرف دیگر چون 
FK DF x x
AC DA

( )= → = ⇒ =1 1 3
12 4
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6432- گزی2346  BAD و ABC از تعمی�م قضی�ۀ تال�س در مثلث‌ه�ای 	۲
استفاده می‌کنیم:

 
FH AFFH BC
BC AB
FE BFFE AD
AD AB

⇒ =

⇒ =





با جمع کردن دو تساوی بالا معلوم می‌شود که

 

FH FE AF BF
BC AD AB

BC

BC
BC

++ = =

+ =

= − = ⇒ =

1

6 2 1
5

6 2 31 10
5 5

7432- گزی2347 چون در لوزی همۀ ضلع‌ها برابرند، پس  	3
 AD AB BC CD= = = =6

،EAD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FC AD از طرف دیگر، چون 

 FC EC FC
AD ED

= ⇒ = 6
6 12

. اکن�ون بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در  BF= − =6 3 3 . بنابراین  FC=3 پ�س 
، AFB مثلث 

 

AB AF FB

AF

AF

= +

= +

=

2 2 2

236 9

3 3
به این ترتیب، مساحت مثلث ABF برابر است با 

AF BF× =1 9 3
2 2

 DE وسط C موازی است و AD با FC چون ،FC تذکر برای به‌دس�ت آوردن
است، بنابر قضیۀ تالس نتیجه می‌گیریم F نیز وسط AE است، در نتیجه FC در 

مثلث EAD میان‌خط است پس می‌توان FC را به صورت زیر به‌دست آورد:
ADFC= = =6 3
2 2

8432- گزی2348 ، از قضیۀ خطوط  EF BC ابت�دا توجه کنید که چ�ون  	۱
E )ش�کل زیر را ببینید(. از طرف دیگر،  Ĉˆ =2 موازی و مورب نتیجه می‌ش�ود 1
. بنابراین مثلث EBC متساوی‌الس�اقین است و در  E Ĉˆ =1 1 ، پس  E Eˆ ˆ=2 1

، از تعمیم  EF BC . اکن�ون توجه کنی�د که چ�ون  EB BC x= = نتیج�ه 
قضیۀ تالس در مثلث ABC نتیجه می‌شود

 
AE EF
AB BC x x
x x x

= ⇒ =
+

= + ⇒ =

6 4
6

6 24 4 12

 . AF AE
FC EB

= = =6 1
12 2

 ،ABC در نتیجه، بنابر قضیۀ تالس در مثلث

9432- گزی2349 ، از قضیۀ خطوط  EF BC ابت�دا توجه کنید که چ�ون  	۴
K )شکل زیر را ببینید(. از طرف دیگر،  Bˆ ˆ=1 2 موازی و مورب نتیجه می‌ش�ود 

، و در نتیجه مثلث BEK متساوی‌الس�اقین است،  K Bˆ ˆ=1 ، پس 1 B Bˆ ˆ=2 1

، به  KF FC= =3 . به همین ترتیب معلوم می‌ش�ود که  EK EB= =4 پس 
، بنابر  EF BC . اکنون توج�ه کنید که چ�ون  EF= + =4 3 7 ای�ن ترتی�ب 

،ABC تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AE EF BC BC
AB BC BC BC

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+
8 7 2 7 212 21

8 4 3 2
،ABC از طرف دیگر، بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 AE AF AF AF
EB FC

= ⇒ = ⇒ =8 6
4 3

 . /+ + + + =218 4 3 6 31 5
2

بنابراین محیط مثلث ABC برابر است با 

0532- گزی2350 . از نقطۀ B خطی  AB EF DC  ابت�دا توج�ه کنید ک�ه  	۳
موازی AD رسم می‌کنیم تا پاره‌خط‌های EF و CD را به‌ترتیب در K و H قطع کند 

،BHC شکل زیر را ببینید(. در این صورت، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث(

 BK KFKF CH KH
BH HC KH

⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

4 8 2
4 12



مثل�ث  فیثاغ�ورس در  بناب�ر قضی�ۀ  نتیج�ه،  . در  BH= + =4 2 6 بنابرای�ن 
 ، BHC قائم‌الزاویۀ 

 BC BH HC BC= + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 26 12 6 5 6 5

1532- گزی2351 زاویه‌های ACB و ECD متقابل به رأس هس�تند، پس  	2
برابرند. بنابراین مثلث‌های ACB و ECD متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه

 BC AC x x
DC EC

= ⇒ = ⇒ =9 12
4 3

2532- گزی2352  B زاویۀ CBA و ABD توج�ه کنید که در مثلث‌ه�ای 	۳
. بنابراین این دو مثلث متشابه‌اند )ز ز(. در  BAD ACBˆ ˆ= مش�ترک اس�ت و 

. پس  BC=9 2  در نتیجه 
BC

=2 3 2
3 2

، بنابراین  BD AB
AB BC

= نتیجه 

DC= − =9 2 2 8 2

3532- گزی2353 ADE )ز ز(. در نتیجه  ACB  توجه کنید ک�ه  	2

. BD=11
3

. بنابراین 
BD

=
+

3 4
5 3

، یعنی  AD AE
AC AB

=
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4532- گزی2354 ، پس بناب�ر قضیۀ خطوط  EF BC راه‌ح��ل اول چون  	3
F )ش�کل زیر را ببینید(. بنابرای�ن مثلث‌های قائم‌الزاویۀ  Ĉˆ =1 م�وازی و مورب 

AHF و FKC که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه
AF AH
FC FK

= =2
3

اگر این تناسب را ترکیب در مخرج کنیم، به‌دست می‌آید
AF AF

AF FC AC
= ⇒ =

+ +
2 2

2 3 5
 

بنابراین از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ABC نتیجه می‌شود
EF AF BC
BC AC BC

= ⇒ = ⇒ =6 2 15
5

راه‌حل دوم از نقطۀ H عمود HD را بر ضلع BC رس�م می کنیم )ش�کل زیر را 
، بنابر  EF BC . از ط�رف دیگر چون  FK HD= ببینید(. واضح اس�ت که 
 AD و AH متشابه هستند و ABC و AEF قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث‌های

به‌ترتیب ارتفاع‌های آن‌ها هستند. از طرف دیگر
AH AH AH AH
HD FK AH HD AD

Zoh¶ nj KÃ¨oU

= = → = ⇒ =
+ +

2 2 2
3 2 3 5

2 اس�ت، پس 
5

 ،ABC و AEF بنابراین نس�بت ارتفاع‌های نظیر در دو مثلث

2 است، در نتیجه 
5

نسبت تشابه این دو مثلث نیز 

 EF BC
BC BC

= ⇒ = ⇒ =2 6 2 15
5 5

5532- گزی2355 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ خطوط م�وازی و  AB DE چ�ون  	4
. بنابراین مثلث‌های ABC و EDC به حالت )ز ز(  B Dˆ ˆ= A و  Eˆ ˆ= م�ورب 

متشابه‌اند. در نتیجه
AB AC ED
ED EC ED

= ⇒ = ⇒ =9 6 15
10

. اگر این تناس�ب را ترکیب در صورت کنیم،  BC AC
DC EC

= = =6 3
10 5

همین‌ط�ور 

به‌دست می‌آید
BC DC BD DC

DC DC DC
+ += ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 5 8 32 8 20

5 5 5
. + + =20 10 15 45 بنابراین محیط مثلث CDE برابر است با 

6532- گزی2356 AEB )زاویه‌ه�ای متقاب�ل ب�ه  CEDˆ ˆ= توج�ه کنی�د  	3

. بنابراین دو مثلث AEB و CED به حالت  AE BE
EC ED

= =1
2

رأس(. همچنین 

. x CD= =20 AB پس 
CD x

= =10 1
2

)ض‌ز‌ض( متشابه هستند. در نتیجه 

7532- گزی2357  ، A Aˆ ˆ= . همچنین  AB AC
AE AD

= =1
2

توج�ه کنید ک�ه  	1

. BC
DE

=1
2

ABC )ض‌ز‌ض(. در نتیجه  AED  بنابراین 

8532- گزی2358 . در نتیجه،  A Aˆ ˆ= AD و  AE
AC AB

= =1
2

توجه کنید که  	4

دو مثلث ADE و ACB به حالت )ض‌زض( متشابه هستند. بنابراین

 DE x
BC x

= = ⇒ =6 1 12
2

9532- گزی2359 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث  	3
 ،BEF قائم‌الزاویۀ

 BF BE EF BF= + = + = ⇒ =2 2 2 16 9 25 5  
از طرف دیگر مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ABC و FBE که یک زاویۀ حادۀ مشترک 

دارند، متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 

ABC AB
FBE FB
ABC

ABC

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

( )

( )

( )
( )

= = =

= ⇒ =

10 2
5

2 24
12

 

0632- گزی2360 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه  EF BC چ�ون  	4
مثلث‌های AEF و ABC متشابه‌اند. بنابراین

 
AEF AE
ABC AB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= = =2 22 4

5 25
 

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به‌دست می‌آید 

 AEF  AEF  
ABC  AEF  BEFC  

SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

( ) ( )

( ) ( ) ( )
= = =

− −
4 4

25 4 21

1632- گزی2361 راه‌حل اول با توجه به شکل معلوم می‌شود 	2
 ADB ABC (pp) 

بنابراین

 AD AB AC
AB AC AC

= ⇒ = ⇒ =4 6 9
6

، ABC در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 AC AB BC BC BC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 29 6 3 5

. ABCS AB BC= × =1 9 5
2

بنابراین 

، ADB راه‌حل دوم بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 
 AB AD DB DB DB= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 4 2 5

. اکنون توج�ه کنید که مثلث‌های  ADBS AD DB= × =1 4 5
2

در نتیج�ه 

ADB و ABC متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه

ABC ABC
ABC

ADB

S SAB S
S AD

( ) ( )= ⇒ = = ⇒ =2 26 9 9 5
4 44 5

2632- گزی2362 . مثلث‌های ABD و CBA به  DC x= فرض کنی�د  	2
A و زاویۀ B مشترک(. بنابراین Cˆ ˆ=1 حالت )ز ز( متشابه‌اند )

BD AB x x
BA CB x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+

4 8 16 4 12
8 4
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3632- گزی2363 مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ABC و EFC که یک زاویۀ حادۀ  	2
مشترک دارند، متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

AC AB AC AC
EC EF

= ⇒ = ⇒ =10 15
6 4

4632- گزی2364 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و  AB CD چ�ون  	2
B )ش�کل زیر را ببینید(. بنابراین مثلث‌های قائم‌الزاویۀ AFB و  Eˆ ˆ=1 1 مورب 

BCE که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه
AB BF AB AB
BE EC

= ⇒ = ⇒ =6 16
8 3

5632- گزی2365  ،DCE و در مثل�ث A Eˆ ˆ+ = 0
1 90  ،AEF در مثل�ث 	۲

. در نتیجه مثلث‌های  A Dˆ ˆ= ، پس  E Eˆ ˆ=1 2 D از ط�رف دیگر  Eˆ ˆ+ = 0
2 90

قائم‌الزاویۀ ABC و DEC متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 

BC AC EC
EC CD EC

EC EC

EC EC

EC EC EC( )( )

+= ⇒ =

= +

+ − =

− + = ⇒ =

2

2

3 4
4

12 4

4 12 0

2 6 0 2

6632- گزی2366 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه  DE AB چ�ون  	4
مثلث‌های DEF و BAF متشابه‌اند. بنابراین

 DE DF x
BA BF BA

( )= ⇒ =2 1
9

، پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث‌های  DC AB از ط�رف دیگ�ر، چون 
DCK و BAK متشابه‌اند. بنابراین

 x yDC DK
BA BK BA

( )
+

= ⇒ =6 2
5

اگر تساوی‌های )۱( و )۲( را بر هم تقسیم کنیم، به‌دست می‌آید 

x
x y

= =
+

2
59

6 27
5

7632- گزی2367 AEB )زاویه‌ه�ای متقابل به  CEDˆ ˆ= توجه کنی�د که  	۳

. بنابراین دو مثلث AEB و CED به حالت  AE BE
EC ED

= =1
3

رأس(. همچنین 

)ض‌ز‌ض( متشابه‌ هستند. در نتیجه
AB x
CD x

= = ⇒ =10 1 30
3

8632- گزی2368 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و  AB CD چ�ون  	۱

. بنابراین  AB AC
AC DC

= =3
4

. همچنین  BAC ACDˆ ˆ= مورب 

 ABC CAD (ƒpƒ) 

در نتیجه
BC BC AD
AD

( )= ⇒ = = =3 3 3 24 18
4 4 4

 

9632- گزی2369 مثلث‌ه�ای ABC و DAC به حالت )ز ز( متش�ابه‌اند،  	4
B و زاویۀ C در آن‌ها مشترک است. بنابراین Âˆ = 1 زیرا 

ABC  ABCAC ABC
DAC  DC

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

( ) ( )
( )

( )
= ⇒ = ⇒ =6 18

15 5
 

0732- گزی2370 مثلث‌ه�ای ABC و DBE قائم‌الزاویه‌اند و زاویۀ B در  	4
آن‌ها مشترک است، پس این دو مثلث متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 
ABC AB
DBE DB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= 2 1

از طرف دیگر،

 
ABC DBE ACDE

DBE
SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶

( ) ( ) ( )
( )

= +
=2

در نتیجه، تناسب )1( می‌شود

x x
x x

( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

8 642 2 32 4 2

1732- گزی2371 ، پ�س زاویه‌های  E Fˆ ˆ=1 1 . چون  CF x= ف�رض کنید  	4

F2 نی�ز ک�ه مکم�ل ای�ن دو زاوی�ۀ برابر هس�تند، برابرند )ش�کل زیر را  E2 و 

 ببینی�د(. بنابرای�ن مثلث‌ه�ای ABF و ACE ب�ه حال�ت )ز ز( متش�ابه ان�د 
F و زاویۀ A مشترک(. در نتیجه Eˆ ˆ=2 2 (

AB AF x x
AC AE x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+
8 4 40 16 4 6

4 5

2732- گزی2372 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و  AB CD چ�ون  	2
A )شکل زیر را ببینید(. بنابراین مثلث‌های ABC و CAD به  Cˆ ˆ=2 1 مورب 

(. در نتیجه B Âˆ = 1 A و  Cˆ ˆ=2 1 حالت )ز ز( متشابه‌اند )

AB AC AB AB
CA CD

= ⇒ = ⇒ =6 9
6 4
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3732- گزی2373 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث  	2
 ،CDE قائم‌الزاویۀ

DE CE CD CE CE= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 25 3 4
 ،)E که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند )زاویۀ DCE و ABE مثلث‌های قائم‌الزاویۀ

متشابه‌اند. بنابراین
AB BE BE BE
DC CE

= ⇒ = ⇒ =6 8
3 4

. اکنون توجه کنی�د که بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در  BC= + =8 4 12 بنابرای�ن 
،ABC مثلث قائم‌الزاویۀ

AC AB BC AC( )= + = + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 26 12 6 1 2 6 5 6 5

4732- گزی2374 . از طرف دیگر،  BE= − =10 6 4 ابت�دا توجه کنید ک�ه  	3
D )ش�کل زی�ر را ببینید(.  Eˆ ˆ=1 2 ، پ�س  E Eˆ ˆ+ = 0

1 2 90 E و  Dˆ ˆ+ = 0
1 1 90

بنابرای�ن مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ADE و BEF ک�ه یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، 
متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه

AE AD BF
BF BE BF

= ⇒ = ⇒ =6 8 3
4

. FC= − =8 3 5 در نتیجه 

5732- گزی2375 و   BC
CD

= =4 1
8 2

 ،  AB
AC

= =3 1
6 2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۲

. بنابراین مثلث‌های ABC و ACD متشابه‌اند )ض‌ز‌ض(.  ABC ACDˆˆ =
در نتیجه

AB AC x
AC AD x

= ⇒ = ⇒ =1 6 12
2

6732- گزی2376 و   AC
EC

= =12 4
3

 ، EDC و   ABC مثل�ث  دو  در  	۳

. چون زاویۀ C هم در این دو مثلث مشترک است، پس این دو  BC
DC

= =16 4
4

مثلث متشابه‌اند )ض‌زض(، بنابراین
AC AB AB AB
EC DE

= ⇒ = ⇒ =12 24
3 6

7732- گزی2377  CEF و   ADF ، پ�س مثلث‌ه�ای  AD BC چ�ون  	۳
متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 
AF
CFAF AD CE

CF CE CE

=
= → = ⇒ =

3 63 2

از طرف دیگر، چون در متوازی‌الاضلاع ضلع‌های روبه‌رو برابرند، پس
 AD BC x x= ⇒ = + ⇒ =6 2 4

8732- گزی2378 ابتدا توج�ه کنید که چون  	۴
ط�رف  از   . AF=3 پ�س   ، DC AB= =14

 ، K Eˆ ˆ+ = 0
1 2 90 E و Eˆ ˆ+ = 0

1 2 90 دیگر، چون

. بنابرای�ن مثلث‌ه�ای قائم‌الزاویۀ  E Kˆ ˆ=1 1 پس 
AEF و DKE متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 AE AF x x
DK DE

= ⇒ = ⇒ =3 4
8 6

9732- گزی2379 توجه کنید که بنابر قضیۀ اساسی تشابه، 	3

 

AEF

AMN

AEF
AEF

AEF

S AEAEF AMN
S AM

S
S

S

( ) ( )⇒ = = =

= ⇒ =
+

2 25 25
6 36

25 75
33 36

 

 

همچنین بنابر قضیۀ اساسی تشابه،

 

AEF

ABC

ABC
ABC

S AEAEF ABC
S AB

S
S

( )

( )

⇒ =

= ⇒ =

2

275 5 192
8

 

 

0832- گزی2380 بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه چ�ون مثلث‌ه�ای AEF و  	2
AMN متشابه‌اند، پس

 AEF

AMN

S AF
S AN

( ) ( )= = =2 23 9
8 64

 

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به‌دست می‌آید

 AEF AEF

AMN AEF EFNM

S S
     

S S S
( )= ⇒ =

− −
9 9 1

64 9 55
 

از طرف دیگر، بنابر قضیۀ اساسی تشابه مثلث‌های AEF و ABC متشابه‌اند، پس

 AEF

ABC

S AF
S AC

( ) ( ) ( )= = =2 23 9 2
10 100

 

اگر تساوی )2( را بر تساوی )1( تقسیم کنیم، به‌دست می‌آید

 EFNM

ABC

S
S

/= =55 0 55
100

 

1832- گزی2381 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و  AB CD چ�ون  	1
. بنابرای�ن مثلث‌ه�ای ABE و DCE متش�ابه‌اند  B Ĉˆ = A و  Dˆ ˆ=  م�ورب 

)ز ز(. در نتیجه
AB BE BE
DC CE CE

= ⇒ =5
2

اگر این تناسب را ترکیب در صورت کنیم، به‌دست می‌آید
BE CE BC CE

CE CE CE
+ += ⇒ = ⇒ = ⇒ =5 2 7 7 28 8
2 2 2

2832- گزی2382 ، پس مثلث CDE متساوی‌الس�اقین  CD CE= چون  	3
 D Dˆ ˆ=1 2 D )ش�کل زیر را ببینی�د(. از طرف دیگر  Eˆ ˆ=1 اس�ت و در نتیج�ه 

. بنابراین مثلث‌های ABD و ACE به حالت  D Eˆ ˆ=2 )متقابل به رأس(، پس 

(. در نتیجه D Eˆ ˆ=2 A و  Aˆ ˆ=1 2 )ز ز( متشابه‌اند )

AB AD DE
AC AE DE

= ⇒ = ⇒ =
+

4 6 9
10 6



)267(

3832- گزی2383 ف�رض کنید ط�ول ضلع مرب�ع BEFD برابر x باش�د. 	3
 ،)C که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند )زاویۀ FDC و ABC مثلث‌های قائم‌الزاویۀ

متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین
AB BC x x x
FD DC x x

( )= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
−

3 4 123 4 4
4 7

. x=484
7

بنابراین محیط مربع BEFD برابر است با 

4832- گزی2384 چ�ون نقطه‌های E و F به‌ترتیب وس�ط ضلع‌های AB و  	3
AC از مثلث ABC هس�تند، در نتیجه EF در مثلث ABC میان‌خط اس�ت، 

. همچنین می‌توان نتیجه گرفت EF با BC موازی است.  BCEF= =4
2

پس 

. اکن�ون توجه کنید که  E Ĉˆ =1 1 بنابرای�ن طبق قضیۀ خطوط م�وازی و مورب 
مثلث‌های قائم الزاویۀ EFH و CEB متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

CE  EF FH FH FH
CE EB

tn¼üIXÃÎ( )
/

=
= → = ⇒ =

10 4 2 4
10 6

5832- گزی2385 ،DEC بنابر قضیۀ تالس در مثلث 	۱

 DF DG DGFG EC DG
FE GC

⇒ = ⇒ = ⇒ =4 6
6 9



، پس AEB DEC  بنابر قضیۀ اساسی تشابه 

 AB EB EC
CD EC EC

/= ⇒ = ⇒ =6 3 7 5
15

،DEC در نتیجه با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 GF DG GF GF
EC DC /

= ⇒ = ⇒ =6 3
7 5 15

6832- گزی2386 ابت�دا توجه کنید که  	1
، بناب�ر قضی�ۀ خط�وط  AD BC چ�ون 
B )شکل روبه‌رو را  Dˆ ˆ=1 1 موازی و مورب، 

ببینید(. از طرف دیگر، 

 
B E

B C
C E

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
+ =

0
1 1

1 10
1 1

90

90
 

. بنابراین مثلث‌های قائم‌الزاوی�ۀ BEC و CBD که یک  C Dˆ ˆ=1 1 در نتیج�ه 
زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه

 EB BC x x x
BC CD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =21 4 2
4

 

7832- گزی2387 چ�ون در متوازی‌الاضالع ضلع‌ه�ای روب�ه‌رو برابرن�د، پ�س 	2
 ADF پس مثلث‌های ، AD BC .از طرف دیگر چون  AD x x= + − =6 6

و CEF متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 
AF
CFAF AD CE

CF CE CE

=
= → = ⇒ =

2 62 3

 . x=3 ، پس  x− =6 3 در نتیجه 

8832- گزی2388 بنابرای�ن   . EC ED DC
AB AC CB

= = =1
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	۱

مثلث‌های EDC و ACB متشابه‌اند )ض‌ض‌ض(. در نتیجه 
 ABC DCEˆˆ = = 035

 . BACˆ ( )= − + =0 0 0 0180 65 35 80 به این ترتیب، 

9832- گزی2389 توجه کنید که بنابر قضیۀ اساسی تشابه، 	1

 

AMF

ANC

AEM

ABN

S AMAMF ANC
S AN

S AMAEM ABN
S AN

( )

( )

⇒ =

⇒ =

2

2





 

 

 

بنابراین

 AMF AEM AEM
AEM

ANC ABN AEM

S S S
S

S S S
= ⇒ = ⇒ =

+ +
18 27

18 32 48
 

0932- گزی2390 مثلث‌ه�ای ABC و DBE قائم‌الزاویه‌اند و زاویۀ B در  	4
آن‌ها مشترک است، پس این دو مثلث متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 ABC  AB
DBE  DB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= 2 1

از طرف دیگر،
ABC  DBE  ACDE  

DBE  DBE  DBE  

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= +

= + =3 5
2 2

. AB=5 10 ، پس  AB( )= 25
2 10

در نتیجه، تناسب )۱( می‌شود 

1932- گزی2391 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،  	2

 AC CH CB AC= × = × ⇒ =2 6 9 3 6  

2932- گزی2392 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 	4
 BD AD DC x x( )= × ⇒ = ⇒ =2 23 2 2 9

  

3932- گزی2393 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 	3

 AB BH BC x x x x

x x x

( )

( )( )

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 212 2 2 6 0

3 2 0 2
 

 . BC x= + =2 2 6 پس 
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4932- گزی2394 . از E پاره‌خط EF را عمود بر  CE x= فرض می‌کنی�م  	2
 FA x= −10  ، FB x= AB رسم می‌کنیم )شکل زیر را ببینید(. در این صورت 

، بنابر رابطه‌های طولی، AEB . بنابراین در مثلث قائم‌الزاویۀ  EF=4 و 

 
EF FB FA x x x x

x x x x

( )

( )( ) ,

= × ⇒ = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 24 10 10 16 0

2 8 0 2 8

. CE x= =2 ، پس  CE DE< چون 

5932- گزی2395 راه‌ح��ل اول در مثل�ث قائم‌الزاوی�ه، ارتف�اع وارد بر وتر  	2
 AHB مثلث را به دو مثلث کوچک متشابه تقسیم می‌کند. بنابراین مثلث‌های

و CHA متشابه‌اند. در نتیجه

 AB BH BH BH AC
AC AH AC

= ⇒ = ⇒ =2 4 3
2 3

،AHC به این ترتیب، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 AC AH HC HC

HC HC

= + ⇒ × = × +

= × − × = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 3 2 3

4 3 2 3 36 6
راه‌حل دوم بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،

 AB BH BC BH BH BC BH BC

BH BH BC BH BH CH

= × ⇒ = × ⇒ =

− = − ⇒ =

2 24 4

4 3
از طرف دیگر بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،

CHAH BH HC CH CH CH= × ⇒ = × ⇒ = ⇒ =2 212 36 6
3

6932- گزی2396  AEB در ل�وزی قطرها بر ه�م عمودند، بنابرای�ن مثلث 	2
قائم‌الزاویه است. در این مثلث قائم‌الزاویه از رابطه‌های طولی نتیجه می‌شود

 EH AH HB HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 16 2 8
. AB= + =2 8 10 بنابراین 

  

7932- گزی2397 ، ABC بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ  	1

 AH HB HC HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 16 8 2  
، BDC همین‌طور در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 DH H B H C DH′ ′ ′ ′= × = × ⇒ =2 4 6 2 6  

8932- گزی2398 بنابرای�ن   ، CBF ADEˆ ˆ= پ�س   ، AD BC چ�ون  	3
 CFB و AED مثلث‌های قائم‌الزاویۀ
همنهشت‌اند )به حالت وتر و یک زاویۀ 
 . BF DE= =2 بنابرای�ن  ح�اده(. 
 ، ABD اکن�ون در مثل�ث قائم‌الزاویۀ

بنابر رابطه‌های طولی،

 AE DE EB x x( )= × ⇒ = × + ⇒ =2 16 2 2 6

9932- گزی2399 راه‌ح��ل اول بنابر رابطه‌های طول�ی در مثلث قائم‌الزاویۀ  	3
 ،AHC

 HC CK CA y y= × ⇒ = × = ⇒ =2 2 7 10 70 70  
، ABC همین‌طور در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 
AC CH CB x

x x x

( )= × ⇒ = × +

= + ⇒ = ⇒ =

2 100 70 70

30100 70 70 70 30
70

 

. xy=30 بنابراین 
،ABC راه‌حل دوم بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

AH BH HC AH xy    ( )= × ⇒ =2 2 1

 HAC از رابطه‌ه�ای طولی در مثل�ث قائم‌الزاویۀ ،AH ب�رای به‌دس�ت آوردن
استفاده می‌کنیم

AH AK AC AH= × ⇒ = × =2 2 3 10 30
. xy=30 در نتیجه با استفاده از تساوی )1(، 

240024 در مثلث قائم‌الزاویۀ FDC ، بنابر رابطه‌های طولی،0- گزی0 	1
 DC ECFC EC DC FC EC== × → =22 2 22

یعن�ی   AD BD DC= ×2  ، ABC قائم‌الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  همچنی�ن 

. بنابراین DCEC= =4
2

. در نتیجه  DC=8 ، بنابراین  DC= ×16 2

 FC EC FC= = × ⇒ =2 2 22 2 4 4 2

240124 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،1- گزی0 	3
 CD BD AD x x= × ⇒ = × = ⇒ =2 2 16 9 144 12

همچنین
 y AD AB y= × = × ⇒ =2 9 25 15

و
 z BD AB z= × = × ⇒ =2 16 25 20

. x y z+ + =47 در نتیجه 

240224 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،2- گزی0 	۲

 
BH AH CH x x

x x x x x x x

( ) ( )

,

= × ⇒ + = +

+ + = + ⇒ − − = ⇒ = =−

2 2

2 2

4 9 2

8 16 9 18 2 0 2 1

، آن‌گاه x=2 به این ترتیب اگر 

 ABC BH ACSeIv¶( ) ( )( )= × = =1 1 6 13 39
2 2

. ABC BH AC SeIv¶( ) ( )( )= × = =1 1 3 10 15
2 2

، آن‌گاه  x=−1 و اگر

بنابراین مساحت مثلث ABC می‌تواند برابر 15 یا 39 باشد.

240324 ،3- گزی0 BCD بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ  	۱
 CH HB HD= × = × =2 2 8 4

. در نتیجه CH=2 بنابراین 

 BCD CH BDSeIv¶( ) ( )( )= × = + = + =1 1 2 2 8 2 2 2 3 2
2 2

. ABCD  BCD  SeIv¶ SeIv¶( ) ( )= × =2 6 2 به این ترتیب 
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240424 در مثلث قائم‌الزاویۀ BDE، بنابر رابطه‌های طولی،4- گزی0 	3
 DH HB HE= × = × =2 9 4 36

. از ط�رف دیگ�ر، در مثل�ث  AH= + =12 6 18 . بنابرای�ن  DH=6 پ�س 
قائم‌الزاویۀ BAC، بنابر رابطه‌های طولی،

 AH HB HC x x( )= × ⇒ = + ⇒ =2 218 9 4 32

240524 ،5- گزی0 ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  	2

 AC AB BC= + = + =2 2 2 27 9 36
، ABC . از طرف دیگر، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ  AC=6 بنابراین 

 BH AC AB BC x x× = × ⇒ × = × ⇒ =3 36 3 3 3
2

240624 راه‌حل اول بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ ACD، 6- گزی0 	4

 AD AC CD CD CD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6  
ارتفاع CH را در مثلث CAD رس�م می‌کنی�م. توجه کنید که چون نقطۀ C روی 
. از طرف دیگر، بنابر رابطه‌های طولی در  CB CH= نیمساز زاویۀ A است، پس 

،ACD مثلث قائم‌الزاویۀ

 AC CD CH AD CH CH /× = × ⇒ × = × ⇒ =8 6 10 4 8  
. CB CH /= =4 8 بنابراین 

 CAB و DAC دو مثلث قائم‌الزاوی�ۀ ، CAB DACˆ ˆ= راه‌ح��ل دوم چ�ون 
متشابه هستند )ز ز(. بنابراین

CD  CD AD BC
BC AC BC

/== → = ⇒ =6 6 10 4 8
8

240724 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ ABD،7- گزی0 	3

 BH AH HD AH AH= × ⇒ = × ⇒ =2 4 1 4
، ABC همین‌طور، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

 AH BH HC x x= × ⇒ = × ⇒ =2 16 2 8

  

240824 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ DAK،8- گزی0 	1

 AD DH DK= × = × =2 9 16 144
 . AD=12 بنابراین 

  

240924 ، در این صورت 9- گزی0 HE b= BH و  a= فرض می‌کنیم  	3

a ba b BE EC EC ++ = = ⇒ =2
2

، ABC بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

 
a bAB BH BC a a b a a b

a a b

( ) ( )

( )

+= × ⇒ = + + = +

+ =

2 336
2 2

24

، BDE همین‌طور، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

 BD BH BE x a a b x( )= × ⇒ = + = ⇒ =2 2 24 2 6

0142- گزی2410 ، بنابر قضیۀ فیثاغورس، ADC در مثلث قائم‌الزاویۀ  	3

 AC AD DC AC= + = + = ⇒ =2 2 2 4 16 20 2 5
، بنابر رابطه‌های طولی ADC از طرف دیگر، در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 DE AC AD DC DE DE× = × ⇒ × = × ⇒ = =4 4 52 5 2 4
55

1142- گزی2411 چون پاره‌خط EF وس�ط ضلع‌ه�ای BA و BC را به هم  	1
وص�ل کرده اس�ت، میان‌خط مثلث BAC اس�ت، پس ط�ول آن برابر با نصف 

طول ضلع سوم است. بنابراین

 x x x x x( )+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 4 6 4 2 3 1
2

 . EF= + =1 4 5 بنابراین 

2142- گزی2412 ، بنابر قضیۀ  DE AF|| . چ�ون  EF x= فرض کنی�د  	2

، BAF تالس در مثلث 

 BD BE
DA EF

     (1)=  

 ، BAC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  FD AC|| از طرف دیگر، چون 

 BD BF
DA FC

     (2)=  

از مقایسۀ تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود

 BE BF x
EF FC x

+= ⇒ =1 1
6

 

. ای�ن معادله دو ج�واب دارد:  x x+ − =2 6 0 ، یعنی  x x( )+ =1 6 بنابرای�ن 

. x=2 ، پس  x>0 ، که چون  x=2 x=−3 و 

 



فصل دوم: آزمون ها
)270(

3142- گزی2413 از نقطۀ A خطی موازی BC رسم می‌کنیم تا پاره‌خط‌های  	2
EF و DC را ب�ه ترتی�ب در نقطه‌ه�ای L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. 
 . KC LF AB= = =2 چ�ون ABFL و LFCK متوازی‌الاضلاع‌ان�د، پس 
، پس در مثلث ADK، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، EL DK|| اکنون توجه کنید که چون 

EL AE x AE AE
DK AD AE ED AE AE

x x

−= ⇒ = = =
+ +

− = ⇒ =

2 1
8 3 4

2 1 4
8 4

4142- گزی2414 ، بناب�ر قضیۀ  AB CD|| ابت�دا توج�ه کنی�د که چ�ون  	4
B )شکل را ببینید(. از طرف دیگر، Dˆ ˆ=1 1 خطوط موازی و مورب، 

 
B E

B C
C E

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
+ =

0
1 1

1 10
1 1

90

90

. بنابرای�ن مثلث‌ه�ای قائم‌الزاوی�ۀ BEC و CBD ک�ه  C Dˆ ˆ=1 1  در نتیج�ه 
یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه 

 EB BC x x x
BC CD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =23 27 3 3
9

5142- گزی2415  . ACBˆ =γ ˆECD و  =β  ، ACEˆ =α فرض می‌کنیم  	2
. به طور مش�ابه  Ê=γ ˆBCE زاویۀ خارجی مثلث ECD اس�ت، پس  چ�ون 

. بنابراین مثلث‌های ABC و CDE متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه Â=β

 EC CD ED EC CD
AC AB BC

= = ⇒ = = =8 2
9 6 4

بنابراین
 EC CD EC CD,= = ⇒ × =18 12 216

6142- گزی2416 توجه کنید که با نمادگذاری شکل زیر 	3
 DE BC D Ĉˆ|| ⇒ =1 1

. بنابرای�ن مثلث‌های  E Bˆ ˆ= و چ�ون BKEL متوازی‌الاضالع اس�ت، پ�س 
ABC و FED متش�ابه‌اند )ز ز( و نی�ز نس�بت محیط‌ه�ای ای�ن مثلث‌ها برابر 

نسبت تشابه آن‌هاست:

 
ABC CA
FED DF

ˆÃd¶

ˆÃd¶

( )

( )
= = =10 2

5
. در نتیجه  FED DF DE EFˆÃd¶( ) = + + = + =5 9 14 از طرف دیگر 

ABC ˆÃd¶( ) = × =2 14 28

7142- گزی2417 بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه 	4

 AH BH CH= × = × =2 2 6 12

. از طرف دیگر، باز هم بناب�ر رابطه‌های طولی در مثلث  AH=2 3 بنابرای�ن 

 . AB AC AH BC× = × = × =2 3 8 16 3 قائم‌الزاویه 

8142- گزی2418 چون مثلث‌های HKB و HCD متشابه‌اند )ز ز(، پس 	1

 HB HK HB HB HC        
HD HC HC

( )= ⇒ = ⇒ × = ×8 8 27 1
27

 

، BCK از طرف دیگر، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ 
 BH HC HK BH HC= × ⇒ = ×2 2 8  

اگ�ر دو ط�رف این تس�اوی را در HB ض�رب و از تس�اوی )1( اس�تفاده کنیم، 
به‌دست می‌آید

 BH BH= × × ⇒ = × × =3 8 8 27 2 2 3 12  

9142- گزی2419  AFB در ل�وزی قطرها بر ه�م عمودند، بنابرای�ن مثلث 	1
قائم‌الزاویه است و در این مثلث بنابر رابطه‌های طولی

 BF EB AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 3 12

. همین‌طور BF AE=2 3 بنابراین 

 AF AE AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 4
. چون در لوزی قطرها یک‌دیگر را نصف می‌کنند، پس  AF AE=2 بنابراین 

BD BF BF AE
AC AF AF AE

= = = =2 2 3 3
2 2

0242- گزی2420 . در این صورت  CH b= DH و  a= فرض می‌کنی�م  	2
در  طول�ی  رابطه‌ه�ای  بناب�ر  ببینی�د(.  را  )ش�کل   BD DC a b= = +

، DEC مثلث قائم‌الزاویۀ 

 EC CH CD b a b( )= × ⇒ = +2 4
، ABC همین‌طور، در مثلث قائم‌الزاویۀ 

 AC CH CB x b a b b a b( ) ( )= × ⇒ = + = + = × =2 2 2 2 2 2 4 8

 . x=2 2 بنابراین 

1242- گزی2421 مساحت مثلث قائم‌الزاویۀ ABC برابر مجموع مساحت  	4
دو مثلث ABD و ADC است. پس

 ABC ADC ABD
AB AC DN AC DM ABS S S × × ×= + ⇒ = +

2 2 2
. DM DN x= = هر نقطه روی نیمساز، از دو ضلع زاویه، به یک فاصله است، پس 

x در نتیجه x x x /× = × + × ⇒ = ⇒ =3 7 7 3 10 21 2 1
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، پس مثل�ث ADN قائم‌الزاویۀ متساوی‌الس�اقین  Â = 0
1 45 توج�ه کنید ک�ه 

،ADN پس بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث ، AN DN x= = است. یعنی 
 AD AN DN x AD x /= + = ⇒ = =2 2 2 22 2 2 1 2  

تجربی - 95 �

2242- گزی2422  M را ABCD مح�ل تلاقی امت�داد س�اق‌های ذوزنق�ۀ 	4
، MDC می‌نامیم، با توجه به تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 

MA MB ABAB CD
MD MC CD

x x x x
x

y y y y
y

/

⇒ = = =

 = ⇒ = + ⇒ = +

 = ⇒ = + ⇒ =
 +

4
9

4 9 4 20 4
5 9

4 9 24 4 4 8
6 9



 

بنابراین محیط مثلث MAB برابر است با

 P x y / /= + + = + + =4 4 4 8 4 12 8  

تجربی - 94 �
3242- گزی2423 از نمادگ�ذاری ش�کل زیر اس�تفاده می‌کنی�م. بنابر قضیۀ  	3

اساسی تشابه، دو مثلث OAB و OCD متشابه‌اند، پس

 
x x x y
y y y y x
x y x y

,

 = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
 + = ⇒ + =

8 2 3 2
12 3 5 30 6 4

10 3 3 30
 

 . OCD
yS ×

= =
12 36

2
بنابراین مساحت مثلث OCD برابر است با 

نتیج�ه  در  اس�ت،   10 براب�ر  نی�ز   ADC مثل�ث  ارتف�اع  ک�ه  کنی�د  توج�ه 

. بنابراین ADCS ×= =10 12 60
2

 ADO ADC OCDS S S= − = − =60 36 24  

تجربی - 95 �

4242- گزی2424 این دو مثلث که اضلاعی موازی دارند، متش�ابه هس�تند.  	3

3 اس�ت. اگر 
2

9 یا 
6

نس�بت تش�ابه آن‌ها، برابر نس�بت دو ضل�ع بزرگ‌تر یعنی 

′S بنامیم، به‌دست می‌آید S و  A را به‌ترتیب  B C′ ′ ′ مساحت مثلث ABC و 

 S S S S
S S S

Rn¼Å nj ®ÃñÿU( ) /′− −= ⇒ = → = = =
′ ′ ′

23 9 9 4 5 1 25
2 4 4 4

خارج از کشور تجربی - 95 �

5242- گزی2425 ،OBD بنابر قضیۀ تالس در مثلث 	1

 OA OCAC BD
AB CD

(1)|| ⇒ =

،OED بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 OB OCBC ED
BE CD

(2)|| ⇒ =

از مقایسۀ تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود

 OA OB BE
AB BE BE

= ⇒ = ⇒ = =3 8 40 113
5 3 3

خارج از کشور تجربی - 94 �

6242- گزی2426 ،MAC بنابر قضیۀ تالس در مثلث 	2

 ME MBEB AC
EA BC

|| ( )⇒ = 1

،MDC بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 MA MBAB DC
AD BC

(2)|| ⇒ =

از مقایسۀ تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود

 ME MA ME ME ME ME ME
EA AD

/+= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =3 7 3 9 2 25
3 7

 . MD / /= + + =2 25 3 7 12 25 پس 

خارج از کشور ریاضی - 93 �

7242- گزی2427 راه‌حل اول از نماد گذاری ش�کل زیر اس�تفاده می‌کنیم.  	1
،ABH بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

 h x x h x x( ) ( )= − ⇒ = −2 4 4

از طرف دیگر، بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو مثلث BDH و BAC متش�ابه 
هستند. از تشابه این دو مثلث قائم‌الزاویه نتیجه می‌شود

 
x x x x xh x x

x x
x x x x x

( ) ( ) ( )

/

− − −− −= ⇒ = ⇒ =
− +
−= ⇒ = − ⇒ = =

24 4 44 4
3 4 3 4 9 16

4 3616 36 9 1 44
9 16 25

 ،ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث ، AB x x= + − =4 4 راه‌حل دوم چون 

 BC AC AB BC= + = + = ⇒ =2 2 2 9 16 25 5   
 ،ABC از طرف دیگر، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ

 AH BC AB AC AH AH× = × ⇒ × = × ⇒ =125 4 3
5
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اکنون از رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ AHB نتیجه می‌شود

 AH AD AB x x /= × ⇒ = × ⇒ = =2 144 1444 1 44
25 100

  

ریاضی - 89 �

8242- گزی2428 شکل سؤال به صورت زیر است. توجه کنید که 	2

 
MA OAMDC OA DC
MD DC
NB OBNDC OB DC
NC DC

¾â Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

 

 

:

:

→ =

→ =








 

. پس  MA NB
MD NC

=  ، MNCD از ط�رف دیگر، بنابر قضی�ۀ تالس در ذوزنقۀ 

. OA
OB

=1 OA و  OB= ، در نتیجه  OA OB
DC DC

=

تجربی - 97 �

9242- گزی2429 از فرض‌های مس�ئله ش�کل زیر به‌دست می‌آید. از قضیۀ  	3
تالس نتیجه می‌شود

 

BN BD xBMC DN CM BN MN
MN DC x

yAM AEAND ME DN AM MN
MN ED y

 

 

:

:

⇒ = = = ⇒ =

⇒ = = = ⇒ =

1 1
3 3 3

1 1
3 3 3








 

. پس AM BN MN= =1
3

بنابراین 

AM AM AM AB AM
AB AM MN BN AM AM AM

= = = ⇒ =
+ + + +

1 5
3 5

خارج از کشور ریاضی - 97 �

0342- گزی2430 CD و اگر  x=5 ، آن‌گاه  AB x=2 بنابر فرض سؤال اگر  	1
. قطر AC را رسم می‌کنیم. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DF y=3 ، آن‌گاه  AF y=

 

CD x

CE DF     
CB DA

AB x

AF OFADC OF DC OF x
AD CD
CE OECAB OE AB
CB AB

OE
AB

OE x

  

(¾£ºp»l nj u²IU á¾Ãñ¤)

:

:

=

= =

=

⇒ = = → =

⇒ =

→ =

→ =

5

3
4

2

1 5
4 4

3
4

3
2









 .
x

EF
CD x

= =

11
114

5 20
. پس  EF OF OE x x x= + = + =5 3 11

4 2 4
بنابراین 

خارج از کشور تجربی - 97 �



1342- گزی2431 a تهی باش�د،  a[ , ]+1 ) و  , )−1 3 اگر اش�تراک دو بازۀ  	2
یکی از دو حالت زیر پیش می‌آید:

a≥3a a+ ≤− ⇒ ≤−1 1 2

. پس به ازای مقادیر  a− < <2 3 بنابراین اگر اش�تراک دو بازه، تهی نباشد باید 
، 0، 1 و 2 برای a اشتراک دو بازه تهی نیست.  −1 صحیح 

2342- گزی2432 از روی شکل زیر معلوم می‌شود که  	3
 B ( , ) ( , )′= −∞ − +∞7 3

. A B ( , ]′= 3 7 بنابراین، از روی شکل زیر معلوم می‌شود که 

3342- گزی2433  na a, , , ,…120 80 ف�رض می‌کنی�م دنبال�ۀ حاص�ل  	3

باشد. در این صورت قدرنسبت این دنباله برابر است با 

d
n n
−= =
+ − +

80 20 60
2 1 1

اکنون توجه کنید که

 
n

a d d d d
a d

+= ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =
−

1 1 20 1 60 3 80 5
3 80 3

 

. n=11 ، یعنی 
n

=
+

60 5
1

پس 

4342- گزی2434  =102 1024 جملۀ دهم دنبالۀ هندس�ی مورد نظر برابر  	4
)n است. بنابراین )+ −8 4 1 ام دنبالۀ حسابی مورد نظر برابر  n است و جملۀ 

 n n n+ − = ⇒ = ⇒ =8 4 4 1024 4 1020 255  
,    با جملۀ دهم  , ,8 12 16  پس جملۀ دویست و پنجاه و پنجم دنبالۀ حسابی 

,    برابر است. , ,2 4 8  دنبالۀ هندسی 

5342- گزی2435 ف�رض کنی�د a و b دو ع�دد مورد نظر باش�ند طوری‌که  	4
. بنابراین a b< <0

a ba b ab ab a b ab ab

a b ab a b a b

ba b
a

bb a
a

  .¡.¡.ù

( )

( )( )

( )

++ = ⇒ = ⇒ + + =

+ − = ⇒ − − =

 = ⇒ =

 = ⇒ =

2
2 2

2 2

5 25 9 9 18 100
2 3 4 9

9 9 82 0 9 9 0

19
9

9 9

فصل پانزدهم فصل دوم: آزمون ها

6342- گزی2436 توجه کنید که 	2

a a a a a a

a a

= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =

⇒ = = ⇒ =

1 41 2
3 6 62 3

2 3

2 2 2 2

2 8 8
بنابراین

 a a a a a= × = = = =
11 1 1

3 463 2 28 8 8  

7342- گزی2437 ابتدا توجه کنید که 	1

 a a a
a a a

− = ⇒ + − = ⇒ + =2 2
2 2

1 1 12 2 4 6  

بنابراین

 a a  a  
a aa

( ) | |+ + = ⇒ + = ⇒ + =2 2
2

1 1 12 8 8 8  

. در نتیجه a
a

+ =−1 8 با توجه به اینکه a عددی منفی است، پس 

 a a a
a a a

( )( ) ( )− + = − ⇒ − =−2
2

1 1 12 8 4 2  

8342- گزی2438 عبارت مورد نظر را به‌صورت زیر تجزیه می‌کنیم: 	3

 x xy y x y xy y x y x y y x y

x y x y y x y x y

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ − = − + − = − + + −

= − + + = − +

2 2 2 2 22

2
 

x در تجزیۀ عبارت وجود دارد. y+2 بنابراین عامل 

9342- گزی2439 ابتدا توجه کنید که 	1

 
A

( ) ( )

( )

= +
+ + + −

= +
+ + − +

3 3 3 3 33

3 3 3 33

1 5
2 2 1 4 2 16 1 4

1 1 5
2 2 4 1 16 4 1

 

اکنون مخرج هر یک از کسرها را به کمک اتحاد چاق و لاغر گویا می‌کنیم:

 
A

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

+ +− −= + = +
− +

− +

= − + + = + = +

3 33 3

3 3 3 33 3

3 3 3 3 3
3 3

5 4 1 5 4 11 2 1 1 2 1
2 1 4 12 22 1 4 1

1 12 1 4 1 2 4 1 2
2 2

 

0442- گزی2440  m می‌گذرد و با توجه به شکل m( , )0 اولًا نمودار از نقطۀ  	3

عددی مثبت اس�ت. با این ش�رایط حاصل‌ضرب صفرهای تابع منفی اس�ت که در 
نم�ودار همین وضعی�ت وج�ود دارد. ثانیاً طول رأس س�همی عددی منفی اس�ت. 

بنابراین

 m m
( )
−− < ⇒ <
−

2 1 10
2 1 2

 

، نمودار تابع f به‌صورت رسم شده است. m< <10
2

بنابراین اگر 
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1442- گزی2441 x1 و  αβ=2. اگر  α+β=6 و  ابتدا توج�ه کنید که  	1

x2 جواب‌های معادلۀ مورد نظر باشند، آن‌گاه

 
S x x

P x x

( ) ( )

( )( )

α+β= + = α+ + β+ =α+β+ = + =
β α αβ

= = α+ β+ =αβ+ + = + + =
β α αβ

1 2

1 2

1 1 66 9
2

1 1 1 1 92 2 2
2 2

 

پس معادلۀ مورد نظر به‌صورت زیر است

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 290 9 0 2 18 9 0
2

 

2442- گزی2442 ابتدا توجه کنید که  	2

 BC xA x x x
AC

cosˆsin sin sin cos= ⇒ = ⇒ =2 23 9
1

 

، پس sin cosα= α=2 2 1 می‌دانیم 

 x x x xcos cos cos cos− = ⇒ = ⇒ =2 2 2 1 11 9
10 10

 

از طرف دیگر،

 ABA x AB AB
AC

ˆcos cos= ⇒ = ⇒ = 1
10

 

3442- گزی2443 . آن‌گاه  x≤ ≤π0 ابتدا توجه کنید که اگر  	2

 xπ π π− ≤ − ≤3
4 4 4

 

و با توجه به نمودار زیر نتیجه می‌شود

 xsin( )π− ≤ − ≤2 1
2 4

 

بنابراین

 
x x

f x

sin( ) sin( )

( )

π π− ≤− − ≤ ⇒ ≤ − − ≤ +

≤ ≤ +

2 21 0 1 1
4 2 4 2

20 1
2

 

. fR [ , ]+= 2 20
2

پس 

4442- گزی2444 ابتدا توجه کنید که  	1

 x x x x      sin( ) cos , cos( ) sinπ π+ =− − =3 5
2 2

 

بنابراین
 x x xcos sin tan− = ⇒ =− 22 3

3
 

از طرف دیگر،

 x x
x x

tan cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ =2 2
2 2

1 4 1 91 1
9 13

 

 . xcos =− 3
13

چون انتهای کمان نظیر زاویۀ x در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس 

بنابراین

 x xsin( ) cosπ+ = =− 3
2 13

 

5442- گزی2445 y را یک واحد به راس�ت منتقل  x| |= اگ�ر نم�ودار تابع  	2

y به‌دس�ت می‌آید و اگر این نمودار را یک واحد به  x| |= −1 کنیم، نمودار تابع 

f به‌دست می‌آید. x x( ) | |= − −1 1 پایین منتقل کنیم نمودار تابع 

y را ی�ک واح�د ب�ه چ�پ منتقل کنی�م، نم�ودار تابع  x= 2 اگ�ر نم�ودار تاب�ع 

y به‌دس�ت می‌آید و اگر این نمودار را یک واحد به بالا منتقل کنیم  x( )= + 21

y به‌دست می‌آید. x( )= + +21 نمودار تابع 1

اگر نمودار توابع f و g را در یک دس�تگاه رس�م کنیم، ملاحظه می‌کنیم که در دو 
نقطه متقاطع‌اند.

6442- گزی2446 . اکنون نامعادله را به‌صورت  x x| |=2 2 توجه کنید که  	3
زیر می‌نویسیم:

 x x x x x x| | | | | | | | | |(| | )≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤2 24 4 0 4 0  

. پس x| |≥0 چون 

 x x x| | | |− ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤4 0 4 4 4  

1± و 0 در نامعادله صدق می‌کنند.  ، ±2  ، ±3  ، ±4 بنابراین نُه عدد صحیح 

7442- گزی2447  . x≥− 1
4

x+4 بامعنی باشد باید  1 برای اینکه عبارت  	2

. پس معادله به‌صورت زیر درمی‌آید: x x| |+ = +1 بنابراین x+1 مثبت است و 1

 x x x x x+ = + + ⇒ + = +4 1 2 1 4 1 3 1  
اکنون طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم و آن را حل می‌کنیم:

 
x x x x x

x x x x  ( ) ,

+ = + + ⇒ + =

+ = ⇒ = =−

2 24 1 9 6 1 9 2 0

29 2 0 0
9

 

هر دو جواب در معادلۀ اصلی صدق می‌کنند و معادله دو جواب دارد.
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8442- گزی2448 . بنابراین f(log )=8 3 0 )f و  )=−0 2 توجه کنید که  	3

 

x

a

f b b f x a

f a a

a

log log

( ) ( )

(log )

log log

= − =− ⇒ = ⇒ = −

= − = ⇒ =

= ⇒ =

8 2

3

3 3 3
8

2

0 1 2 3 3

3 3 0 3

3 3 2

 

. ab=6 ، پس  a=2 b=3 و  بنابراین 

9442- گزی2449 ابتدا طرفین تساوی‌های داده شده را در هم ضرب می‌کنیم 	2

 a b a b a b a b+ + + += ⇒ =1 12 2 3 3 2 3  
بنابراین

 a b a b a b a b( ) log+ + +× = ⇒ = ⇒ + = 3
2

32 2 3 2 2
2

 

0542- گزی2450 ابتدا توجه کنید که  	2

 < < ⇒ < <6 764 120 128 2 120 2  
بنابراین

log log log log [log ]< < ⇒ < < ⇒ =6 7
2 2 2 2 22 120 2 6 120 7 120 6

1542- گزی2451 y قرینه کنیم،  x= اگر نمودار تابع f را نس�بت ب�ه خط  	1

f به‌دس�ت می‌آید. اگر نمودار به‌دس�ت آمده را ی�ک واحد به  نم�ودار تاب�ع 1−
y به‌دست می‌آید و اگر  f x( )−= −1 1 س�مت راس�ت منتقل کنیم، نمودار تابع 

 y f x( )−=− −1 1 نمودار اخیر را نسبت به محور طول‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به‌دست می‌آید.

مطابق شکل زیر دو نمودار یکدیگر را در یک نقطه قطع می‌کنند.

2542- گزی2452 ابتدا دامنۀ تابع‌های f و g را به‌دست می‌آوریم: 	3

 f g

x
D D

x x x x x
[ , ]

( )

≥ ⇒ = =
− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤

2

0
0 4

4 0 4 0 0 4
 

. از طرف دیگر، f g f gD D D [ , ]× = = 0 4 بنابراین 

 f g x f x g x x x x x x x

x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( )( )× = = − − − +

= − − =−

2 2

2 2

4 2 4 2

4 4
 

] است. , ]−16 0 f به‌صورت زیر است و برد آن بازۀ  g× بنابراین نمودار تابع 

3542- گزی2453 x=−2 به‌دست  حد چپ و حد راست تابع f را در نقطۀ  	1
می‌آوریم:

 x x

x x

f x a x a

f x a x a
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

= − − =− +

= − − =− +
2 2

2 2

2 12 2 24

3 15 3 30
 

x=−2 حد داشته باشد، باید حد چپ و حد راست آن در  برای اینکه تابع f در 
این نقطه با هم برابر باشند. پس

 a a a− + =− + ⇒ =2 24 3 30 6  
بنابراین 

 f x x x x f( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( )( )= + ⇒ − = − + − − =6 3 2 2 6 2 3 2 4 12  

4542- گزی2454 x و  +→2 0 ، آن‌گاه  x→0 ابت�دا توج�ه کنید که اگ�ر  	1

. t  
x  

t  

f t
f x

f tf x

lim ( )
( )

lim
lim ( ) ( )( )

−

+

→
→

→

−
= = =

− − −−

2
0

20
0

2 1
3 3 1 23

. پس  x  −− →2 0

5542- گزی2455 ، آن‌گاه
x

g x Llim ( )
→

= 22
 و 

x
f x Llim ( )

→
= 12

اگر  	2

x x x

x x x

f g x f x g x L L

f g x f x g x L L L L

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

→ → →

→ → →

× = × = =

− = − = − = ⇒ = +

1 22 2 2

1 2 1 22 2 2

2

7 7
2 2

بنابراین

 

L L L L L L

L L
L L

L L

( )

( )( )

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

 =− ⇒ =−+ − = ⇒
 = ⇒ =

2 2
2 2 2 2 2 2

2 1
2 2

2 1

7 72 2 0 2 7 4 0
2 2

14
24 2 1 0

1 4
2

 

. x
x

x

f x Lf x
g g x L

  IÄ  

lim ( )
lim( )( )

lim ( )
→

→
→

= = =2 1
2 22

1 8
8

پس 

6542- گزی2456 با توجه به شرط‌های مسئله، باید رقم وسط 5 باشد، چهار  	3
رقم نخست 1، 2، 3 یا 4 باشند و چهار رقم آخر 6، 7، 8 یا 9 باشند.

  
. ! !× = = ×2 6 24 4 24 2 3 بنابراین پاسخ برابر است با 

7542- گزی2457 فرض کنید پیش�امد مورد نظر A باش�د. در این صورت  	3
′A پیش�امد این است که دو نفر انتخاب شده کنار هم نشسته باشند. بنابراین 

n و در نتیجه  A( )′ =6

 P A P A( ) ( )′= − = − =
 
 
 
 

6 51 1
7 7

2

 

8542- گزی2458 باید 4 تا لامپ س�الم یا 3 تا س�الم و یکی خراب انتخاب  	2
کنیم. بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با

 

     
     +
     

+ ×      = =
 
 
 
 

5 5 3

4 3 1 5 10 3 1
8 70 2

4
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9542- گزی2459  D را رس�م کنیم، چون ADC در مثلث DH اگر ارتفاع 	3
، بنابراین، از  DH DB= =2 روی نیمساز زاویۀ BAC است، نتیجه می‌گیریم 

قضیۀ فیثاغورس در مثلث DHC نتیجه می‌شود
 DC HC HD HC HC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 216 4 2 3  

می‌ش�ود  نتیج�ه   AHD و   ABD مثلث‌ه�ای  همنهش�تی  از  همچنی�ن 
.اکنون از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC نتیجه  AH AB x= =

می‌شود
 x x x x x x( )+ = + ⇒ + + = + ⇒ =2 2 2 22 3 36 4 3 12 36 2 3  

0642- گزی2460  DCK و   EFK مثلث‌ه�ای  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	3
. از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ  CD EF= همنهشت‌اند )ز ض ز(. بنابراین 

، ABC تالس در مثلث

 EF AFEF BC EF BC
BC AC

⇒ = = ⇒ =1 1
3 3

  

. اکنون توجه کنید که BC CD=3 ، یعنی  CD BC=1
3

در نتیجه 

BD BC CD CD CD

CD CD

= ⇒ + = ⇒ + =

= ⇒ =

24 24 3 24

4 24 6

1642- گزی2461 فرض می‌کنیم قدرنسبت دنبالۀ حسابی d باشد. در این صورت   	1
 a a d a a d a a d            , ,= + = + = +8 1 9 1 13 17 8 12  

a13 دنباله‌ای هندسی است، پس a9 و   ، a8 از طرف دیگر، چون 

 

a a a a d a d a d

a a d d a a d d

a d d a d

( ) ( )( )= × ⇒ + = + +

+ + = + +

=− ⇒ =−

2 2
9 13 8 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

2
1 1

8 12 7

16 64 19 84

203 20
3

 

بنابراین
dd da a d

a a d dd d

− ++
= = = =

+ − +

9 1

8 1

20 488 3 3 4
7 20 7

3 3

 

2642- گزی2462 a می‌گیریم. در این صورت a ar
r
, , جمله‌های مورد نظر را  	4

 a a ar a a
r

( )( )( )= ⇒ = ⇒ =31 1 1  

. از طرف دیگر، طبق فرض، r
r
, ,1 1 بنابراین جمله‌ها می‌شوند 

r r r r r r r
r

( )( ) ,+ + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = =21 39 2 51 10 29 10 0 5 2 2 5 0
10 5 2

 . , ,2 51
5 2

، جمله‌ها می‌شوند  r=5
2

, و اگر  ,5 21
2 5

، جمله‌ها می‌شوند  r=2
5

اگر 

5 است.
2

بنابراین، در هر صورت، بزرگ‌ترین جمله در میان این سه جمله برابر 

3642- گزی2463 ابتدا توجه کنید که  	3

 A x x x x x x

x x

(( )( ))( ) ( )( )= − + + + + = − + +

= − + =

2 3 3 3

6 6

2 2 4 8 64 8 8 64

64 64
 

. A ( )= = =6 32 2 8 =x برابر است با  2 بنابراین مقدار A به ازای 

4642- گزی2464 تساوی‌های داده شده را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 
a a b ab

b a b ab

( )

( )

+ + =

+ + =

3 2 2

3 2 2

2 20 1

2 7 2
 

اگر طرفین تساوی‌های )1( و )2( را با هم جمع کنیم، نتیجه می‌شود
 a b a b a b a b a b( )+ + + = ⇒ + = ⇒ + =3 3 2 2 33 3 27 27 3  

اگر طرفین تساوی )2( را از طرفین تساوی )1( کم کنیم، نتیجه می‌شود

 
a b a b ab a a b b ab

a a b b a b a b a b

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

− − + = ⇒ − + − + =

− + − = ⇒ − + =

3 3 2 2 3 2 3 2

2 2 2 2

13 13

13 13
 

، پس a b+ =3 چون 
 a b a b a b a b( )( )( )+ − + = × = ⇒ − =2 2 4 413 3 39 39  

5642- گزی2465 ابتدا توجه کنید که 	1

a b ( )( )= − × + = − + = − =7 7 775 6 4 15 4 15 4 15 4 15 16 15 1

بنابراین
 ab b ab

b
( ) ( )= ⇒ =5 5 11  

پس

 
ab ab

b b
( ) (( ) ) ( ) ( )

( )

= = =

= = = −
++

210 5 42 42 7
6

7
7

1 1

1 1 4 15
4 154 15

 

6642- گزی2466 چون معادله جواب دارد، پس 	3
 k k k k k( )∆≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤−2 20 4 4 10 20 0 40 80 0 2  

 k kαβ= + +2 10 20  ، kα+β=2 β جواب‌های معادله باشند، آن‌گاه  α و  اگر 
و در نتیجه

 
k k k

k k k

( )

( )

α +β = α+β − αβ= − − −

= − − = − −

2 2 2 2 2

2 2

2 4 2 20 40

2 20 40 2 5 90
 

بنابراین

 
k k k

k k

( )

( ) ( )

≤− ⇒ − ≤− ⇒ − ≥

− ≥ ⇒ − − ≥

2

2 2

2 5 7 5 49

2 5 98 2 5 90 8
 

بنابراین کمترین مقدار مجموع مربعات جواب‌ها برابر 8 است.

7642- گزی2467 اولًا چون معادله دو جواب دارد، پس 	2
 k k∆> ⇒ − > ⇒ <0 16 4 0 4  

 است. پس
a| |
∆ ax برابر  bx c+ + =2 0 ثانیاً اختلاف جواب‌های معادلۀ 

 k k k k− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ >16 4 151 16 4 1 4 15
1 4

 

 . k< <15 4
4

بنابراین 



)277(

8642- گزی2468 x=−1 قطع  x=4 و  نمودار تابع f محور طول‌ها را در  	3
. نمودار تابع f محور عرض‌ها را در  f x a x x( ) ( )( )= + −1 4 کرده است. پس 

y=2 قطع کرده است. پس

 
f a a

f x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )( )

= ⇒ + − = ⇒ =−

=− + − =− + +2

10 2 0 1 0 4 2
2

1 1 31 4 2
2 2 2

 

)C رأس سهمی است و   , )3 25
2 8

بنابراین نقطۀ 

 A B B
C B

x x x
x x

+ +
= ⇒ = ⇒ =

03 3
2 2 2

 

. در نتیجه AB=3 =CH و  − =25 92
8 8

پس 

 ABC
AB CHS

×
×= = =

93
278

2 2 16
 

9642- گزی2469 f را حل کنیم: x( )<0 x>0 نامعادلۀ  باید با شرط  	4

 x x x x x x
x

( ) ( )+ − < ⇒ + + − + < ⇒ − − <
+

21 5 0 2 1 5 2 0 3 9 0
2

 

 −3 3 5
2

3+ و  3 5
2

x به‌ص�ورت  x− −2 3 9 ریش�ه‌های چندجمل�ه‌ای 

هستند. پس

 x− +< <3 3 5 3 3 5
2 2

 

. بنابراین حداکثر مقدار a برابر  x +< <3 3 50
2

، پ�س  x>0 از طرف دیگر 

3+ است. 3 5
2
0742- گزی2470 x ت�ا عب�ارت  x− ≥22 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د  	1

 . x≤ ≤0 2 x در معادله بامعنی باشد. پس  x− 22
، آن‌گاه س�مت چ�پ معادله برابر صفر و س�مت راس�ت آن برابر 2  x=2 اگ�ر 

x=2 جواب معادله نیست. است. پس 

x در می‌آید  x− =22 2 0 ]x و معادله به‌صورت  ]=0 ، آن‌گاه  x≤ <0 1 اگ�ر 
x=0 جواب آن است ولی مدنظر مسئله نیست. که 

x درمی‌آید  x− =22 2 1 ]x و معادله به‌صورت  ، آن‌گاه 1=[ x≤ <1 2 اگ�ر 
که به‌صورت زیر آن را حل می‌کنیم:

x x x x x x   .¡.¡.ù( ) , ( )+ −− = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 3 2 34 2 1 4 8 1 0
2 2

]  قرار ندارد بنابراین قابل قبول نیس�ت.  , )1 2 2− دربازۀ  3
2

توج�ه کنید ک�ه 

x است. +=2 3
2

پس جواب مثبت معادله 

1742- گزی2471 نامعادلۀ مورد نظر را می‌توان به شکل زیر نوشت: 	2

 x x
x x

x x x
| | | |

| | | | | |
| | | | | |

+ −
≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

+ + +
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2
 

] اس�ت. بنابراین  , ]−1 1 پ�س مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادلۀ م�ورد نظر ب�ازۀ 
. b a− =2 b=1 و   ، a=−1

2742- گزی2472 ، نامعادلۀ مورد نظر را می‌توان به شکل زیر نوشت x≠5 اگر  	3

 x
x

| |
| |

| |
< ⇒ − >

−
3 1 5 6

5 2
 

، x( )≠5 بنابراین 

 
x x

x x

− > >  ⇒ 
− <− <−  

5 6 11

5 6 1
 

به این ترتیب، مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر برابر است با
( , ) ( , )−∞ − +∞1 11

. b a− =12 ، پس  b=11 و a=−1 در نتیجه 

3742- گزی2473 >sin و در نتیجه α< 20
2

، آن‌گاه  <α<0 00 45 اگر  	2

 sin sin< α< ⇒− < α− <0 2 2 2 2 2 0  

4742- گزی2474 توجه کنید که 	2

 

 

 

cos( ) cos( ) sin

sin( ) sin( ) sin

sin( ) sin( ) sin

π π π π= − =

π π π= π+ =−

π π π= π− =−

3
10 2 5 5
6
5 5 5

9 2
5 5 5

 

بنابراین

 
sin cos( ) sin sin sin

sin( ) sin( ) sin sin sin

π π π π π+ +
= = =−

π π π π π− − + −

32 2 3
5 10 5 5 5 3

6 93 2 3 2
5 5 5 5 5

 

5742- گزی2475 ابتدا توجه کنید که  	1

x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos ) sin cos

sin cos sin cos

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ =

4 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22
3 3

2 11 2
3 6

بنابراین

 

x x

x x x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos ( )

+

= + − +

= − = − =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

2 2

3

1 11 3 1 3
6 2

 

6742- گزی2476 ، معادله به‌صورت زیر درمی‌آید  xt=2 اگر فرض کنیم  	3

 t k t k( )+ − + − =2 3 4 0  

. پ�س جواب‌ه�ای ای�ن  t k t k t k t( ) ( )( )+ − + − = + − +2 3 4 4 1 بنابرای�ن 
t هستند. بنابراین k= −4 t=−1 و  معادله 

 
x

x k x k k

  .¡.¡.ù( )

log ( ),

=−

= − ⇒ = − <2

2 1

2 4 4 4
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چون جواب معادله نباید مثبت باشد، پس
 k k k klog ( ) log ( ) log− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥2 2 24 0 4 1 4 1 3  

. k≤ <3 4 در نتیجه 

7742- گزی2477 از طرفین معادل�ه در مبنای 3 لگاریتم می‌گیریم. معادله  	2
به‌صورت زیر درمی‌آید:

xx x x x x

x x x x

loglog log ( ) (log )(log ) log log

(log ) log (log )(log )

= ⇒ = +

− − = ⇒ + − =

33 3 3 3 3 3
2

3 3 3 3

9 9

2 0 1 2 0

بنابراین

 x x x x      log , log=− ⇒ = = ⇒ =3 3
11 2 9
3

 

پس حاصل‌ضرب جواب‌های معادله برابر 3 است.

8742- گزی2478 معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	4

 x x x x x  log ( log ) log log ( log )= ⇒ − =2 2 2 2 2
1 1 1 1 0
2 3 2 3

 

بنابراین جواب‌های معادله به‌صورت زیر به‌دست می‌آیند

 
x x

x x

log

log

= ⇒ =


 = ⇒ = =


2
2

332

0 1

2 2 4
3

 

3 است. 4 پس جواب بزرگ‌تر معادله برابر 

9742- گزی2479  x=2 . بنابراین  fD { }= − 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه  	4

g بای�د به‌صورت  x( ) g باش�د. یعنی مخ�رج  x( ) بای�د تنه�ا ریش�ۀ مخ�رج 

. از طرف دیگر b=−4 )x باشد که در این صورت  )− 22

 

ax b axg x
x bx x

axg x f x ax x
xx

ax x

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

− += =
+ + −

+ −= ⇒ = ⇒ + =− −
−−

+ =− +

2 2

2

4
4 2

4 2 4 2 2
22

4 2 4

 

. ab=8 b=−4 و در نتیجه   ، a=−2 پس 

0842- گزی2480 نم�ودار تاب�ع به ازای چند مقدار مختلف k در ش�کل زیر  	1
، آن‌گاه تابع f یک‌به‌یک خواهد  f( )>1 3 رس�م شده اس�ت. واضح است که اگر 

بود. پس 
 k k+ > ⇒ >1 3 2  

1842- گزی2481 ابتدا توجه کنید که 	4

 
x x f x x x x x x

x f x x x x x x x

  IÄ  ( )

( )

≤ ≥ ⇒ = − + − =

≤ ≤ ⇒ =− + + − =− +

2 2

2 2 2

0 4 4 6 2

0 4 4 6 2 10
 

] باشد. پس , )+∞8 ] و برد آن  , )+∞4 بنابراین دامنۀ تابع f باید 

 
f

y xf x y x x f x D  ( ) ( ) , [ , )−
−= = ⇒ = ⇒ = = +∞1

12 8
2 2

 

2842- گزی2482 x در نقطۀ  a
x
−
−

3 3

2 8
ابتدا توجه کنید که حد صورت کسر  	4

، صفر است. پس باید حد مخرج آن نیز صفر باشد. در غیر این صورت  x a=

حاصل حد کسر برابر صفر خواهد بود که چنین نیست. بنابراین
 
x a

x a alim( )
→

− = ⇒ − = ⇒ =2 8 0 2 8 0 4  

پس مقدار حد مورد نظر برابر است با

 x x

x

x x xxb
x x

x x

( )( )
lim lim

( )

lim

→ →

→

− + +−= =
− −

+ + + += = =

23

4 4
2

4

4 4 1664
2 8 2 4

4 16 16 16 16 24
2 2

 

. a b+ =28 در نتیجه 

3842- گزی2483 ]x و در  ، آن‌گاه 1=[ x< <1 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه اگر  	1

. از ط�رف دیگ�ر حد صورت کس�ر 
x x

bf x b
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−
1 1

نتیج�ه 

x در x=1 براب�ر صفر اس�ت. پس باید حد مخ�رج آن نیز در این نقطه 
ax b

−
+

2 1

صفر باش�د. در غیر این صورت حد چپ تابع f در x=1 برابر صفر می‌شود که 
−b هم برابر  در نتیجه برای پیوس�تگی تابع در x=1 باید حد راس�ت آن یعنی 

صفر شود که مخالف فرض سؤال است. پس

x

x x x x

ax b a b a b

x xx xf x
bx b b x b b

lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

−

− − − −

→

→ → → →

+ = + = ⇒ =−

− +− += = = =−
− + − − −

1
2

1 1 1 1

0

1 11 1 2
1

x=1 حد داشته باشد باید  برای اینکه تابع f در 

 
x x

f x f x b b b
b

lim ( ) lim ( )
− +→ →

= ⇒− =− ⇒ = ⇒ =±2

1 1

2 2 2  

x=1 پیوسته باشد، باید برای اینکه تابع f در 

 
x

f f x c b( ) lim ( )
→

= ⇒ =− =±
1

1 2  

4842- گزی2484 f و  bc( )=2 ابتدا توجه کنید که  	2

 
x x

x x

f x ax b a b

x
f x

x a x a

lim ( ) lim ( )

( )
lim ( ) lim

( )( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

−
=

− +

2 2

2 2

2

32 2  

x=2 برابر صفر نیس�ت و  چون a و b مثبت‌اند، پس حد چپ تابع f در نقطۀ 
در نتیج�ه ح�د راس�ت آن ه�م براب�ر صف�ر نیس�ت. پس ح�د مخ�رج عبارت 

x=2 بای�د صفر باش�د. در غیر این صورت حد راس�ت  x در 
x a x a

( )

( )( )

−
− +
32 2

x=2 برابر صفر می‌شود. پس تابع f در 

x

x x x

x a x a a a a a

x
f x

x x x

  .¡.¡.ùlim (( )( )) ( )( ) , ( )

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

+

+ + +

→

→ → →

− + = ⇒ − + = ⇒ = =−

−
= = =

− + +

2

2 2 2

0 2 2 0 2 2

32 2 32 8
2 2 2
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x=2 پیوسته است، پس باید حد چپ، حد راست و مقدار تابع f در  چون f در 
این نقطه با هم برابر باشند:

a  b  a b b b bc c      ,= =+ = → + = ⇒ = = → =2 42 8 4 8 4 8 2

5842- گزی2485 حالت‌های زیر ممکن است: 	2
حالت اول یک توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = = × =
   
   

3 6
3 15 45

1 2
 

حالت دوم دو توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = = × =
   
   

3 6
3 6 18

2 1
 

حالت سوم سه توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = =
   
   

3 6
1

3 0
 

. + + =45 18 1 64 بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

6842- گزی2486 فرض کنید پیش�امد مورد نظر A باش�د. در این صورت  	2
، که در آن X پیش�امد این اس�ت که از جعبۀ اول مهرۀ قرمز و از  A X Y= 

جعبۀ دوم مهرۀ آبی بیرون بیاید و Y پیشامد این است که از جعبۀ اول مهرۀ آبی 
و از جعبۀ دوم مهرۀ قرمز بیرون بیاید. بنابراین

 P A P X P Y( ) ( ) ( )= + = × + × =3 4 5 6 21
8 10 8 10 40

 

7842- گزی2487 فرض کنید A پیشامد این باشد که شمارۀ کارت 2 باشد  	1
و B پیشامد این باشد که رنگ کارت آبی است. در این صورت

 P A B
P A B

P B
( )

( | )
( )

= =1
3

  

8842- گزی2488 توجه کنید که 	2

 

P A B
P A B P B

P B P B

P B A
P B A P A

P A P A

( )
( | ) ( )

( ) ( )

( )
( | ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

1
1 16
2 3

1
1 16
3 2





 

. P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =1 1 1 2
2 3 6 3

  بنابراین 

9842- گزی2489 اگر پاره‌خط EF را رسم کنیم، از عکس قضیۀ تالس نتیجه  	3
. از طرف دیگر،  EF BC=1

2
EF و بنابر تعمیم قضیۀ تالس،  BC می‌شود که 

، پس مثلث‌های EKF و CKD متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه EF BC چون 

 EF FK EF DC
DC DK

= = ⇒ =3 3
5 5

 
به این ترتیب

DCBC DC BC DC BC DC DC DC

BDBD DC
DC

−= ⇒ = → − = −

= ⇒ =

1 3 6 6
2 5 5 5

1 1
5 5

0942- گزی2490 بناب�ر  ص�ورت،  ای�ن  در   . HC y= می‌کنی�م  ف�رض  	4

. از طرف دیگر، بنابر  x y( )= +2 7 7 رابطه‌ه�ای طولی در مثلث قائم‌الزاوی�ه، 
، ABC قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

y x y y y y

y y y y y y     .¡.¡.ù

( ) ( )

( )( ) , ( )

+ = + = + + ⇒ + + = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2 2 2 2 2 2 2

2

7 12 7 7 12 7 14 7 7 12

7 144 0 16 9 0 9 16

. x=4 7 ، پس  x y( )= + = ×2 7 7 7 16 در نتیجه 

1942- گزی2491 ابتدا توجه کنید که 	4

 
x x x x xxf x
x x xx x
x

( )
( )

( )

 + >  + > = = 
− − < + <  −

3 3

33

1 0 1 0

1 01 0
  

y را  k= پس نمودار تابع f به‌صورت زیر است. بنابراین اگر نمودار تابع f، خط 

k>1 است. در دو نقطه قطع کند، حدود k، به‌صورت 

2942- گزی2492   x x x( , ),( , )− −2 31 0 ب�ا توج�ه ب�ه زوج مرتب‌های  	2
می‌توان نوشت:

 
x x x

x x x x x x( )

>− ⇒ ≥ −

− + ≥ ⇒ − + ≥

3 2

3 2 2

0 1

0 1 0
 

، پ�س همواره  ∆<0 a>0 و   ، x x− +2 1 چ�ون در چندجمل�ه‌ای درج�ۀ دوم 

)x و  , )2 8 . ب�ا توج�ه ب�ه زوج مرتب‌ه�ای  x≥0 . بنابرای�ن  x x− + >2 1 0

)x می‌توان نوشت: , )30

 x x x> ⇒ ≥ ⇒ ≥2 30 8 2  
با توجه به اینکه x باید عددی صحیح باش�د، از اش�تراک ش�رایط به‌دست آمده 

، پس دو مقدار صحیح برای x وجود دارد.  x  { , }∈ 1 2 نتیجه می‌شود 

ص�ورت  ای�ن  در  ک�ه  چ�را  نیس�ت  قب�ول  قاب�ل   x=0 ک�ه  کنی�د  توج�ه 
، که تابع نیست.  f {( , ),( , ),( , )}= −1 0 0 0 0 8

3942- گزی2493  اکیداً نزولی است، پس با توجه به اینکه تابع f روی  	1

 
x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ < ⇒ <


< ⇒ > ⇒ >

3 3 0

3 3 0
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نامعادل�ۀ  کار  ای�ن  ب�رای  کنی�م.  مش�خص  را   g تاب�ع  دامن�ۀ  بای�د  اکن�ون 
x را حل می‌کنیم. f x( ) ( )− ≥2 9 0

x

x

f x

x f x

( )

( ) ( )

−∞ − +∞

− + − +

+ + −

− + − −

2

2

3 3

9 0 0

0

9 0 0

  

) است. بنابراین تنها یک  , ] { }−∞ −3 3 مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ فوق 
عدد طبیعی )عدد 3( جزء دامنۀ تابع g است. 

4942- گزی2494 نمودار تابع f به‌صورت زیر است. از روی نمودار مشخص  	3
c ک�ه در آن  d[ , ] ]  و ه�ر ب�ازه‌ای به‌صورت  , ]−1 2 اس�ت ک�ه تاب�ع روی بازۀ 
b وقتی  a− d≤2 اکی�داً نزول�ی اس�ت. بنابراین بیش�ترین مق�دار  c≥−1 و 

. b a ( )− = − − =2 1 3 ، در این صورت  b=2 a=−1 و  به‌دست می‌آید که 

5942- گزی2495 a<0 روی بازۀ  f ب�ا ش�رط  x ax bx c( )= + +2 تاب�ع  	2

b نزولی اس�ت. بنابراین باید شرایط 
a

[ , )− +∞
2

b صعودی و روی بازۀ 
a

( , ]−−∞
2

]  نزولی باشد )به شکل زیر توجه کنید(: , )+∞1 زیر برقرار باشد تا تابع f روی بازۀ 

 

k k
k

k k k
k k k

k
 IÄ 

( ) ( ) ( )

( )

− < ⇒ <
− − − − +≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤
− − −

− + ≤ ⇒ ≤ >
−

1 0 1
1 1 1 2 21 1 0 0

2 1 2 1 2 1
2 1 10 1

2 1 2

. k≤1
2

از اشتراک شرط‌های به‌دست آمده نتیجه می‌شود 

6942- گزی2496 توجه کنید که  	4

 fog x gof x f g x g f x

a x a x a x a x a

( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

= ⇒ =

− − = − − ⇒ − − = − + ⇒ =2 3 2 3 2 2 3 2 3 6
 

7942- گزی2497 توجه کنید که 	4

 
x xfog x f g x
x g x x

xxg x x x xg x x g x
x

( )( ) ( ( ))
( )

( ) ( ) ( )

= = ⇒ =
− + −

−+ = − ⇒ = − ⇒ =

1
2 1 1 2 1

12 1 1
 

8942- گزی2498 . پس fof f fD x x D   f x D{ | , ( ) }= ∈ ∈ می‌دانیم  	3

f

f

x D x

f x D x x x( )

∈ ⇒− ≤ ≤


∈ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

1 3

1 2 5 3 4 2 8 2 4
. fofD [ , ]= 2 3 ≥x است، پس ≤2 3 اشتراک جواب‌های به‌دست آمده به‌صورت

9942- گزی2499 ابت�دا نم�ودار تابع f را یک واحد به س�مت چ�پ منتقل  	4
y رسم شود. اکنون نمودار این تابع را نسبت  f x( )= +1 می‌کنیم تا نمودار تابع 
y حاصل ش�ود. س�پس  f x( )= −1 ب�ه محور y قرین�ه می‌کنیم تا نمودار تابع 
 y f x( )=− −1 نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور x قرینه می‌کنی�م تا نم�ودار تابع 
به‌دس�ت آی�د و در نهایت نمودار را یک واحد به س�مت ب�الا جابه‌جا می‌کنیم تا 

y به‌دست آید. f x( )= − −1 1 نمودار تابع  

250025 g را یک واحد به سمت 0- گزی0 x f x( ) ( )=3 2 اگر نمودار تابع  	2
y به‌دس�ت  f x f x( ( )) ( )= + = +3 2 1 3 2 2 چ�پ منتق�ل کنیم، نم�ودار تابع 
می‌آی�د. اکن�ون اگ�ر این نمودار را س�ه واح�د به بالا منتق�ل کنیم، نم�ودار تابع 
y به‌دست می‌آید. در نهایت اگر طول نقاط این نمودار را دو  f x( )= + +3 2 2 3

y به‌دس�ت  f x f x( ( ) ) ( )= + + = + +13 2 2 3 3 2 3
2

براب�ر کنیم، نمودار تابع 

می‌آی�د و اگ�ر ع�رض نق�اط ای�ن نم�ودار را ی�ک س�وم کنی�م، نم�ودار تاب�ع 

y به‌دست می‌آید. f x f x( ( ) ) ( )= × + + = + +1 3 2 3 2 1
3

250125 ضابطۀ تابع وارون تابع f را به‌دست می‌آوریم:1- گزی0 	4

 y x x y x y x y( ) ( )= − + ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ = − −2 21 3 3 1 3 1 1 3

، پس f x x( ) ( )− = − −1 21 3 بنابراین 

 f x x x x x x x ax b( ) ( )− = − − = + − − = − − = + +1 2 2 2 21 3 1 2 3 2 2  
در نتیجه

a b a b,=− =− ⇒ + =−2 2 2 3 10  

250225 fof برقرار 2- گزی0 x x( )( )− =1 fx تس�اوی  R∈ برای ه�ر  	1
 ، x≥3 . پس ب�رای هر  fR [ , )= +∞3  ،f اس�ت. ب�ا توجه ب�ه نم�ودار تاب�ع

، بنابراین g x x( )= −2

gx x g x R  ( ) [ , )≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞3 2 1 1 1



)281(

250325 ابتدا توجه کنید که3- گزی0 	3
 fog x x m x m( )( ) ( )= + − = + −3 4 3 3 4  

از طرف دیگر،

 fog fog

m m m

( ) ( ) ( )( )

( )

− =− ⇒ − =

× − + − = ⇒ − = ⇒ =

1 8 1 1 8

3 1 3 4 8 3 7 8 5
 

250425 f 4- گزی0 m نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع‌ه�ای f و 1− n( , ) اگ�ر  	3
. پس f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می‌شود 

bf b

f a b a
 

( )

( )

== + + =   ⇒ ⇒  
= − + + = =−    

20 2 0 0 2
12 0 1 2 0
2

. ab=−1 بنابراین 

250525  است. بنابراین5- گزی0
a| |
π
π

2 دورۀ تناوب تابع f برابر  	4

 a
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 1 4
2

 

a است. بنابراین b| |−2 کمترین مقدار تابع f برابر 
 a b b b| | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =2 4 16 4 20

. + =16 20 36 a است که برابر است با  b| |+2 بیشترین مقدار تابع f برابر 

250625 ] اکیداً صعودی 6- گزی0 , )π π−
4 2

y روی ب�ازۀ  xtan= تابع  	1

. بنابراین  xtan ≥−1 xtan و در نتیجه  tan( )π≥ −
4

است، پس 

 m m m m  | |− ≥− ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 2 22 5 1 2 4 2 2  
2 است. |m برابر  | پس حداقل مقدار 

250725 y را 7- گزی0 xtan= برای رسم نمودار تابع f ابتدا نمودار تابع  	2

 ضرب می‌کنیم. نمودار 
π
8 رسم می‌کنیم، سپس طول نقاط روی این نمودار را در 

تابع به ش�کل زیر اس�ت. پس حداقل مقدار a برای اینکه تابع f روی دامنه‌اش 
)a اکیداً صعودی باشد برابر 4 است. , )12 یعنی بازۀ 

250825 a−3 8- گزی0 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه کمترین مقدار تاب�ع برابر  	2
1− است. پس است که با توجه به نمودار تابع برابر 

 a a− =− ⇒ =13 2 1
3

 

− است. پس  =45 3 6
7 7

از طرف دیگر با توجه به نمودار، دورۀ تناوب تابع برابر 

 T b b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 6 6 6
2

 

f که در این صورت تابع  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
6 3

، آن‌گاه  b=−6 اگر 

b=6 و  x=0 نزولی باشد که این طور نیست. پس  باید در همس�ایگی راست 
. ab=2 در نتیجه 

250925 α در ناحی�ۀ س�وم ق�رار دارد، پ�س 9- گزی0 توج�ه کنی�د ک�ه  	4
. از طرف دیگر، cosα<0

 
sin cos ( ) cos

cos |cos | cos

−α+ α= ⇒ + α=

−α= ⇒ α = ⇒ α=

2 2 2 2

2

41 1
5

9 3 3
25 5 5

 

، پس  cos cos sinα= α− α2 22 sin و  sin cosα= α α2 2 می‌دانیم 

 
sin ( ) ( )

cos ( ) ( )

− −α= × × =

− − −α= − = − =2 2

4 3 242 2
5 5 25

3 4 9 16 72
5 5 25 25 25

 

. cot

−
−α= =

7
7252

24 24
25

، پس  coscot
sin

αα=
α

22
2

می‌دانیم 

0152- گزی2510 توجه کنید که  	4

 

( cos )cos

sin sin cos

cos cos cot
sin cos sin

+ −+ =

= = =

2 00

0 0 0

2 0 0 0
0 0 0

1 2 20 11 40
40 2 20 20

2 20 20 20
2 20 20 20

 

1152- گزی2511 توجه کنید که  	1

 
A tan tan tan( ) tan( )

sin cos sin costan cot
cos sin cos sin

= − = + − −

−= − = − =

0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0

230 40 180 50 90 50

50 50 50 5050 50
50 50 50 50

 

، پس   x x xsin cos sin=2 2 x و  x xcos sin cos− =2 2 2 چون 

 A cos cot cot( ) tan
sin

−= =− = − + =
0 0 0 0 0
0

100 2 100 2 90 10 2 10
1 100
2

 

2152- گزی2512 x می‌نویسیم.  xcos cos( )π= +
4

معادله را به‌صورت  	3

 k( )∈ بنابراین جواب‌ها به‌صورت زیر هستند: 

 
x k x k  

x k x x k x k

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = π− ⇒ = π−

12
4 8

2 2 2
4 4 8

  

3152- گزی2513 ابتدا معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:  	1

 x x x x( sin ) sin sin sin− + − = ⇒ − + =2 22 1 5 5 0 2 5 3 0  



فصل دوم: آزمون ها
)282(

t در می‌آید. از  t− + =22 5 3 0 ، معادله به‌صورت  t xsin= اگر ف�رض کنیم 

xsin قابل قبول  =3
2

. چون  t =2 1 t و  =1
3
2

حل این معادله نتیجه می‌شود 
نیست، پس 

 xx x k x( , )sin ∈ ππ π= ⇒ = π+ → =0 21 2
2 2

 

) دارد.  , )π0 2 بنابراین معادلۀ داده شده تنها یک جواب در بازۀ 

4152- گزی2514 طرفین معادله را به توان دو می‌رس�انیم و آن را به‌صورت  	3
زیر می‌نویسیم:

 
x x x x

x x

sin cos sinsin cos sin cos

sin sin

α α= α+ − = →

− = ⇒ =

2 22 2 2 1
2 2 2 2

1 1 0
 

 ، x= π2  ، x=π  ، x=0 ] عبارت‌اند از  , ]π0 4 بنابرای�ن جواب‌های واقع در بازۀ 
=x در  π2 x=π و  . ول�ی توج�ه کنی�د که جواب‌ه�ای  x= π4 =x و  π3
معادلۀ اصلی صدق نمی‌کنند و قابل قبول نیس�تند. این جواب‌ها به دلیل اینکه 
طرفی�ن معادله را به توان دو رس�انده‌ایم تولید ش�ده‌اند. بنابراین معادله در بازۀ 

π7 است. ] سه جواب دارد که مجموع آن‌ها برابر  , ]π0 4

5152- گزی2515 توجه کنید که حد مخرج کس�ر وقتی x→1 برابر صفر  	2
x→1 برابر صفر باشد. پس است، بنابراین باید حد صورت کسر نیز وقتی 

 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = − + = ⇒ − =−2
1

1 0 1  

، پس b a= −1 راه‌حل اول چون 

 x x x

x

x x ax ax b x ax a
x x x xx x

x a a a
x

( )( )
lim lim lim

( )( ) ( )( )

( )
lim

( )

→ → →

→

− + −− + − + −= =
− − − −− +
+ − −= = = −
− −

2 2

21 1 1

1

1 11
2 1 1 2 1 12 3 1

1 2 2
2 1 2 1

 

 . a=−1 یعنی ، a− =2 3 طبق فرض مس�ئله حاصل حد برابر 3 اس�ت، پس 
. a b+ =−3 . در نتیجه  b a= − =−1 2 بنابراین 

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:

 
x x

x ax b x a a a
xx x

lim lim
→ →

− + − −= = = −
−− +

2

21 1
2 2 2
4 3 12 3 1

  

. بنابراین  b=−2 ، پس  b a− =−1 . چون  a=−1 ، بنابراین  a− =2 3 پس 
a b+ =−3

6152- گزی2516 توجه کنید که  	4

 

x

x

x

x

x x x x
x x x x x

x x x
xx x

x x x
x x x

x x
x x

lim( )

lim( )

( )
lim( )

( )( )

lim( )
( )

→

→

→

→

− − − + + +× ×
+ − − + + +

− − + += ×
− ++ −

− + += ×
− + − +

+ + += × = × =−
− + − +− +

2

22

2

2

3 2 2 3 2 2 2
2 3 2 2 2

3 2 4 2
3 2 22

3 2 2
2 1 3 2 2

3 2 3 2 2 1
1 3 2 23 2 2

 

7152- گزی2517 در   ، f x
x

( )=
−
1

3
و   x[ ]=3 آن‌گاه   ، x +→3 اگ�ر  	1

  ، f x
x

( ) −=
−
1
3

]x و  ]=2 ، آن‌گاه  x −→3 . اگر 
x

f xlim ( )
+→

=+∞
3

نتیجه 

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
3

در نتیجه 

8152- گزی2518 x=2 برابر 3 است. باید حد  چون حد صورت در نقطۀ  	2
مخ�رج کس�ر در ای�ن نقطه برابر صفر باش�د، تا حد م�ورد نظر نامتناهی ش�ود. 
∞+ شده‌اند، پس باید مقادیر  همچنین، چون حد چپ و حد راست کسر هر دو 
x=2 مثبت باش�ند. در  x در ی�ک همس�ایگی محذوف نقط�ۀ  ax b+ −23

یعن�ی  اس�ت،   x ax b+ − =23 0 معادل�ۀ  مضاع�ف  ریش�ۀ   x=2 نتیج�ه 

)x باشد.  )− 23 2 x باید به‌صورت  ax b+ −23

در نتیجه

 x ax b x x x( )+ − = − = − +2 2 23 3 2 3 12 12  

. a b+ =−24 . یعنی  b=−12  ، a=−12 پس 

9152- گزی2519 . از طرف 
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=−3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه  	3

. بنابراین f x( )<−3 ، آن‌گاه  x→−∞ دیگر اگر 

x  x  t  
fof x f f x f t

( )
lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

−→−∞ →−∞ → −
= = =−∞

3

0252- گزی2520 ابت�دا توج�ه کنی�د که اگ�ر در صورت کس�ر داده ش�ده  	4
 +∞ ∞− یا  x4 وجود داش�ته باش�د، حد م�ورد نظر براب�ر  جمله‌ای ش�امل 

x4 در صورت کس�ر داده شده صفر است، در نتیجه  می‌ش�ود. بنابراین ضریب 
. به این ترتیب a=2 . پس  a− =2 4 0

 
x  x  

x xb
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

−= = =
+ +

3 3

3 2 3
4 1 4 1

312 2 12
 

 . ab=2
3

در نتیجه 

1252- گزی2521 ابتدا توجه کنید که  	2

 
x x

f x f f x k
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
( )→− →−

− − −′ − = =
− − +2 2

22
2 2

 

از طرف دیگر 

 x x

x x

f x kf x f x f x k
x xx

f x k f x f kf
x x

( ) ( ) ( )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→− →−

→− →−

− −
=

− +−
− −′= × = − × =
+ − − −

2

22 2
2

2 2

2 24
22

2 2 4 4

 

 . k =2 8 ، در نتیجه  k =−
−

2
2

4
بنابراین 

2252- گزی2522  x=0 مقدار مش�تق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ  	3
را به کمک تعریف به‌دست می‌آوریم:

 

x  x  

x  

x  x  

x  

x x x xf
x x

x

x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

− −

−

+
→ →

→

−
→ →

→

+ − +′ = =
−

= + =

+ − − +′ = =
−

= − + =−

3 32 2

0 0

3 2

0

3 32 2

0 0

3 2

0

1 0 10
0

1 1

1 0 10
0

1 1

 

. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 0 0 3 بنابراین 



)283(

3252- گزی2523 توجه کنید که 	3
 f x x x ax ax x x( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + −3 2 4 28 10 1 2 2 5 3  

بنابراین

 f a a a a a( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + − = + + = +1 8 10 1 2 2 5 3 18 18 8 26 18  
، پس f ( )′ =−1 8 چون 

 a a a+ =− ⇒ =− ⇒ =−2 18 8 26 26 1  

4252- گزی2524 x=2 مش�تق‌پذیر است، پس در این  چون تابع در نقطۀ  	3
نقطه پیوسته است. یعنی 

 x x
f f x f x

a b a b

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =

+ = + ⇒ − =
2 2

2

8 4 4 2 4 0
 

، بنابراین
ax x

f x
x b x

( )
 + >′ =

+ <

23 2 2

2 2
از طرف دیگر 

 
x

x

f ax a

f x b b

f f a b a b

( ) lim ( )

( ) lim ( )

( ) ( )

+

−

+
→

−
→

+ −

′ = + = +

′ = + = +

′ ′= ⇒ + = + ⇒ − =

2

2

2

2 3 2 12 2

2 2 4

2 2 12 2 4 12 2

 

 . b=1 a=1 و 
4

 نتیج�ه می‌ش�ود 
a b

a b

− =


− =

4 0

12 2
 از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات 

. a b+ =5
4

پس 

5252- گزی2525 توجه کنید که 	2

 g x f g x f f
x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′ ′= ⇒ = =1 1 1 1 1
2

 

دیگ�ر  ط�رف  از   . g f f( ) ( ) ( )−′ ′ ′= =−
×

1 1 1 4 2
4 1 1 12

4 4 4

بنابرای�ن 

. g ( ) ( )( )′ = − − =1 4 5 20
4

. در نتیجه  f ( ) +′ = =−
−

4 12 5
2 3

6252- گزی2526 مشتق دوم تابع را به‌دست می‌آوریم: 	2

 f x x ax x      f x x ax( ) , ( )′ ′′= + + = + +3 2 22 3 6 6 6 6  

x نباید جواب داشته باشد:  ax+ + =26 6 6 0 پس معادلۀ 

 a a a| |∆= − < ⇒ < ⇒ <2 236 144 0 4 2  

7252- گزی2527 ]a برابر است با  , ]1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	3

f f a a a a
a a a

( ) ( ) ( )− − − − −= =
− − −

1 0 2 1 2
1 1 1

بنابراین

 

aa a a
a aa

a a a

a a a a

( )

,

−− + −= ⇒ = ⇒ =
− −−

− + = −

+ − = ⇒ = =−

2 2

2

2

22 5 25 4 4 25
2 1 4 1 41

4 16 16 25 25

34 9 9 0 3
4

 

3− است. با توجه به گزینه‌های داده شده جواب 

8252- گزی2528 x باشد. شیب خط  y( , )0 0 فرض کنید نقطۀ مورد نظر  	2

f است که چون خط مماس  x( )′ 0 مماس بر نمودار تابع f در این نقطه برابر با 

. اکنون توجه کنید که f x( )′ =0 0 موازی محور x است، پس 

 
f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 12 12 3 2

0 3 2 0 2
 

. y f x f( ) ( )= = =0 0 2 6 بنابراین 

9252- گزی2529 x بر نمودار  y( , )0 0 فرض کنید خط مورد نظر در نقطۀ  	4

x برابر با  x= 0 تابع f مماس باش�د. در این صورت، مقدار مشتق تابع f به‌ازای 

y یعنی 2 است. بنابراین x= +2 4 شیب خط 

 
f x x f x x

x x x IÄ 

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − =

= ⇒ = =−

2 2
0 0

2
0 0 0

6 4 2 6 4 2

1 1 1
 

x روی نمودار تابع f است، پس y( , )0 0 چون نقطۀ 

 y f y f   IÄ    ( ) ( )= = − + = = − =− + + =0 01 2 4 6 4 1 2 4 6 8  

)  می‌گذرند و شیب آن‌ها 2  , )−1 8 )  یا نقطۀ  , )1 4 بنابراین خط‌های مورد نظر از نقطۀ 
y است. x= +2 10 y یا  x= +2 2 است. پس معادلۀ این دو خط به‌صورت 

0352- گزی2530  f بر نم�ودار تابع A  ( , )1 6 y در نقط�ۀ  x= +4 2 خ�ط  	4
چ�ون  نتیج�ه  در   . f ( )′ =1 4 و   f( )=1 6 بنابرای�ن  اس�ت.  مم�اس 

، پس f x x ax( )′ = −23 2

 
f a b

a b a b
f a

( )
,

( )

= − + = ⇒ =− = ⇒ + =
′ = − =

1 1 6 1 9 4
2 21 3 2 4

  

1352- گزی2531 باید تابع مشتق تابع f را تعیین علامت کنیم: 	1

f x x x f x x x f x x  x( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − + ⇒ = − = ⇒ = =3 2 22 3 1 6 6 0 0 1

 
x

f x

 

 ( )

−∞ +∞

′ + − +

0 1

0 0
 

 ، d≤1 و c≥0 ]  نزولی است. می‌دانیم در صورتی‌که  , ]0 1 بنابراین تابع f روی بازۀ 

، زمانی اس�ت که   b a− c نزولی اس�ت اما بیش�ترین مقدار  d[ , تابع f روی بازۀ [

. b a− = − =1 0 1 . پس  b=1 a=0 و 

2352- گزی2532  . f x x ax( )′ =− + −26 2 6 مشتق تابع f برابر است با  	1
. پس  f ′≤0  اکیداً نزولی باشد باید همواره  برای آنکه تابع f روی 

a   a a, ,< ∆≤ ⇒− < ∆= − ≤ ⇒− ≤ ≤20 0 6 0 4 144 0 6 6

3352- گزی2533 f را تعیین علامت می‌کنیم ′ ابتدا تابع  	2

x

f x

f x

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + − +

3 2 0 1

0 0 0 0

    

، 0 و 1 ه�م برابر صفر اس�ت و ه�م در اطراف این  −2 f در نقطه‌ه�ای  ′ تاب�ع 
نقطه‌ه�ا تغییر علامت می‌دهد. بنابراین تابع f در این نقطه‌ها اکس�ترمم نس�بی 

− است. + + =−2 0 1 1 دارد. پس مجموع طول این نقطه‌ها برابر 
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4352- گزی2534 f و x x x( )′ = − −2 2 8 توجه کنید که  	3

f x x x x x x  x( ) ( )( ) ,′ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = =−20 2 8 0 4 2 0 4 2

) و  , )− 252
3

، پ�س نق�اط  f( )=− 834
3

)f و  )− =252
3

ب�ا توج�ه ب�ه آنک�ه 

) نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند، بنابراین فاصلۀ آن‌ها برابر است با  , )− 834
3

( ( )) ( )− − + − − = + =2 2 2 283 254 2 6 36 6 37
3 3

5352- گزی2535 x=2 مش�تق‌پذیر است، برای آنکه تابع  تابع f در نقطۀ  	2
. پس f ( )′ =2 0 در این نقطه اکسترمم نسبی داشته باشد باید 

xf x x a f
x a

a
f a a a

a a

( ) , ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

+′ ′= + + =
+

+ +′ = + + = = ⇒ + = ⇒ =−
+ +

3
3 2

3
3 32 2

1 2 0
3

3 2 332 2 0 9 3 0 3
3 2 3 2

6352- گزی2536 ابتدا توجه کنید که  	3

x x x   x
f x  

x x x   x

x       x   x
f x

x       x   x

f x x x

 IÄ  

 IÄ 

 IÄ 

 IÄ  

( )

( )

( )

 − ≤− ≤ ≤=
 − − ≤ ≤ ≥

 − <− < <′ =
 − − < < >

′ = ⇒ − = ⇒ =±

3

3

2

2

2

2 2 0 2

2 2 0 2

2 3 2 0 2

3 2 2 0 2

20 2 3 0
3

−=x مش�تق چپ و مش�تق راست  2 =x و  2  ، x=0 همچنین در نقاط 
 ،f تابع برابر نیس�تند، پس تابع در این نقطه‌ها مش�تق‌پذیر نیست. بنابراین تابع

پنج نقطۀ بحرانی دارد.

7352- گزی2537  f ب�ه نم�ودار تابع 	4
توجه کنید. واضح اس�ت که اگر تابع f در 
x=0 ماکزیمم نسبی داشته باشد،  نقطۀ 
ام�ا ماکزیمم مطلق نداش�ته باش�د، باید 
 ، k≥0 . توج�ه کنید که اگر  k− < <1 0
x=0 ماکزیم�م  آن‌گاه تاب�ع f در نقط�ۀ 
، در نقطۀ  k≤−1 مطلق تابع f دارد و اگر 

x=0 مینیمم نسبی دارد.

8352- گزی2538 تابع f در تمام نقطه‌های دامنه‌اش مشتق‌پذیر است و  	1

x x a
ax xf x

x x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − +
−′ = =

+ +2 2

1 11
12 2

1 2 1
. چون کمترین مقدار  f x( ، آن‌گاه a=1 که در این صورت 1=( f x( )′ =0 اگ�ر 

4 اس�ت، پ�س a=1 قاب�ل قبول نیس�ت. پس 
3

] براب�ر  , ]0 4 تاب�ع f روی ب�ازۀ 

f و  a( )=0 ، بنابرای�ن نق�اط ابت�دا و انتهای بازه را بررس�ی می‌کنیم:  f x( )′ ≠0

 ، af( ) += =2 44
3 3

a=4 و اگ�ر 
3

، آن‌گاه  f a( )= =40
3

. اگ�ر  af( ) +=24
3

× است. =4 82
3 3

. بنابراین حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر  a=2 آن‌گاه 

9352- گزی2539  y x= 22 ف�رض کنید نقطۀ B روی س�همی ب�ه معادلۀ  	4

B است. پس x x( , )22 باشد. بنابراین مختصات آن به‌صورت 

AB x x x x x( ) ( )= − + − = − + +2 2 2 2 49 2 0 18 81 4

، آن‌گاه  f x x x x( )= + − +4 24 18 81 اگر 

 x xf x
x x x

( ) + −′ =
+ − +

3

4 2
8 9

4 18 81
 

f x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

′ = ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + + − = − + + = ⇒ =

3 3

2 2

0 8 9 0 8 8 1 0

8 1 1 1 1 8 8 9 0 1
بنابرای�ن کمتری�ن مق�دار تابع f به ازای x=1 به‌دس�ت می‌آید. پ�س B نقطۀ 

)  و عرض آن برابر 2 است. , )1 2

0452- گزی2540 پنج�ره  بای�د مس�احت  واق�ع  در  	4
بیشترین مقدار ممکن باشد. پس 

rh r h r r

r r rh r

ôÃd¶ ( )π= ⇒ + + = + + π=

− − π π= = − −

25 2 2 2 2 5
2

5 2 5
2 2 2

 S S

r r r r rS r h r r r r r

S r r r   S r r r r

®ÃõTv¶ ½oÄHjï´Ãº
½o\¹Q SeIv¶

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= +

× ×π π π π= × + = − − × + =− − +

′ ′=− − π+ = ⇒− − π+ = ⇒ =
+π

2 2252 2 2 5
2 2 2 2 2

54 5 0 4 5 0
4

1452- گزی2541 حجم جس�م حاصل اس�توانه‌ای ب�ه ش�عاع 8 و ارتفاع 3  	3
است که استوانه‌ای به شعاع 3 و ارتفاع 3 از آن حذف شده است. بنابراین حجم 

V است. ( ) ( )= × ×π × − × ×π × = π8 8 3 3 3 3 165 جسم حاصل برابر با 

2452- گزی2542 ′BB قطر کوچک بیضی اس�ت و روی  با توجه به اینکه  	1
 b OB= =4 2 محور y قرار دارد، مرکز بیضی روی مبدأ مختصات است. پس 

، در نتیجه  c OF′= =2 و 

ABF

a b c a

BO AFS

( )

( )
′

= + = + = ⇒ =

× +′×= = =

2 2 2 2 24 2 2 36 6

4 2 6 2 16 2
2 2

 . AF OA OF a c′ ′= + = + =6 توجه کنید که 

3452- گزی2543 فرض کنید نقطۀ M مرکز دایرۀ مورد نظر باشد و این دایره در  	2
نقط�ۀ T ب�ر مح�ور x مماس ش�ده باش�د. با توج�ه ب�ه نام‌گذاری‌های روی ش�کل 
، یعنی ش�عاع این  TM OH= =3 . بنابراین  AH=2 ، پس  AB= − =5 1 4

دایره برابر 3 است. 
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، AHM با توجه به قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ . AM=3 بنابراین 

AM AH HM HM HM= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 23 2 5

)  و ش�عاع آن برابر 3 است. پس معادله‌اش  , )5 3 پس مرکز این دایره نقطۀ 

x است. دقت داش�ته باشید که دایره‌ای  y( ) ( )− + − =2 25 3 9 به‌صورت 

x نیز می‌تواند پاسخ این سؤال باشد. y( ) ( )+ + − =2 25 3 9 به معادلۀ 

4452- گزی2544 )  است. پس شیب خطی که  , )−1 4 مرکز این دایره نقطۀ  	4

 . m
( )− − −

= =
−

3 4 1
2 1

) روی آن اس�ت، برابر است با  , )−2 3 ش�عاع نظیر نقطۀ 

چون خط مماس بر دایره در نقطۀ تماس بر ش�عاع عمود اس�ت، پس ش�یب خط 
مماس مورد نظر برابر با m′=−1 است. پس برای نوشتن معادلۀ خط مورد نظر، 

) را می‌نویسیم: , )−2 3 1− و گذرنده از نقطۀ  معادلۀ خطی با شیب 
y x y x ( )+ =− − ⇒ =− −3 1 2 1

5452- گزی2545 راه‌ح��ل اول فرض کنید نقاط A و B محل برخورد خط  	2
ب�ا دایره و O مرکز دایره باش�د. ابتدا توجه کنید که مرک�ز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 
ب�ا  اس�ت  براب�ر  دای�ره  ای�ن  ش�عاع  و  اس�ت   O  ( , )− −1 2

. از ط�رف دیگ�ر طول پاره‌خ�ط OH برابر با  r ( )= + − × − =2 21 2 4 4 4 3
2

فاصلۀ مرکز دایره از خط است. پس 

OH
| ( ) ( ) |× − + × − −

= = =
+2 2

2 1 1 2 1 5 5
52 1

 ، OHA بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

r OH AH AH AH= + ⇒ = + ⇒ =
22 2 2 2 23 5 2

AB است. AH= =2 4 بنابراین طول وتر مورد نظر برابر با 

O

A

B

H

r

r

راه‌ح��ل دوم ابتدا محل‌های برخورد خط و دایره را مش�خص می‌کنیم، س�پس 
فاصلۀ بین این دو نقطه را به‌دست می‌آوریم که برابر با طول وتر مورد نظر است:

x y y x

x y x y x x x x

x x x     x

A x y   

B x y   

AB

( ) ( )

,

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ( ))

+ − = ⇒ = −

+ + + − = ⇒ + − + + − − =

+ −− + = ⇒ = =

+ − −= = + − −

− − += = − − +

= + − −

2 2 2 2

2
1 2

1 1

2 2

2

2 1 0 1 2

2 4 4 0 1 2 2 4 1 2 4 0

10 4 5 10 4 55 10 1 0
10 10

10 4 5 10 8 5 2 5 4 51 1
10 10 5 5

10 4 5 10 8 5 2 5 4 51 1
10 10 5 5

2 5 2 51 1
5 5

( ( ))

( ) ( )

+ − − − − +

−= + =

2

2 2

4 5 4 51 1
5 5

4 5 8 5 4
5 5

6452- گزی2546 x مرکز دایره نقطۀ  y x y+ − + − =2 2 2 4 8 0 در دای�رۀ  	1

در  و   r ( ) ( )= − + − × − =2 21 2 4 4 8 13
2

دای�ره  ش�عاع  و   O  ( , )−1 2

O و ش�عاع دایره  ( , )′ −2 1 x مرک�ز دای�ره نقطۀ  y( ) ( )− + + =2 22 1 9 دای�رۀ 

r′=3 است. پس

OO

r r

r r

r r OO r r

( ) ( ( ))

| |

| |

′= − + − − − =

′+ = +

′− = −

′ ′ ′− < < +

2 21 2 2 1 2

13 3

13 3

بنابراین دو دایره متقاطع‌اند.

7452- گزی2547  O  ( , )−1 1 در ای�ن دای�ره ش�عاع براب�ر 1 و مرک�ز نقطۀ  	2
، دای�ره را در دو نقطه قطع کرده اس�ت باید  kx y− − =2 0 اس�ت. چون خ�ط 

فاصلۀ مرکز دایره از خط کمتر از شعاع دایره باشد، پس

k k
OH

k k

k
k k k

k

k k

| ( ) | | |

( )

( )

− − − − −
= < ⇒ <

+ − +

+
< ⇒ + + < +

+

<− ⇒ <−

2 2 2

2
2 2

2

1 1 2 31 1
1 1

3 1 6 9 1
1

46 8
3

8452- گزی2548 A را پیشامد هم‌رنگ‌بودن هر دو مهره در نظر می‌گیریم.  	3
′A پیشامد غیرهم‌رنگ بودن مهره‌ها است. با توجه به نمودار درختی زیر،  پس 

احتمال هم‌رنگ‌بودن مهره‌ها برابر است با 

P A( )= × + × + × = =3 2 4 3 2 1 20 5
9 8 9 8 9 8 72 18

بنابراین احتمال هم‌رنگ نبودن مهره‌ها برابر است با

P A P A( ) ( )′ = − =131
18

 



فصل دوم: آزمون ها
)286(

9452- گزی2549 راه‌حل اول نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید. 	2
از روی نمودار معلوم می‌شود احتمال موردنظر برابر است با

( )× × + + × × + × × + × × + × ×

= + + + + =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 4 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 2

1 1 1 1 1 3
8 16 16 16 16 8

)دقت کنید که r ،b و w به‌ترتیب نماد سیاه، قرمز و سفید هستند.(
راه‌حل دوم عقربه باید دقیقاً دو بار روی س�یاه و یک بار روی قرمز یا س�فید قرار 

گیرد. بنابراین دو حالت رخ می‌دهد.
حالت اول

 
 
 × × × =
 
 

3

3 2 2 1 12
4 4 42 4

دو بار سیاه و یک بار سفید 

حالت دوم
 
 
 × × × =
 
 

3

3 2 2 1 12
4 4 42 4

دو بار سیاه و یک بار قرمز 

. + = =
3 3 3

12 12 24 3
84 4 4

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

0552- گزی2550 توجه کنید که 	4

C

سالم

مع�وب
20

100

35

100

45

100

99

100

1

100

A

B

سالم

مع�وب

97

100

3

100

سالم

مع�وب

95

100

5

100

اگر X پیشامد معیوب‌بودن محصول انتخاب‌شده باشد، آن‌گاه

P X( )

/

= × + × + ×

= + + = =

20 1 35 3 45 5
100 100 100 100 100 100

20 105 225 350 0 035
10000 10000 10000 10000

1552- گزی2551 −a کمتر نباشد: −2 a باید از  	1
 a a a≥− − ⇒ ≥−2 1 

−a کمتر باشد: +3 2 a باید از 

a a a<− + ⇒ <13 2
2

 

]  مجموعۀ مقادیر ممکن برای a است. , )− 11
2

−a و در نتیجه بازۀ  ≤ <11
2

بنابراین 

2552- گزی2552 تساوی داده را ساده می‌کنیم: 	2

 

a d a d
a d a a d a a d

a a d
a ad d a aa ad d

d dd d d

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ +
= + ⇒ + = + + +

+

+ − = ⇒ + − = ⇒ + − =

2

2 22 2 2
2 2 2

4 5 2 2 4 5 2 2

3 4 43 4 4 0 0 3 4 4 0

، آن‌گاه ak
d

= اگر فرض کنیم 

 k k k k  IÄ   + − = ⇒ = =−2 23 4 4 0 2
3

 

3552- گزی2553 توجه کنید که 	۳

 

+ +

+

= × × = =

= × = =

11 1 12 3 4 19
4 3 62 8 24 24

1 1 6 1 7
4 6 4 24 24 24

5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5
بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

 
−

= = = =

19 19 7 12 124 24 24 24 2
7
24

5 5 5 5 5

5
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4552- گزی2554 توجه کنید که 	۱
 a ab b a b a b( )( )+ − = ⇒ − + =2 26 0 2 3 0

پ�س   . a b=2 نتیج�ه  در  و   a b− =2 0 پ�س   ، a b+ ≠3 0 چ�ون 

 a=0 ، زیرا در غیر این صورت  b≠0 . توجه کنید که  a b b b
a b b b
− − −= =
+ +

4 2 4 2
3 2 3 5

a که تناقض است.( b+ =3 0 و در نتیجه 

5552- گزی2555 5 است، پس
2

طول رأس سهمی برابر  	۱

a a− = ⇒ =−5 5
2 2

)f  مساوی ۴ است. پس )0 مقدار 
 f b b b( )=− ⇒− = ⇒ =−0 4 4

. مجم�وع و حاصل‌ض�رب جواب‌ه�ای معادلۀ  f x x x( )= − +2 5 4 بنابرای�ن 
f به‌ترتیب برابر ۵ و ۴ هستند، پس مجموع جواب‌ها یک واحد بیشتر  x( )=0

از حاصل‌ضرب آن‌هاست.

6552- گزی2556 x و معادله به شکل زیر درمی‌آید x t+ =2 فرض می‌کنیم  	۴
 t t t t t t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ =− =2 5 6 0 6 1 0 1 6

، t=−1 اگر 
 x x x x+ =− ⇒ + + =2 21 1 0

، t=6 این معادله جواب حقیقی ندارد. اگر 
 x x x x+ = ⇒ + − =2 26 6 0

معادلۀ بالا یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد. پس معادلۀ مورد نظر هم 
یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد.

7552- گزی2557 x می‌نویس�یم و  x− = −3 2 معادل�ه را به‌صورت  	۲
طرفین آن را به توان دو می‌رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ = +3 4 4 4 1 2
مجدداً طرفین را به توان دو می‌رسانیم:

 x x x x x= + + ⇒ − + =2 216 1 4 4 4 12 1 0
مجم�وع جواب‌ه�ای معادلۀ بالا مورد نظر اس�ت که برابر ۳ اس�ت )توجه کنید 
که معادله درجۀ دوم فوق دو جواب دارد که در معادلۀ اصلی صدق می‌کنند(.

8552- گزی2558  ABCD متوازی‌الاضالع  مس�احت  ش�کل،  مطاب�ق  	۱
دو برابر مساحت مثلث ADC است،

 ABCD ABDS S x xsin= = × × × =012 2 8 135 4 2
2

بنابراین
 x x= ⇒ =4 2 24 2 6

9552- گزی2559 ابتدا تساوی داده شده را ساده می‌کنیم: 	3

sin( ) sin( )
cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α − π+α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π−α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2

2 3 6

5 5

. tan( ) cotπ−α = α=3 1
2 5

بنابراین 

0652- گزی2560 توجه کنید که 	3

 
x x x x x x
x x

x x x

sin cos sin cos cos sin
cos sin

sin cos tan

+ = ⇒ + = −
−

=− ⇒ =−

2 1 4 8
4

75 7
5

. xx
x

( )
tansin
tan ( )

−
= = =−
+ + −

2 2

72
2 3552

7 371 1
5

بنابراین 

1652- گزی2561 در نقاط�ی نمودار تابع f مح�ور طول‌ها را قطع می‌کند که 	۲
، پس f x( )=0

 k k
x x x k  

( ) ( )
cos ,

+ π + π
= ⇒ = ⇒ = ∈

2 1 2 13 0 3
2 6



) را می‌خواهیم، پس , )π π7
2 2

چون جواب‌های واقع در بازۀ 

 k
x k k

( )+ ππ π π π< < ⇒ < < ⇒ < + < ⇒ < <
2 17 7 3 2 1 21 1 10

2 2 2 6 2
k=9 برای x هش�ت مقدار به‌دس�ت  ، ... و  k=3  ، k=2 بنابرای�ن ب�ه ازای 

می‌آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور طول‌هاست.

2652- گزی2562 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن  x<0 اگر  	۲
، آن‌گاه x>0 صدق می‌کنند. اگر 

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x   

IÄ

.¡.¡.ù

( )

( ) – ( )

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >


 − <− ⇒ + < ⇒ + < ⇒ + < ⇒ <

2 2

2 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0 1

x=0 نیز جواب نامعادله نیست. بنابراین مجموعۀ جواب‌های  واضح اس�ت که
) اس�ت ک�ه می‌توانیم آن را به‌صورت  , ) ( , )−∞ +∞0 3 نامعادله به‌صورت 

. a b+ =3 b=3 و در نتیجه  a=0 و  ] بنویسیم. پس  , ]− 0 3

3652- گزی2563 ابتدا توجه کنید که 	1
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4

بنابراین

 fof f fD x D f x D x x x x{ | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − + ≤20 4 0 4 3 4
از طرف دیگر

 
x x x x x x

x x
x

x x
( )

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≥

 − ≥ ≥ + − ≥ ⇒ ⇒ 
− ≤− ≤ −  

2 2 2

2

3 4 1 4 1 4 4 3

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3
بنابراین

 fofD x x x xIÄ{ | , }

[ , ] [ , ]

= ≤ ≤ ≥ + ≤ −

= − +

0 4 2 3 2 3

0 2 3 2 3 4

. ab= − =4 3 1 =b و  +2 3  ، a= −2 3 پس 

4652- گزی2564 ، هر یک از بخش‌های تابع یک‌به‌یک هستند.  m≠0 اگر  	3
، نمودار بخش دوم خطی با ش�یب منفی می‌ش�ود که در این صورت  m<0 اگر 

یک‌به‌یک بودن تابع نقض می‌شود. زیرا شکل کلی آن به‌صورت زیر می‌شود:
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، نمودار تابع شبیه شکل زیر می‌شود. برای اینکه تابع یک‌به‌یک باشد،  m>0 اگر 
کافی است عرض نقطۀ توخالی بیشتر یا مساوی عرض نقطۀ توپر باشد. در نتیجه

 m m m+ ≤ + ⇒ ≥27 3 3 12

5652- گزی2565 ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را پیدا می‌کنیم 	4

 

y x x

x y x y

x y x y y y

,

( )

( ) | | ( )

= − − − ≤ ≤

− = − ⇒ − = −

= − − ⇒ = − − = −

2

2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 0

4 2 4 2

4 2 4 2 4

x و در نتیجه   y y=− − 24 ، پس  x− ≤ ≤2 0 چون 

 f x x x( )− =− −1 24
. a b+ =−1 b=0 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

6652- گزی2566 y را یک واحد به س�مت راست  f x( )=4 2 اگر نمودار تابع  	۳
y f x f x( ( )) ( )= − = −4 2 1 4 2 2 منتقل کنیم، نمودار تابع مقابل به‌دست می‌آید:�

 y f x( )= − +4 2 2 2 اگر این نمودار را دو واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
به‌دس�ت می‌آی�د. اگ�ر ط�ول نقاط ای�ن نم�ودار را نص�ف کنی�م، نم�ودار تابع 
y رس�م می‌ش�ود و اگر عرض نقاط ای�ن نمودار را نصف  f x( ( ) )= − +4 2 2 2 2
y رس�م می‌شود. بنابراین ضابطۀ  f x( ( ) )= − +1 4 4 2 2

2
کنیم، نمودار تابع بازۀ 

y است. f x( )= − +2 4 2 1 تابعی که نمودار آن رسم شده است به‌صورت 

7652- گزی2567 شرایط زیر باید برقرار باشند: 	4
x x

x x

x x
/ / /log ( ) log ( ) log /

/ /

− > ⇒ >

− ≥ ⇒ − ≥

− ≤ ⇒ ≤
0 5 0 5 0 5

3 0 3

3 1 3 0 5

3 0 5 3 5
b و در نتیجه /=3 5 a=3 و ) است. پس , / ]3 3 5 بنابراین دامنۀ تابع بازۀ 

b a− =1
2

8652- گزی2568 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	۳
 x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )− + − = − + − = − +3 2 2 21 1 1 1 1

اکنون اگر صورت و مخرج کس�ر داده ش�ده را در م�زدوج مخرج ضرب کنیم، 
معلوم می‌شود که حد مورد نظر برابر است با

 

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x x x
x x

x x x
x

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

( )( )

( )( ) ( )
lim

→

→

→

→

− + + +

− + + +

− + + +
=

− −

− + + +
=

− +

+ + + +
= = =

+

2 2

2 21

2 2

2 21

2 2

1

2 2

1

1 1 2 3 1

2 3 1 2 3 1

1 1 2 3 1
4 3 1

1 1 2 3 1
1 1

1 2 3 1 2 2 2 4
1 2

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:

 
x x

x x x x x
xx x
x

lim lim
→ →

− + − − += = =
− + − −

+

3 2 2

21 1
2

1 3 2 1 2 4
6 32 3 1 2 2

22 3 1

9652- گزی2569 نتیج�ه  در  و   xcos −→0 آن‌گاه   ، x ( )+π→
2

اگ�ر  	۴
. پس باید مقدار عبارت زیر را به‌دست آوریم:  x[cos ]=−1

x x x( )

lim
sin sin+π→

−
− 2

2

1

حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و مقدار عب�ارت مخرج مثبت اس�ت، زیرا در یک 

>xsin برقرار است. بنابراین <0 1 ، نابرابری  π
2

همسایگی راست 

x
x x x x

x x( )

sin sin sin ( sin ) lim
sin sin+π→

−− = − ⇒ =−∞
−

2
2

2

11

0752- گزی2570 f و a( )=2 ابتدا توجه کنید که  	۴

 x x x

x x

f x x x x

f x x

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= − = − =

= + =
2 2 2

2 2

3 3 1 5

2 4

پس به ازای هیچ مقدار a حد چپ و حد راس�ت تابع نمی‌توانند با مقدار تابع در 
x=2 برابر باشند. نقطۀ 

1752- گزی2571 توجه کنید که 	۳

 
x x

x xf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

+ + − + +
+ +′ =

+ + 2

1 16 1 1 2
2 1 2 6

6 1

. f
( ) ( )

( )
( )

+ − +
× ×′ = =

+ 2

1 13 1 2 2
12 2 2 33

483 1
در نتیجه 

2752- گزی2572 شرط لازم برای مشتق‌پذیری تابع در یک نقطه پیوستگی  	۴
آن است:

 x x x x
f x f x a x bx x

a b b a

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − + −→ → → →

= ⇒ − = +

− = + ⇒ =−

2

1 1 1 1
1

1 1
 

همچنین باید مشتق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ x=1 با هم برابر باشند:

 
x x

b a

a x
f x x

bx x

af f x f f x b

a ab a a

      

( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )
+ −+ −

→ →

=−

− >′ =
 + <

′ ′ ′ ′= =− = = +

+ =− →− + =− ⇒ =

1 1

1
2

2 1 1

1 1 2 1
2

22 1 2 1
2 2 3

3752- گزی2573  
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

با توج�ه به تعریف مش�تق، از  	3

. از طرف دیگر، f( )=2 9 f و  ( )′ =32
2

نتیجه می‌شود 

 xf x
g x f x

f x

( )
( ) ( )

( )

′
′ = +

2
بنابراین

f
g f

f

( )
( ) ( ) /

( )

′
′ = + = + =

2 2 32 2 3 3 5
62 2
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4752- گزی2574 ابتدا مشتق تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	2

 x x x x x
f x

x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

3 4 3

3 2 3 2
2 4 3 8

4 4
f به‌صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − − + −

3 4 0 2

0 0

] صعودی است و حداکثر مقدار a برابر ۲ است. , ]0 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

5752- گزی2575 تعداد راه‌های انتخاب س�ه نقطه از ده نقطۀ مشخص شده  	4

 است. از این سه‌تایی‌ها، با آن‌هایی که روی یک خط راست هستند، 
 
 
 
 

10

3
برابر با 

نمی‌توان مثلث رسم کرد. بنابراین تعداد مثلث‌های مورد نظر برابر است با

     
     − − = − − =
     
     

10 5 6
120 10 20 90

3 3 3
 

6752- گزی2576 ابتدا توجه کنید که  	1

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =1 3 1 1
7 7 2 14

   

از طرف دیگر، 

 
P B P A B P A B P A B

P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + ⇒ = +

′ = − =

3 1
7 14

3 1 5
7 14 14

  



 

7752- گزی2577  . FF′=16 فاصلۀ کانونی بیضی مورد نظر برابر است با  	1
. از طرف دیگر، طول قطر بزرگ بیضی برابر اس�ت  c=8 ، یعنی  c=2 16 پس 

، اکنون توجه کنید که  a=10 ، یعنی  a=2 20 با 2a. پس 

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6  
. b=2 12 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 

8752- گزی2578 ابتدا توج�ه کنید که چون طول ضلع‌ه�ای لوزی برابرند،  	2
. از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  AB AD DC= = =10 پس 

 ،AED قائم‌الزاویۀ

 AD DE AE AE AE= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 210 6 8  
EFD )زز(  AFB و   . در این صورت، از تش�ابه مثلث‌های  EF x= فرض کنید 

نتیجه می‌شود

 AB AF x x x x x
ED EF x

−= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =10 8 10 48 6 16 48 3
6

 

ت
ن

9752- گزی2579 بنابر تعمیم قضیۀ تالس،  	1

 
EX AXEX BM
BM AM
AX XYXY MN
AM MN

( )

( )

⇒ =

⇒ =

1

2





 

از تساوی‌های )1( و )2( نتیجه می‌شود

 BM XYEX XY XY XY
BM MN XY

== → = ⇒ =4 6
9

 

، بنابر  XF MC . اکنون چون  AX
AM

= =6 2
9 3

بنابراین تس�اوی )2( می‌ش�ود 

،AMC تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AX XF NC
AM MC NC

= ⇒ = ⇒ =
+

2 8 3
3 9

 

0852- گزی2580 طبق فرض 	3

 
a a a a a a

a a

+ + + + + + + + += ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ =

3 0 4 6 3 16 44 4 16 4 36
9 9

4 20 5
,      اس�ت. چون  , , , , , , ,0 3 3 4 5 5 5 5 6 در نتیج�ه مرت�ب ش�دۀ داده‌ها به‌صورت 

تعداد داده‌ها برابر ۹ است، پس میانه برابر دادۀ پنجم یعنی برابر ۵ است.

1852- گزی2581  . X X( )′ ′= U و  { , , , }= 1 2 8 ابتدا توجه کنید که  	3
بنابراین 

 
A B A B

A B A B

(( ) ) { , }

(( ) ) { , , , , , }

′ ′= =

′ ′= =

3 8

1 2 3 4 5 8

 

 

 

، پ�س نم�ودار وِن زی�ر به‌دس�ت می‌آی�د. بنابرای�ن  B A { , }− = 2 5 و چ�ون 
A و مجموع اعضای A برابر 16 است. { , , , }= 1 3 4 8

  
2852- گزی2582 a است، پس b−2 a و  b− a واسطۀ هندسی  b+ چون  	1

 
a b a b a b a ab b a b ab

a ab a a b

( ) ( )( )

( )

+ = − − ⇒ + + = + −

− = ⇒ − =

2 2 2 2 2

2

2 2 2 3

5 0 5 0

. a b b br
a b b b
+ += = =
− −

5 3
5 2

a و  b=5 ، در نتیجه  a b− =5 0 ، پس  a≠0 چون 

.
a a r

r
a a

( )= = = =
3

4 1 3 3

1 1

3 27
2 8

بنابراین 

3852- گزی2583 اعداد را با توان‌های گویا می‌نویسیم: 	4

 

( )

( )

( ) ( )

= = × = ×

= = × = ×

= × = × × = ×

1 1 1 11
6 26 6 6 63

1 1 1 3 1
4 34 4 4 4 4

1 1 1 1 1 5 1
3 4 4 3 4 4 3 12 12

12 12 2 3 2 3

54 54 3 2 3 2

2 6 2 6 2 2 3 2 3
بنابراین

 
( )( ) + ++ +

× × = × × × × ×

= × = × =

11 3 1 5 1
36 4 4 63 4 4 12 12

1 3 11 1 5
6 4 123 4 12

12 54 2 6 2 3 3 2 2 3

2 3 2 3 6
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4852- گزی2584 ، همچنین، a c a b b c( ) ( )− = − + − =8 توجه کنید که  	2

 
ac b a c b b b a c acab ac bc b

a c a c a c
b a b c

a c

( ) ( ( ) )

( )( ) ( )( )

− + + − − − + +− + − = =
− − −

− − − − −
= = =

−

2 22

4 4 2
8

5852- گزی2585 . بنابراین x x m= +1 2 2 x و 1 x+ =1 2 3 توجه کنید که  	3

 
x x x

x x x

+ = =  ⇒ 
− = =  

1 2 1

1 2 2

3 1

3 1 2
در نتیجه

 x x m m= ⇒ + = ⇒ =1 2
12 2 1 2
2

6852- گزی2586 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم 	۳

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )− − − − = ⇒ − + − + =2 21 5 2 4 40 6 5 6 8 40

 t t( )+ =3 40 t و معادل�ه به‌صورت  x x= − +2 6 5 اکن�ون فرض می‌کنی�م 
درمی‌آید. بنابراین

 t t t t t t( )( ) ,+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 3 40 0 8 5 0 8 5
، آن‌گاه t=5 اگر 

 x x x x x x  ,− + = ⇒ − = ⇒ = =2 26 5 5 6 0 0 6
، آن‌گاه t=−8 اگر 

 x x x x

jnHkº JH¼] ¾²jI÷¶

− + =− ⇒ − + =

∆< ⇒

2 26 5 8 6 13 0

0
بنابراین مجموع جواب‌های معادله برابر ۶ است.

7852- گزی2587 نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم 	۱

 

x xx x
x x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +−< ⇒ + − < ⇒ <
+ + +

− +− + + < ⇒ >
+ +

2

9 5 31 5 9 5 0 0
3 9 3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب‌ه�ای نامعادله به‌صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − − +∞

− +
− + − +

+

4 3 6

6 4 0 0
3

. ab=−24 b=6 و   ، a=−4 پس 

8852- گزی2588 معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	۳

 

x x xx x

x x x

x x x

x x x x

sin cos sin cos sin

sin (sin cos )

sin ,

sin cos

+ − = ⇒ + =

+ =

 = ⇒ = = π
 π π =− ⇒ = ⇒ =


21 0 2 2 0
2 2 2

2 0
2 2 2

0 0 2
2

3 3
2 2 2 4 2

9852- گزی2589 توجه کنید که 	1
x  x  

x  
x   x  x  
»

IÄ

| |

[ , ] [ , ]

| |

− ≤ ≤ ⇒ ≤
∈ − − ⇒
 ≤− ≥ ⇒ ≥

4 4 4
4 1 1 4

1 1 1


 .  x  | |≤ ≤1 4 پس 

ت
ن

0952- گزی2590  b
a

−
2

y برابر  ax bx ab= + +2 ط�ول رأس س�همی  	1

 b b a
a

− = ⇒ =−1 2
2

است. پس�

 است. پس
a

−∆
4

عرض رأس این سهمی برابر 

b a b
a a

( )−∆ −=− ⇒ = ∗
2 242 2

4 4
a−2 نتیجه می‌شود ) به جای b قرار دهیم  )∗ اگر در تساوی 

a a a a a a
a

a      b

a      b

 (.¡.¡.ù),

,

+ = ⇒ + = ⇒ + − =

 − + −= =


− − + = =

2 3 2 24 8 2 2 2 2 2 0
4

1 17 1 17
4 2

1 17 1 17
4 2

,  محور عرض‌ها را قطع می‌کند و عرض این نقطه  ab)(0 این س�همی در نقطۀ 

. ab
( )− + += =−

21 17 9 17
8 4

برابر است با 

1952- گزی2591  ، gD { }= − −2 fD و  { }= − 1 توجه کنی�د که  	2
بنابراین

 fog g f
xD x x D g x D x x
x

{ | , ( ) } { | , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠
+

2 32 1
2

 x x x x
x
− ≠ ⇒ − ≠ + ⇒ ≠
+

2 3 1 2 3 2 5
2

از طرف دیگر�

5 در  2− و  . بنابراین  fogD x x x{ | , } { , }= ≠− ≠ = − −2 5 2 5 پ�س 
دامنۀ تابع fog قرار ندارند که مجموع آن‌ها برابر ۳ است.

2952- گزی2592 ) برخورد می‌کنند، پس , )1 2 چون این دو نمودار در نقطۀ  	3

 

f f a b a b

f f f

a b a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ =

+ = ⇒ + =

3

1

3

1 2 1 2 2 8

1 2 2 1 2 1

2 1 2 1
در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

8
7 15

2 1
 . a b+ =−3 6 بنابراین 

3952- گزی2593 راه‌حل اول اگر نمودار تابع f را نسبت به محور عرض‌ها  	۲
y به‌دس�ت می‌آید. اگر عرض نقاط نمودار  f x( )= − قرینه کنیم، نمودار تابع 
y به‌دس�ت می‌آید.  f x( )= −2 به‌دس�ت آم�ده را دو برابر کنیم، نم�ودار تابع 
 y f x( )= + −1 2 نم�ودار اخیر را یک واحد به بالا منتقل می‌کنیم تا نمودار تابع 

به‌دست آید که به‌صورت شکل )۲( خواهد بود.

 y f x( )= −2   y f x( )= −  

  y f x( )= + −1 2  
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. اگر شکل )۲( مربوط به  f f( ) ( )− = =−1 2 1 راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که 
. از طرف دیگر، g g( ) ( )− = =−2 1 1 تابع g باشد، آن‌گاه 

 
g x f x g f

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + − ⇒ − = + = − =−

= + − = − =−

1 2 2 1 2 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1
g است. x f x( ) ( )= + −1 2 بنابراین شکل )۲( متعلق به تابع 

4952- گزی2594 ) است.  , )−∞ 3 با توجه به شکل، دامنۀ تابع به‌صورت  	۲

b است 
a

( , )−∞ − از طرف دیگر، با توجه به ضابطۀ تابع، دامنۀ تابع به‌صورت 
. بنابراین a<0 که در آن 

 b b a
a

− = ⇒ =−3 3

. اکن�ون توج�ه کنید که نم�ودار تابع f از  f x ax a( ) log ( )= −1
2

3 در نتیج�ه 

) گذشته است. بنابراین , )3 0
2

نقطۀ 

 f a a a( ) log ( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − =1 1
2 2

3 3 30 3 0 0
2 2 2

. بنابراین  b=2 ، پس  a=− 2
3

، یعنی  a− =3 1
2

در نتیجه 

 f x x( ) log ( )= − +1
2

2 2
3

، آن‌گاه f m( )− − =1 2 در نتیجه اگر 

 
f m m

m m m

( ) log ( )

( )−

=− ⇒ − + =−

=− + ⇒ =− + ⇒ =−

1
2

2

22 2 2
3

1 2 22 4 2 3
2 3 3

. f ( )− − =−1 2 3 بنابراین 

5952- گزی2595 alog نتیجه می‌شود =8 از تساوی  	۳

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =
3
2 3 22 2 2

2 3
بنابراین

 
a a

log log log log

(log log ) ( )

= = =

= − = − = −

3 10125 5 3 5 3
2

23 10 2 3 1 3 2
3

6952- گزی2596 چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود دارد، پس  	2

0 در بیاید. در نتیجه
0 حد صورت هم باید صفر باشد تا حد مورد نظر به‌صورت 

 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = ⇒ − + = ⇒ = −2
1

0 1 0 1

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم

 
x x x

x x ax ax a x a a
x x xx x

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− − +− + − − += = = −
− − −− +

2

21 1 1

1 11 1 2
1 2 1 2 12 3 1

بنابراین
 a a a− = − ⇒ =2 4 3

. a b+ =5 b=2 و در نتیجه  پس 

7952- گزی2597 x3 وجود  اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ شامل  	۳
∞+ اس�ت. بنابراین باید  ∞− ی�ا  داش�ته باش�د، مق�دار حد مورد نظ�ر برابر 
، پس  a+ =1 0 x3 در ص�ورت کس�ر داده ش�ده صفر باش�د، یعن�ی  ضری�ب 

. در این صورت حد مورد نظر برابر است با a=−1

 
x

x x
bb x

lim
( )→−∞

− + −=
++ −

2

2
2 2

11 4

. a b+ =−3 . به این ترتیب  b=−2 ، یعنی 
b
− =
+
2 2
1

بنابراین 

8952- گزی2598 با توجه به رابطۀ 	2

 
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





] فقط در  , ]−4 4 g اس�ت ک�ه روی ب�ازۀ  x( تاب�ع g هم�ان تاب�ع ثابت 1−=(
4− و ۴ ناپیوسته است. نقطه‌های 

9952- گزی2599 ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ x=1 همان  	۳
f است. پس، ( )′ 1

 f x x mx f m m( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =−3 34 2 1 1 4 2 1 2
2
260026 x=3 پیوسته است و 0- گزی0 تابع در نقطۀ  	2

 

x x

x
f x x

x

f f
x

      

( )

( ) lim , ( ) lim
+ −+ −

→ →

 >′ = +
 <

′ ′= = = =
+3 3

1 3
2 1
1 3

1 13 3 1 1
42 1

بنابراین

h h h

f h f h f h f f h f
h h h

f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )

+ + +→ → →

+ −

+ − − + − − −
= +

−

′ ′= + = + =

0 0 0

3 3 3 3 3 3

1 53 3 1
4 4

توجه کنید که می‌توانیم از قاعدۀ هوپیتال نیز استفاده کنیم:

 h h

f h f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

+ +→ →

+ −

′ ′+ − − + + −
=

′ ′= + = + =

0 0

3 3 3 3
1

1 53 3 1
4 4

260126 f و 1- گزی0 x x x x( )= =
1 7

3 2 2 ابتدا توجه کنید که  	2

 f x x f x x x x( ) ( )′ ′′= ⇒ = =
5 3
2 27 35 35

2 4 4
بنابراین

f ( )′′ = × × =354 4 2 70
4

 

260226 . برای اینکه تابع 2- گزی0 y x x k′= + +2 2 ابتدا توجه کنید که  	۱
اکیداً صعودی باشد باید مشتق آن به ازای هر x نامنفی باشد: 

x x k+ + ≥2 2 0
بنابراین

 k k∆= − ≤ ⇒ ≥4 4 0 1
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260326 1− و ۵ برابر صفر اس�ت، 3- گزی0 f در نقطه‌های  ′ مق�دار تابع  	1
 x در نقطه‌های به طول 1− و ۵ موازی محور f پ�س خط مم�اس بر نمودار تابع
f منفی اس�ت، پس  ′ ) علامت  , )+∞5 ) و  , )−∞ −1 اس�ت. روی بازه‌های 

 f ′ ) علامت  , )−1 5 f روی ای�ن بازه‌ها اکیداً نزولی اس�ت. روی ب�ازۀ  تاب�ع 

f روی این بازه اکیداً صعودی است. توجه کنید که فقط  مثبت است، پس تابع 
نمودار گزینۀ )۱( این ویژگی‌ها را دارد.

260426 اگر دایره‌ها بر هم مماس درونی باشند، طول خط‌المرکزین 4- گزی0 	3
)k و  , )2 آن‌ها برابر با اختلاف شعاع‌های دایره‌هاست. مرکز دایره‌ها، نقطه‌های 

) و شعاع‌های آن‌ها 9 و 2 است. , )− −1 3
بنابراین

 k k¸Äq¨oµ²Hïôi Ï¼ö ( ) ( ) ( )= + + + = + +2 2 21 2 3 1 25  
در نتیجه

 
k k

k k

( ) ( )

( )

+ + = − = ⇒ + + =

+ = ⇒ =± −

2 2

2

1 25 9 2 7 1 25 49

1 24 24 1
 

2− است. بنابراین مجموع مقادیر k برابر 

260526 چون کانون‌های بیضی روی محور x و دو سر قطر کوچک 5- گزی0 	1
بیضی روی محور y هس�تند، پس مبدأ مختصات مرکز بیضی اس�ت )شکل رسم 
a در  BF ( ) ( )= = + + − =2 20 4 3 0 5 ش�ده را ببینی�د(. از ط�رف دیگ�ر، 
) و ش�عاع آن برابر 5 اس�ت، پس  , )0 0 نتیج�ه، مرک�ز دای�رۀ م�ورد نظ�ر نقط�ۀ 

x است. y+ =2 2 25 معادله‌اش 

260626 ف�رض کنید تعداد مهره‌ه�ای آبی برابر n باش�د. در این 6- گزی0 	4
صورت تعداد مهره‌های قرمز برابر 2n است. اکنون توجه کنید که بنابر فرض،

 

n n

n n
n n n

n n n n
n

( )

( )

( )

   
   
   
    = ⇒ =

− 
 
 
 

= ⇒ = − ⇒ =
−

2

1 1 27 7
3 15 3 3 1 15

22

4 7 20 21 7 7
3 3 1 15

 

260726 فرض کنید A پیش�امد این باش�د که ش�خص س�رطان 7- گزی0 	4
داش�ته باش�د، B پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باش�د و شخص 
س�رطان داش�ته باشد و C پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باشد و 
شخص سرطان نداشته باشد. اگر جواب آزمایش مثبت باشد، یا شخص سرطان 
A اس�ت.  B A C( ) ( )′

   دارد ی�ا ن�دارد. بنابرای�ن پیش�امد م�ورد نظر 
احتم�ال  بنابرای�ن  ناس�ازگارند.   A C′

 و   A B پیش�امدهای   همچنی�ن 
 B و A همچنین، پیشامدهای . P A B P A C( ) ( )′+  مورد نظر برابر است با 

′A و C، مستقل‌اند. بنابراین  و نیز A و C، و در نتیجه 

 
P A B P A C P A P B P A P C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / ( / )( / ) /

′ ′+ = +

= × + − =0 02 0 95 1 0 02 0 03 0 0484

 

 

260826 ، بناب�ر قضی�ۀ خط�وط م�وازی و م�ورب، 8- گزی0 EF AC چ�ون  	2
. بنابراین مثلث‌های AKC و FEK متشابه‌اند )زز(. در نتیجه  C Eˆ ˆ=1 A و 1 Fˆ ˆ=1 1

 AC KC
FE KE

( )= 1  

 ،BAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، DE AC همچنین، چون 

 DE BE
AC BC

( )= 2  

اگر تساوی‌های )1( و )2( را در هم ضرب کنیم به‌دست می‌آید

 AC DE DE
FE AC FE

× = × ⇒ =4 5 5
3 12 9

 

260926 ، پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه مثلث‌های 9- گزی0 EF BC چون  	2
AEF و ABC متشابه‌اند. در نتیجه

AEF

ABC

S AE
S AB AB AB

( ) ( )= = =2 2
2

1 1

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به‌دست می‌آید

AEF

BEFC

S
S AB

( )=
−2

1 1
1

. بنابرای�ن از تس�اوی )۱( نتیج�ه می‌ش�ود  AEF BEFCS S= ام�ا طب�ق ف�رض، 

. AB= 2 AB و در نتیجه  =2 2 ، یعنی  AB − =2 1 ، پس 1
AB

=
−2

1 1
1

0162- گزی2610 ابتدا میانگین داده‌های جدید را به‌دست می‌آوریم 	3

 y y× + + += ⇒ =
+

18 25 20 27 28 25
18 3

 

برای محاسبۀ واریانس از فرمول زیر کمک می‌گیریم:

 
n n

n

x x x x x x
x

n
x x x

( )
+ + + + + +

σ = − ⇒ = −

+ + + = × =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

9 625
18

18 634 11412

 



 

بنابرای�ن مجموع مربعات داده‌های قبلی برابر 11412 اس�ت. مجموع مربعات 
داده‌های جدید برابر است با

 A= + + + =2 2 211412 20 27 28 13325  

 . A
]kÄk

( ) /σ = − = −2 2 1332525 625 9 52
21 21

 در نتیجه 

1162- گزی2611 ابتدا توجه کنید که  	4
 n A n A n U n B n B n U( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′+ = = + = =56 56  

اگر این تساوی‌ها را با هم جمع کنیم به‌دست می‌آید:

 
n A n B n A n B

n A n B n A n B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′+ + + =

′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + =

112

62 112 50
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = − =50 44 6  بنابراین 
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2162- گزی2612 a جمله‌های متوالی دنباله‌ای حس�ابی باش�ند،  b c, , اگر  	۴
c جملات  b a, , c هم جمالت متوالی دنبالۀ حس�ابی‌اند و چون  b a, , آن�گاه 

. بنابراین a b c= = متوالی دنباله‌ای هندسی هم هستند، پس 

 b
a b c b b b
+ + = ⇒ + + = ⇒ =1 1 1 1 1 1 1 1 36

12 12
3162- گزی2613 ابتدا مخرج کسرها را با استفاده از اتحادهای چاق و لاغر  	۲

گویا می‌کنیم:

 
( )( )

( ) ( )

( )( )

− −= = = −
−+ + − + +

+ +
= = = +

+− + + − +

3 3 3
3 3 3 3 3

3 3
3

3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

3 2 1 3 2 13 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

 . A= − + + =3 3 32 1 2 1 2 2 بنابراین 

4162- گزی2614 توجه کنید که 	1

 
a a b b a b a b

a b a ab b a b a b a ab b

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

− − − = ⇒ − − − =

− + + − − = ⇒ − + + − =

3 3 3 3

2 2 2 2

0 0

0 1 0

. a ab b+ + =2 2 1 ، پس  a b− ≠0 و چون 

5162- گزی2615 β جواب‌های معادلۀ زیر باشند،  α و  اگر  	3

x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0
آن‌گاه

 m n,α+β= − αβ= +2 3 2 2

x باشند، آن‌گاه nx m− + + =2 1 0 x2 جواب‌های معادلۀ  x1 و  همچنین اگر 

 x x n x x m,+ = = +1 2 1 2 1

=xβ نتیجه می‌شود  +2 1 =xα و  +1 1 با توجه به 

 
x x

x x x x x x( )( )

α+β= + +

αβ= + + = + + +
1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 1 1
بنابراین

 
m n m n

n m n m n

− = + − =  ⇒ 
+ = + + + =  

2 3 2 2 5

2 2 1 1

پس
 m m m n,− = ⇒ = =2 5 5 5

 . m n+ =10 بنابراین 

6162- گزی2616 t≥0 و   ، x t=± ، آن‌گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م  	۱
معادله به شکل زیر درمی‌آید

 t mt m ( )*+ + − =2 22 1 0
در این معادله

 m m( )∆= − − = >2 24 4 1 4 0
) به ازای هر مقدار m دو جواب دارد. اگر هر دو جواب این  )* بنابراین معادلۀ 
 معادل�ه منف�ی باش�ند، آن‌گاه معادلۀ اولیه ج�واب نخواهد داش�ت. بنابراین اگر 

) باشند، باید )* t2 جواب‌های معادلۀ  t1 و 

 
t t m m

t t m m mIÄ

+ < ⇒− < ⇒ >

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 1 0 1 1

، آن‌گاه معادلۀ اولیه جواب ندارد. m>1 بنابراین اگر

7162- گزی2617 ، آن‌گاه علامت دو  x<− 1
2

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه اگ�ر  	4

 ، x≥− 1
2

طرف تس�اوی یکس�ان نیس�ت و معادله جواب ندارد. پس با شرط 
طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم:

x x x x x+ = + + ⇒ + − =2 23 2 4 4 1 4 1 0
پس

 x x      ,− + − −= =1 2
1 17 1 17

8 8
 

− اس�ت.  +1 17
8

− و تنها جواب معادله  − <−1 17 1
8 2

واضح اس�ت ک�ه 

 . a b+ =0 b=1 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

8162- گزی2618 توجه کنید که 	۳

x x x x x xcos cos cos ( cos ) sin cos− = − = =2 4 2 2 2 2 11
8

بنابراین

x x x xx x
x x x x

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

++ = + =
2 2 4 42 2
2 2 2 2

 

صورت کسر بالا را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم:

 
x x x x x x

x x x x x x

sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos sin cos

+ + −

= + − = −

4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1

2 2

2 1 2


در نتیجه

x x x x
x x x x

sin cos sin cos

sin cos sin cos

−
+ −= = =

4 4 2 2

2 2 2 2

21
1 2 8 6

1
8

 

9162- گزی2619   ( , )π0
2

xcos در بازۀ  + =3 4 1 بای�د ببینیم معادل�ۀ 1 	2

xcos چند بار در این بازه اتفاق می‌افتد. =4 0 چند جواب دارد. یعنی 

 

x k k

x k k x

k x k x

      

 ¡.¡.ù

( ) ,

( )

, ( )

π= + ∈

π π= + ⇒ = ⇒ =

π π π= ⇒ = = ⇒ = >

4 2 1
2

2 1 0
8 8
3 51 2
8 8 2



 

)  قطع می‌کند. , )π0
2

y=1 نمودار تابع f را در بازۀ  پس دو بار خط 

0262- گزی2620 بنابرای�ن   . a| |≤1 آن‌گاه   ، a− ≤ ≤1 1 اگ�ر  می‌دانی�م  	۴

x می‌نویسیم. بنابراین
x

| |− ≤
−

2 1
3

نامعادله را به‌صورت 

 

x
x x x

x

x x x x x x x

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≤2 2 2 2

2 1 2 3 3
3

52 3 4 4 6 9
2

 ، a=5 ) مجموع�ۀ جواب‌ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , ]−∞ 5
2

بنابرای�ن 

. a b+ =7 . پس  b=2
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1262- گزی2621 ابتدا توجه کنید که  	۲

پ�س   .
x x x

f x
x x x

( )
 − ≥=
− + ≤

2

2

2 2

2 2

نم�ودار تابع‌ه�ای f و g به‌ص�ورت مقابل 
اس�ت. کمترین ط�ول نقطه‌ه�ای برخورد 
پ�س   ، a<1 چ�ون  اس�ت.   a براب�ر 
 . g x x( )=− +1 و f x x x( )=− +2 2
معادل�ۀ  ح�ل  از   a مق�دار 

x به‌دست می‌آید: x x− + =− +2 2 1

 x x x x.¡.¡.ù( ),+ −− + = ⇒ = =2 3 5 3 53 1 0
2 2

2262- گزی2622 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن‌گاه  	3
. اکنون توجه کنید که f x x( ) [ ]= − +2 3 . بنابراین  x k x k[ ] [ ]+ = +

x

x

xf x

x

x

( )

=

− + < ≤

− + < ≤=

− + < ≤


− + < ≤



3 0

11 3 0
2

12 3 1
2

33 3 1
2

34 3 2
2

fR و برد تابع f پنج عضو دارد.    { , , , , }= −3 2 1 0 1 بنابراین 

3262- گزی2623 مراحل رسم نمودار به‌صورت زیر است. 	1

 y x= +1   y x=  

 y x= − +1 1  y x=− +1  

 y x| |= − +1 1  

4262- گزی2624 x را پیدا کنیم: xg x( ) +=2
2

، باید وارون تابع  x<0 اگر 	۳

 x xg x g x x( ) ( ) ,−= ⇒ = <13 2 0
2 3

x را پیدا کنیم: xh x( ) −=2
2

، باید وارون تابع  x≥0 اگر 

 xh x h x x x( ) ( ) ,−= ⇒ = ≥1 2 0
2

 اس�ت. که 
x x

f x
x x

( )−
 <=
 ≥

1
2 0
3

2 0
بنابرای�ن تاب�ع وارون تابع f به‌صورت 

. a b+ =7 b=3 و   ، a=4 x است. بنابراین  x
f x

| |
( )− +

=1 4 2
3

همان 

5262- گزی2625  g و f ب�ه نم�ودار این تواب�ع توجه کنی�د. نقاط مش�ترک 	4

2 است. ) هستند که فاصلۀ آن‌ها برابر  , )0 1 ) و  , )−1 0 به‌صورت 

6262- گزی2626 معادلۀ داده شده را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	۴

x xxy xy
y y
x xxy xy
y y

xx y x y y x
y x

log ( ) log log ( ) log

log ( ) log log ( ) log ( )

log (( )( ) ) −

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 3 2 22 2

3 2
2 2 2 2

3 3 2 5 5
2 5

1 10 0
2 3

3 2 0 0

10 1

 . x x xy x xlog log log−= =− =−5 5 5 بنابراین 

7262- گزی2627  و ح�د م�ورد نظ�ر 
x

f xlim ( )
→−∞

توج�ه کنی�د ک�ه 1= 	۳

0 است. اکنون توجه کنید که
0 به‌صورت 

 x x

x

f x f x f x
f x f xf x f x
f x
f x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( ( ) )( ( ) )( ) ( )

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→−∞

− − +
=

− −− +

+ += = =
− −

2

2
1 1 1

1 2 12 3 1
1 1 1 2

2 1 2 1

8262- گزی2628 ابتدا توجه کنید که 	۳

 x xx x
x xx x x x x x

( )( )

( )( )( )( )

− +− += =
− −− + − − − +

2

3 2 2
1 11 1

1 24 5 2 1 3 2

.
x x

x x
x xx x x

lim lim
( )( )− −→ →

− += =+∞
− −− + −

2

3 21 1

1 1
1 24 5 2

پس 

9262- گزی2629 x=6 پیوسته باشد، پس تابع f باید در نقطۀ  	2

 x x
f x f f x

a a a

lim ( ) ( ) lim ( )

cos sin

+ −→ →
= =

π π+ = ⇒ + = ⇒ =−

6 6
2

6

3 1 1
6 6 4 2 4

0362- گزی2630  . −1 ابت�دا توجه کنید که ش�یب خ�ط d برابر اس�ت با  	2
x=2 برابر 1− اس�ت.  بنابرای�ن ش�یب خط مماس ب�ر نمودار تابع f در نقطۀ 

. بنابراین f ( )′ =−2 1 یعنی 

 g x f x g x f x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =

′ ′= = × × − =−

2 2

2 2 2 2 2 3 1 6
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1362- گزی2631 توجه کنید که 	4

 
h h

f h f f h f
f

h h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 3 2 2 3 23 3 2
5 5 3 5

. بنابراین مقدار مورد نظر  f ( )′ =2 10 ، پس  f x x( )′ = −23 2 از ط�رف دیگر، 
. × =3 10 6
5

برابر است با 

2362- گزی2632 fD و [ , ]= 3 5 توجه کنید که  	۴

 f x f x x x
x x

x x x

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − = −
− −

− = − ⇒ =

1 1 0 3 5
2 3 2 5

3 5 4
) نقطۀ بحرانی تابع f است و مجموع طول و عرض آن برابر ۶ است. , )4 2 پس 

3362- گزی2633 n>4 و توجه کنید که  	3
n n

n n nn

n n n
n

n n n n

n n n n

( )!

( )!( )!

( )!( )( )

( )! !

( )( )

( )( )

−  − < ⇒ <
  − − − +− 
− − −

<
−

− − < ⇒ − − <

− + < ⇒ − < ⇒ <

2

2 245 45
4 2 44

4 3 2 45
4 2

3 2 90 5 84 0

12 7 0 12 0 12
، بنابرای�ن n یک�ی از عددهای 5، 6، … و 11 اس�ت، که  n< <4 12 بنابرای�ن 

تعداد آن‌ها 7تاست.

4362- گزی2634 اگر پیش�امد »پیروزی بر تیم A« و پیش�امد »پیروزی بر  	2
تی�م B« را به‌ترتی�ب ب�ا A و B نش�ان دهیم، A و B مس�تقل از هم هس�تند. 
′A و B مس�تقل از هم هس�تند. بنابراین احتمال پیروزی  ′B و  همچنین A و 

فقط بر یکی از دو تیم را به این صورت حساب می‌کنیم: 
: B و شکست از A احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 51
4 8 32

  

: A و شکست از B احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 91
4 8 32

  

. توجه کنید که  + = =5 9 14 7
32 32 32 16

بنابرای�ن احتمال مورد نظر برابر اس�ت با 

. A B A B( ) ( )′ ′ =∅   A ناسازگارند، زیرا  B′
 A و  B′

5362- گزی2635 برحس�ب اینکه رأس مثلث متساوی‌الس�اقین کدام نقطه  	1
باشد، سه حالت پیش می‌آید.

)A رأس مثلث باشد. در این صورت  , )α 6 حالت اول نقطۀ 

 
AB AC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) | | | |

= ⇒ α+ + − = α− + −

α+ + = α− + ⇒α+ = α− ⇒α=

2 2 2 2

2 2 2 2

5 6 0 5 6 0

5 6 5 6 5 5 0
 

)B رأس مثلث باشد. در این صورت , )−5 0 حالت دوم نقطۀ 

BA BC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ − −α + − = − − + −

α+ + = ⇒ α+ = ⇒α= α=−

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13
)C رأس مثلث باشد. در این صورت , )5 0 حالت سوم نقطۀ 

  
CA CB ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ −α + − = + + −

−α + = ⇒ −α = ⇒α=− α=

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13
 

α برابر است با  بنابراین مجموع قدرمطلق‌های مقادیر ممکن 
+ × + × =0 2 3 2 13 32

6362- گزی2636 اگ�ر دایره‌ای بر محور y مماس باش�د، ش�عاعش برابر با  	1
قدرمطلق طول مرکز آن اس�ت )ش�کل زیر را ببینید(. طول مرکز این دایره برابر 

− و شعاعش برابر است با =−4 2
2

است با 

a a( ) | |+ − =21 16 4 4 4
2

. a| |=2 بنابراین 

7362- گزی2637 ،DAB بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EK AB چون  	1
EK DK DK DK DB DK BK
AB DB DB DB DB BD

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =4 2 3 2 1
6 3 3 3

، BDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، KF DC اکنون، چون 

 KF BK DC
DC BD DC

= ⇒ = ⇒ =5 1 15
3

 

8362- گزی2638 مساحت مثلث قائم‌الزاویۀ ABC برابر مجموع مساحت  	4
دو مثلث ABD و ADC است. پس

 ABC ADC ABD
AB AC DN AC DM ABS S S × × ×= + ⇒ = +

2 2 2
ه�ر نقط�ه روی نیمس�از، از دو ضل�ع زاوی�ه، ب�ه ی�ک فاصل�ه اس�ت، پ�س 

. در نتیجه DM DN x= =

 x x x x /× = × + × ⇒ = ⇒ =3 7 7 3 10 21 2 1

، پس مثل�ث ADN قائم‌الزاویۀ متساوی‌الس�اقین  Â = 0
1 45 توج�ه کنید ک�ه 

است. بنابراین 
 AD x AD /= ⇒ =2 2 1 2

9362- گزی2639 E1 و  . توج�ه کنید که زاویه‌های  DE x= فرض کنید  	2

F1 متمم یکدیگرند. بنابراین  A1 و  F1 متم�م یکدیگرند، همین‌طور زاویه‌های 

. در نتیجه، مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ADF و EBC متش�ابه‌اند )زز(.  A Eˆ ˆ=1 1
به این ترتیب، 

 DF AD x x
CB EC

+= ⇒ = ⇒ =2 8 2
8 16
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0462- گزی2640 ب�ا افزودن مقدار ثابتی به هر داده، انحراف معیار تغییری  	2
نمی‌کند ولی میانگین به همان مقدار افزایش پیدا می‌کند.

 CVCV
x x x x

/( ) ′σ σ σ′= = = = = =
′ +

0 2 1
5 6 6 6 30

 

1462- گزی2641 تعداد دایره‌های رنگی در شکل‌ها، مطابق جدول زیر است: 	1

شمارۀ شکل4321
تعداد کل دایره‌ها251694
تعداد دایره‌های رنگی13852

)n است و اگر n عددی فرد باشد،  )+ 21 تعداد کل دایره‌ها در شکل n ام برابر 

 یعنی 98 
214

2
)n است. پس در شکل سیزدهم  )+ 21

2
تعداد دایره‌های رنگی 

دایرۀ رنگی وجود دارد.

2462- گزی2642 چ�ون تعداد جمله‌های هر دس�ته برابر ش�مارۀ آن دس�ته  	۳
+ عدد استفاده شده  + + +1 2 3 29 است، برای نوشتن ۲۹ دستۀ نخست از 

. پس برای نوشتن ۲۹ دستۀ  ×+ + + + = =29 301 2 3 29 435
2

 است. چون 

نخس�ت، از نخس�تین ۴۳۵ عدد فرد استفاده شده اس�ت. پس جملۀ اول دستۀ 
)اُمین عدد فرد است. از  )+436 29 سی‌اُم، ۴۳۶اُمین عدد فرد و جملۀ آخر آن 

na است، پس n= −2 طرف دیگر، جملۀ عمومی عددهای فرد به‌صورت 1

a a ( ) ( ) ( )

( )

+ = − + − = + −

= =
465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1

2 900 1800

3462- گزی2643 توجه کنید که 	۳

 x x x= ⇒ × = × ⇒ =
1 1 1 1

4 84 8 4 2 8 4 85 3 5 5 3 5 5 3 5
اگر دو طرف این تساوی را به توان ۸ برسانیم، معلوم می‌شود که

 x x× = × ⇒ = × =4 2 25 3 5 5 3 75

4462- گزی2644 توجه کنید که 	۳

 abc  ab bc ca
c a b abc

×− − = → − − =1 1 1 3 3

از طرف دیگر،
 a b c a b c ab bc ca( ) ( )+ − = + + + − −2 2 2 2 2

بنابراین
 a b c a b c= + + + × ⇒ + + =2 2 2 2 2 2 24 2 3 10

5462- گزی2645  . x x =−1 2 3 x و  x+ =−1 2 6 ابت�دا توجه کنی�د که  	۴
بنابراین

 

x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x
x x

x x

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

+
+ + = + + + = + +

+ − +
= + +

− − − −
= + − =

−

2 2 3 3
1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2
2 1 2 1 1 2

3
1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

3

1 1

3
1

6 3 3 61 3 88
3

6462- گزی2646 )P و  )=1 0 P بر x−1 بخش‌پذیر است پس  x( ) چون  	۲
. a=−28 . پس  a+ + + =4 14 10 0 در نتیجه 

7462- گزی2647 sin تقسیم می‌کنیم: α2 طرفین تساوی داده شده را بر  	۳

 

IÄ

sin cos sin cos

sin sin sin sin

cot cot ( cot )

cot cot cot cot

α α α α− + =
α α α α

− α+ α= + α

α− α− = ⇒ α= α=−

2 2

2 2 2 2

2 2

2

4 2

4 2 1

23 2 0 1
3

α در ناحیۀ دوم ق�رار دارد، پس  ب�ا توج�ه به اینک�ه انتهای کم�ان نظیر زاوی�ۀ 

 . tan( ) cotπ+α =− α=3 2
2 3

. بنابراین  cotα=− 2
3

8462- گزی2648 sin نتیجه می‌شود sin cosα= α α2 2 از اتحاد  	۲

 sin cos sinπ π π=1
24 24 2 12

 

پس

 sin cos cos sin cos sinπ π π π π π= = = × =1 1 1 1 1
24 24 12 2 12 12 4 6 4 2 8

 

9462- گزی2649 معادله را به‌صورت زیر ساده می‌کنیم: 	۳

 x x x x

x x x x

sin cos cos cos

cos cos (cos )( cos )

+ − = ⇒ − + − =

− − = ⇒ − + =

2 2

2
2 1 0 2 2 1 0
2 1 0 1 2 1 0

] به‌صورت زیر هستند , ]π0 2 بنابراین جواب‌های معادله در بازۀ 

 
x x x

x x x

cos ,

cos ,

= ⇒ = = π
π π=− ⇒ = =

1 0 2
1 2 4
2 3 3
. π4 پس مجموع جواب‌های بالا برابر است با 

0562- گزی2650 ابتدا مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ داده شده را می‌یابیم 	۲
 x x x x x x| | | | | | | |≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 1 1 1

. پس x − ≤2 1 0 بنابراین 

 A x x x x x( ) | | | | | | (| | )=− − − =− − + = − +2 2 25 11 1
4 2

اکنون محدودۀ عبارت فوق را می‌یابیم

 
x x x

x x

| | | | (| | )

(| | ) (| | )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤− ⇒− ≤ − + ≤

2

2 2

1 1 3 1 1 90 1
2 2 2 4 2 4

9 1 1 5 11 1
4 2 4 4 2

1− است. −A و کمترین مقدار A برابر  ≤ ≤1 1 بنابراین 

1562- گزی2651  x x− − ≥24 3 دامنۀ تابع مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ 0 	۳
 x x x x x( )( )− + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤2 4 3 0 1 3 0 1 3 است:�

. a b+ =2 5 b=3 و   ، a=1 در نتیجه . fD [ , ]= 1 3 پس 

2562- گزی2652 توجه کنید که 	۲

 x xf g x f
x x x

( ( )) ( )− −= ⇒ =
− −

3 2 3 3 2
2 1 2 2 1

، به‌دست می‌آید
x
3

2
اگر در این تساوی به جای x قرار دهیم 

 xxf x
x

x

( )
× −

−= =
−× −

33 2
9 42

3 6 22 1
2

. x x xf g x f x g x
x x x x

( )( ) ( ) ( ) − − −+ = + = + =
− −

2

2
9 4 3 4 6 9
6 2 2 2 6

در نتیجه 
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3562- گزی2653 y را دو واح�د به چپ منتقل  x= − اگر نم�ودار تابع  	2

y به‌دس�ت می‌آی�د، اگر نمودار  x x( )= − + = − −2 2 کنیم، نمودار تابع 

 y x= −2 به‌دست آمده را نسبت به محور عرض‌ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به‌دست می‌آید و اگر این نمودار را  مجدداً دو واحد به چپ منتقل کنیم، نمودار 

y به‌دست می‌آید. x x( )= + − =2 2 تابع 

4562- گزی2654  f y نمودار تابع 1− x= قرینۀ نمودار تابع f نس�بت به خط  	۲

f را به‌دست می‌آوریم: f برابر باشند. ضابطۀ 1− است. پس باید f و 1−

 

y ay a bx y a bx x
b

a ax y  f x x  
b b b b

( )−

−
= + ⇒ = + ⇒ =

= − ⇒ = −

33 3 3 3 3

3 1 33 31 1

 . aa bx x
b b

+ = − +3 3 33 1 f نتیجه می‌شود  x f x( ) ( )−= 1 از تس�اوی 

a=0 که  ، آن‌گاه  b=1 . اگ�ر  b=±1 و در نتیج�ه b
b
=1 aa و 

b
=− پ�س 

. b=−1 قابل قبول نیست. پس

5562- گزی2655 ابتدا توجه کنید که 	۳

 
a

b

a
a

b

log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

2 3

3

12 3 3 2

3 8 8

b و در نتیجه
a

log log log+ = + =3 3 3
1 8 2 16 بنابراین 

 
b  

a log+
= =3

1
163 3 16

6562- گزی2656 c معادله را 
b

c

a
a

b
log

log
log

= ب�ا اس�تفاده از خاصی�ت  	۱
حل می‌کنیم:

 

x x x

x x

x

x log log log log log

log log
log ( )

log log log log

log log
log ( ) log ( )

log log log log

log log log log log

( )×

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =
× ×

= × = ×

= = =4 5 4 5 5

1 12 2
2 5 2 5

5 2 12 2
2 5 2 5

2 2 5 4 5

10 10 4

7562- گزی2657 x=1 پیوس�ته باش�د، باید  ب�رای اینکه تاب�ع f در نقطۀ  	4
حد تابع در این نقطه برابر a باشد، پس

 

x x

x x

x x

x x x xf x
x x x

x x
x x x

x x x
x x

lim ( ) lim( )

lim lim

lim lim
( )

→ →

→ →

→ →

− += ×
− +

−= ×
− +

−= × = =+∞
− −

3 3

31 1

3 2

31 1

3 33

3 3 3 21 1

1

1
1

1 1
1 2 2 1

 a در نقطۀ ۱ حد نامتناهی دارد، پس هیچ مقداری برای f ب�ا توجه به اینکه تاب�ع
پیدا نمی‌شود.

8562- گزی2658 ابتدا توجه کنید که 	3

 
x x

ax af x
aa x

lim ( ) lim
( )→+∞ →+∞

= =
++

2

2 22
پس 

 a a
a

= ⇒ =−
+

3 3
2

بنابراین

 x  x  x  

x  

x xx xf x
x xx x

x
x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→− →− →−

→−

+ − +− + += =
+ − −− − −

− += =−
− −

2

21 1 1

1

1 3 43 4
1 23 2

3 4 7
2

9562- گزی2659 ] برابر است با  , ]−1 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	2

f f f f( ) ( ) ( ) ( )

( )

− − − − −= = =
− −

2 1 2 1 6 0 2
2 1 3 3
f است. a( )′ آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع f در نقطۀ a برابر 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= − ⇒ = −2 23 1 3 1
بنابراین

 a a a− = ⇒ = ⇒ =±2 23 1 2 3 3 1
x=1 جواب مسئله است. پس نقطۀ 

0662- گزی2660 با استفاده از قواعد مشتق‌گیری، مشتق تابع را حساب می‌کنیم: 	4

 

x xx x
x x

f x
x

( )
( )

( )

+ − +
+ +′ =

+

2 3 2 3
33 2 2

3 2 2

3 21 1
2 1 3 1

1
 

 . f ( ) −′ = =0 00 0
1

بنابراین 

1662- گزی2661 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را پیدا می‌کنیم: 	2

 
f x x x x

f x x x x x x x

( )

( ) ( ) , ,

′ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ = =− =

3 2

2

3 4

0 3 4 0 0 1 4

بنابراین کمترین مقدار تابع بین مقادیر زیر است:

 

x  x  

f f f

f x f x

( ) , ( ) , ( )

lim ( ) , lim ( )
→+∞ →−∞

= − =− =−

=+∞ =+∞

30 0 1 4 32
4

32− است. پس کمترین مقدار تابع برابر 

2662- گزی2662 b در نظر  a و  اگر مطابق ش�کل مس�تطیل را به ابع�اد  	2
S ماکزیمم ش�ود. توجه کنید  ab= a و می‌خواهیم  b+ =2 48 بگیریم، آن‌گاه 

b و در نتیجه a= −48 2 که 
S a a a a S a

S a

( ) ′= − = − ⇒ = −

′= ⇒ =

248 2 48 2 48 4

0 12
a=12 به‌دست می‌آید و برابر است با  بنابراین بیشترین مقدار S به‌ازای 

× =12 24 288
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3662- گزی2663 تساوی داده شده را می‌توان به شکل زیر نوشت 	2

n n
n n

n n n nn n
n n n n

n n n n n
n n n n n n n n n n

n n
n n

n n

( )! ( )!
( )! ( )!

( )! ( )! ( )! ( )!
( )! ( )! ( )! ( )!

( )! ( )! ( )( )

( )! ( )!( ) ( )! ( ) ( )!( )

( )( )
( )( )

( )

+ +
+ − −

= ⇒ =
+ − + −

− × −
+ − − − − −

+ − + +
= ⇒ =

+ − − − − + − − −

+ +
= ⇒ + + =

+ − −

2 2
2 4 224 24

1 1 1 1
1 3 1 2 2 3

2 1 1 224 24
1 1 2 1 1 1 2

1 2 24 1 2 72
1 2

n n n n n( )( )+ − = ⇒ − + = ⇒ =2 3 70 0 7 10 0 7

4662- گزی2664 فرض کنید A پیشامد این باشد که سمانه استخدام شود  	3
و B پیش�امد ای�ن باش�د ک�ه س�میرا اس�تخدام ش�ود. پیش�امد م�ورد نظ�ر 
A ناس�ازگارند، پس  B′

 A و  B′ A اس�ت و چون  B A B( ) ( )′ ′
  

 . P A B P A B( ) ( )′ ′+  احتمال مورد نظر برابر است با 
′A و B هم  ′B و نی�ز  از ط�رف دیگ�ر، چ�ون A و B مس�تقل‌اند، پس A و 

مستقل‌اند. بنابراین

 
P A B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′+ = +

= × + × = =1 5 4 1 9 3
5 6 5 6 30 10

 

 

5662- گزی2665 و   y x= −2 1 مع�ادلات  ب�ا  قط�ر  دو  تقاط�ع  نقط�ۀ  	4

 به‌دس�ت می‌آوریم که 
y x

y x

= −


= +

2 1

2
y را از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات  x= +2

همان مرکز دایره است: 
 x x x y,− = + ⇒ = =2 1 2 3 5  

)A نقطه‌ای روی دایره است، در نتیجه , )0 1 )O مرکز دایره و  , )3 5 پس 

 r OA ( ) ( )= = − + − =2 23 0 5 1 5  

6662- گزی2666 ابتدا توجه کنید که O وسط AB است. بنابراین 	2

 
A B

O

A B
O

x x b ax b a

y y a by a b

+ += ⇒ = ⇒ + =

+ + −= ⇒− = ⇒ + =−

21 2 2
2 2

3 3 12 3 3 3
2 2

 

)O و  , )−1 2 . پس کافی اس�ت فاصلۀ نقطه‌های  b=3 a=−4 و  در نتیج�ه 
)A را حساب کنیم تا طول شعاع دایره به‌دست آید:  , )−6 12

 OA ( ) ( )= − + − + = =2 26 1 12 2 125 5 5  

7662- گزی2667 مجم�وع فاصله‌های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون‌های  	3
بیضی برابر 2a است. در نتیجه 

a ( ) ( ) ( ) ( )= + + − + − + −

×= + + = + + = + =

2 2 2 2

22 2 2
2

16 162 3 3 0 3 3 0
5 5

16 16 2 16 2 17 166 15 8 10
5 5 5 5 55

، در نتیج�ه خ�روج از مرک�ز بیضی  c OF= =3 . از ط�رف دیگ�ر  a=5  پ�س 

 . c
a
=3

5
مورد نظر برابر است با 

8662- گزی2668 این دو مثلث که اضلاعی موازی دارند، متش�ابه هس�تند.  	3

3 اس�ت. اگر 
2

9 یا 
6

نس�بت تش�ابه آن‌ها، برابر نس�بت دو ضل�ع بزرگ‌تر یعنی 

′S بنامیم، به‌دست می‌آید S و  A را به ترتیب  B C′ ′ ′ مساحت مثلث ABC و 

 S S S S
S S S

( ) /′− −= ⇒ = ⇒ = = =
′ ′ ′

23 9 9 4 5 1 25
2 4 4 4

 

9662- گزی2669 BCD رس�م  مثل�ث  را در   DH ارتف�اع  اول  راه‌ح��ل  	4
 . DH AD= =2 3 می‌کنیم. چون D روی نیمساز زاویۀ ABC است، پس 

 ،DHC در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ

 DC DH HC HC HC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 216 12 2  
اکنون توجه کنید که بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه، 

 DH HC HB HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 12 2 6  
. ب�ه ای�ن ترتی�ب، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثل�ث  BC= + =6 2 8 پ�س 

 ، BDC قائم‌الزاویۀ 

 BC BD DC BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 264 16 4 3  
راه‌حل دوم مثلث‌های ABD و DBC متشابه‌اند )زز(. بنابراین

 BD AD BD BC BD
BC DC BC

= ⇒ = = ⇒ =2 3 3 2 3
4 2 3

 

 ، BDC اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ 

BC BD CD BD BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 24 16 4 3
3

0762- گزی2670  ،σ=8 x=30 و   ، n=25 با توجه به  	4

 
IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

=

= × =1600

64
25

25 64
 

از طرفی داده‌های 10، 15، 45 و 50 دارای میانگین 30 هستند. در نتیجه

 i

i

x

x − − −

10 15 45 50

30 20 15 15 20
 

مجموع مربعات اختلاف از میانگین داده‌ها برابر است با
 + + + =400 225 225 400 1250  

حال واریانس 21 دادۀ باقی‌مانده به‌صورت زیر به‌دست می‌آید

 /× − −σ = = =
−

2 64 25 1250 1600 1250 50 16 66
25 4 21 3

  
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1762- گزی2671  a b+
2

اگر دو عدد را a و b بنامیم، واسطۀ حسابی آن‌ها  	۱

±ab است. پس و واسطۀ هندسی آن‌ها 

 

a ba b a b ab
abab

a b ab a b a b

b ab a a b
a b

   

( )
( )

( )( )

,

++ = ⇒ = ⇒ + =

+ − = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

2
2

2 2

3 9 8 36
4 82 8

2 2 5 0 2 2 0

2 2 2 2

بنابراین نسبت عدد بزرگ‌تر به عدد کوچک‌تر برابر با ۲ است.

2762- گزی2672  x= + + −3 32 5 2 5 راه‌حل اول فرض می‌کنیم   	۱
و طرفین تساوی را به توان ۳ می‌رسانیم:

 
x

x

x x

( ) ( )

( )

( )( )

−

= + + −

+ + − + + −

= + + − + + −

3 33 3 3

3 3 3 3

33

1

2 5 2 5

3 2 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 5 3 2 5 2 5





بنابراین
 x x x x= − ⇒ + − =3 34 3 3 4 0

از حل این معادله مقدار x را به‌دست می‌آوریم.

x x x x x x x x

x x x x x

( )( ) ( )

( )( )

∆ <

+ − = − + − = − + + + −

− + + = ⇒ − = ⇒ =

3 3 2

2

0

3 4 1 3 3 1 1 3 1

1 4 0 1 0 1


 ، a b c abc+ + =3 3 3 3 a آن�گاه،  b c+ + =0 راه‌ح��ل دوم می‌دانی�م اگ�ر 
بنابراین 

x x

x x

( )

( )

= + + − ⇒ + + − + − =

+ + − − = + − −

3 3 3 3

3 33

2 5 2 5 2 5 2 5 0

2 5 2 5 3 2 5 2 5

x می‌رس�یم که در راه‌حل  x+ − =3 3 4 0 پس از س�اده کردن مجدداً به معادلۀ 
اول آن را حل کرده‌ایم.

3762- گزی2673  ( , )3 0
2

k مح�ور x را در نقطۀ  y x( )− + =5 2 3 خ�ط  	۳
mx نیز است. پس y− =−2 قطع می‌کند. این نقطه روی خط 

 m m( )− =− ⇒ =−3 40 2
2 3

1− است، پس چون دو خط بر هم عمودند، حاصل‌ضرب شیب‌های آن‌ها 

 m k
k k

( )− −× =− ⇒− × =− ⇒ =
− −
2 4 2 231 1

5 3 5 3
 . k m− =9 بنابراین 

4762- گزی2674 x+2 بخش‌پذیر  P ب�ر  x( ) ب�رای آنک�ه چندجمله‌ای  	۴
. بنابراین P( )− =2 0 باشد، باید 

 P a a( )− = − + = ⇒ =2 16 8 16 0 4

. P x x x x( )= + −4 34 8 پس 

P را به‌دست می‌آوریم: x( )=0 اکنون جواب‌های معادلۀ 

 

x x x x x x x

x
x x x x x

x x

x
x x x

x

( )( )

( )( )

( )

+ − = ⇒ + + − =

 =
+ + − = ⇒ =−
 + − =

 = −+ = ⇒ + = ⇒
=− −

4 3 3 2

2

2

2 2

4 8 0 2 2 4 0

0
2 2 4 0 2

2 4 0

5 1
2 4 1 5

5 1

− است. −5 1 بنابراین کوچک‌ترین جواب 

5762- گزی2675 توجه کنید که 	۱

 b cx x x x
a a

      ,−+ =− =− = = = =1 2 1 2
5 15 1

1 1
در نتیجه 

x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )

− + − + −
+ = =

− − − − − + +

× −= =−
× − × +

× = =−
− − − + +

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 21 1
2 1 2 1 2 1 2 1 4 2 1

2 5 2 8
4 1 2 5 1 5

1 1 1 1
2 1 2 1 4 2 1 5

x است. x+ − =25 8 1 0 ، یعنی  x x  + − =2 8 1 0
5 5

بنابراین معادلۀ مورد نظر 

6762- گزی2676  x−1 جواب معادله است. پس x=1 واضح اس�ت که  	4
عامل معادله است

 
x mx m x x x m x

x x x m

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

− + − = ⇒ − + + + − =

− + + + =

3 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0

 x x m+ + + =2 1 برای اینکه معادله سه جواب متمایز داشته باشد، باید معادلۀ 0
دو جواب داشته باشد که برابر ۱ نباشند. بنابراین

 m m m

m m

( )∆= − + > ⇒− − > ⇒ <−

+ + + ≠ ⇒ ≠−2

31 4 1 0 4 3 0
4

1 1 1 0 3
پس

m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

 

7762- گزی2677 برای حل این مسئله باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم: 	۲

 x x
x x
+ > ⇒ + − >2 23 3 0

x درمی‌آید. چون  x
x
− + >

2 3 2 0 عب�ارت طرف چ�پ این نامعادله به‌ص�ورت 

، پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است: x x x x( )( )− + = − −2 3 2 1 2

 
x

x x
x

−∞ +∞

− + − + − +
2

0 1 2

3 2 0 0

) اس�ت. در  , ) ( , )+∞0 1 2 بنابرای�ن مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر 
. a b+ =2 b=2 و   ، a=0 نتیجه 

ت
ن
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8762- گزی2678 cos2 قرار دهیم  010 اگ�ر در صورت و مخرج به ج�ای  	۳
−sin نتیجه می‌شود 2 01 10

sin ( sin )sin cos

sin cos sin ( sin )

( sin )sin

sin sin

+ − −+ − =
+ − + − −

++= = =
+ +

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 02 0

2 0 2 0

7 5 10 1 107 5 10 10
3 10 2 10 1 3 10 2 1 10 1

6 1 106 6 10 6
10 1 1 10

9762- گزی2679  . f( )=0 2 ) عبور می‌کند یعنی  , )0 2 نمودار تابع از نقطۀ  	۲

بنابراین
 f a b a a( ) sin= − = ⇒ = ⇒ =0 10 4 2 0 2 4 2

2
f اس�ت. بیشترین مقدار تابع  x b x( ) sin= −2 2 پس ضابطۀ تابع به‌صورت 
 xsin =−1 xsin به‌دست می‌آید یا به ازای  برابر ۶ اس�ت که یا به ازای 1=
، آن‌گاه بیش�ترین مق�دار تابع به ازای  b>0 )بس�تگی به علام�ت b دارد(. اگر 

. بنابراین b+2 2 xsin به‌دست می‌آید که برابر است با  =−1
 b b+ = ⇒ =2 2 6 2

، آن‌گاه بیش�ترین مق�دار تابع به  b<0 . اگر  f x x( ) sin= −2 4 و در نتیج�ه 
. بنابراین b−2 2 xsin به‌دست می‌آید که برابر است با  =1 ازای 

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2
. ب�ا توج�ه ب�ه اینکه ب�رای xهای�ی که کمی  f x x( ) sin= +2 4 و در نتیج�ه 
 f x x( ) sin= +2 4 بزرگ‌تر از صفر هستند، مقدار تابع کمتر از ۲ است، ضابطۀ 

. ab=1و در نتیجه b=2 قابل قبول نیست. بنابراین

0862- گزی2680 ابتدا توجه کنید که  	3

x x

x x x x x x

x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos (sin cos )

( sin ) sin

+

= + − +

= − ⇒ =

= ⇒ =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

1 1
2 2 2

2 2

3

4 11 3 3
5 5
1 1 42 2
2 15 15

 

. x xcos sin ( )= − = − =2 4 74 1 2 2 1 2
15 15

بنابراین 

1862- گزی2681 یعن�ی   ، x− ≤ + ≤7 1 7 آن‌گاه   ، x| |+ ≤1 7 اگ�ر  	3

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  آن‌گاه عب�ارت   ، x≤ ≤0 6 اگ�ر   . x− ≤ ≤8 6

A که حدود آن به‌صورت زیر به‌دست می‌آید: x x= −2 4

A x x x

x x x A

( )

( )

= − = − −

≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

4 2 4

0 6 2 2 4 0 2 16 4 12

A که  x x=− −2 4 ، آن‌گاه عب�ارت مورد نظر برابر اس�ت با  x− ≤ ≤8 0 اگ�ر 
حدود آن به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:

 

A x x x

x x x

x A

( )

( )

( )

=− − =− + +

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

2

4 2 4

8 0 6 2 2 0 2 36

36 2 0 32 4
32− است و مجموع  پس بیشترین مقدار A برابر ۱۲ و کمترین مقدار آن برابر 

20− است. این دو مقدار برابر 

2862- گزی2682 ابتدا توجه کنید که 	۲

 
x ax a x x a x

f x
x x

x x a
x a x

x
    

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = + − ≠−
+

2 4 3 6 2 2 3 2
2 2

2 2 3 3 2 2
2

−a و در نتیجه  =3 2 0 ، پ�س  f x x( )= ب�رای اینک�ه تابع همانی باش�د، باید 

 . f a a( )= =3 3 2 . بنابراین  a=2
3

3862- گزی2683  .
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





می‌دانی�م  	3

xپس g f x g

x g f x g

( ( )) ( )

( ( )) ( )

∈ ⇒ = =−

∉ ⇒ = − =−

0 2

1 2





. g f x( ( ))=−2  ، x∈ بنابراین به ازای هر 

4862- گزی2684 تــابـ�ع  نمــ�ودار  	۳
y به ش�کل مقابل اس�ت. اگر  x kx=− +22
x=3 قبل از طول رأس سهمی قرار گیرد یا بر 
آن منطبق ش�ود، تابع یک‌به‌یک است. بنابراین 

 . k≥12 ، پس  k≤3
4

5862- گزی2685 y را س�ه واحد ب�ه چپ منتقل  x= اگ�ر نم�ودار تابع  	2
y به‌دس�ت می‌آید و اگ�ر طول نقاط این نمودار را  x= +3 کنیم نمودار تابع 

f به‌دست می‌آید. x x( )= +2 3 نصف کنیم، نمودار تابع 

y را رسم کنیم  x= 3 ، کافی است نمودار تابع  g x x( ) | |= 3 برای رسم نمودار تابع 
و قسمتی از نمودار را که پایین محور طول‌ها قرار دارد، نسبت به این محور قرینه کنیم.

بنابراین نمودار توابع f و g مطابق شکل زیر در دو نقطه متقاطع‌اند.



)301(

6862- گزی2686 می‌توان نوشت 	۳
x x

xy y y

x y y
y

log ( )

log ( ) log log ( ) log ( )

− −
−= − ⇒ + = ⇒ + =

= − + = − + =
+

2 2
2 2 3

2 2 2
3 3 3 3

23 1 1 3 1
2

32 2 1 3 1
1

. f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

بنابراین 

7862- گزی2687  . log log log= =3
2

8 22
29 3 3
3

توج�ه کنی�د ک�ه  	۲
پس

 
 log loglog log( )+ = × = × = ×

= × = × =

2 28 2
2 4 43 31 9 33 3 3

4
3 343

4 4 4 4 2 4 2

4 3 4 3 12 3
8862- گزی2688 راه‌ح��ل اول چون حد مورد نظر وجود دارد و حد مخرج  	۳

برابر صفر است، باید حد صورت هم صفر باشد. بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ − + + = ⇒ − + + = ⇒ =
2

2 1 0 2 2 1 0 7

، حد مورد نظر می‌شود a=7 اگر 

x x x

x x

x

x x x x  
x x x x x

x x
x x x x

    
x x

lim lim( ) lim
( )( )

(lim lim )
( )( ) ( )( )

lim( ) ( )

→ → →

→ →

→

+ − + + + − + −= − ×
− + − − +

+ − + −= −
− + + − + +

= × − = − =
+ + + +

2 2 2

2 2

2

2 7 1 2 2 7 3 1
2 2 2 2 2

1 2 4 7 9
4 2 2 2 2 7 3

1 1 1 1 1 1 1
4 4 4 6 482 2 7 3

 . b a− =41 b=48 و  بنابراین 
راه‌ح��ل دوم توجه کنید که حاصل حد را می‌توانیم به کمک قاعدۀ هوپیتال نیز 

به‌دست آوریم:

 
x x

 
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − + + + += = =

−22 2

1 1 1 1
2 7 1 14 62 2 2 7

2 4 484
9862- گزی2689 ابتدا توجه کنید که 	۳

x x

x x x x

f f x ax a a a

x xx xf x
x x x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

− −

+ + + +

→ →

→ → → →

= = − + = − + =

− +− += = = =
− −

1 1

1 1 1 1

1 2 2 2

1 11 1 2
1

 .
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= = =
1 1

1 2  ، a بنابراین به ازای هر مقدار

0962- گزی2690 1− و ۵ صفرهای تابع درجۀ دوم f هستند، پس  چون  	۴

 f x a x x ax ax a( ) ( )( )= + − = − −21 5 4 5

 . f a( )′ =−1 2 f و  a( )′ − =−3 10 ، در نتیج�ه  f x ax a( )′ = −2 4 بنابرای�ن 
. بنابراین f a( )=−1 8 همچنین، 

 f f f a a a a( ) ( ) ( ) ( )( )′ ′− = ⇒ − − =− ⇒ =−3 1 5 1 10 2 40 2

. f( )=2 18 f و  x x x( ) ( )( )=− + −2 1 5 به این ترتیب 

1962- گزی2691  . g x x f x( ) ( )′ ′= + 2 31 3 ابتدا توجه کنید که  	۳
 . g f( ) ( )′ ′= + × = + × =2 1 3 4 8 1 12 2 25 بنابراین 

2962- گزی2692 x=0 تابع مشتق دارد، زیرا در  	۱

 
x x x

f x f x xf x
x x

( ) ( )
( ) lim lim lim

→ → →

−′ = = = =
−

3 3
0 0 0

00 0
0

xf محاسبه می‌شود.  x x
x

( )′ = +3
3 23

، آن‌گاه مشتق تابع به‌صورت  x≠0 اگر 

. fD ′ = بنابراین مشتق تابع به ازای هر x حقیقی تعریف می‌شود و در نتیجه 

3962- گزی2693 توجه کنید که  	4
 b b a a      ,= ⇒ = = ⇒ =2 8 4 2 10 5  

بنابراین 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 16 3  

. از طرف دیگر، چون مجموع فاصله‌های هر نقطه از بیضی  FF c′= =2 6 در نتیجه 
. به این ترتیب،  KF KF a′+ = =2 10 تا کانون‌های بیضی برابر 2a است، پس 

 KFF KF KF FFW±X¶ ôÃd¶′ ′ ′= + + = + =10 6 16  

4962- گزی2694 y2 برابرند.  x2 و  در صورت گس�تردۀ دای�ره، ضرایب  	4
. بنابراین معادلۀ دایره به‌صورت زیر است:  a=3 پس 

 bx y x by x y x  y+ + − + = ⇒ + + − + =2 2 2 23 3 6 3 0 2 1 0
3

 

. طبق فرض  bbr
| |

( )= + − =
21 4 4 1

2 9 6
بنابراین ش�عاع دایره برابر اس�ت با 

 . b| |=12 |b پس  |
=2

6
، در نتیجه  r=2

5962- گزی2695 تعداد نقطه‌های مش�خص شده 9 تاس�ت. تعداد راه‌های  	4

. تعداد راه‌های انتخاب 
 
 =
 
 

9
126

4
انتخاب 4 نقطه از این 9 نقطه برابر است با 

به‌طوری که دست کم دو تا از آن‌ها از رأس‌های مثلث باشند، برابر است با
       
       + = × + × =
       
       

3 6 3 6
3 15 1 6 51

2 2 3 1
 

 . =51 17
126 42

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

6962- گزی2696 چ�ون یکی از س�ه ظ�رف به تص�ادف انتخاب می‌ش�ود،  	1
، 4 مهره به تصادف  A 1 اس�ت. اگر از ظ�رف 

3
احتم�ال انتخاب هر یک برابر 

خارج کنیم، احتمال آنکه 2 مهره سفید باشد برابر است با
   
   
   

×    = = =
× × × 

  × × × 
 

4 5

2 2 6 10 60 10
9 9 8 7 6 126 21

4 3 2 14
، 4 مهره به تصادف خارج کنیم، احتمال آنکه  C اگر از هر یک از دو ظرف B یا 

2 مهره سفید باشند برابر است با
   
   ×
   

×    = =
 
 
 
 

6 3

2 2 15 3 5
9 126 14

4

 

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با
A B C

P ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= × + × + × = + × = +

+= = × =

1 10 1 5 1 5 1 10 5 1 10 52
3 21 3 14 3 14 3 21 14 3 21 7

1 10 15 1 25 25
3 21 3 21 63



فصل دوم: آزمون ها
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7962- گزی2697 ، بنابر قضیۀ  AE DC . چ�ون  AE x= ف�رض کنید  	3
. بنابرای�ن مثلث‌های AEF و  E Dˆ ˆ=1 1 A و  Cˆ ˆ=1 1 خط�وط موازی و مورب، 

CDF متشابه‌اند )ز ز(. در نتیجه

 AE EF x x x x
CD DF x

= ⇒ = ⇒ = + = =
+

4 6 4 12 6
3 6

 

8962- گزی2698 ، ODE و OBD طبق تعمیم قضیۀ تالس در دو مثلث 	1

OE OB BE

OA OCAC BD
OA OBOB OD
OB OE OEOB OCBC DE

OE OD

OE OE

BE BE

= +

 ⇒ = +⇒ = ⇒ =
+ ⇒ =

= ⇒ = →

+ = ⇒ = =

3 3 5
3 5

643 64
3

64 40 18 13
3 3 3





9962- گزی2699  DEC و   AEF مثلث‌ه�ای   . DE x= کنی�د  ف�رض  	4
متشابه‌اند )ز ز(. بنابراین

 AF EF
DC ED

( )= 1  

 ،KDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FB DC چون 

 FB KF
DC KD

( )= 2  

اگر تساوی‌های )1( و )2( را با هم جمع کنیم به‌دست می‌آید

 
AF FB DC

DC x x DC x x x x

x x x x x x( ) ( )

+ = + ⇒ = + ⇒ = +
+ + +

+ = + + ⇒ = ⇒ =2

4 5 4 5 4 51
9 9 9

9 4 9 5 36 6
 

270027 ب�ا 0- گزی0 اس�ت  براب�ر   26 و   24  ،16 دادۀ   3 میانگی�ن  	4

. بنابرای�ن میانگی�ن 11 دادۀ دیگ�ر نیز 22 اس�ت و چون  + + =16 24 26 22
3

واریانس آن‌ها صفر است پس تمام آن‌ها با هم برابرند و 22 هستند. 
بنابراین واریانس این 14 داده برابر است با

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + − − + − + −
σ = +

+ += =

2 2 2 2 2
2 22 22 22 22 16 22 24 22 26 22

14 14
36 4 16 4

14



σ=2 است. بنابراین انحراف معیار 14 داده برابر 

270127 ابتدا توجه کنید که1- گزی0 	4

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

sin sin

π+ = = = π< <
−

π π= ⇒ =

2
2

2

1 1 1 31
2

2 1
4 2 4 2

به این ترتیب،

 
x x x

x

x x x
x x

tan ( sin sin ) ( sin )
cos

( sin ) cos cos
cos cos

π+ − =− × −

=− − =− × =−

2 2 2 2

2 2

1 11 2 2
4 2

1 11
 

270227 ف�رض کنید س�رعت آب برابر v باش�د. در این صورت،  2- گزی0 	3
v+100 و در جهت مخالف حرکت  س�رعت قایق موتوری در جهت حرکت آب 

v−100 است. در نتیجه آب برابر 

    
v v v v

v  
v v v

v v v v

v v v

( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − =
− + − +

− = ⇒ =
− + −

− = ⇒ + − =

− + = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

1200 1200 240 2405 1
100 100 100 100

1 1 2240 1 240 1
100 100 100

100 480 480 100 0

20 500 0 20

270327 راه‌حل اول توجه کنید که3- گزی0 	1

 

x x x x   x
x x x
x x x x
x x x x

x  x

IÄ

IÄ 

( )

( )

− − −> ⇒ − > ⇒ > ⇒ > <−
+ + +
− − − − +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ >
+ + + +
<− >−

2 3 2 3 41 1 0 0 4 1 1
1 1 1

2 3 2 3 6 63 3 0 0 0
1 1 1 1
6 1 2

 

مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر اش�تراک جواب‌های )1( و )2( است که 
] است. , ]− −6 4 از روی شکل زیر معلوم می‌شود برابر 

7− در نامعادله صدق می‌کنند: راه‌حل دوم اعداد 5 و 

       

( )
,

× − −× −< = < < = <
+ − +

2 7 32 5 3 7 171 3 1 3
5 1 6 7 1 6

 

بنابراین گزینۀ )1( جواب نامعادله است.

270427 باید دس�ته‌های چهارتایی، پنج‌تایی یا ش�ش‌تایی از هشت 4- گزی0 	3
شیء متمایز انتخاب کند. تعداد راه‌های مورد نظر برابر است با

 
     
     + + = + + =
     
     

8 8 8
70 56 28 154

4 5 6
 

270527 توجه کنید که 5- گزی0 	4

a a a a a a a a a a

a a a a a   a( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = − +

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2 2

2

3 2 4 2 2 4 2 3 2 4 4 12 9

27 16 4 0 7 2 2 0 2
7

، تساوی مورد نظر درست نیست )سمت چپ بیشتر  a=2 توجه کنید که اگر 

. a
a a

/+ = + = + =1 1 71 1 4 5
2

. در نتیجه  a=2
7

از 2 است(. بنابراین 

270627 فرض کنید طول قاعده‌ها a و b باشد )شکل رسم شده را 6- گزی0 	2
ببینی�د(. در ای�ن صورت ط�ول پاره‌خطی که وس�ط‌های س�اق‌ها را به هم وصل 

a اس�ت. توج�ه کنید که ارتفاع ذوزنقۀ بالای�ی و پایینی برابر  b+
2

می‌کند برابر 

است. در نتیجه اگر این ارتفاع برابر h باشد، آن‌گاه
a b a bh a a

a b
a b a b a bh b b

aa b a b a b
b

( )

( )

+ ++ +
+= ⇒ = ⇒ =

+ + ++ +

+ = + ⇒ = ⇒ =

1
1 1 3 12 2 2

1 2 2 3 2
2 2 2

16 2 3 5
5
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270727 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس7- گزی0 	4

 BC AB AC BC( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 5 6 81 9  
از طرف دیگر، بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه،

 AC CH CB CH CH= × ⇒ = × ⇒ =2 36 9 4  

 . BCHM CM CH CH= − = − = − =9 14
2 2 2

بنابراین 

اکنون توجه کنید که

ABC

AMH

S BC
S HM

= = =9 18
1
2

 

270827 ابتدا توجه کنید که ط�ول ضلع دیگر مثلث ABC برابر 8- گزی0 	2
+ اس�ت. از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاویه ارتفاع وارد بر وتر،  =2 23 4 5
دو مثلث متشابه با مثلث اصلی ایجاد می‌کند. بنابراین، با نمادگذاری شکل زیر، 
مثلث‌های ABC و AHC متش�ابه‌اند. در نتیجه نسبت ارتفاع‌های آن‌ها برابر 

.
h AC
h BC

= =2

1

4
5

نسبت تشابه آن‌هاست یعنی 

270927 ابتدا توجه کنید که9- گزی0 	3

 

 

sin( ) sin( ) sin

cos( ) cos( ) cos( ) cos

tan( ) tan( ) tan

sin( ) sin( ) sin( ) ( sin ) sin

π π π= π+ =− =−

π π π π− = = π− =− =−

π π π= π− =− =−

− π π π π π=− =− π− =− − = =

17 2 2 35
3 3 3 2
17 17 33

6 6 6 6 2
19 5 1

4 4 4
11 11 12
6 6 6 6 6 2

.( )( ) ( )( )− − + − =3 3 1 11
2 2 2 4

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

0172- گزی2710 ابتدا توج�ه کنید که نمودار تابع مورد نظر از روی نمودار  	3
y با تبدیلات به‌دس�ت آمده است. چون نمودار تابع مورد نظر و  xsin= تابع 
نمودار تابع س�ینوس در یک همس�ایگی راست نقطۀ صفر بالای محور x هستند، 

 y a b xsin( )π= + +
3

پس مقدار b مثبت است. بنابراین بیشترین مقدار تابع 

a اس�ت. از روی نمودار معلوم اس�ت که این بیش�ترین مقدار برابر  b+ براب�ر 

)  روی  , )π − 3
2

. از طرف دیگر، چ�ون نقطۀ  a b+ = 3 3 اس�ت، پس 
نمودار تابع مورد نظر است. پس 

 y a b a bsin( ) ( )π= + π+ =− ⇒ − =−3 3 3
3 2 2 2

بنابراین

 

a b
  b b

a  b

b b( ) ( )

 + =
 ⇒ + = +

− =−


+ = + ⇒ =

3
3 333 3 2 2

2 2
3 31 3 1 3

2 2

 

1172- گزی2711 توجه کنید که 	1

x x x x x x( / ) ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )− − − −= ⇒ = ⇒ =
2 2 22 1 2 1 3 2 1 3125 2 5 2 20 4

8 5 2 5 5
بنابراین

x x x x x x x   x( )( ) ,− =− ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 2 12 1 3 3 2 1 0 3 1 1 0 1
3

x+9 منف�ی می‌ش�ود ک�ه لگاریت�م آن در مبنای 8  ، مق�دار 1 x=−1 ب�ه ازای

x=1 و
3

تعریف نمی‌شود. بنابراین 

 xlog ( ) log ( ) log log log+ = + = = = =3
2

8 8 8 22
2 29 1 3 1 4 2 2
3 3

2172- گزی2712 y به‌صورت زیر است: xlog= 2 نمودار تابع  	2

y به‌صورت زیر است: xlog=− 2 بنابراین نمودار تابع 

اگ�ر این نم�ودار را یک واحد به س�مت چ�پ انتقال 
y می‌رسیم  xlog ( )=− +2 1 دهیم به نمودار تابع 

که همان نمودار داده شده است:
 

، بنابراین  y x xlog ( ) log ( )−=− + = + 1
2 21 1 توجه کنید که 

U x x( ) ( )−= + 11

3172- گزی2713 x=−2 فقط از چپ پیوس�ته  برای اینکه تابع f در نقطۀ  	1
. اکنون 

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2  و 

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

−→ −
= −

2
2 باشد، باید 

توجه کنید که

x  ( x  ( x  (

x  

x x xxf x
x x

x x

) ) )

( )

( )( )
lim ( ) lim lim

| | ( )

lim ( ( )) ( ( ) ( ) )

− − −

−

→ − → − → −

→ −

+ − ++= =
+ − +

= − − + =− − − + − =−

23

2 2 2

2 2

2

2 4 28
2 2

4 2 4 2 2 2 12

 . a=−12 ، پس باید  f a( )− =2 چون 
.

x  
f x f

( )
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2  و در نتیجه 

x  
f x

( )
lim ( )

+→ −
=

2
12 توجه کنید که 

4172- گزی2714 فرض کنید A و B به ترتیب پیشامدهای قبولی این فرد  	1
 P B( ) /=0 6  ، P A( ) /=0 7 در آزمون‌های اول و دوم باش�ند. در این صورت 

. اکنون توجه کنید که P B A( | ) /=0 8 و 

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 8 0 56
0 7

 

  

در نتیجه، 
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 7 0 6 0 56 0 74 



فصل دوم: آزمون ها
)304(

5172- گزی2715 توجه کنید که 	2

 
 x       CV

x

 x     CV
x

Ï»H ½»o¬:

³»j ½»o¬:

, ,

, ,

σ= σ = ⇒σ= = = =

σ= σ = ⇒σ= = = =

2

2

5 180 25 5
80 16
4 172 16 4
72 18

 

چ�ون ضریب تغییرات گروه دوم کمتر اس�ت، پس گروه دوم بهتر اس�ت. البته 
بهتر اس�ت که در صورت س�ؤال پرس�یده شود »پراکندگی مس�ئولیت‌پذیری در 

کدام گروه کمتر است«.

6172- گزی2716  f تاب�ع  نم�ودار  	1
از روی ای�ن  به‌ص�ورت روب�ه‌رو اس�ت. 
نم�ودار معلوم اس�ت که تاب�ع f روی بازۀ 

)  اکیداً نزولی است. , )−∞ −2

7172- گزی2717  .  x xsin( ) cosπ − =−3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  	4
بنابراین معادلۀ مورد نظر می‌شود

x x xsin ( cos ) sin sin( )π− = ⇒ =− = −14 1 2
2 6

]  به‌صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب‌های کلی معادله و جواب‌های درون بازۀ 

 

x k  x k  k k  

k k  

x  x  

x k x k k k

k  k  

x   x

,

,

, ( )

,

,

, ( )

π π π= π− ⇒ = π− ∈ ⇒ ≤ π− ≤ π

≤ ≤ + ⇒ =

π π=π− = π−

π π π= π+π+ ⇒ = π+ ∈ ⇒ ≤ π+ ≤ π

− ≤ < − ⇒ =

π π= =π+

2 2 0 2
6 12 12

1 12 1 2
12 12

2 1
12 12

7 72 2 0 2
6 12 12

7 72 0 1
12 12

7 7 2
12 12





 

. π− ππ+ = π14 24 5
12

مجموع جواب‌های )1( و )2( برابر است با 

8172- گزی2718 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	3
 x x x x( )( )+ + = + +2 10 16 2 8  

بنابراین

 

x  x  

x  

x  

x  

x  

x xx x

x x

x x x x

x x x

x x x x

x

x x x x
x

x x x

( )( )
lim lim

( )( )
lim ( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

lim (( )( ))

(

→− →−

→−

→−

→−

→−

+ ++ + =
+ +

+ + − += ×
+ − +

+ + − +
=

+

+ + − +
=

+

= + − +

=

2

3 38 8

33 2

3 338 2

33 2

38 33

33 2

8

33 2
8

2 810 16 1
612 6 2

2 81 4 2
6 2 4 2

2 8 4 21
6

2

2 8 4 21
6 8
1 2 4 2
6
1
6

)( ( ) )− + − − + =−28 2 4 2 2 2 12

راه‌حل دوم با استفاده از قاعدۀ هوپیتال به‌دست می‌آید

 
x  x  

x x x

x
x

lim lim

( )

→− →−

+ + + − + −= = = =−
+ × ×

× −

2

38 8
3 22

10 16 2 10 16 10 6 12
1 1 112 6 6 6

23 23
9172- گزی2719 چون تابع در هیچ همسایگی چپ نقطۀ صفر تعریف نشده  	4

است، پس دربارۀ حد چپ آن در نقطۀ صفر نمی‌توان حرف زد. از طرف دیگر، 

 
x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
+ + +→ → →

− −= =
+

2 2

0 0 0

1 1
2

 و در یک همسایگی راست نقطۀ 
x  

xlim ( )
+→

=
0

2 0  ،
x  

xlim ( )
+→

− =−2

0
1 چون 1

.
x  x  

xf x
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−∞
2

0 0

1
2

صفر مقادیر 2x مثبت‌اند، پس 

0272- گزی2720 خارج از برنامۀ درسی 	3

1272- گزی2721 . از 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه  	3
طرف دیگر، 

x x
xf x f

x

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

− − − + − +
′ ′= ⇒ = =

− −2 2

1 15 2 2 1 3 2 3
72 44

125 2 3

2272- گزی2722     مش�تق‌پذیر اس�ت، پس روی  چ�ون تابع f روی  	2
x=2 پیوسته و مشتق‌پذیر است: پیوسته است و در نتیجه در 

 x x x x
f x f x x ax b

x

a b a b

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim
− + − +→ → → →

= ⇒ − + + =
−

− + + = = ⇒ + =
−

2

2 2 2 2

1
1

14 2 1 2 5
2 1

 

همچنین،

 
x x

x x

f f f x f x

x a a a
x

( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
( )

− +

− +

− +
→ →

→ →

′ ′ ′ ′= ⇒ =

−− + = ⇒− + =− ⇒ =
−

2 2

22 2

2 2

12 4 1 3
1

 

. b a= − =−5 2 1 بنابراین 

3272- گزی2723 ابتدا توجه کنید که 	1

 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= ×2 2 2 1  
از طرف دیگر،

 x x
g x g

x x

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = ⇒ =−
− −2 2

2 1 1 2 1 3 2 3
1 1

 

 ، f( ) ( )′= −6 3 5 . بنابراین از تس�اوی )1( نتیجه می‌شود  g( )=2 5 همچنین، 
. f ( )′ =−5 2 پس 

4272- گزی2724 توجه کنید که 	2

 
f f

f

ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA

( )( ) ( )

( )

− − −−
= = =

−
′=

1 18 14 1 114 2
4 1 3 4
2

 

. بنابراین اختلاف مورد نظر  f ( )′ =92
4

، پس  f x x
x

( )′ = +
2

1 از طرف دیگر، 

.  /− = =11 9 1 0 5
4 4 2

می‌شود 
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5272- گزی2725  .
x x x

f x
x x x

( )
− + ≤=

− >

2

2

4 4

4 4
ابتدا توج�ه کنید که  	4

بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر اس�ت. از روی این ش�کل معلوم می‌شود که 
) نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f است.  , )2 4 ) نقطۀ مینیمم نس�بی تابع f و  , )4 0

 . ( ) ( )− + − = =2 24 2 0 4 20 2 5 فاصلۀ این نقطه‌ها برابر است با 

6272- گزی2726 اگ�ر مطاب�ق ش�کل داده ش�ده، ط�ول یک�ی از ضلع‌های  	3

. بنابراین x−12 مستطیل برابر x باشد، طول ضلع دیگرش می‌شود 

 x x®ÃõTv¶ SeIv¶= −12  

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( )= −12 در نتیجه، باید بیشترین مقدار تابع 

 
f x x x

x

f x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−′ = − +
−

′ = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ =

11 12
2 12

0 12 2 12 2 12 8
 

بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار تاب�ع f ، یعن�ی 
بیشترین مقدار مساحت مستطیل مورد نظر 
x=8 به‌دست می‌آید و برابر است  به ازای 

. =8 4 16 با 

7272- گزی2727 ابتدا توجه کنید که 	4
 FF c c c′= ⇒ = ⇒ =2 8 2 4  

b=3 و در نتیجه ، پس  b=2 6 از طرف دیگر، 

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 9 16 25 5  

. ce
a

/= = =4 0 8
5

به این ترتیب 

8272- گزی2728 n2 دایره و  توج�ه کنی�د ک�ه ش�کل n ام از مربع�ی ب�ا  	1
ردیف‌هایی از 1 ، 2 ، … و n−1 دایره درست شده است. بنابراین

 ×+ + + + + = + =2 8 99 1 2 3 8 81 117
2

  

9272- گزی2729 راه‌حل اول ابتدا توجه کنید که 	4

 
f x x x x f x x

x f x

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= − − = − − ⇒ + = −

= + +

2 2 22 3 1 4 4 1

4 1
 

. در نتیجه طول نقطۀ تقاط�ع نمودار تابع‌های  f x x( )− = + +1 4 بنابرای�ن 1

f و g جواب معادلۀ زیر است: −1

xx x x x x

x x x x x x x

x   x

( )

( ) ( )( )

,

−+ + = ⇒ + + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − + = ⇒ − − =

= =

2 2

94 1 2 4 2 9 2 4 11 1
2

4 4 22 121 26 105 0 5 21 0

5 21
x=5 سمت چپ معادلۀ )1(  x=5 جواب نیست، زیرا به ازای  توجه کنید که 

. x=21 مثبت ولی سمت راست آن منفی است. بنابراین 

. طول نقطۀ برخورد نمودار  f x x( ) ( )= − −21 4 راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که 

f است. اکنون توجه کنید که x g x( ) ( )− =1 f و g جواب معادلۀ  تابع‌های 1−

f x g x f f x f g x x f g x

x xx g x x x

x x x x x

x x x   x

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ) ( ) ( )

( )( ) ,

− −= ⇒ = ⇒ =

− −= − − ⇒ + = − ⇒ + =

+ = − + ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

1 1

2 2 2

2 2

9 111 4 4 1 4
2 2

4 16 22 121 26 105 0

5 21 0 5 21

f مثبت‌اند. اما  ، پ�س مقادی�ر 1− ff
R D  [ , )− = = +∞1 1 اکن�ون توج�ه کنید که 

 . x=21 نیست. بنابراین f x g x( ) ( )− =1 x=5 جواب معادلۀ  ، پس  g( )<5 0

0372- گزی2730 A1 پیش�امد این باش�د که مهرۀ خارج شده  فرض کنید  	2

A2 پیشامد این باش�د که مهرۀ خارج شده س�یاه باشد. در این  س�فید باش�د و 

صورت اگر B پیشامد مورد نظر باشد، بنابر قانون احتمال کل،

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

   
   
   
   = × + ×
   
   
   
   

= × + × = =
×

1 1 2 2

4 5

2 25 6
11 10 11 10

2 2

5 6 6 10 90 2
11 45 11 45 11 45 11

1372- گزی2731 ابتدا توجه کنید که 	1

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

π+ = = = < <π
−

2
2

1 1 11
2

بنابراین

 

x x xx
x xx

x
x xx x x x

x x

tan tan sin( sin ) ( )
sin sintan

cos

cos costan cos sin cos
sin sin

−− =
+ −

=− × =− × =−

2

2

2 2 2

1 1
11  

2372- گزی2732 فرض می‌کنیم سرعت پرنده در هوای آرام برابر v باشد.  	4

چون سرعت باد 5 کیلومتر در ساعت است، پس سرعت پرنده در جهت موافق 

v−5 اس�ت. چ�ون پرنده یک  v+5 و در جه�ت مخالف باد برابر  ب�اد براب�ر 

 و مدت 
v+

1
5

کیلومتر رفته و یک کیلومتر برگشته است، پس مدت زمان رفت 

 کیلومتر برساعت است. به این ترتیب،
v−

1
5

زمان برگشت 

 
v

v v v
v v v v v( )( )

+ = = ⇒ =
+ − −
− − = ⇒ + − = ⇒ =

2

2

1 1 9 3 2 3
5 5 60 20 2025

3 40 75 0 3 5 15 0 15
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3372- گزی2733 راه‌حل اول توجه کنید که  	3

x x xx x x x  
x x x x x xx x

x x x xx x
x x x x x x

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− − +− −> ⇒ − > ⇒ >
− + − − + −− −

− − − − −− + − > ⇒ > ⇒ <
+ − + − + −

2

2

7 8 17 8 7 8 0 0
2 1 2 2 1 22

2 4 2 46 8 0 0 0
1 2 1 2 1 2

x

x x
x x

( )( )

( )( )

−∞ − +∞

− −
+ − − +

+ −

1 2 4

2 4 0
1 2

)  می‌شود. , ) ( , )−1 2 2 4 بنابراین مجموعۀ جواب‌های نامعادلۀ مورد نظر 

راه‌حل دوم توجه کنید که اعداد صفر و 3 در نامعادله صدق می‌کنند:

       ,− −> ⇒ > > ⇒ >
− − − − − −
0 8 0 21 8 3 13 34 0

0 0 2 0 2 9 3 2 3 1 4 2
 

بنابراین گزینۀ )3( جواب نامعادله است.

4372- گزی2734  طریق( 
 
 
 
 

5

3
باید سه مدرسه از پنج مدرسه انتخاب کنیم )به  	4

 طریق(. بنابراین پاسخ 
 
 
 
 

4

1
و از هر کدام از آن‌ها یک نفر را انتخاب کنیم )هر کدام به 

.
       
       = × × × =
       
       

5 4 4 4
10 4 4 4 640

3 1 1 1
مسئله برابر است با 

5372- گزی2735 توجه کنید که  	1

 

a a a a a a

a a a a a

a a a a   

( )

( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − − =

+ − = ⇒ =− =

2 2

2 2

2 3 16 1 3 16 1 2 3 16 1 2

3 16 1 4 4 4 7 15 0

54 5 3 0 3
4

 

−=a در  5
4

a=3 در تس�اوی داده ش�ده صدق نمی‌کند، ولی  توجه کنید که 

. a+ =4 9 4 −=a و  5
4

تساوی داده شده صدق می‌کند. بنابراین 

6372- گزی2736 راه‌ح��ل اول توجه  	2
 ،M از نقطۀ ،BCD کنی�د ک�ه در مثل�ث
 CD خطی موازی ضلع ،BC وس�ط ضلع
رس�م ش�ده اس�ت. در نتیجه، ای�ن خط از 

وسط ضلع DB نیز می‌گذرد. یعنی 
BD AB= =2 8

،BCD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، AM DC|| راه‌حل دوم چون 

 BA BM BD BD
BD BC /

= ⇒ = ⇒ =4 8
3 5 7

 

7372- گزی2737 توج�ه کنید که در مثلث ایجاد ش�ده هم ضلع‌ها به س�ه  	2
 AEF و ABC قس�مت برابر تقس�یم می‌ش�وند. از ط�رف دیگ�ر، مثلث‌ه�ای

متشابه‌اند، پس

 ABC
ABC AEF

AEF

S
S S

S
(1)( )= ⇒ =21 1

2 4
 

ت
ن

ت
ن

AMN متشابه‌اند، پس AEF و  همین‌طور، مثلث‌های 

 

AEF
AMN AEF

AMN

AMN AEF AEF AEF

EFNM AEF

S
S S

S

S S S S

S S (2)

( )= ⇒ =

− = −

=

22 9
3 4

9
4

5
4

 

اگر تساوی‌های )1( و )2( را بر هم تقسیم کنیم، به‌دست می‌آید 
ABC

EFNM

S
S

=1
5

8372- گزی2738 ،ABD بنابر رابطه‌های طولی در مثلث قائم‌الزاویه 	1

AB BH BD BD BD= × ⇒ = × ⇒ = = =
22 2 17 289 417 15 19

15 15 15

4 واحد از عدد 19 بیشتر است.
15

پس طول قطر مستطیل 

9372- گزی2739 ابتدا توجه کنید که  	3

 
      sin( ) cos , cos( ) sin

tan( ) tan( ) cot

π π+α = α −α =− α

π πα− =− −α =− α

9 7
2 2

3 3
2 2

 

 ) cosα<0 α ربع سوم است،  بنابراین )چون 

 

cos cos
tan

sin tan cos ( )

cot
tan

α= = = ⇒ α=−
+ α +

α= α α= × − =−

α= =
α

2
2

1 1 9 3
16 25 51 1
9

4 3 4
3 5 5

1 3
4

 

( )( ) /− + =3 4 3 0 27
5 5 4

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با�

0472- گزی2740 . از روی نمودار تابع  y a b xsin= + ابتدا توجه کنید ک�ه  	2
a است. چون این  b+ معلوم می‌شود که b مثبت است، پس بیشترین مقدار تابع برابر 

 ( , )π− 5 0
6

. همچنی�ن، نمودار تاب�ع از نقطۀ  a b+ =3 مق�دار برابر 3 اس�ت، پس 

 ba b a b asin( ) ( )π= + − = + − = −5 10
6 2 2

گذشته است، پس�

a b a
b ba

+ = = ⇒ 
=− = 

3 1

20
2

بنابراین�

y می‌ش�ود، که مقدار آن به ازای  xsin= +1 2 بنابراین ضابطۀ تابع مورد نظر 

 . sin π+ =1 2 2
6

x برابر است با  π=
6



)307(

1472- گزی2741   . x x x x( )− = = =
2 2 4 43 81 3 3 ابتدا توج�ه کنید که  	3

 x x x x x   x,− = ⇒ − − = ⇒ = − = +2 22 4 4 2 0 2 6 2 6 بنابراین�

xlog به  ( )−6 2 x−2 منفی می‌ش�ود و  ، مقدار  x= −2 6 چ�ون ب�ه ازای 

=x قابل قبول نیس�ت. بنابراین  −2 6 ازای آن تعریف نش�ده اس�ت، پ�س 

 xlog ( ) log log− = = =6 6 6
1 12 6 6
2 2

=x و در نتیجه� +2 6

2472- گزی2742 )a است و از روی نمودار  , )− +∞
2

چون دامنۀ تابع بازۀ  	2

. از طرف دیگر  a=−1 است، پس ( , )+∞1
2

تابع معلوم می‌ش�ود که این بازه 

: y( )=2 0 ) گذشته است، پس  , )2 0 نمودار تابع از نقطۀ 

 b b blog ( ) log− + − = ⇒ = ⇒ =1 4 1 0 3 1 3  

y می‌ش�ود. طول نقط�ۀ برخورد  xlog ( )=− + −31 2 1 بنابرای�ن ضابطۀ تابع 
y=1 جواب معادلۀ زیر است: نمودار تابع مورد نظر با خط 

x x x xlog ( ) log ( )− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =3 31 2 1 1 2 1 2 2 1 9 5  

3472- گزی2743 ابتدا توجه کنید که  	4

x x x x

x x x x

x xx xf x
x x

x xx xf x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( ( ))

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( )

− − − −

+ + + +

→ → → →

→ → → →

− +− += = = =−
− − − −

− +− += = = =
− −

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

x=2 فقط از راست پیوسته است. ، پس تابع f در نقطۀ  f( )=2 2 چون 

4472- گزی2744 ف�رض کنی�د A پیش�امد موفقیت این فرد و B پیش�امد  	4
موفقیت دوستش باشد. در این صورت 

 
P A P B P A B

P A
P A B P A P B

      ( ) ( ) , ( )

( ( ))
( ) ( ) ( )

= =

= =
2

72
9

2





 

اکنون توجه کنید که

P A B P A P B P A B

P A P A
P A   

P A P A  P A P A    (.¡.¡.ù)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))
( )

( ( )) ( ) ( ) , ( )

= + − ⇒

= + −

− + = ⇒ = =

2

2

7
9

2 2
14 2 73 0
9 3 3

 

5472- گزی2745 . بنابراین Bx /=14 5 Ax و  =14 ابتدا توجه کنید که  	1

 
A

B
/ / /

+ + + +σ = =

+ + + +σ = =

2 2 2 2 22

2 2 2 2 22

2 1 0 1 2 2
5

2 1 5 1 1 5 3 3 7
5

 

. پس  B
B

B
CV

x
/
/

σ
= = 3 7

14 5
A و 

A
A

CV
x
σ

= = 2
14

چون 

 A BCV CV<

یعنی دقت عمل A بیشتر است. البته بهتر است در صورت سؤال پرسیده شود 
»نمرات مهارت« کدام کارگر پراکندگی کمتری دارد.

6472- گزی2746  f نم�ودار تابع 	3
به‌ص�ورت زی�ر اس�ت. از روی ای�ن 
نمودار معوم است که تابع f روی بازۀ 

)  اکیداً صعودی است.  , )−1 2

7472- گزی2747 توجه کنید که  	2
 x x x x xcos cos cos cos cos( )+ = ⇒ =− = π−3 0 3  

 k( )∈ بنابراین 

 
kx k x x   

x k x x k  ( )

π π= π+π− ⇒ = +

π= π− π− ⇒ = π−

3 2
2 4

3 2
2

 

k قبول نیس�تند. در   ππ−
2

، پس جواب‌های به ش�کل  xcos ≠0 چ�ون بای�د 

 . k( )∈ kπ هستند  π+
2 4

نتیجه، جواب‌های کلی معادلۀ مورد نظر به‌صورت 

8472- گزی2748 راه‌حل اول توجه کنید که 	4

 

x

x

x

x

x

x
x x

x xx
x x x x

x

x x x x

x

x x x x

x x

lim

( )
lim( )

( )( ) ( )

( )
lim

( )( )( ( ) )

( )
lim

( )( )( ( ) )

lim
( )( (

→

→

→

→

→

− +
− +

+ + + +− += ×
− − + + + +

− +
=

− − + + + +

− −
=

− − + + + +

−=
− + + +

3

22

3 3 23

3 3 22

3 3 22

3 3 22

32

2 3 2
5 18 16

4 2 3 2 3 22 3 2
5 8 2 4 2 3 2 3 2

8 3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3
5 8 4 2 3 2 x ) )

( )( )

+

−= =−
+ × +

3 2

2

3 2

3 1
82 4 2 2 2

 

راه‌حل دوم بنابر قاعدۀ هوپیتال،

 
x x

xx
xx x

( )
lim lim
→ →

− −
+− + = = =−

− −− +

3 23 2

22 2

3 1
3 3 22 3 2 12
10 18 20 18 85 18 16

 

9472- گزی2749 و   
x  

x
( )

lim sin
+π→

=
2
3

3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  	1

، مقادیر  π2
3

 و در یک همس�ایگی راس�ت نقط�ۀ 
x  

x
( )

lim ( cos )
+π→
+ =

2
3

1 2 0

.
x  

x
x( )

sinlim
cos+π→

=−∞
+2

3
1 2

xcos+1 منفی هستند. بنابراین  2
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)308(

0572- گزی2750 خارج از برنامۀ درسی 	4

1572- گزی2751  .
h  

f h f
f

h

( ) ( )
lim ( )
→

+ −
′=

0

1 1
14 4
4

ابت�دا توجه کنید که  	3

 .
x x

xf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

− − − −
′ =

2

11 1
2 از طرف دیگر، 

f
( )( )

( )
− + +

′ = =

1 11 1
1 2 4 3
4 1

4

پس �

2572- گزی2752 x=2 مش�تق‌پذیر اس�ت، پس در  چون تابع f در نقطۀ  	3
این نقطه پیوسته نیز است. بنابراین

 
x x

f x f a b
ax b a b

lim ( ) ( ) lim
+ +→ →

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
+ +2 2

8 82 4 4 2 2
2

 

. پس
a x

ax bf x
x x

( )( )

− > +′ =
− + <

2

2

8 2

3 6 2
از طرف دیگر 

 x x

x x

a a af f x a
ax b a b

f f x x

( ) lim ( ) lim
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− − −′ ′= = = = =−
+ +

′ ′= = − + =−

2 2 22 2
2

2 2

8 8 82 2
2 2

2 3 6 6
 

 f f a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒− =− ⇒ =2 2 2 6 3 بنابراین�

3572- گزی2753 . پس xf x x
x

( ) ( )+=
+

1
33 1

2
توجه کنید که  	2

 
 x xx xf x x

x xx

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )

−+ − ++ +′ = + ×
+ ++

1 1 1
3 3

2
3 2 1 3 13 1 1 3 11

2 3 22
 

در نتیجه

 f ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )( )

( )

−− − −− −′ − = + − = − × =
− −−

1 2
3 3

2
3 1 88 1 8 1 33 3 2 5

1 3 1 4 41
 

4572- گزی2754 ابتدا توج�ه کنید که نقطه‌های ابتدای�ی و انتهایی نمودار تابع  	3
)f هستند. شیب خطی که این دو نقطه را به هم وصل می‌کند  , ( ))8 8 )f و  , ( ))0 0

 f اکنون طول نقطه‌ای را روی نمودار تابع . f f( ) ( ) ( )− − −
= =

−
8 0 3 5 1
8 0 8

برابر است با 

پیدا می‌کنیم که شیب خط مماس در این نقطه بر نمودار تابع برابر 1 است:

 
f x f x

x x

x x x     (.¡.¡.ù)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ,

′ ′= ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = ⇒ = =−

2 2

2

9 91 1
1 1

1 9 2 4
 

 . f( )=2 بنابراین طول نقطۀ مورد نظر برابر 2 اس�ت و عرض آن برابر است با 1
) می‌گذرد و ش�یب آن برابر 1 اس�ت به‌صورت  , )2 1 معادل�ۀ خط�ی که از نقطۀ 
 y است. عرض نقطه‌ای که این خط محور y x= y یعنی 1− x( )( )− = −1 1 2

 . y= − =−0 1 1 را قطع می‌کند برابر است با 

5572- گزی2755  .
x x x

f x
x x x

( )
− − ≤=

− >

2

2

2 0

2 0
ابت�دا توج�ه کنید که  	1

پ�س نم�ودار تابع f به‌ص�ورت زیر اس�ت. بنابراین نقطه‌های ماکزیمم نس�بی و 
)  هستند که فاصلۀ  , )−1 1 )  و  , )−1 1 مینیمم نسبی تابع f به‌ترتیب نقطه‌های 

( ) ( )− − + + =2 21 1 1 1 2 2 آن‌ها برابر است با �

6572- گزی2756  ABCD راه‌حل اول فرض می‌کنیم مستطیل موردنظر 	4
باشد و طول نقطۀ C برابر x باشد )شکل زیر را ببینید(. چون نقطۀ B روی دایرۀ 

. به این  x− 236 x اس�ت، پس عرض نقطۀ B برابر است با  y+ =2 2 36

تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بای�د   . ABCDS x x= − 22 36 ترتی�ب، 

f را پیدا کنیم. توجه کنید که  x x x( )= − 22 36

 
xf x x  

x

f x x x x x  x

( )

( ) ( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = >

22
2

2 2 2

22 36
36

0 36 18 3 2 0

 

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیشترین مساحت مستطیل ABCD، به 
 . ( ) − =2 3 2 36 18 36 x=3 به‌دست می‌آید و برابر است با  2 ازای 

راه‌حل دوم با نمادگذاری ش�کل زیر، فرض می‌کنیم طول ضلع‌های مس�تطیل 
. بنابراین y sin= α6 x و  cos= α6 x2 و y باشند. در این صورت 

 xy®ÃõTv¶ SeIv¶ ( cos )( sin ) sin= = α α = α≤2 2 6 6 36 2 36  

 .α= 045 ، یعنی  α= 02 90 توجه کنید که تساوی وقتی به‌دست می‌آید که 

7572- گزی2757 از نمادگذاری ش�کل زیر اس�تفاده می‌کنی�م. فاصلۀ مرکز  	1
x برابر است با  y− + =2 3 1 0 دایره تا خط 

 OH
| ( ) ( ) |

( )

− − +
= = =

+ −2 2

2 1 3 4 1 13 13
132 3

 

، OHB ، پس بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ  ABHB= = 7
2

چون 

 OB OH HB OB( ) ( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 213 7 20 2 5  

2 اس�ت. بنابرای�ن معادلۀ ای�ن دایره  5 یعنی ش�عاع دای�رۀ مورد نظ�ر برابر 
x است. طول نقطه‌های برخورد این دایره با  y( ) ( )+ + − =2 21 4 20 به‌صورت 

y=2 جواب معادلۀ زیر هستند: خط 

 x x x   x( ) ( ) ( ) ,+ + − = ⇒ + = ⇒ =− =2 2 21 2 4 20 1 16 5 3  



)309(

8572- گزی2758 )n دایره  )× +2 1 توجه کنید که شکل nام از مستطیلی با  	3
و نواری با n دایره درس�ت شده اس�ت. بنابراین تعداد دایره‌های شکل nام برابر 
. پ�س تعداد دایره‌های ش�کل دوازده�م برابر  n n n( )+ + = +2 1 3 2 اس�ت با 

 . × + =3 12 2 38 است با 

9572- گزی2759 ابتدا توجه کنید که 	4
 g of g f( )( ) ( ( ))− − − −=1 1 1 18 8  

. در این صورت  f a( )− =1 8 اکنون فرض کنید 

f a a a( )= ⇒ − = ⇒ =28 4 8 30
5

. در این صورت  g b( )− =1 30 اکنون فرض کنید 

g b b b b( )= ⇒ + = ⇒ =330 30 3

. g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 18 8 30 3 بنابراین 

0672- گزی2760 فرض کنید B ،A و C به‌ترتیب پیشامد انتخاب بسته‌های  	2
ریاضی، تجربی و علوم انسانی باشند. اگر پیشامد برنده شدن بهروز X باشد، آن‌گاه
P X P A P X A P B P X B P C P X C( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / /

= + +

= × + × + × = + + = =5 7 6 35 56 54 145 290 7 0 8 0 9
18 18 18 180 180 180 180 36

 

1672- گزی2761  B و گروه روزنام�ۀ دیواری را با A اگ�ر گ�روه ورزش را با 	4
. بنابراین n A B( )− =9 n و  B( )=12  ، n A( )=16 نمایش دهیم، آن‌گاه 

 
n A B n A n A B

n A B n A n B n A B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= − − = − =

= + − = + − =

16 9 7

16 12 7 21



 

 

− نفر عضو هیچ یک از دو گروه نیستند. نمودار زیر تعداد  =39 21 18 بنابراین 
افراد هر گروه را نشان می‌دهد.

2672- گزی2762 ابتدا توجه کنید که 	2

 A ( )
−

= = × × = × × = =
4 4 2 4 4

5 53 15 23 3 5 15 314 16 4 16 2 2 2 2 2 4
2

 

.
  

A( ) /
− −

= = = =
1 1
3 3

3
1 12 8 0 5

28
بنابراین 

3672- گزی2763 y همواره  ax bx c= + +2 برای اینکه سهمی به معادلۀ  	2
. بنابراین در س�همی به  b ac− <2 4 0 a<0 و  پایی�ن مح�ور x قرار بگیرد، باید 

y باید شرایط زیر برقرار باشد: m x m x( ) ( )= − + − −21 2 3 1 معادلۀ 

 

m m

m m m m m m

m

( ) ( ) ( )( )

− < ⇒ >

− + − < ⇒ − + < ⇒ − − <

< <

2 2

1 0 1

4 3 4 1 0 7 10 0 2 5 0

2 5

 

>m اس�ت. بنابرای�ن اگ�ر  <2 5 اش�تراک جواب‌ه�ای به‌دس�ت آم�ده براب�ر 
، آن‌گاه سهمی مورد نظر همواره پایین محور xها قرار دارد. m< <2 5

4672- گزی2764 y را س�ه واح�د به  x x=− + +2 2 5 اگ�ر نم�ودار تاب�ع  	1
های منفی انتقال دهیم، نمودار  y های مثبت سپس دو واحد به طرف  x طرف 
f به‌دس�ت می‌آی�د. س�اده ش�دۀ  x x x( ) ( ) ( )=− − + − + −23 2 3 5 2 تاب�ع 
f است. بنابراین می‌خواهیم  x x x( )=− + −2 8 12 ضابطۀ این تابع به‌صورت 

y قرار دارد.  x= بازه‌ای را معین کنیم که در آن بازه نمودار تابع f بالای خط 

 y x= راه‌ح��ل اول ب�رای اینکه بدانیم در چه بازه‌ای نم�ودار تابع f بالای خط 
f را حل کنیم: x x( )> قرار دارد، کافی است نامعادلۀ 

 x x x x x x x x( )( )− + − > ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <2 28 12 7 12 0 3 4 0 3 4
) نمودار  , )3 4 y توجه کنید. در بازۀ  x= راه‌حل دوم به نمودار این تابع و خط 

تابع f بالای این خط قرار دارد.

)f را  )4 )f و  )3 . مقادی�ر  f x x x( )=− + −2 8 12 راه‌حل س��وم در تاب�ع 
به‌دست می‌آوریم:

 f  f     ( ) , ( )=− + − = =− + − =3 9 24 12 3 4 16 32 12 4  
y قرار ندارد،  x= x=4 نمودار تابع f بالای خط  x=3 و  بنابرای�ن در نق�اط 
بلکه منطبق بر این خط اس�ت. پس گزینه‌های )2(، )3( و )4( که شامل عدد 3 

یا 4 هستند، جواب نیستند و گزینۀ )1( جواب است.

5672- گزی2765 فرض کنید بهروز به تنهایی در t س�اعت این کار را انجام  	4
t+9 ساعت این کار را انجام می‌دهد. پس بهروز در  می‌دهد. بنابراین فرهاد در 
 از ای�ن کار را انجام 

t+
1
9

 از ای�ن کار و فره�اد در ه�ر س�اعت 
t
1 ه�ر س�اعت 

 از این کار 
t t
+
+

1 1
9

می‌دهند. اگر هر دو با هم کار کنند، در هر ساعت به مقدار 

را انج�ام می‌دهند. چون با هم در 20 س�اعت کار را تم�ام می‌کنند، پس در یک 

1 کار را با هم انجام می‌دهند. بنابراین 
20

ساعت 

 
t t t t t t

t t
t t t t  (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( )( ) ,

+ = ⇒ + + = + ⇒ − − =
+

− + = ⇒ = =−

21 1 1 20 9 20 9 31 180 0
9 20

36 5 0 36 5

6672- گزی2766  x x− + + =2 1 2 3 ، آن‌گاه معادله به‌صورت  x≥1
2

اگر  	2

، آن‌گاه معادل�ه  x− < <12
2

x=2 اس�ت. اگ�ر 
3

در می‌آی�د ک�ه ج�واب آن 

x=0 ج�واب آن اس�ت. اگر  x در می‌آی�د ک�ه  x− + + + =2 1 2 3 به‌ص�ورت 
ک�ه  می‌آی�د  در   x x− + − − =2 1 2 3 به‌ص�ورت  معادل�ه  آن‌گاه   ، x≤−2

−=x جواب آن اس�ت ولی قابل قبول نیس�ت. بنابراین جواب‌های معادله  4
3

2 است.
3

x=0 هستند که مجموع آن‌ها برابر  x=2 و 
3

7672- گزی2767 ابتدا توجه کنید که  	1
f {( , ),( , ),( , ),( , )}− =1 2 1 5 2 4 3 6 4

بنابراین

 
gof g gof g

gof g gof g

 ½kzº þÄo÷U 

 

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

− −

− −

= = = =

= = = =

1 1

1 1

2 1 5 2 3

4 3 1 6 4 2
 

بنابراین 
 

gof
D  { , , }− =1 5 4 6

در نتیجه
 g g gof

gof

D D D x gof x{ |( )( ) } { , }−

−

−= − = =1
1

1 0 4 5  

} است. , }4 5 در توابع داده شده در گزینه‌ها فقط تابع گزینۀ )1( دامنه‌اش 
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8672- گزی2768 به‌دس�ت  را   xf x
x

( ) −=
−

29
1

تاب�ع  دامن�ۀ  ابت�دا  	4
می‌آوریم:

 f

x x
D  

x x x
  [ , ) ( , ]

− ≠ ⇒ ≠ ⇒ = −
− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

1 0 1
3 1 1 3

9 0 9 3 3


k زیرمجموع�ۀ دامن�ۀ تاب�ع f باش�د ی�ا باید  k( , )− +2 3 2 ب�رای اینک�ه ب�ازۀ 
) باشد. پس دو حالت زیر  , ]1 3 ] باشد یا باید زیرمجموعۀ  , )−3 1 زیرمجموعۀ 

را در نظر می‌گیریم:
−k و  ≥−2 3 . در ای�ن حال�ت بای�د  k k( , ) [ , )− + ⊆ −2 3 2 3 1 حال��ت اول 

. k− ≤ ≤− 11
3

. پس  k+ ≤3 2 1

و   k− ≥2 1 بای�د  حال�ت  ای�ن  در   . k k( , ) ( , ]− + ⊆2 3 2 1 3 دوم  حال��ت 

+k که ممکن نیست.  ≤3 2 3

] آمده است. , )− − 11
3

k که در گزینۀ )4( بازۀ  [ , ]∈ − − 11
3

بنابراین 

9672- گزی2769 )g و  )=1 0 ، آن‌گاه  g x x x( )= −2 توج�ه کنید که اگر  	4
. بنابراین  g( )=2 2

 Ax Bf x  f  f          ( ) ( ) , ( ) , ( )+=− + = =12 1 0 2 2
2

 

بنابراین
A B A B

A B A B

f A B A B

f A B A B

( ) ( )

( ) ( )

+ − −

+ − −

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−2 2

11 2 0 2 2 1 1
2
12 2 2 2 4 2 2 2 2
2

 . B=0و A=−1نتیجه می‌ش�ود
A B

A B

+ =−


+ =−

1

2 2
 از ح�ل دس�تگاه معادلات

در نتیجه 

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− −=− + ⇒ =− + =31 12 3 2 6
2 2

 

0772- گزی2770 ابتدا توجه کنید که 	2

  

tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

11 3 1
4 4 4

15 24
4 4 4 2

13 23
4 4 4 2

 

. tan sin cos ( )( )π π π+ =− + − − =−11 15 13 2 2 11
4 4 4 2 2 2

بنابراین 

1772- گزی2771 . بنابراین  af x bx( ) sin= +1 2
2

ابتدا توجه کنید ک�ه  	3

|a است. با توجه  |+1
2

 و حداکثر مقدار تابع برابر 
b| |
π2

2
دورۀ تناوب تابع f برابر 

) و حداکثر مقدار تابع برابر  )π π− − =π3
4 4

به نمودار تابع f دورۀ تناوب برابر 

3 است. بنابراین
2

 ab  a
b

     | | , | | | |
| |
π =π⇒ = + = ⇒ =2 31 1 1

2 2 2
 

 a صعودی اس�ت، مقادیر x=0 با توجه به اینکه نمودار تابع f در اطراف نقطۀ 

 a b+ . پس  b=−1 و a=−1 یا b=1 و b هم‌علامت‌اند. بنابراین a=1 و 

a در گزینه‌ها وجود دارد. b+ =2 2− باشد که فقط حالت  می‌تواند برابر 2 یا 

2772- گزی2772 ابتدا توجه کنید که مطابق اتحاد چاق و لاغر 	1

x x x x x x x x

x x  x

sin cos (sin cos )(sin cos sin cos )

(sin cos )( sin )

+ = + + −

= + −

3 3 2 2

11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به‌صورت زیر است:

 

x x  x  x

x x  x

x x

 x x  (.¡.¡.ù)

(sin cos )( sin ) sin

(sin cos )( sin )

sin cos

sin sin

+ − = −

+ − − =

+ − =


− = ⇒ =

1 11 2 1 2
2 2

11 1 2 0
2

1 0

11 2 0 2 2
2

 

x و  π=
2

 ، x=0 ] جواب‌های  , ]π0 2 x در بازۀ  xsin cos+ − =1 0 معادل�ۀ 

π5 است.
2

=x را دارد که مجموع آن‌ها برابر  π2

3772- گزی2773 x ی�ک همس�ایگی ع�دد 3 اس�ت،  x( , )+ −1 2 1 ب�ازۀ  	1

 . x x+ < < −1 3 2 1 بنابراین بایستی 

>x را به‌دست می‌آوریم: −3 2 +x و 1 <1 3 مجموعۀ جواب‌های نامعادله‌های 

 
x x       

x x      

( )

( )

+ < ⇒ <

< − ⇒ >

1 3 2 1

3 2 1 2 2

اشتراک مجموعۀ جواب‌های نامعادله‌های )1( و )2( برابر تهی است.

4772- گزی2774 f و  a( )= −2 2 1 ابتدا توجه کنید که  	3

 

x x

x x x

x x

x

f x ax a

x x xxf x
x x x x x x

x x x x x x
x xx x

x x
x

lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )( ) ( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

− −

+ + +

+ +

+

→ →

→ → →

→ →

→

= − = −

− + +−= =
− + − + + +

− + + − + +
= =

− +− −

+ + +
= = =

+ +

2 2

2 2 2

22 2

2

1 2 1

3 2 23 6
2 2 2

3 2 2 3 2 2
2 12

3 2 3 2 2 4
1 2 1

 a− =2 1 4 x=2 پیوس�ته باش�د باید تس�اوی  بنابرای�ن برای اینکه تابع f در 

. توجه کنید که حد راست تابع را می‌توانید  a=5
2

برقرار باشد که نتیجه می‌شود 

به کمک قاعدۀ هوپیتال نیز به‌دست آورید:

 
x x

x
x x   

x

lim lim
+ +→ →

− = = =
− + − −

+
2 2

3 6 3 3 4
1 12 1 1

42 2
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5772- گزی2775 ابتدا توجه کنید که 	3

 
x x

f a b  f x ax b a b
  

     ( ) , lim ( ) lim ( )
+ +→ →

= + = + = +
1 1

1  

x x
f x x x

  

lim ( ) lim ( [ ])
− −→ →

=
1 1 x  

lim
−→

= =
1

0 0                       

. از طرف دیگر a b+ =0 x=1 پیوسته است، پس  تابع f در نقطۀ 

 
x  x  

x  x  x  

f a b  f x ax b a b

f x x x x

 

 

     

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

− −

+ + +

→ − → −

→ − → − → −

− =− + = + =− +

= = − =

1 1

1 1 1

1

1
 

. از حل دس�تگاه  a b− + =1 x=−1 پیوس�ته اس�ت، پ�س  تاب�ع f در نقط�ۀ 

. b=1
2

−=a و  1
2

 نتیجه می‌شود 
a b

a b

+ =

− + =

0

1
معادلات 

6772- گزی2776 . بنابراین اولًا باید 
x

xlim( )
→

− =−
2

2 5 ابتدا توجه کنید که 1 	2

x در  ax b+ +2  برابر صفر باش�د ثانیاً باید علامت عبارت 
x

x ax blim( )
→

+ +2
2

 x( )− 22 x باید برابر  ax b+ +2 x=2 مثبت باش�د. پس  یک همسایگی نقطۀ 
 x ax b x x a b,+ + = − + ⇒ =− =2 2 4 4 4 4 باشد، در نتیجه�

. a b+ =0 پس 

7772- گزی2777 ابتدا توجه کنید که 	3

 

x

g
g x x x

g x  g  
x

f x f
f

x

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim ( )
→

=
= + ⇒

′ ′= + ⇒ = + =


− ′= ⇒ =
−2

1 2

1 1 31 1 1
2 22

2 4 42
2 3 3

 

. fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =3 41 1 1 1 2 2
2 3

بنابراین 

8772- گزی2778  y ب�ر نم�ودار تاب�ع ( , )2 1 y در نقط�ۀ  x= −3 5 خ�ط  	4
. از طرف دیگر، g ( )′ =2 3 )g و  )=2 1 مماس است. پس 

 x x

f x f f x f
x x

f f

  

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

− −
= ⇒ =

− −

′ ′= ⇒ =

1 1

1 12 1 2
2 2 3 2 1 3

1 2 41 1
2 3 3

 

. fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =42 2 2 2 1 3 4
3

بنابراین 

9772- گزی2779  x=2 ابتدا توجه کنید که در یک همس�ایگی چپ نقطۀ  	1
. در  x x x x| |− = −2 22 2 x منف�ی اس�ت، بنابراین  x−2 2 علامت عب�ارت 

واقع تابع f به‌صورت زیر است

 

x x x x x

x x x f x x x

x a xx ax b x

( )

 − ≤  − <  ′− < < ⇒ = − < <
 + >+ + ≥



2

2

2

2 0 2 2 0

2 0 2 2 2 0 2

1 22
2

 

. بنابراین f f( ) ( )+ −′ ′=2 2 x=2 مشتق‌پذیر است، پس  چون تابع f در نقطۀ 
 a a+ = − ⇒ =−2 2 4 4  

x=2 پیوسته است. پس  از طرف دیگر تابع f در نقطۀ 
 
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= =
2 2

2

 a b b a+ + = − ⇒ =− − =2 2 4 4 2 2 6 بنابراین�
. a b+ =2 در نتیجه 

0872- گزی2780 x=0 تعریف نش�ده پس در این  راه‌حل اول تابع f در  	3

x در ضابطۀ f داخل قدرمطلق قرار  x−3 2 نقطه مش�تق‌پذیر نیس�ت. عبارت 

 f برابر صفر می‌شود و در نتیجه تابع x=± 2 x=0 و  دارد و این عبارت در 
در این نقاط مشتق‌پذیر نیست. بنابراین تابع f در سه نقطه مشتق ندارد.

راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که

 
x xx x x x

f x
x x x x

| || | | || |
( )

| |

 − >− − = = =
− − <

23 2

2

2 02 2
2 0

 

 x= 2  ، x=0 بنابراین نمودار تابع f به‌صورت زیر است. واضح است که در 

−=x تابع f مشتق‌پذیر نیست. 2 و 

1872- گزی2781 ] برابر است با , ]0 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	4

 f f( ) ( )− −= =
−

2 0 12 2 5
2 0 2

 

: f ( )′ 3
4

x=3 برابر است با 
4

آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع f در 

 x
f x x  f

x

( )
( ) ( )

+′ ′= + + ⇒ = + =
+

4 2 3 11 194 1 2
4 4 42 4 1

 

] از آهنگ لحظ�ه‌ای آن در  , ]0 2 بنابرای�ن آهن�گ تغییر متوس�ط تابع f در ب�ازۀ 

−  بیشتر است. =19 15
4 4

x=3 به اندازۀ 
4

2872- گزی2782 با توجه به نمودار تابع f معلوم اس�ت که این تابع فقط در  	4
x=3 اکسترمم نسبی دارد. از طرف دیگر، 

 
f x x ax bx

f x x ax bx x x ax b

( )

( ) ( )

= + +

′ = + + = + +

4 3 2

3 2 24 3 2 4 3 2
 

x=3 باید تغییر کند. x=0 نباید تغییر کند و فقط در  f در  x( )′ علامت 

b=0 و بنابراین باید 

 f x x x ax x x a

f a

( ) ( ) ( )

( )

′ = + = +

′ = ⇒ =−

2 24 3 4 3

3 0 4
 

بنابراین
 f x x x f( ) ( )= − ⇒ − =4 34 2 48



فصل دوم: آزمون ها
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3872- گزی2783 B1 پیش�امد تعلق لام�پ انتخابی به جعبۀ  ف�رض کنید  	2

B2 پیش�امد تعلق لامپ انتخابی به جعبۀ دوم و A پیشامد معیوب بودن  اول، 

لامپ انتخابی باشد. طبق فرمول احتمال کل،

 P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +1 1 2 2  

، زی�را لامپ را از بی�ن 5 لامپ از  P B( )=2
7

12
P و  B( )=1

5
12

طب�ق ف�رض 

جعب�ۀ اول و 7 لام�پ از جعبۀ دوم انتخاب می‌کنیم. همچنی�ن چون 4 تا از 20 

 P A B( | )=1
4
20

لامپ جعبۀ اول و 3 تا از 12 لامپ جعبۀ دوم معیوب‌اند، پس 

. در نتیجه P A B( | )=2
3

12
و 

P A( )= × + × = + =5 4 7 3 1 7 11
12 20 12 12 12 48 48

 

4872- گزی2784 ′B نی�ز  می‌دانی�م اگ�ر A و B مس�تقل باش�ند، A و  	3
مستقل‌اند. بنابراین 

 

P A P B  

P A B P A P B
 

P A B P A P B

P A P B P A P B

P A P B P B P A

P B( ) ( ) /

( ) / ( ) ( ) /

( ) / ( ) ( ) /

( ) ( ) ( ) ( ) /

( )( ( ) ( )) / ( ) /

/( )
/

=

= =  ⇒ 
′ ′= =  

′+ =

′+ = ⇒ =

→ = =

1
0 6

0 6 0 6

0 2 0 2

0 8

0 8 0 8

0 6 3
0 8 4







 

اکنون می‌توان نوشت

 
P A B P A P B P A B

 

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) / / / / /

′ ′ ′= + −

+ − − = + − =30 8 1 0 2 0 8 0 25 0 2 0 85
4

 

 

5872- گزی2785 فرض کنید A پیش�امد ش�رکت کردن امیر و B پیشامد  	1
 ، P A( ) /=0 6 ش�رکت ک�ردن به�روز در مس�ابقۀ علم�ی باش�د. طب�ق فرض 

P را حس�اب کنی�م. طبق  A B( | )′ . بای�د  P A B( | ) /=0 5 P و  B( ) /=0 3

قانون احتمال کل 

 
P A P B P A B P B P A B

P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / ( / ) ( | )

// / / ( | ) ( | )
/

′ ′= +

′= × + −

′ ′= + ⇒ = =

0 6 0 3 0 5 1 0 3

0 45 90 6 0 15 0 7
0 7 14

 

6872- گزی2786 اگ�ر فض�ای نمون�ه‌ای آزمایش را فق�ط برای مه�رۀ دوم  	2
تش�کیل دهیم، 10 مهره عضو این فضای نمونه‌ای هس�تند که 6تا از آن‌ها سفید 

است. بنابراین احتمال سفید بودن مهرۀ دوم 0/6 است.

7872- گزی2787 در ذوزنق�ۀ ABCD نقاط M و N وس�ط‌های دو س�اق  	2

AB و اگر ارتفاع  DCMN +=
2

هس�تند، پس بنابر قضیۀ میان‌خط در ذوزنقه 

. AH HH h′ ′= = AH را رسم کنیم، آن‌گاه 

بنابر فرض سؤال،

ABNM

MNCD

h AB MNS
S h MN DC

AB MN MN DC

AB DC ABAB DC AB DC
DC

( )

( )

( )

+
= ⇒ =

+

+ = +

+− =− ⇒ = ⇒ =

1
3 32
5 1 5

2
5 5 3 3

15 3 2 6 2
2 3

8872- گزی2788 فرض کنید نقاط M و N وس�ط‌های دو ضلع غیر مجاور  	1
چهارضلعی ABCD و نقاط E و F وس�ط‌های دو قطر آن باش�ند و چهارضلعی 
MENF لوزی به ضلع x باشد. بنابر قضیۀ میان خط در مثلث نتیجه می‌گیریم 
. یعنی دو ضلع  BC AD= . پس  BC EN x= =2 2 AD و  ME x= =2 2

غیرمجاور دیگر چهارضلعی ABCD برابرند.

9872- گزی2789 ′BB قط�ر کوچ�ک بیضی  ′AA قط�ر ب�زرگ و  اگ�ر  	3

 be  
a

= −
2

2
1 ′ABA مورد سؤال است. می‌دانیم  باش�ند، آن‌گاه اندازۀ زاویۀ 

 . e= 2
3

و بنابر فرض 

پس

 b b b b  
aa a a

= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 2 2

2 2 2
2 2 1 31 1
3 3 3 3

 

حال در مثلث قائم‌الزاویۀ OAB می‌نویسیم

 aB B ABA
b

ˆ ˆ ˆtan ′= = = ⇒ = ⇒ = × =0 0 0
1 1

1 3 60 2 60 120
3

3

 

0972- گزی2790 داده‌ها را به‌صورت صعودی مرتب می‌کنیم. 	2
          / , / , / , / , / , / , / , / , / , /10 6 10 6 11 2 11 5 11 9 12 3 12 7 12 8 13 5 30 2  

چون تعداد داده‌ها 10تا اس�ت، پس میانه برابر میانگین داده‌های پنجم و ششم، 
چارک اول برابر دادۀ سوم و چارک سوم برابر دادۀ هشتم است. بنابراین

Q  Q  Q

Q Q Q
Q Q

/ / / , / , /

/ / / / /
/ / /

+= = = =

+ − + − × −= = =−
− −

2 1 3

1 3 2

3 1

11 9 12 3 12 1 11 2 12 8
2
2 11 2 12 8 2 12 1 0 2 0 125

12 8 11 2 1 6



)313(

1972- گزی2791 ابتدا توجه کنید که 	2
( )( )

( )( )

+ ++ + + += =
−− − +

+= = +

2 2 3 3 5 68 27 10 2 4 3 15 3 9 2
25 65 6 5 6 5 6

19 2 19 3 2 3
19

از طرف دیگر،

( ) ( )
( )

( )( )
− + +

− = = = = +
−− − +

4 1 2 3 1 2 3 122 9 1 3 1
3 13 1 3 1 3 1

بنابراین مقدار خواسته شده برابر است با 
( )+ − + = −2 3 3 1 2 1

2972- گزی2792 اعداد مربع کامل به‌صورت زیر هستند: 	3

, ,2 2 21 2 3 , , , ,2 28 9   

 29 28 و آخرین عدد دستۀ نهم عدد  بنابراین آخرین عدد دس�تۀ هش�تم عدد 

28+ اس�ت. پس واسطۀ حسابی بین  اس�ت. همچنین اولین عدد دس�تۀ نهم 1

29 را باید حساب کنیم که برابر است با  28+ و  1

+ + =
2 28 1 9 73

2

3972- گزی2793 x بخش‌پذیر اس�ت،  −2 P بر 1 x( ) چون چند‌جمله‌ای  	2

. از طرف  P P( ) ( )− = =1 1 0 پس بر x−1 و x+1 هم بخش‌پذیر است. یعنی 

)Q است. بنابراین  )2 x−2 برابر  Q بر  x( ) دیگر باقی‌ماندۀ تقسیم 

Q x P x P x Q P P( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − ⇒ = + − =1 1 2 1 1 0

« که  x−2 Q بر  x( ) توجه در صورت سؤال نوشته شده است »حاصل تقسیم 

معلوم نیست چیه! ولی احتمالًا منظور همین »باقی‌مانده« بوده است. 

4972- گزی2794 مجم�وع جواب‌ه�ا و حاصل‌ض�رب جواب‌ه�ا در معادلۀ  	1

m−2 هستند، پس 
3

m−1 و  2
3

x به‌ترتیب برابر  m x m( )+ − + − =23 2 1 2 0

m m m m m
m

m m m 

( )( )

( )( ) m ,

− = ⇒ − − = ⇒ − − =
−

+ − = ⇒ =− =

21 2 3 1 2 2 9 2 5 7 0
3 2

71 2 7 0 1
2

x در می‌آی�د که جواب  x− + =23 3 3 0 ب�ه‌ازای m=−1 معادل�ه به‌صورت 

m=7 قابل قبول است. 
2

ندارد، پس فقط 

5972- گزی2795 راه‌حل اول نامعادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 	4
x x x
x x x

x x x
x

| | | | | |

+ + − +< < ⇒− < − < ⇒− < <
− − −

− + < ⇒ − < −
−

1 1 3 31 3 1 2 1 1 1
2 1 2 1 2 1

3 3 1 3 3 2 1
2 1

بنابراین نامعادله به‌صورت زیر حل می‌شود:

x x x x

x x x x

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( ) ( / , )

− < − ⇒ − − − <

− + − − − + <

− − < ⇒ < < ⇒ ∈

2 2 2 23 3 2 1 3 3 2 1 0

3 3 2 1 3 3 2 1 0

45 4 2 0 2 0 8 2
5

+< <
−

1 11 3
2 1

راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که عدد 1 در نامعادله صدق می‌کند، زیرا�

3 در نامعادله صدق می‌کند 
2

همچنین عدد 

( )

+
< < ⇔ < <

−

3 1
521 3 1 3

3 42 1
2

این اعداد فقط عضو بازۀ گزینۀ )4( هستند. 
راه‌حل سوم نامعادله را به صورت زیر می‌نویسیم:

x x x x x
x x x
x x x x x
x x x

( , ) ( , )

( , )

+ + − + − +< ⇒ < ⇒ < ⇒ ∈ −∞ +∞
− − −
+ + − + − +> ⇒ > ⇒ > ⇒ ∈
− − −

1 1 6 3 5 4 1 43 0 0
2 1 2 1 2 1 2 5

1 1 2 1 2 11 0 0 2
2 1 2 1 2 1 2



از اشتراک دو مجموعۀ جواب به‌دست آمده نتیجه می‌شود

x ( , ) ( / , )∈ =4 2 0 8 2
5

6972- گزی2796 راه‌حل اول مختصات نقاط را در معادلۀ سهمی قرار می‌دهیم: 	1
y ax bx c

x x
c c ,   a b c a b

y y

x
a b c a b b a

y

= + +

= =  ⇒ + + = ⇒ = ⇒ + + = ⇒ + = 
= =  
=− ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =
=

2

0 1
0 0 5 5 11 6

5 11

2
4 2 5 4 2 0 2

5

. پس معادلۀ  b=4 و a=2  نتیجه می‌شود 
a b

b a

+ =


=

6

2
از حل دستگاه معادلات 

) می‌گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 سهمی به‌صورت 

  ،( , )0 5 y از نقاط  ax bx c= + +2 راه‌ح��ل دوم چ�ون س�همی ب�ه معادل�ۀ 

 y ax bx c= + + −2 5 ) می‌گذرد، پس س�همی به معادلۀ  , )1 11 ) و  , )−2 5

) می‌گذرد و معادلۀ س�همی‌ای که از این نقاط  , )1 6 ) و  , )−2 0 ،( , )0 0 از نقاط 

y است. این سهمی از  a x x a x x( )( ) ( )= − + = +20 2 2 می‌گذرد به صورت 
) می‌گذرد. پس , )1 6 نقطۀ 

a a( )= + ⇒ =6 1 2 2

y اس�ت که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 بنابرای�ن معادلۀ س�همی اولیه به‌صورت 
) می‌گذرد.  , )−1 3

)یکسان است، پس طول رأس  , )0 5 ) و  , )−2 5 راه‌حل س��وم چون عرض نقاط 
کل�ی  ش�کل  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  بنابرای�ن  اس�ت.   −1 براب�ر  س�همی  ای�ن 
) می‌گذرد. پس  , )1 11 ) و  , )0 5 y است. این سهمی از نقاط  m x n( )= + +21

m n

m n

Âµ¿w

Âµ¿w

( , )

( , )

∈ ⇒ + =

∈ ⇒ + =

0 5 5

1 11 4 11

. در نتیجه  n=2 و m=2  به‌دست می‌آید 
m n

m n

+ =


+ =

5

4 11
از حل دستگاه معادلات 

) می‌گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x( )= + +22 1 3 معادلۀ سهمی به صورت 



فصل دوم: آزمون ها
)314(

7972- گزی2797 y را دوازده واح�د به راس�ت  x= اگ�ر نم�ودار تاب�ع  	3

y به‌دست می‌آید. اگر این نمودار را دو واحد به  x= −12 ببریم، نمودار تابع 

y حاصل می‌ش�ود. نقطۀ برخورد  x= − +12 2 بالا انتقال دهیم، نمودار تابع 

g مد نظر است که طول آن  x x( )= − +12 2 f و  x x( )= نمودار توابع 

f به‌دست می‌آید: x g x( ) ( )= از حل معادلۀ 

x x x x x x x

x x x

= − + ⇒ − = − ⇒ + − = −

= ⇒ = ⇒ =

12 2 2 12 4 4 12

16 4 4 16

)A است که فاصلۀ آن از مبدأ مختصات برابر است با , )16 4 پس نقطۀ مورد نظر 

+ =2 216 4 4 17
توجه این س�ؤال خارج از مباحث کتاب درس�ی رش�تۀ تجربی اس�ت. چون حل 

هندسی معادلات در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

8972- گزی2798 و   f x x x( ) | | | |= − = −2 22 4 2 2 تابع‌ه�ای  نم�ودار  	1

 f نمودار تابع a b( , )′ ′ g به‌صورت زیر است. واضح است که در بازۀ  x x( )=2

′b را معلوم کنیم که  ′a و  زیر نمودار تابع g قرار دارد. پس کافی اس�ت نقاط 
f هستند:  x g x( ) ( )= جواب معادلۀ 

x x x x

x x x  xx x
x

x x x x x  x

 .¡.¡.ù

 .¡.¡.ù

| | | |

, ( )

, ( )

− = ⇒ − =

 − − = ⇒ = =− − = ≥ ⇒ ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

22

2 2

2 2 2 2

2 0 2 12
0

2 2 0 1 2

b و در  b′= =2 a و  a′= =1 b وقتی اس�ت که  a− بنابراین بیش�ترین مقدار 
 . b a− =1 نتیجه 

توجه این س�ؤال خارج از مباحث کتاب درس�ی رش�تۀ تجربی اس�ت. چون حل 
هندسی معادلات و نامعادلات در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

9972- گزی2799 ، بنابراین  f gD D= =  راه‌حل اول ابتدا توجه کنید  	2

. از طرف دیگر، gofD = 

 
gof x g f x f x f x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) )

( [ ] )

= =− + = − −

= − − −

2 2

2

4 4 2

4 2 2 2
 

اکنون توجه کنید که 
x x x x

x x x x

x x gof x

[ ] [ ]

( [ ] ) ( [ ] )

( [ ] ) ( )( )

≤ − < ⇒− ≤ − − <−

< − − ≤ ⇒− ≤− − − <−

≤ − − − < ⇒ ≤ <

2 2

2

0 2 2 1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 4 4 2 2 2 1

0 4 2 2 2 3 0 3

] است.  , )0 3 gof بازۀ  بنابراین برد تابع 

راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که 
x x f x

gof x g f x g t t t t

[ ] ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ,

≤ − < ⇒ ≤ <

= = =− + ≤ <2

0 2 2 1 0 1

4 0 1

بنابراین نمودار تابع g به صورت مقابل اس�ت و در 
، یعنی  g t( )≤ <0 3 نتیجه 

gofR [ , )= 0 3

280028 ، 0- گزی0 g x f x( ) ( )−= 1 چ�ون  	3

g g f f( ) ( ) ( ) ( )− −+ = +1 16 12 6 12 پس�
 . f( )= + =9 9 3 12 )f و  )= + =4 4 2 6  ، f x x x( )= + از ط�رف دیگ�ر، 

f و در نتیجه حاصل عبارت خواسته شده  ( )− =1 12 9 f و  ( )− =1 6 4 بنابراین 
برابر 13 است.

280128 f در نقطۀ 1- گزی0 −1 راه‌حل اول ف�رض می‌کنیم نمودار تاب�ع  	2
a>0 نیمس�از ناحی�ۀ چه�ارم را قط�ع کن�د. در ای�ن ص�ورت  a ک�ه  a( , )−

. بنابراین  f a a( )− = f و در نتیجه  a a( )− =−1

a a a a a
a a

− − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

22 22 1 1

راه‌حل دوم ابتدا تابع وارون تابع f را به‌دست می‌آوریم:
xy x       x y xy x x yx

x x

y yx    

y yx

.¡ .¡ .ù

,

( )

−= − < ⇒ = ⇒ = − ⇒ − − =

 + + = >


 − +

=

2 2 2

2

2

2 20 2 2 0

8 0
2

8
2

f با  . ط�ول نقطۀ برخ�ورد نم�ودار تابع 1− x xf x( )− − +=
21 8

2
بنابرای�ن 

f به‌دست می‌آید: x x( )− =−1 ( از حل معادلۀ  y x=− نیمساز ناحیۀ دوم )خط 

x x x x x     x

x x x x   x    .¡.¡.ù

( )

, ( )

− + =− ⇒ + = >

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

8 8 3 0
2
8 9 1 1 1

280228 راه‌حل اول توجه کنید که2- گزی0 	1

log log log= ⇒ = ⇒ =4 2 2
8 1 4 83 3 3
10 2 5 5

log log log
log

log log log

++
= = = =

+ +

2 2 2
12

2 2 2

8 16 3 2 1356
12 3 2 2 8 182

5

بنابراین �

راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که

log /= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
4

4 5 8 554
43 0 8 4 3 4 3 2 3
5

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.( 
بنابراین 

( ) ( ) ( ) ( )

log log log log log

log log log log

log log log log

× ×

× × × ×

= + = +

= + = +

= + = + = + =

2 2

8 4 10 5 5 4 10 8

9 18

12 12 12 2 3 2 3

2 3 2 3 3 3 2 2

3 23 2

6 3 2 3 2

4 3 5 2 4 3 5 2

4 5 4 5 134 3 5 2 3 2
9 18 9 18 18



)315(

280328 و 3- گزی0  f( )− =1 0
3

ک�ه  اس�ت  معل�وم   f تاب�ع  نم�ودار  از  	2
. بنابراین  f( )=−0 2

b

ax b a b

b

a

f
f x

f

b

a a

( )
( )

( )

+
− +

− +

 =− + =−


=− + ⇒
 − =− + =


 = ⇒ =


 = ⇒− + = ⇒ =−


3

1
3

0 4 2 2
4 2

1 4 2 0
3

2 2 1

2 4 1 2 3
3

xf x f( ) ( )− +=− + ⇒ − =− + =3 1 654 2 4 2 60
3

پس�

280428 . در ای�ن 4- گزی0 f a( )− = >1 2 0 راه‌ح��ل اول ف�رض کنی�د  	4

a a
a

a

( )+
= ⇒ + =

12
12 2 2 4

2 2
f و در نتیجه� a( )=2 صورت 

=ab معادله به‌صورت زیر در می‌آید: >2 0 با فرض 

b b b b b
b

.¡.¡.ù, ( )+ = ⇒ − + = ⇒ = + = −21 4 4 1 0 2 3 2 3

a که با توج�ه به دامنۀ داده  log ( )= − <2 2 3 0 ، آن‌گاه  b= −2 3 )اگ�ر 

شده قابل قبول نیست.( پس
a a log ( )= + ⇒ = +22 2 3 2 3

] را  , )+∞0  ب�ا دامن�ۀ 
x x

f x
( )

( )
+

=

12
2

2
راه‌ح��ل دوم تاب�ع وارون تاب�ع 

x x
x

x
y y

( )+
= ⇒ = +

12
12 2 2

2 2
به‌دست می‌آوریم:�

، آن‌گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 

xy t t yt t y y y y
t

= + ⇒ − + = ⇒ = ± − ⇒ = ± −2 2 212 2 1 0 1 2 1

y قابل قبول است. بنابراین  y+ −2 1 ، پس فقط  x≥0 چون 

x y y f x x xlog ( ) ( ) log ( )−= + − ⇒ = + −2 1 2
2 21 1

. f ( ) log ( )− = +1
22 2 3 در نتیجه 

280528 توجه کنید که5- گزی0 	2

tan tan( ) tan

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan( ) cot

sin sin( ) sin( ) cos

= − =− =−

= + =− =−

= + = × + =− =−

= + = × + = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

300 360 60 60 3

3210 180 30 30
2

480 450 30 5 90 30 30 3

3840 810 30 9 90 30 30
2
بنابراین

tan cos tan sin

( )( ) ( )( )

+

= − − + − = − =

0 0 0 0300 210 480 840

3 3 3 33 3 0
2 2 2 2

280628 ابتدا توجه کنید که6- گزی0 	4

y a b x a b xsin( ) cosπ= + + = +
2

a اس�ت که با توجه به ش�کل برابر 3 اس�ت. از  b| |+ پس ماکزیمم تابع برابر 

) عبور می‌کند. پس , )π7 0
3

طرف دیگر نمودار تابع از نقطۀ 

a b a b a b

b ba a

cos cos( ) cosπ π π+ = ⇒ + π+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =−

7 0 2 0 0
3 3 3

0
2 2

ba b b| | | |+ = ⇒− + =3 3
2

بنابراین�

با توجه به نمودار تابع واضح است که b مقداری منفی است، پس
b b b− − = ⇒ =−3 2
2

280728 y 7- گزی0 a bx csin( )= + حداکثر مقدار و حداقل مقدار تابع  	4

3− نشان  a اس�ت که روی ش�کل برابر 1 و  c| |− + a و  c| |+ به‌ترتیب برابر 

داده شده است. پس
a c c

a c a

| |

| | | |

+ = =−  ⇒ 
− + =− =  

1 1

3 2

 اس�ت ک�ه روی ش�کل براب�ر 
b| |
π2 از ط�رف دیگ�ر، دورۀ تن�اوب تاب�ع براب�ر 

) نشان داده شده است. پس )π π− − = π9 3 6
2 2

b
b

| |
| |
π= π⇒ =2 16

3
پس

a a
b b

| |= = ⇒ =±2 6 6
1
3

ولی چون نمودار رسم شده در یک همسایگی راست صفر نزولی است، a و b باید 

. a
b
=−6 غیرهم‌علامت باشند، پس 

280828 معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم:8- گزی0 	4

x x

x x

x x

sin( ) cos( )

sin( ) sin( )

sin( ) sin( )

π π− = +

π π π− = − −

π π− = −

2
4 4

2
4 2 4

2
4 4

بنابراین جواب‌های کلی معادله به‌صورت زیر هستند:

kx k x x
     k

x kx k x
( )

( )

π π π π− = π+ − = + ⇒ ∈ 
π π  = + π− = π+π− + 

22 2
4 4 3 6

2 12 2
4 4



x قابل قبول نیست. k( )= + π2 1 x قرار داده شده است، پس  k≠ π چون شرط 
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280928 x=−2 تابع 9- گزی0 توجه کنید که در یک همسایگی چپ نقطۀ  	3
y=−3 برابر است. بنابراین y با تابع  x[ ]=

x x x

x
x x( ) ( ) ( )

[ ]
lim lim lim

− − −→ − → − → −

+ − += = =
+ +2 2 2

3 3 3 0 0
2 2

0182- گزی2810 ابتدا توجه کنید که 	1

n nx x

n
ax x ax

ax x
lim lim
→+∞ →+∞

=
− − = = ⇒

=− 

3 2 1
1 1

264 12 4
3

بنابراین راه‌حل اول

x x x

x

x

x

x

x x
x xf x

x x
x x

x x x x x

x x x
x

x x x x

x x

lim ( ) lim lim

( )
lim( )

( )

( )( )
lim

lim
( )

lim( )

(

→ → →

→

→

→

→

− −
− −= =

− −
− −

= ×
− + − + −

− − −
=

−

×
+ − + −

= − − ×
+ +

= × −

3 2 3 2

3 3 3
3 2

3 33 2 2 2 2

2

3

3 33 2 2 2 2

2
3

2 1
1 2 3 13

4 12 12 3
8 27 11 1

12 3 4 6 1 9 1
3 8 3 91

12 3
1

4 6 1 9 1
1 18 3 9

12 36 36 36
1 72 9

12
)− × =

×
1 19

36 3 24
راه‌حل دوم به کمک قاعدۀ هوپیتال مقدار حد خواسته شده را به‌دست می‌آوریم:

x x x

x
x x x

f x
x

( )
lim ( ) lim lim
→ → →

−− − −
= =

−
×−
×= =

3 2 3 2 2

3 3 3

2 22 1 3 3 13
4 12 4

2 2 3
13 3 4

4 24
توجه این سؤال خارج از مباحث کتاب درسی رشتۀ تجربی است. چون حد تابع 

رادیکالی در بی‌نهایت در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

1182- گزی2811 x=−2 مش�تق‌پذیر است، پس در  چون تابع f در نقطۀ  	3
این نقطه پیوسته نیز هست. بنابراین

x x
f x f x

x x x
f x f x x

x

f f f

f
b

f b

bx c x x b x

b

                
  

     

    
          

( ) ( )
( ) ( ), ( lim ( ) lim ( )

( )

)

( )

( ) (

, ( )

)

− +→ − → −
− +

−

+

=

 − ≤− − ≤− ′= = − 
− + + >− − + >− 

′ ′− = − − =

 ′ − =− =− ⇒ + =− ⇒+
 ′ − =− − + = +

2 2

2

2 2 2

1

15 2 2 2
5 21 2 2

12 13 24

2

5
32 2 2

x x
f x x bx c b c c

b

f

c c

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( )

+ +→ − → −
= − + + =−

=−

 − = + =





+ = ⇒ =

− + = +2

2 2

1 82 2
2

7
3

2 5 4 3

8 13

3

3 3

2182- گزی2812 ابتدا توجه کنید که 	4
x xx x x x xf x

x x x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

++ + += = = =
− − − −

3 2 23
2 2 3 3 3 2 3

22 2 2
1 1

بنابراین
x x x x x x x

f x
x x

( ) ( ( ) ( ) )( )
( )

( ( ) )

− − − + − +′ =
−

2 3 3 2 2

2 3 2
1 2 1 3 1 2

1

در نتیجه 

f
( ( ) ( ) )( )

( )
( ( ) )

× − + ×′ = =−
3 3 2

3 2
4 1 4 1 3 1 4 4 152

44 1

3182- گزی2813 ابتدا توجه کنید که 	1

x x x xf x x x x f x
x x x x

( ) ( ) − − + −′= + − ⇒ = + =
− −

22
2 2

4 2 4 24 1
2 4 4

x=4 نقاط بحرانی تابع‌اند ول�ی چون تابع f در یک  x=0 و  واض�ح اس�ت که 
همس�ایگی آن‌ها تعریف نمی‌ش�ود، پس این نقاط اکس�ترمم نسبی تابع نیستند. 
f را ح�ل کنیم تا طول نقاط اکس�ترمم نس�بی  x( )′ =0 بنابرای�ن بای�د معادل�ۀ 

به‌دست آید:

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x .¡.¡.ù

,

, ( )

− + − = ⇒ − = − >

− = − + ⇒ − + =

− + = ⇒ = + = −

2 2

2 2 2

2

4 2 0 4 2 2

4 4 4 2 8 4 0

4 2 0 2 2 2 2

)A نقطۀ اکسترمم )ماکزیمم( نسبی تابع f است  , )+ +2 2 2 2 2 بنابراین نقطۀ 

که فاصلۀ آن از نیمساز ناحیۀ اول برابر است با
| ( )|+ − +

= =
+2 2

2 2 2 2 2 2 1
21 1

4182- گزی2814  . y x= −2 210 . پس  x y+ =2 2 ابتدا توجه کنید که 10 	4
اگر مثلث را حول ضلع AC دوران دهیم، مخروطی به‌دست می‌آید که شعاع قاعدۀ 

V خواهد  y xπ= 2
3

آن برابر y و ارتفاع آن برابر x اس�ت، پس حجم حاصل برابر 

V حاصل شود.  x x x( ) ( )π= − 210
3

بود. بنابراین می‌خواهیم حداکثر مقدار تابع 

V x x x x x

x x y y

( ) ( ) V ( ) ( )

V ( )

π π′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =

3 2

2

10 10 3
3 3

10 10 100 10 2
3 3 3

بنابراین

y
x
= =

102
23

110
3
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5182- گزی2815 راه‌حل اول فرض کنید فرد A و فرد B نخواهند با هم در  	3
مهمانی شرکت کنند. تعداد حالت‌های مورد نظر به‌صورت زیر به‌دست می‌آیند

A  B A
B A  

j¼{ R¼øj j¼{ R¼øj ³Hk¨ï_ÃÀ »

j¼zº R¼øj » j¼zº R¼øj » kº¼zº R¼øj

B

     
     + + = × + =
     
     

7 7 7
2 35 21 91

4 4 5

راه‌ح��ل دوم تع�داد حالت‌های�ی ک�ه دو ف�رد A و B با هم ب�ه مهمانی دعوت 

 است و تعداد کل حالت‌های دعوت 5 نفر از 9 نفر برابر 
 
 
 
 

7

3
می‌ش�وند، برابر 

 اس�ت، پس تعداد حالت‌هایی که دو نفر A و B با هم به مهمانی دعوت 
 
 
 
 

9

5
نشوند، برابر است با

   
   − = − =
   
   

9 7
126 35 91

5 3

6182- گزی2816 تع�داد حالت‌های ق�رار گرفتن 8 کتاب در کن�ار یکدیگر  	3
8! اس�ت و تعداد حالت‌هایی که 3 کتاب انگلیس�ی کن�ار هم و 5 کتاب  براب�ر 
! اس�ت. پس احتمال پیش�امد  !× ×2 5 3 فارس�ی کن�ار هم قرار می‌گیرند، برابر 

. ! !
!

× × =2 5 3 1
8 28

مطلوب برابر است با 

7182- گزی2817 ابتدا 10 واحد از داده‌ها کم می‌کنیم، سپس میانگین و انحراف  	2
معیار داده‌های جدید را به‌دس�ت می‌آوری�م. توجه کنید که میانگین داده‌های اصلی 10 
واحد بیشتر از میانگین داده‌های جدید خواهد بود ولی انحراف معیار تغییری نخواهد کرد.

, , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 0 0 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 4

x  

( ) ( ) ( )

× + ×= =

− + − + −
σ = = ⇒σ=

2 2 2
2

4 1 7 4 2
16

5 0 2 4 1 2 7 4 2 13 13
16 4 2

 13
2

بنابرای�ن میانگین داده‌ه�ای اصلی برابر 12 و انحراف معی�ار آن‌ها برابر 
است و در نتیجه ضریب تغییرات آن‌ها برابر است با 

cv
x

/σ= = =

13
132 0 15

12 24


8182- گزی2818 ابتدا معادلۀ خط BC را به‌دست می‌آوریم: 	4

BC

B BC B

m

y y m x x y x

( )

( ) ( )

− −
= =

−
− = − ⇒ − = × −

3 2 1
7 2

3 1 7

x است. طول ارتفاع AH برابر فاصلۀ  y− − =4 پس معادلۀ خط BC به‌صورت 0

. | |

( )

− −
= =

+ −2 2

1 5 4 8 4 2
21 1

نقطۀ A از خط BC است که برابر است با 

9182- گزی2819 راه‌حل اول مطابق شکل زیر و با استفاده از تعمیم قضیۀ  	2
تالس می‌توان نوشت

yMA MB AB xMDC AB DC
MD MC DC x y

: || ⇒ = = ⇒ = =
+ +

4
7 5 9



بنابراین

x x x y y y,= + ⇒ = = + ⇒ =289 4 28 9 4 20 4
5

. x y /+ + = + + =284 4 4 13 6
5

بنابراین محیط مثلث MAB برابر است با 

 MAB پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه، مثلث‌های ، AB DC|| راه‌حل دوم چون 

و MDC متشابه‌اند. پس نسبت محیط‌های آن‌ها برابر نسبت تشابه آن‌هاست.
MAB AB
MDC DC

MAB MAB

MDC MAB AD DC BC AB

MAB

nj ®ÃñÿU

Zoh¶

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) /

= = →

= ⇒ =
− − + + −

= + + − = × =

4
9

4 4
9 4 5

4 47 9 5 4 17 13 6
5 5

توج��ه برخلاف ادعای س�ؤال، چهارضلع�ی ABCD ی�ک ذوزنقه اس�ت. در واقع، اگر 
AD که چنین نیست! BC= AB و  DC= ABCD متوازی‌الاضلاع باشد، آن‌گاه 

0282- گزی2820 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث  	3

=BC .اکنون بنابر روابط طولی در مثلث  + =3 4 7  ،ABC قائم‌الزاوی�ۀ

،ABC قائم‌الزاویۀ

BD BC AB BD BD× = ⇒ = ⇒ =
22 37 3

7
در نتیجه 

DC BC BD= − = − =3 47
7 7

اکن�ون توجه کنید که مثلث‌های قائم‌الزاویۀ ABD و CDH متش�ابه هس�تند 
p و نسبت مساحت آن‌ها برابر مربع نسبت اندازۀ اضلاع آن‌هاست: p( )

CDH

ABD

S CD
S AB

( ) ( )= = = =2 2

4 16
167 7

3 213



فصل دوم: آزمون ها
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1282- گزی2821 ابتدا توجه کنید که 	1

 
− − − − − += × =

−+ + −
−= = −

27 1 3 3 1 4 3 12 3 9 4 3
16 34 3 4 3 4 3

13 3 13 3 1
13

همچنین

( )
( )( )

− + +− = = = = +
−− − +

1 1 2 3 2 32 3 2 3
4 32 3 2 3 2 3

 

 ( )−− + − = − + + = +
+

127 1 2 3 3 1 2 3 2 3 1
4 3

بنابراین�

2282- گزی2822  ،a جملات سوم، هفتم و شانزدهم دنبالۀ حسابی را به ترتیب 	4
a در نظ�ر می‌گیری�م. چ�ون این اعداد جمالت متوالی یک  d+13 a و  d+4

دنبالۀ هندسی‌اند، پس

  
a a d a d a ad a ad d

ad d a d

( ) ( )+ = + ⇒ + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

13 4 13 8 16

165 16
5

  

q=1 که در گزینه‌ها وجود ندارد.(  . چون در غیر این صورت،  d≠0 )توجه کنید که 
بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی برابر است با

 
d d

a d dr
a dd

+
+= = = =

16 4
4 36 95

16 16 4
5

   

3282- گزی2823 x+2 به  x−4 و  P ب�ر  x( ) چ�ون باقی‌ماندۀ تقیس�م  	1
. باقی‌ماندۀ تقسیم چندجمله‌ای  P( )− =2 )P و 1 )=4 3 ترتیب 3 و 1 است، پس 

)A است و برابر است با )2 x−2 برابر  A بر  x P x P x( ) ( ) ( )= + −2 4
  A P P( ) ( ) ( )= + − = + × =2 4 4 2 3 4 1 7

4282- گزی2824 راه‌ح��ل اول چ�ون معادل�ه دو جواب مثب�ت دارد، پس  	4

b و  m=  ، a=2 b برقرار هس�تند. در اینجا 
a

− >0 c و 
a
>0  ، ∆>0 ش�رایط 

. پس c m= +6

 

b ac m m m m

m m m m

c m m
a

b m m
a

 IÄ 

( )

( )( ) ( )

( )

( )

∆= − = − × + > ⇒ − − >

− + > ⇒ > <−

+> ⇒ > ⇒ >−

− > ⇒− > ⇒ <

2 2 24 4 2 6 0 8 48 0

12 4 0 12 4 1

60 0 6 2
2

0 0 0 3
2

 

با توجه به ش�کل زیر، اش�تراک مجموعۀ جواب‌ه�ای )1(، )2( و )3( به صورت 
m است. ( , )∈ − −6 4

 x x− + =22 5 1 m=−5 معادله به صورت 0 راه‌حل دوم توجه کنید که به ازای 

c و 
a
= >1 0

2
 ، ∆= >17 0 در می‌آی�د که به وض�وح دو جواب مثبت دارد چون 

. پس گزینه‌های )1( و )2( جواب نیستند. از طرف دیگر به ازای  b
a

− = >5 0
2

x در می‌آید که جواب ندارد، زیرا  x− + =22 5 0 m=−1 معادل�ه به صورت 
. پس گزینۀ )3( هم جواب نیست و گزینۀ )4( جواب است. ∆=− <39 0

5282- گزی2825 راه‌حل اول نامعادله را به صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 

x x x x
x x x
x

x x x x
x x x
x

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

− − − − +< ⇒ < ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − − +∞

− − + +>− ⇒ > ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − +∞

2 1 2 1 3 3 43 0 0
1 1 1

4 1 1

2 1 2 1 1 31 0 0
1 1 1

1 0 2





  

از اشتراک )1( و )2( نتیجه می‌شود
 x ( , ) ( , ) [ , ]∈ −∞ − +∞ = − −4 0 4 0 

راه‌حل دوم نامعادله را به صورت زیر می‌نویسیم:

 

x x x
x x x

x x x x x x x
x

x x x

| | | | | |

( , ) ( , )

− − −− < < ⇒− < − < ⇒− < <
+ + +

− < ⇒ − < + ⇒ − + < + +
+
+ > ⇒ ∈ −∞ − +∞

2 2

2

2 1 2 1 21 3 2 1 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 1 4 4 4 8 4
1
4 0 4 0

  

x=0 در نامعادله صدق نمی‌کند، پس گزینۀ )4(  راه‌حل سوم واضح است که 
x=−5 در نامعادل�ه ص�دق می‌کن�د، پس  ج�واب نیس�ت. از ط�رف دیگ�ر، 

گزینه‌های )1( و )2( جواب درست نیستند، بنابراین گزینۀ )3( جواب است.

6282- گزی2826 ) است، پس معادلۀ آن  , )−1 9 چون رأس س�همی نقطۀ  	2

) می‌گذرد، پس , )3 1 y است. این سهمی از نقطۀ  a x( )= + +21 9 به صورت 

 a a( )= + + ⇒ =−2 11 3 1 9
2

  

 ( , )−5 9 y است که از نقطۀ  x( )=− + +21 1 9
2

پس معادلۀ سهمی به صورت 

می‌گذرد:
 ( )− + + =− + =−21 5 1 9 18 9 9

2

7282- گزی2827  x را نسبت به محور y x x x,( )= − >2 2 1 اگر نمودار تابع  	1

y به‌دست می‌آید. اگر نمودار اخیر را شانزده  x x=− +2 2 قرینه کنیم، نمودار تابع 

y به‌دست می‌آید. نقطۀ  x x=− + +2 2 16 واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
برخورد نمودار تابع اخیر و نمودار تابع اولیه به صورت زیر به‌دست می‌آید:

 
x x x x x x

x x x x   .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− =− + + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 22 2 16 2 8 0

4 2 0 4 2
  

)A از مبدأ مختصات را پیدا کنیم که برابر است با , )4 8 بنابراین باید فاصلۀ نقطۀ 

 OA= + =2 24 8 4 5    

8282- گزی2828 در نقاط�ی ک�ه ط�ول آن‌ه�ا عض�و مجموع�ۀ جواب‌های  	2
y بالاتر از نمودار تابع  x( )= − 21 x باشد، نمودار تابع  x( )− >2 41 4 نامعادلۀ 

y قرار دارد: x= 44

 
x x x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )( )

< − ⇒ − − <

+ − − + <

4 2 2 2

2 2

4 1 2 1 0

2 1 2 1 0

=∆. بنابراین باید  − <1 8 0 x هم�واره مثبت اس�ت، زی�را  x− +22 عب�ارت 1

 x x x( )( )+ − < ⇒− < <11 2 1 0 1
2

x را حل کنیم:� x+ − <22 1 نامعادلۀ0



)319(

b برابر  a− ) چنی�ن اتفاق�ی می‌افت�د. در نتیجه بیش�ترین مق�دار  , )− 11
2

در ب�ازۀ 

y به  x= 44 y و  x( )= − 21 ) اس�ت. توجه کنید که نمودار تابع‌های  )− − =1 31
2 2

صورت زیر است:

9282- گزی2829 ابتدا توجه کنید که  	3
 x x x x f x[ ] [ ] ( )≤ − < ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤0 1 1 0 1 0    

) است، برابر است.  , ]−1 0 ty که دامنۀ آن بازۀ 
t
−=
+

1 2
1

بنابراین تابع gof با تابع 

برد این تابع را به‌دست می‌آوریم:

 ty
t t
−= =− +
+ +

1 2 32
1 1

راه‌حل اول نمودار تابع به صورت زیر رسم می‌شود:�

] است. , )+∞1 واضح است که برد تابع gof بازۀ 

y
t

=− +
+
32

1
راه‌حل دوم به کمک نابرابری‌ها برد تابع را به‌دست می‌آوریم:

 t t y
t t t

− < ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒− + ≥ ⇒ ≥
+ + +
1 3 31 0 0 1 1 1 3 2 1 1

1 1 1
  

] اس�ت. توج�ه کنید که به ازای هر y≥1 مقداری  , )+∞1 بنابراین برد تابع بازۀ 

. این مقدار به صورت زیر به‌دست می‌آید: y
t

=− +
+
32

1
مانند t وجود دارد که 

y t t
t y y

+ = ⇒ + = ⇒ =− +
+ + +
3 3 32 1 1
1 2 2

   

) پیوس�ته و نزولی اس�ت.  , ]−1 0 tg روی بازۀ  t
t

( ) −=
+

1 2
1

راه‌حل س��وم تابع 

بنابراین برد آن برابر است با 

 
t

g g t
( )

[ ( ), lim ( )) [ , )
+→ −

= +∞
1

0 1

0382- گزی2830 راه‌حل اول توجه کنید که  	3
 f x x x x( ) ( )= + = + −22 1 1

بنابراین تابع وارون تابع f به صورت زیر به‌دست می‌آید:

 

y x x y y

x y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )−

= + − ⇒ + = + ≥−

+ = + ⇒ = + −

= + − ⇒ = + −

2 2

2 1 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

  

بنابراین

 
g x f x x x

g g f f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

−

− −

= = + − ≥−

+ = + = + =

1 2

1 1

1 1 1

3 15 3 15 1 9 10
 

راه‌حل دوم توجه کنید که

 
f f

f x x x
f f

( ) ( )
( )

( ) ( )

−

−

 = ⇒ == + ⇒
= ⇒ =

1

1

1 3 3 1
2

9 15 15 9
 

بنابراین
 g x f x g g f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −= ⇒ + = + = + =1 1 13 15 3 15 1 9 10

1382- گزی2831 راه‌حل اول ابتدا تابع وارون تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	4

 

y x x
x

xy xy x x yx
x

y y y yx x

y y y yx x     .¡.¡.ù

,

( )

= − >

−= ⇒ = − ⇒ − − =

 + + + + = =
 ⇒ 
 − + − +

= = <  

2 2 2

2 2

2 2

1 0
2

2 1 2 2 1 2 2 1 0
2
2 4 8 2

4 2
2 4 8 2 0

4 2

   

بنابراین 
  x xf x( )− + +=

21 2
2

y از  x ôi( )=− f با نیمس�از ناحیۀ دوم  ط�ول نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع 1−

f به‌دست می‌آید: x x( )− =−1 حل معادلۀ 

 
x x x x x x

x x x x x  (.¡.¡.ù)

( )

,

+ + =− ⇒ + =− <

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

2 2 3 0
2

1 1 12 9
4 2 2

  

f با خط  a نقطۀ برخورد نمودار تابع 1− a( , )− راه‌ح��ل دوم فرض کنید نقطۀ 
. بنابراین a( )<0 y )نیمساز ناحیۀ دوم( باشد  x=−

 
f a a f a a a a

a

a a a
a

( ) ( )− =− ⇒ − = ⇒− − =
−

= ⇒ = ⇒ =−

1

2

1
2

1 12 4 1
2 2

  

2382- گزی2832 ، پس  log =3
52
8

راه‌ح��ل اول ابت�دا توجه کنید ک�ه  	2

. بنابراین  log =2
83
5

 
log log

log
log log log log

= = = = =
+ + × +

2 2
18

2 2 2 2

8 3 2 3 3 58
18 9 2 2 3 1 8 72 1

5

   



فصل دوم: آزمون ها
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راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که

 log = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
5

5 8 10 1683
52 3 2 3 2 3 2
8

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.(
بنابراین

 
log log log log

log log log

× × ×

×

= = = ×

= = = =

2 2 10 5

16 5 21

3
18 3 2 3 2 3 2

22 2 2

8 2 3 2 3 5 2

15 515 2 15 2 2
21 7

   

3382- گزی2833 )f و  )=−0 6 ب�ا توجه ب�ه نم�ودار تابع واضح اس�ت که  	1
. بنابراین  f( )=1 0

2

 

ax b

b b

a
a b

f x

f b

a af

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

− ++

=− +

 =− + =− = ⇒ =−  ⇒ 
  = ⇒− + = ⇒ =−=− + = 

1 1
22

19
3
10 9 6 3 3 1
3

1 1 3 9 1 2 29 0 22 3

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− − −=− + ⇒ =− + =2 1 51 19 2 9 234
3 3

پس�

4382- گزی2834  را 
x x

f x
( )

( )
−

=

12
2

2
راه‌ح��ل اول تاب�ع وارون تاب�ع  	3

 
x x

x
x

y y
( )−

= ⇒ = −

12
12 2 2

2 2
به‌دست می‌آوریم:�

، آن‌گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 

 

x

t y y
y t t yt

t t y y

y y x y y

   .¡.¡.ù( )

log ( )

 = + += − ⇒ − − = ⇒
 = − + <

= + + ⇒ = + +

2
2

2

2 2
2

112 2 1 0
1 0

2 1 1

   

 f x x x f( ) log ( ) ( ) log ( )− −= + + ⇒ = +1 2 1
2 21 2 2 5 بنابراین �

f و در نتیجه a( )=2 . پس  f a( )− =1 2 راه‌حل دوم فرض کنید 

 
a a

a a a
a

( )
( )

−
= ⇒ − = ⇒ − × − =2

12
12 2 2 4 2 4 2 1 0

2 2
 

، آن‌گاه a b= >2 0 اگر فرض کنیم 
 b b b b  (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = + = − <2 4 1 0 2 5 2 5 0  

 a a log ( )= + ⇒ = +22 2 5 2 5 بنابراین�

5382- گزی2835 ابتدا توجه کنید که 	4

 

tan tan( ) cot

tan( ) tan( ) tan

sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) sin

= + =−

− = − + =

= + = × + =

= − =−

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

285 270 15 15

165 180 15 15

1095 1080 15 6 180 15 15

255 270 15 15

   

بنابراین

 

tan tan( ) sin cos

( cot )(tan ) (sin )( sin )

sin cos

− −

= − − −

=− + =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

285 165 1095 255

15 15 15 15

1 15 15

 

6382- گزی2836 تاب�ع  نم�ودار  ک�ه  اس�ت  معل�وم  ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا  	3

 3
2

) می‌گذرد و حداکثر مقدار آن برابر  , )π 0
2

f از نقطۀ  x a b x( ) sin( )π= + +
3

است. پس

 
bf a b a b a

b ba a b b

( ) sin( ) cos

| | | |

π π π π= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ + =

=− ⇒ + = ⇒− + =

0 0 0 0
2 2 3 3 2

3 3
2 2 2 2

همچنین با توجه به وضعیت نمودار واضح است که b باید منفی باشد. پس

 b b b a− − = ⇒ =− ⇒ =3 11
2 2 2

  

7382- گزی2837 با توجه به نمودار واضح است که کمترین مقدار تابع برابر  	1

 ( , )π 1
6

. از طرف دیگ�ر نمودار تابع از نقطۀ  a c| |− + =−3 3− اس�ت، پس 

. همچنی�ن دورۀ تن�اوب تاب�ع برابر  ba csin( )π= +1
6

عب�ور می‌کن�د، پ�س 

. با توجه به نمودار  b| |=3  و در نتیجه 
b| |
π π=2 2

3
π اس�ت. پس  π π− =5 2

6 6 3
معلوم است که a و b باید هم‌علامت باشند، پس دو حالت زیر را در نظر می‌گیریم:

b=3 و در نتیجه حالت اول اگر a و b مثبت باشند، آن‌گاه 

 
a c a c a

a c ca csin

− + =− − + =− =   ⇒ ⇒  π + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2

   

b=−3 و در نتیجه حالت دوم اگر a و b منفی باشند، آن‌گاه 

 
a c a c a

a c ca csin( )

+ =− + =− =−   ⇒ ⇒  −π − + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2

   

8382- گزی2838 معادله را به صورت زیر می‌نویسیم: 	3

 x x x xsin cos sin sin sin π= ⇒ = ⇒ =4 3 3 1 2 6 1 6
6

  

بنابراین جواب‌های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
kx k x

k
kx k x

     ,

π π π = π+ = +  ⇒ ∈ 
π π π = π+π− = +

  

6 2
6 3 36

56 2
6 3 36

   

k=1 حاصل می‌شوند: k=0 و  ] به‌ازای  , )π0
2

جواب‌های واقع در بازۀ 

 x x x x, , ,π π π π= = = =5 13 17
36 36 36 36

 

] چهار جواب دارد. , ]π0
2

بنابراین معادله در بازۀ 

9382- گزی2839 ، آن‌گاه x π≠
2

ابتدا توجه کنید که اگر  	4

 x xx x x
x x xx

(sin )( sin )sin sin sin
( sin )( sin ) sincos

− +− − − −= =
− + +

2

2
1 2 12 1 2 1

1 1 1
  

 
x x

xf x
x

sinlim ( ) lim
sinπ π→ →

− − − −= = =−
+ +

2 2

2 1 2 1 3
1 1 1 2

بنابراین �

x پیوسته باشد، باید π=
2

برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
x

f f x a( ) lim ( )
π→

π = ⇒ =−

2

3
2 2

 



)321(

0482- گزی2840 چ�ون حد تاب�ع f در بی‌نهایت برابر 2 ش�ده اس�ت، پس  	2
f با درج�ۀ چندجمله‌ای مخرج آن برابر  x( ) درجۀ چند‌جمله‌ای صورت کس�ر 

است. اکنون دو حالت ممکن است اتفاق بیفتد.
. در این صورت  n=2 a=0 و  حالت اول 

 
x x x

x x xf x
x x

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− + −= = =−
−

2 2 2

2 2
4 6 1 2 2

77 2 7
   

بنابراین حالت اول قابل قبول نیست.
. در این صورت a≠0 n=3 و  حالت دوم 

 
x x x

x x xf x a
aax x ax

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− += = = = ⇒ =
+ −

3 2 3

3 2 3
4 6 1 4 4 2 2

7 2
 

بنابراین

 
x x x

x

x x xx xf x
x x x x x

x x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− − −− += =
+ − − + +

−
− −= = =−
+ +

23 2

3 2 21 1 1
2 2 2

2

21
2

2 1 2 2 14 6 1
2 7 2 2 1 4 2

3
2 2 1 62

17 174 2
4

 

1482- گزی2841 سؤال با این ادبیات دارای بی‌شمار جواب است. کافی است  	4
A می‌گذرند، بنویسیم که هر کدام بر نمودار  m( , )2 معادلۀ دو خط را که از نقطۀ 

یکی از تابع‌های داده شده مماس باشند. بی‌شمار نقطۀ مانند A می‌توان پیدا کرد و 
بی‌ش�مار مقدار برای a و b وجود دارد. ولی احتمالًا منظور طراح س�ؤال این بوده که 

)m بگذرند و  , )2 g از نقطۀ  x ax bx( )= +2 xf و  x
x

( ) +=
−
2
1

نمودار دو تابع 

یک خط در این نقطه بر هر دو نمودار مماس باشد. در این صورت

 
f g a b a b

f g a b a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + ⇒ = −

′ ′= ⇒− = + ⇒ =− −

2 2 4 4 2 4 4 2

2 2 3 4 4 3
 

 b b b− =− − ⇒ =4 2 3 7 بنابراین�
توجه کنید که

 
xf x f x
x x

g x ax bx g x ax b

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ −′= ⇒ =
− −

′= + ⇒ = +

2

2

2 3
1 1

2
 

2482- گزی2842 ابتدا توجه کنید که 	4

 
x x

x x xf x f x
x x x

x

( )
( ) ( ) ( )

− ′
− +′= ⇒ =
+ −

+

2
2 23

2
3

22
2 3 5
3 5 23

3 5

 

از طرف دیگر،

 x x x xx xy y
x x

( )( ) ( )

( )

− + − −− ′= ⇒ =
+ +

22

2
2 2 3 5 3 22

3 5 3 5
بنابراین

 

x x x x
f x

x xx
x

f

(( )( ) ( ))
( )

( )

(( )( ) ( ))
( )

( )

− + − −′ =
−+
+

+ − + − − −′ − = =
− −− +
− +

2

22 3

2 3

2 2 2 3 5 3 2

23 3 5
3 5

2 2 4 6 5 3 4 42 6
4 43 6 5
6 5

  

3482- گزی2843 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را به‌دست می‌آوریم: 	1

 

x x x x xx xf x f x
x x

x x

x

f x x x x x

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ,

+ + − + −+ − ′= ⇒ =
+ +

− − −
=

+

′ = ⇒ − − = ⇒ = + = −

2 22

2 2 2

2

2 2

2

2 2 1 2 2 32 3
1 1

2 4 1
1

0 4 1 0 2 5 2 5

 

f توجه کنید: x( )′ اکنون به جدول تعیین علامت 

 
x

f x

       

( )
min max

−∞ − + +∞

′ − + −

2 5 2 5

0 0   

=x طول نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f اس�ت. مقدار ماکزیمم  +2 5 بنابراین 

نسبی تابع f برابر است با

 

f
( ) ( )

( )
( )

+ + + − + + + + −+ = =
+ + ++ +

+ + −= = ×
+ + −

− + − −= = = −
− −

2

2
2 5 2 2 5 3 4 5 4 5 4 2 5 32 5

4 5 4 5 12 5 1
6 5 10 3 5 5 2 5 5
4 5 10 2 5 5 2 5 5
30 15 5 10 5 25 5 5 5 5 1

20 25 5

 

4482- گزی2844 مطابق ش�کل زیر فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ B روی نمودار  	1

y برابر است با x= +2 7 تابع 

 d x y x x

x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + + −

= − + + + = − +

2 2 2 2

2 2

5 0 5 2 7 0

10 25 2 7 8 32

x=4 به‌دس�ت می‌آید که برابر  x به‌ازای  x− +2 8 32 کمترین مقدار عبارت 

16 است. پس کمترین مقدار d برابر 4 است.

5482- گزی2845 اگر افراد را به صورت جایگاه‌هایی فرض کنیم که می‌خواهیم  	4
کتاب‌ها را در آن‌ها قرار دهیم، توزیع کتاب‌ها به یکی از دو صورت زیر خواهد بود:

 یا 

zz:اگر به یک نفر سه کتاب برسد، تعداد حالت‌ها به صورت زیر است

 
 
 
 
 

5

3
یکی از س�ه نفر را به 3 حالت انتخاب می‌کنیم و س�ه تا از پنج کتاب را به 

حالت انتخاب می‌کنیم و کتاب‌ها را به او می‌دهیم. سپس دو کتاب باقی‌مانده به 
دو حال�ت بین دو نفر دیگر توزیع کنی�م. پس در این صورت تعداد حالت‌ها برابر 

 است.
 
 × =
 
 

5
3 2 60

3



فصل دوم: آزمون ها
)322(

zz:اگر به دو نفر دو کتاب برسد، تعداد حالت‌ها به صورت زیر است
ی�ک نفر از س�ه نف�ر را انتخاب می‌کنی�م و یک کت�اب از پنج کت�اب را انتخاب 
3× حالت انجام‌پذیر اس�ت. س�پس  5 می‌کنی�م و به او می‌دهیم که این کار به 
ی�ک نفر از دو نفر دیگر را انتخ�اب می‌کنیم و دو کتاب از چهار کتاب را انتخاب 

 حالت انجام‌پذیر است ولی 
 
 =
 
 

4
2 12

2
می‌کنیم و به او می‌دهیم که این کار به 

همۀ حالت‌های ممکن دو بار شمرده می‌شوند. مثلًا اگر شخص )1( انتخاب شود 
و کتاب‌های A و B را دریافت کند، کتاب‌های C و D به ش�خص )2( می‌رسند 
و اگر ش�خص )2( انتخاب ش�ود و کتاب‌های C و D را دریافت کند، کتاب‌های 
A و B به ش�خص )1( می‌رس�د که این دو حالت یکس�ان هس�تند. پس تعداد 
حالت‌های غیر تکراری برابر 6 است. )توجه کنید که دو کتاب باقی‌مانده به یک 
حال�ت به نف�ر آخ�ر داده می‌ش�وند(. در این صورت تع�داد کل حالت‌ه�ا برابر 

+ است. =60 90 150 × است. بنابراین کل حالت‌های ممکن برابر  =6 15 90

6482- گزی2846 تع�داد کل حالت‌های�ی 10 نفر در یک صف می‌ایس�تند،  	3
2×! حالت آن دو نفر خاص کنار هم ایستاده‌اند. پس  9 10! است که در  برابر 

. بنابراین  !
!

× = =2 9 2 1
10 10 5

احتمال کنار هم ایس�تادن این دو نفر برابر اس�ت ب�ا 

4 است.
5

احتمال اینکه این دو نفر کنار هم نباشند، برابر 

7482- گزی2847 اگ�ر 8 واح�د از تمام داده‌ها ک�م کنیم، داده‌ه�ای جدید به  	2
صورت زیر در می‌آیند:

 
 

, , , , , ,

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

− −

5 7 8 8 8 10 10

3 1 0 0 0 2 2

   

میانگین داده‌های جدید برابر است با

 ( ) ( )− + − + + + + +
=

3 1 0 0 0 2 2 0
7

پ�س میانگین داده‌های اصلی برابر 8 اس�ت. اکنون واریان�س داده‌های جدید را 
حساب می‌کنیم که با واریانس داده‌های اصلی برابر است:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − + − − + − + − + − + − + −

σ =

+ + += =

2 2 2 2 2 2 2
2 3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0

7
9 1 4 4 18

7 7
پس ضریب تغییرات داده‌ها برابر است با

cv
x

/ /σ= = = × =

18
3 2 37 0 534 0 20

8 8 7 8
    

8482- گزی2848 ابتدا رئوس مثلث را مشخص می‌کنیم. 	2

 

y y
x x

y x y x

y x x

y x y

,
= =  ⇒ =− ⇒ = 
− = + =  
− = =  ⇒ 
+ = =  

0 0
2 8

2 2 2 16

2 2 6

2 16 4

   

پ�س مثل�ث مورد نظر به صورت زیر اس�ت و اندازۀ میان�ۀ AM را می‌خواهیم. 
AM ( ) ( )= − + − = + =2 26 3 4 0 9 16 5 ) است، پس , )3 0 چون M نقطۀ 

9482- گزی2849  DC و MN رس�م می‌کنیم تا AD خطی موازی B از نقطۀ 	3
 ،ABFM قطع کند )شکل مقابل را ببینید(. چهارضلعی‌های E و F را به ترتیب در
MFED و ABED متوازی‌الاضالع هس�تند. اندازۀ اضلاع بر این اس�اس روی 

شکل نشان داده شده‌اند. در مثلث BEC طبق تعمیم قضیۀ تالس می‌توان نوشت:

 FN BF x kFN EC x
EC BE k k

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+
2 2

5 2 3
. MN= + =7 2 9 بنابراین 

0582- گزی2850 مطابق ش�کل مقابل مثلث‌های ABD و ACE دو زاویۀ  	2
β دارند. پس این دو مثلث متشابه‌اند و نسبت تشابه  α و  برابر به اندازه‌های 

. از طرف دیگر نسبت مساحت‌های آن‌ها برابر  AB
AC

= 2
6

آن‌ها برابر است با 

 ABD

ACE

S
S

( )= = =22 4 2
6 36

مربع نسبت تشابه آن‌هاست. پس�

1582- گزی2851 و   f x x x x( ) | |= − + = −2 4 4 2 تاب�ع  دو  نم�ودار  	4

g به‌صورت زیر اس�ت. مطابق ش�کل داده شده مساحت مثلث  x x( )= +1 2
2

قائم‌الزاویۀ ABC مد نظر است.

x x x a b− = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =12 2 8 8 8 2 6
2

)C هستند. پس  , )0 2 )B و  , )2 0  ، A( , )8 6 بنابراین رئوس مثلث نقاط 

 AB BC( ) ( ) , ( ) ( )= − + − = = − + − =2 2 2 28 2 6 0 6 2 2 0 0 2 2 2

پس مساحت مثلث ABC برابر است با

S AB BC= × = × × =1 1 6 2 2 2 12
2 2

 



)323(

2582- گزی2852 ، بنابراین  g of a( )( )− − =1 1 20 فرض کنید  	1
g f a g a f f g a( ( )) ( ) ( ) ( ( ))− − −= ⇒ = ⇒ =1 1 120 20 20

، زیرا f( )=16 20 واضح است که 
f x x x f( ) ( )= + ⇒ = + = + =16 16 16 16 4 20

. بنابراین f ( )− =1 20 16 پس 
ag a a a a

a
( ) += ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =

−
9 6 216 16 9 6 16 16
1 5

3582- گزی2853 y نس�بت به محور y را رسم  x= اگر قرینۀ نمودار تابع  	3
y به‌دس�ت می‌آید. اگر نمودار جدید را چهار واحد به  x= − کنیم، نمودار تابع 
y به‌دست می‌آید. بنابراین  x( )= − −4 سمت راست منتقل کنیم، نمودار تابع 
نمودار دو تابع اولیه و نهایی به‌صورت زیر اس�ت. با توجه به ش�کل معلوم است که 

x=2 است. نمودار تابع g قرینۀ نمودار تابع f نسبت به خط 

توجه ادبیات س�ؤال ایراد دارد چون پرسیده شده است: »منحنی اخیر و منحنی 
 g و f اصلی نس�بت به کدام خط متقارن هس�تند؟« این سؤال یعنی نمودار توابع
x متقارن هستند و مقدار a چند است؟ )شکل زیر را  a= هر دو نسبت به خط 
ببینید( در حالی‌که مقصود طراح این بوده اس�ت که قرینۀ نمودار تابع f نس�بت 
x نمودار تابع g می‌شود و a چند است؟ از طرف دیگر سؤال خارج  a= به خط 
از مباحث کتاب درسی است. چیزی که سؤال پرسیده مثلًا این طوری می‌شود:

4582- گزی2854 Ĉsin به‌دست می‌آوریم: Ĉcot را با معلوم بودن  ابتدا  	4
C C

C

C C

ˆ ˆcot cot
ˆsin

ˆ ˆcot cot

+ = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2
2

2

1 1691 1
25

144 12
25 5

بنابراین در مثلث AHC می‌توان نوشت:
CHC AH
AH AH

ˆcot /= ⇒ = ⇒ =12 9 3 75
5

5582- گزی2855 تعداد اعداد واقع در نوزده دستۀ اول برابر است با: 	3
×+ + + = =19 201 2 19 190
2



بنابراین عدد اول دس�تۀ بیس�تم 191 و عدد آخر آن 210 اس�ت. مجموع این 
اعداد برابر است با 

( ) ( ) × ×+ + − + + = −

= − =

210 211 190 1911 210 1 190
2 2

22155 18145 4010

 

6582- گزی2856 راه‌حل اول از اتحاد مزدوج استفاده می‌کنیم: 	2

x x

x x

x

x

x x x x x x
x x x xx x

x x x x
x xx x

x x
x x

x
x

( ) ( )
lim lim( )

( )( )

lim lim
( )

( )( )
lim

( )( )

lim ( ) /

→ →

→ →

→

→

+ − + − + += ×
− + + +− +

− + + += ×
+ +− −

− − += ×
− + + +

−= = × − =−
+

2

21 1

2

21 1

1

1

2 5 7 2 5 49 2 3 1
2 3 1 2 5 74 3 1
4 29 25 2 3 1

2 5 74 3 1
1 4 25 2 2
1 4 1 2 5 7

4 4 25 2 21 1 2
14 4 1 7 5

راه‌حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می‌کنیم:

x x

x x x
x x

x

lim lim /
→ →

− −
+ − = = =−
− + − −

×+
1 1

7 72 2
2 5 7 2 2 1 2

3 32 3 1 2 2
2 22 3 1

7582- گزی2857 ابتدا توجه کنید که تابع f به‌صورت زیر است: 	1

x x x

x x x
f x

x xx ax b IÄ

| |

( )[ ]
( )

− < ⇒− < − < ⇒ < <

− < <=
≤ ≥+ +

2

1 1 1 1 1 0 2

1 0 2

0 2

x=2 پیوسته است، پس x=0 و  چون تابع f در نقاط 

x x

x x

x x

x x

f x f x

b x ax b x x b

f x f x

a b x ax b x

a a

f

f

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (( )[ ])

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (

(

( )[ ])

)

(

)

)

(

− +

− +

+ −

+ −

→ →

→ →

→ →

→ →

=

= + + = − ⇒ =

=

+ + = + + = −

+ = − ×

=

⇒ =−

=
0 0

2

0 0

2 2
2

2 2

1 0

4 2

0

1

34 2 2 1

2

1
2

8582- گزی2858 ] برابر است با , ]5 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ  	4

f f( ) ( )− −= =−
−

6 5 3 4 1
6 5 1

f است. x( )′ از طرف دیگر، آهنگ تغییر لحظه‌ای این تابع در نقطۀ x برابر 

x xf x x x f x
x x x x

( ) ( ) − + − +′= − + ⇒ = =
− + − +

2
2 2

2 4 221 4
2 21 4 21 4

بنابراین 
x x x x
x x

x x x x x x

x x .¡.¡.ù

( ) ( )*

, ( )

− + =− ⇒ − + = −
− +

− + = + − ⇒ − − =

= + = −

2 2
2

2 2 2

2 1 21 4 2
21 4

21 4 4 4 2 8 17 0

5 2 5 22 2
2 2

) مقدار x باید بیشتر از 2 باشد. )* توجه کنید که طبق معادلۀ 



فصل دوم: آزمون ها
)324(

9582- گزی2859 ابتدا توجه کنید که 	3
xf x x f

x x

f x m f
x x x

( ) ( )

( ) ( )

−= = − ⇒ = × − =

′ ′= + ⇒ = = + =

5 4 4 45 4 5 2 8
2

5 2 5 2 34
4 8 22

3 می‌گذرد، به‌صورت زیر است:
2

) با شیب  , )4 8 معادلۀ خطی که از نقطۀ 

y x y x( )− = − ⇒ = +3 38 4 2
2 2

، عرض نقطۀ تقاطع با محور y برابر 2 به‌دست می‌آید. x=0 اگر قرار دهیم 
0682- گزی2860 x−2 بخش‌پذیر اس�ت. پس  P بر 1 x( ) چند‌جمل�ه‌ای  	1

. بنابراین  P( )=1 0
2

P a a

P x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + + − = ⇒ =

= + + −

4 3 2

4 3 2

1 1 1 1 12 2 3 0 7
2 2 2 2 2

2 7 2 3
x+2 برابر است با P بر  x( ) پس باقی‌ماندۀ تقسیم 

 P( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − − =−4 3 22 2 2 7 2 2 2 3 2 10  

1682- گزی2861  f x  x   x( ) | | | |= − + +2 1 طول نقاط تقاطع نمودار تابع‌های  	4
f به‌دست می‌آید. پس  x g x( ) ( )= g از معادلۀ  x x( )= +7 و 

 

f x g x x x x

x x x x x

x x x x x  

x x x x x

(.¡.¡.ù)

( ) ( ) | | | |= ⇒ − + + = +

≥ ⇒ − + + = + ⇒ =

− ≤ ≤ ⇒− + + + = + ⇒ =−

≤− ⇒− + − − = + ⇒ =−

2 1 7

2 2 1 7 8

1 2 2 1 7 4

1 2 1 7 2

 

B نقاط تقاطع هس�تند ک�ه فاصلۀ آن‌ها برابر    ( , )−2 5 A و    ( , )8 15 بنابرای�ن 

 AB ( ) ( )= + + − =2 28 2 15 5 10 2 است با  �

2682- گزی2862 ، پس  og a(f )( )− − − =1 1 9 راه‌حل اول فرض کنید  	4
f g a f a g     a

a a
a a g g a a

a a a a a     a  (.¡.¡.ù)

( ( )) ( ) ( ) ,

( )
( ) ( )

( )( ) ,

− − −

−

− = ⇒ = − ≥

− − +
− + = − ⇒ − + =− ⇒ =−

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

1 1 1

2
2 1 2

2

9 9 2

3 4 94 9 9 4 9 9 9
2

4 12 0 6 2 0 6 2
راه‌حل دوم ابتدا توجه کنید که 

 x  

y f x x x y x y x

x   y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

| |

( )

≥

−

= = − + ⇒ = − + ⇒ − = −

− = − → − = −

= + − ⇒ = + −

2 2 2

2

1

4 9 2 5 5 2

2 5 2 5

2 5 2 5
از طرف دیگر،

 xy g x y x x y g x x( ) ( )−−= = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −13 2 3 3 2 3 2
2

 

بنابراین 
f og g f

f

( )( ) f ( ( )) ( ( ))

( )

− − − − −

−

− = − = − −

= + − =

1 1 1 1 1

1

9 9 3 2 9

21 2 21 5 6

3682- گزی2863 f را نسبت  x x( ) ( )= − 21 اگر بخواهیم قرینۀ نمودار تابع  	2
به مبدأ مختصات رسم کنیم، ابتدا باید آن را نسبت به محور x سپس نسبت به محور 
y قرینه کنیم )یا ابتدا نس�بت به محور y س�پس نس�بت به محور x قرینه ‌کنیم(. 
y خواهد بود. اگر این نمودار را چهار واحد  f x( )=− − ضابطۀ این تابع به صورت 
g رس�م می‌شود. طول نقاط  x f x( ) ( )=− − +4 به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

f به‌دست می‌آید: x g x( ) ( )= تلاقی نمودار تابع‌های f و g از معادلۀ 

 f x g x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − =− − − +

− + =− − − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

1 1 4

2 1 2 1 4 1 1

4682- گزی2864 را   Ĉsin مق�دار   C
C

ˆcot
ˆsin

+ =2
2
11 از  ابت�دا  	3

به‌دست می‌آوریم:

 C C
C

ˆ ˆ( ) sin sin
ˆsin

+ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

5 1 4 21
2 9 3

بنابراین 

 AH AHAHC C AH
AC

ˆ:sin = ⇒ = ⇒ =2 64
3 96



5682- گزی2865 ابت�دا توج�ه کنید که تعداد اعداد نوش�ته ش�ده در چهل  	3

   ( )+ + + + = + =401 2 3 40 1 40 820
2

 دستۀ اول برابر است با �

بنابراین آخرین عدد واقع در دس�تۀ چهلم همان هشتصدوبیستمین عدد طبیعی 
. × − =2 820 1 1639 فرد است که برابر است با 

6682- گزی2866 ]   در نظر گرفته شده است، بنابراین  , ]−2 2 دامنۀ تابع بازۀ  	2
x=−2 حد ندارد و پیوس�ته نیست. در نقاط غیرصحیح  x=2 و  تابع در نقاط 
y پیوسته‌اند. بنابراین حاصل‌ضرب  xsin= π y و  x[ ]= )، توابع  , )−2 2 بازۀ 
f نیز پیوسته است. در نقاط صحیح این بازه  x x x( ) [ ]sin= π آن‌ها، یعنی تابع 
y ناپیوس�ته اس�ت ولی چون تابع  x[ ]= ( تابع  x=−1 و x=1 ، x=0 )یعنی 
y پیوسته است و مقدار آن برابر صفر است، تابع f پیوسته خواهد بود.  xsin= π

x=−2 ناپیوسته است. x=2 و  بنابراین تابع f فقط در دو نقطۀ 

7682- گزی2867 و   f x x x( )= تابع‌ه�ای  نم�ودار  اگ�ر  	4
x=4 بر یک خط مماس باشند، آن‌گاه  g در نقطۀ مشترک  x x ax b( )= + +2

 
f g a b b a

f g a a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + + ⇒ =− −

′ ′= ⇒ = + ⇒ =− ⇒ =

4 4 8 16 4 8 4

4 4 3 8 5 12
 

توجه کنید که 

 f x x x x f x x f

g x x ax b g x x a g a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= = ⇒ = ⇒ = × =

′ ′= + + ⇒ = + ⇒ = +

3 1
2 2

2

3 34 2 3
2 2
2 4 8

 

8682- گزی2868 f را به‌دست می‌آوریم: ( )′ 2 ابتدا  	1

 xx f x x x f x f
x x

( ) ( ) ( )+′ ′≤ < ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+

2
2

2 6 50 4 6 2
42 6

 

]x برقرار  ]=1
4

، تس�اوی  x=5 اکن�ون توجه کنید که در یک همس�ایگی نقطۀ 

است. پس در این همسایگی می‌توان نوشت 
 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =2 9 2 9 5 10 9 1 

. f f( ) ( )′ ′− =12 5
4

بنابراین 
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