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11 ازتساویدوزوجمرتبنتیجهمیشود: 1نیزگ 1  2


a b a

a b
a b b

+ =− =  ⇒ ⇒ − = 
− = =−  

2 1 1
2

2 3 1

21 ازهریکازعددهای1و2دوپیکانخارجش�دهاس�ت،پس 1نیزگ 1  3
. ab=−8 .بنابراین b=−2 و a=4 کهنتیجهمیشود a b− =6 و a b+ =2

31 نتیجه 1نیزگ 1 m( , )23 )و , )3 4 ب�اتوجهبهزوجهایمرت�ب  1

و m n( , )+4 .ب�اتوجهبهزوجه�ایمرتب m=±2 ،پس m =2 4 میش�ود
، m=2 .اگر n m= ،پ�س1− m n n+ = +2 1 نتیجهمیش�ود n( , )+4 2 1

ک�هب�هخاط�ردوزوجمرت�ب f {( , ),( , ),( , )}= 3 4 3 2 4 3 و n=1 آنگاه
، m=−2 )کهعضورابطههستند،اینرابطه،تابعنیست.اگر , )3 2 )و , )3 4

،fبنابرای�نرابط�ۀ. f {( , ),( , ),( , )}= − − −3 4 9 2 4 5 و n=−3 آنگاه

. mn=6 تابعاست،پس

41 برایاینکهبردتابعfتکعضویباشدبایداعداد3m،6 1نیزگ 1  1
یکسانباشند: m n+2 و

 mm m m n n n      , == ⇒ = + = → + = ⇒ =23 6 2 2 6 4 6 2 
. mn=4 بنابراین

51 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xf x

f x x
x xf x

( ) ( )
( )

( ) ( )

 = + = += + ⇒
 = + = +

4 4 2 4
2 24 4

4 4 4
4 4



. x xf f x x x( ) ( ) ( )− = + − + =2 4 4
2 4

بنابراین

61 ، 1نیزگ 1 x
t

− =1 1
2

و t≠0 ،آنگاه t
x

=
−
2

1
اگ�رفرضکنی�م  3

.بهاینترتیب tx
t t

+= + =2 21 پس


t

x ttf f t t
x x t

t

( ) ( )

+ +
+ += ⇒ = = = +

− − + −

2 1
2 1 2 2 1

1 1 2 21

. f x x( )= +1 ،آنگاه x≠0 بنابرایناگر

71 و 1نیزگ 1 f( )2 ،پ�سابت�دامقادی�ر f f( ) ( )− =22 4
5
چ�ون  4

راحسابمیکنیم: f( )4

f k k f      ( ) , ( )< ⇒ = × + = + ≥ ⇒ = × =2 82 4 2 2 4 2 4 4 4 4 4
5 5

بنابراین

f f k  k( ) ( )− = ⇒ + − = ⇒ = + − =−2 8 2 2 82 4 2 4 2 4 2
5 5 5 5 5

. k=−1 ،یعنی k=−2 2 پس

پاسخسؤالهایدستگرمی

81 برایاینکهتابعثابتباشد،بایدفقطیکعضودربردآن 1نیزگ 1  3

.بنابراین a b
a b
− =

 − =

2
3 7 2 ،پس f( )=1 2 وجودداش�تهباش�د.باتوجهبهآنکه

. a b+ =4 .درنتیجه b=1 و a=3
91 راه حل اولتوجهکنیدکهچونتابعfهمانیاست،پس 1نیزگ 1  2

.بنابراین f x x( )− = −4 4


a a

a x b x b b( )
− = ⇒ =− + + = − ⇒ + =− ⇒ =−

2 7 1 4
2 7 1 4 1 4 5 

. f a b f( ) ( )+ = − =−1 1 درنتیجه

،بهدستمیآید x=1
2
راه حل دوماگردرتساویدادهشدهقراردهیم

 f a b a b a b( ) ( )− = − × + + ⇒− = − + + ⇒ + =−7 1 7 72 7 1 1 1
2 2 2 2



101 ضابطۀتابعfبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  3
 f x ax ax x bx b a x a b x b( ) ( ) ( )= − + − + = + − + +2 2 23 1 3 

برایاینکهتابعfخطیباشد،بایدضابطۀآنیکچندجملهایدرجۀاولباشد.پس
 a a f x b x b( ) ( )+ = ⇒ =− ⇒ = − +1 0 1 3 

. f b b( )= − + =1 3 3 درنتیجه

111 رادرضابطۀتابعقرارمیدهیم: 1نیزگ 1 x=0 و x=2 ، x=3 مقادیر  2
 f a b c      f a b c      f c( ) , ( ) , ( )= + + = + + =3 9 3 2 4 2 0 

بنابراین
f f f a b c a b c c a b c f( ) ( ) ( ) ( )− + = + + − − − + = − + = −3 2 2 2 0 9 3 8 4 2 2 1

121  1نیزگ 1 x f x x f x( ) ( )+ = × −2 4 12 ش�کل ب�ه را تس�اوی  4

. xf x
x

( ) +=
−

2 12
4 1

،پس x f x x( ) ( )− × = +4 1 2 12 مینویسیم.درنتیجه

131  1نیزگ 1 bx
a

=−
2

، f x ax bx c( )= + +2 طولرأسسهمی  2

طولرأسسهمیاست.پس x
a

=− 2
2

است.بنابراینطبقمعادلۀدادهشده

.مختصاترأسسهمیدرمعادلۀآنصدقمیکند،پس a=−1ودرنتیجه
a
− =2 1
2

a  a b b b= −− = + + →− =− + + ⇒ =−11 2 1 1 2 2 
. ab=2 بنابراین

141 و5محورطولهارا 1نیزگ 1 چونس�همیدرنقاطیبهط�ول1−  1
قطعکردهاست،ایننقاطعرضیکساندارند.پسمعادلۀمحورتقارنبهصورت
)نسبتبهآنقرینۀیکدیگرند. , )5 0 )و , )−1 0 استکهنقاط x −= =5 1 2

2
151 .همچنینباتوجهبه 1نیزگ 1 c=5 ازرویشکلمعلوممیشودکه  1

. b− =−2
2

اس�ت،پس bx=−
2
معادل�ۀدادهش�ده،طولرأسس�همیبرابر

. b c− ،درنتیجه1−= b=4 بنابراین
161 توج�هکنی�دک�همح�ورتقارنس�همیم�وردنظ�رخط 1نیزگ 1  3

ودرنتیجه b
a

− >0
2

است.چونعلامتaوbفرقمیکند،پس bx
a

=−
2

محورتقارنازناحیههایاولوچهارممیگذرد)گزینههای)1(و)3((.همچنین،
،کهدرس�تنیست.بنابراین c=0 اگرس�همیازمبدأمختصاتبگذرد،آنگاه

سهمیموردنظرمیتواندبهصورتگزینۀ)3(باشد.

 فصل اول: دست گرمی



)3(

171 نمودارتابعدرحالتهایزیرازناحیۀچهارمنمیگذرد: 1نیزگ 1  3

.اکنون m m m( )∆= − − = −2 2 24 4 5 16 راحس�ابمیکنیم: ∆ بنابراین
توجهکنیدکه

 c

m m

m m m

m m

b
a

m

a

m

m#pH#ÁoÃ¬¥HoT H

½k¶A#Swj¾M#ÁIÀ

{

½pIM

³»j » Ï»H#ÁIÀS²Ie : 

IÄ

³nI¿a » ³¼w ÁIÀïS²Ie :

>

≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

− < ⇒

∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

∆> ⇒ − > ⇒ <−





− <


→ < ≤

⇒ >

2

2

2

4 40 5 16 0

4
5

0 4 0 2 2

0 0 0

5 5
40 5 16 0
5

4 2
5

اجتماعمحدودههایبهدستآمدهدرهمۀحالتهابرابراستبا

m− ≤ ≤4 2
5

181 محیطشکلبرابراستبا 1نیزگ 1  2
 x y y x+ = ⇒ = −4 4 40 10

مساحتشکلبرابراستبا
S xy xy xy x x x x( )= + = = − =− +22 3 3 10 3 30

است.بنابراین
a
∆−
4

بیشترینمقداراینعبارتدرجۀدومبرابر

Smax ( )
=− =

−
900 75

4 3

191 باشند،دردامنۀ 1نیزگ 1 x x− + =2 3 1 اعدادیکهجوابمعادلۀ0  3

است. bS
a

=− =3 تابعfقرارندارند.باتوجهبهمعادلهمجموعایناعدادبرابر

201 بهازای 1نیزگ 1 f x( ) باش�د،بایدمخرج اگ�ردامنۀاینتابع  4
تماممقادیرحقیقیxمخالفصفرباشد،پس

x kx k

k  k k| |

∆<+ + = →∆= − <

< ⇒ < ⇒− < <

02 2

2

1 0 4 0

4 2 2 2
باتوجهبهمقادیردادهشدهگزینۀ)4(درستاست.

211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
fD x x  x

x x x

x x x x IÄ 

{ | , }= − ≥ − >

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− > ⇒ > ⇒ > <−

2 2

2 2

2 2

9 0 1 0

9 0 9 3 3

1 0 1 1 1

.پس fD [ , ) ( , ]= − −3 1 1 3 ازاش�تراکناحیههایفوقمعلوممیش�ودکه

دردامنۀتابعهستند. ±2 و ±3 عددهایصحیح

221 میگیری�م 1نیزگ 1 نتیج�ه  x− ≤ ≤4 4 از اول راه ح��ل   3
fبنابراینبردتابع. x− = − ≤ − ≤ + =5 3 8 3 2 3 8 11 ،پس x− ≤− ≤8 2 8

است. [ , ]−5 11 بازۀ

یکتابعخطیاس�تکهضریبxدرآن f x x( )=− +2 3 راه حل دومچون
اس�تک�هبرابر f f[ ( ), ( )]−4 4 منف�یاس�تب�ردآنباتوجهب�هدامنهبرابر

میشود.  [ , ]−5 11

231 . 1نیزگ 1 f x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 ابتداتوجهکنیدکه3  3
،آنگاه x [ , ]∈ −4 5 ازطرفدیگر،اگر

 x x x x( ) ( )− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤2 24 5 3 1 6 0 1 36 3 1 3 33
بنابراینبزرگترینعضوبردfبرابر33است.

241 ، 1نیزگ 1 x [ , ]∈ 0 1 واگر f gD D [ , ]= = 0 1 درموردگزینۀ)4(،  4

.بنابراینایندوتابعبرابرند.درموردگزینههایدیگر،یا f x g x( ) ( )= آنگاه
. f x g x( ) ( )≠ دامنۀتابعهابرابرنیست،یا

f g f gD  D D D { } ,= − = ⇒ ≠0  گزینۀ )1(

f gD D f x x  g x x f x g x       , ( ) | | , ( ) ( ) ( )= = = = ⇒ ≠ گزینۀ )2(

f g f gD   D D ( , ] [ , ) , [ , ) D= −∞ +∞ = +∞ ⇒ ≠0 1 1 گزینۀ )3(

251 .بنابراین 1نیزگ 1 Sr=
π
Sودرنتیجه r=π 2 توجهکنیدکه  1

 SP r P S S S( ) ( )= π = π ⇒ = π = π
π

2 2 2 2

261 و 1نیزگ 1 a
2
فرضکنیم،شعاعدایره a اگرطولضلعمربعرا  1

میشود.بنابراین a4 محیطمربعبرابر
a a

aa  a

P

PP a a

P

½oÄHj SeIv¶       ”Mo¶#SeIv¶

½k #ªºn ÁIÀSµv¤ SeIv

      

{ ¶

,

( )

)

,

( ) (

= ⇒ = =π =

π −π= − =

−π −π= =

2 2

22 2

2 2

4
4 4

4
4 4

4 4
16 4 64

271 معادلۀنیمدایرهراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3
 yx y y x y x≥+ = ⇒ = − → = −02 2 2 2 21 1 1 

میش�ودومحیطآنبرابر x− 21 وعرضآن x2 بنابراینطولمس�تطیل
. P x x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 4 2 1 استبا

281 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


f g f g f g
f g f g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

+ = + =− − =− + −⇒ = =−
− = − = − − = −

2 2 2 1 2 3 2 3 1
1 1 1 2 1 3 1 3



291 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f f g

g

D x x D D g x    { | , ( ) } { , , }= ∈ ≠ =0 1 2 3 

بنابراین



f ff f     
g g g g

ff
g g

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

= = =− = = =
−

= = =

1 26 31 6 2 3
1 1 2 1
3 03 0
3 9



است. −3 برابر f
g
بنابراینمجموعمقادیرتابع



 فصل اول: دست گرمی
)4(

301 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − = + + − + + = +2 23 2 2 1 1 

. f g x x x( )( )− − = − + =1 1 1 بنابراین
.اکنوناگر f g( )( )− = − =1 6 4 2 ،پس g( )=1 4 و f( )=1 6 راه حل دومچون
بهدس�ت f g( )( )− 1 ،2 بهج�ایxق�راردهیم f g x( )( )− −1 درعب�ارت
،حاصل2 x=2 میآیدکهبرابر2است.تنهادرعبارتگزینۀ)1(،باقراردادن

میشود.
311 راه حل اولدامنۀتابعfبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2

 f
x x

x D
x x

( , ]
− ≥ ⇒ ≤ ⇒ < ≤ ⇒ =
− > ⇒ >

8 0 8
3 8 3 8

3 0 3


دامنۀتابعgبهصورتزیربهدستمیآید

 g

x
Dx

x

 [ , )

−∞ +∞
⇒ =− − + −

−

3 5
3 53 0

5
بهصورتزیراست f g× بنابرایندامنۀتابع

 f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =3 8 3 5 3 5  

راه ح��ل دومباتوجهب�هگزینههاامتحانمیکنیمکهآیاع�دد6دردامنۀتابع
عب�ارتزیررادی�کالدرتاب�عgرامنفی x=6 ق�رارداردی�ان�ه.چون f g×
هم f g× دردامنۀتابعgنیس�تودرنتیج�هدردامنۀ x=6 میکن�د،پ�س

نیست.پسگزینههای)1(،)3(و)4(نمیتوانندجوابباشند.
321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

g x x
x x

( ) | |
− ≥= − =

− + <

1 1
1

1 1


بنابراین



x x x
f g x f x g x

x x x

x x

x x

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

− − − ≥− = − =
+ − − + <

≥=
<

2 1 1 1

3 1 1 1

1

4 1



331 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  3



gof g f g

gof g f g
gof g f g
gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = − =

= = − =
− = − = =
= = − =

1 1 1 2

2 2 1 2
1 1 3 2

3 3 2 4
. gof  {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 2 2 2 1 2 3 4 بنابراین

341 .ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 fof f f( )( ) ( ( ))=3 3 ابتداتوجهکنیدکه  4

f f f f      ( ) , ( ( )) ( ) −= + = = = =2 13 13 3 4 13 3 13 6
2

. fof( )( )=3 6 بنابراین
351 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 gof a( )( ) و fog a( )( ) ابتدا  3

 fog a f g a f a a a
gof a g f a g a a a

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
( )( ) ( ( )) ( ) ( )

= = − = − + = −
= = + = + − = +

3 2 2 3 2 3 6 1
2 3 3 2 3 2 6 7 

بنابراینمعادلۀزیربهدستمیآید

 a a a a a− + + = ⇒ =− ⇒ =− 36 1 6 7 2 10 6
5


ت
ن

361 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
fog x f g x f x x a x x ax ax( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = + + = + +2 2 22 2 1 2 1

دوعضویباش�د. ax ax+ + =2 2 1 2 بنابراینبایدمجموعۀجوابهایمعادلۀ
مثبتباشد: ax ax+ − =2 2 1 0 یمعادلۀ ∆ یعنیباید

a a a a a a a a IÄ ( ) ( ) ( )∆= − − = + > ⇒ + > ⇒ > <−2 22 4 1 4 4 0 4 1 0 0 1

371 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  1



fog f g f
fog f g f
fog f g f
fog f g f ½kzº#œÄ o•U

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =
− = − = =

− = − = =
= =

3 3 1 3
2 2 0 2
1 1 1 3

1 1 3



. fog        {( , ) , ( , ) , ( , )}= − − −3 3 2 2 1 3 بنابراین

381 دامنۀتابعfogبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2
 fog g fD x D g x D x x{ | ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ − ≤ − ≤0 2 1 5 2 3 

. x≤ ≤1 3 پس x− ≤− ≤−6 2 2 نتیجهمیشود x− ≤ − ≤1 5 2 3 ازنامعادلۀ
. fogD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =0 2 1 3 1 2 بنابراین

391 و 1نیزگ 1  fD [ , )= +∞1 بهترتی�ب g و f تابعه�ای دامن�ۀ  3

است.بنابراین gD [ , ]= − 3 3

 gof f gD x D f x D x x x  { | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≥ − ≤ − ≤1 3 1 3 

. x≤4 پس x− ≤1 3 نتیج�همیش�ود x− ≤ − ≤3 1 3 ازنامعادل�ۀ
. gofD x x x  { | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 4 1 4 بنابراین

401 ابت�دانمودارتابعfرایکواحدبهس�متراس�تانتقال 1نیزگ 1  2
بهدستبیاید.سپسقرینۀایننموداررا y f x( )= −1 میدهیمتانمودارتابع
بهدستبیاید. y f x( )=− −1 نس�بتبهمحورxرسممیکنیمتانمودارتابع
درآخ�ر،ای�ننم�وداررای�کواح�دب�هب�الاانتق�المیدهی�مت�انم�ودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= − −1 1

411 رارسممیکنیم.برایاینکار، 1نیزگ 1 y f x( )= − ابتدانمودارتابع  3
قرینۀنمودارfرانسبتبهمحورyرسممیکنیم.اکنون،برایرسمکردننمودارتابع
راکهزیرمحورxاست y f x( )= − ،قرینۀقس�متیازنمودارتابع y f x| ( )|= −

نسبتبهمحورxرسممیکنیموقسمتیراکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.



)5(

421 کافیاستابتدا 1نیزگ 1 y f x( )= −2 1 برایرس�منمودارتابع  2
رایکواحدبهس�متراس�تمنتقلکنیمتانمودارتابع y f x( )= نمودارتابع
رس�مش�ود.س�پسدرنم�وداراخیرط�ولنقاطرابر2تقس�یم y f x( )= −1

بهدس�تآید.توج�هکنیدکهبااینکار y f x( )= −2 1 میکنی�متانمودارتابع
نموداردرراستایمحورطولهامنقبضمیشود.



431 رایکواحدبهسمت 1نیزگ 1 g x f x( ) ( )= −2 اگرنمودارتابع1  2
بهدستمیآید.اگرطول y f x( ( ))= − −2 1 راس�تمنتقلکنیم،نمودارتابع1
 y f x f x( ( )) ( )= − − = − −2 2 1 1 4 2 نقاطایننموداررانصفکنیم،نمودارتابع1
بهدس�تمیآی�دواگ�رعرضنق�اطایننم�وداررادوبراب�رکنیم،نم�ودارتابع
بهدس�تمیآی�د.پ�سضابط�ۀتابع�یکهنم�ودارآن y f x( ( ) )= − −2 4 2 1

است. y f x( )= − −2 4 2 2 بهدستآمدهبهصورت
441 رارس�ممیکنی�موآنرادو 1نیزگ 1 y x| |= ابت�دانم�ودارتابع  1

بهدستآید.این y x| |= +2 واحدبهسمتچپمنتقلمیکنیمتانمودارتابع

رس�م y x| |= + −2 نموداررایکواحدبهپایینمنتقلمیکنیمتانمودارتابع1

ش�ود.اکنونقس�متیازایننمودارراکهزیرمحورxاس�تنسبتبهاینمحور
قرینهمیکنیموقس�متیراکهزیرمحورxاس�تحذفمیکنیمتانمودارتابع

رسمشود. y x| || |= + −2 1

451 )}هرمؤلفۀدوم 1نیزگ 1 , ),( , ),( , ),( , )}1 3 2 4 5 7 6 1 درتابع  3

متناظردقیقاًیکمؤلفۀاولاس�ت.یعنیهیچدوزوجمرتبیمؤلفۀدومیکس�ان
ندارند،پساینتابعیکبهیکاست.

461  1نیزگ 1 a( , )−4 1 و a( , )1 چ�ونمؤلف�ۀدومزوجمرتبهای  2

یکسانهستند،پسبایدمؤلفههایاولآنهاهمبرابرباشند،
 a a a− = ⇒ =4 2 

برابرباشند، b( , )+1 3 و  ( , )10 3 بههمینترتیببایدمؤلفۀاولدوزوجمرتب
 b b= + ⇒ =10 1 9

. a b+ =11 بنابراین
471 باتوجهبهنمودارتابعهایدادهشده،واضحاستکهتابع 1نیزگ 1  3

یکبهیکاست. f x x x( ) ,= − ≤21 0
گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

گزینۀ )4(

481 راه ح��ل اولنم�ودارتابعب�هازایمقادی�رمختلفkبه 1نیزگ 1  4
شکلزیراست

نبایداز2 x<1 ب�هازای y x k= +2 واضحاس�تکهبیش�ترینمقدارتاب�ع
بیشترباشد،پس

 k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0 
یکبهی�کاس�تو g x x( )= +2 1 ،آنگاهتاب�ع x≥1 راه ح��ل دوم اگ�ر
یکبهیکاس�تو h x x k( )= +2 ،آنگاهتابع x<1واگر gR [ , )= +∞2

.درنتیج�هب�رایاینک�هتاب�عfیکبهی�کباش�دبای�د hR  k( , )= −∞ +2

،پس g hR R =∅

k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0

491 ،اما 1نیزگ 1 − <−3 تاب�عگزینۀ)1(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا1  3
،ام�ا <0 1 .تاب�عگزین�ۀ)2(اکی�داًنزول�ینیس�ت،زی�را f f( ) ( )− < −3 1
و  − <− <3 1 1 زی�را اس�ت، نزول�ی اکی�داً )3( گزین�ۀ تاب�ع . f f( ) ( )=0 1
، − <−2 1 .تابعگزینۀ)4(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا f f f( ) ( ) ( )− > − >3 1 1

. f f( ) ( )− = −2 1 اما
501 ،پس 1نیزگ 1 < <1 2 3 چونتابعfنزولیاستو  3

 f f f a a a( ) ( ) ( )≥ ≥ ⇒ + ≥ − ≥ −1 2 3 2 1 2 2
اکنونتوجهکنیدکه


a a a

a a a

( )

( )

+ ≥ − ⇒ ≥−

− ≥ − ⇒ ≥

2 1 2 3 1

2 2 2 2


. a≥2 اشتراکجوابهاینامعادلههای)1(و)2(میشود

511  1نیزگ 1 y x x= − +22 4 3 طولرأسسهمی  2

.ازروینمودارتابعfمعلوماست b
a

− =1
2

برابراس�تبا

وهرزیرمجموعۀآناکیداً [ , )+∞1 کهاینتابعرویبازۀ

( , )1 2 صع�ودیاس�ت.ازبازهه�ایدادهش�دهفق�طبازۀ

است. [ , )+∞1 زیرمجموعۀبازۀ



 فصل اول: دست گرمی
)6(

521 رایکواحدبهس�متراست 1نیزگ 1 y f x( )= اگرنمودارتابع  4
بهدس�تمیآی�د.بنابراین،اگرنمودار y f x( )= −1 انتق�الدهیم،نمودارتابع
رای�کواح�دبهس�متچ�پانتقالدهی�م،نم�ودارتابع y f x( )= −1 تاب�ع
بهدستمیآید.اکنوناگرقرینۀقسمتهاییازایننمودارراکهزیر y f x( )=

xرس�مکنیموقس�متهاییراکهزیرمحورxاس�ت،نس�بتبهمحورxمحور
بهدستمیآید.ازرویایننمودار y f x| ( )|= استحذفکنیم،نمودارتابع

)اکیداًنزولیاست. , )− −2 1 رویبازۀ y f x| ( )|= معلوماستکهتابع

531 ب�اتوج�هب�هنم�ودار،تابعf 1نیزگ 1  1
صعودیاست.

541 برایاینکهتابعیوارونپذیرباش�د،بایدیکبهیکباشد. 1نیزگ 1  3
.تاب�عگزینۀ)2( f f( ) ( )= =1 3 2 تاب�عگزین�ۀ)1(یکبهی�کنیس�ت،زی�را
.تابعگزینۀ)3(یکبهیکاست،زیرا f f( ) ( )= =2 5 3 یکبهیکنیست،زیرا
fبنابرای�نمقادیرتابع، f( )=−4 5 و f( )=−3 4 ، f( )=−2 2 ، f( )=−1 1

. f f( ) ( )= =1 3 0 متمایزند.تابعگزینۀ)4(همیکبهیکنیست،زیرا
551 رارس�ممیکنی�م.برایاینکارباید 1نیزگ 1 f ابتدانمودارتابع1−  1

رارسم f −− رسمکنیم.سپسنمودارتابع1 y x= قرینۀنمودارfرانسبتبهخط
رانسبتبهمحورxرسمکنیم. f میکنیم.برایاینکاربایدقرینۀنمودارتابع1−

561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 f og f g f

g of g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− − −

− − −

= = =

= = =

1 1 1

1 1 1
2 2 1 4
3 3 4 3



بنابراینمقدارموردنظربرابر7است.
571 .ب�هاین 1نیزگ 1 f ( )− =1 2 ،پس1 f( )=1 2 توج�هکنی�دک�ه  2

. f f( ) ( )−+ =11 2 3 ترتیب،
581 بهص�ورت 1نیزگ 1 را f تاب�ع ضابط�ۀ ابت�دا اول راه ح��ل   1

مینویسیموxرابرحسبyپیدامیکنیم: y x( )= − −22 4


xx y  x  y

x y x y f x x

( ) | |

( )

<

−

− = + ⇒ − = + →

− = + ⇒ = − + ⇒ = − +

22

1

2 4 2 4

2 4 2 4 2 4
)عبورمیکند،پسنمودارتابع , )−3 21 راه حل دومچوننمودارتابعfازنقطۀ

)عبورمیکند.اکنونگزینههارایکییکیبررسیمیکنیم: , )−21 3 ازنقطۀ f −1

f ( )− = − =−1 21 2 25 3 گزینۀ )1( 
f ( )− =− + =1 21 2 25 3 گزینۀ )2( 
f ( )− = −1 21 2 17 گزینۀ )3(
f ( )− = +1 21 2 17 گزینۀ )4(

591 باتوجهبهشکل، 1نیزگ 1  2

 c cB c a
a a

ˆcos = ⇒ = ⇒ =2 6 2 6
7 7

اکنونطبققضیۀفیثاغورس،


a b c a a a a

a a a

( )= + ⇒ = + ⇒ = +

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 6 2425 25
7 49

25 25 49 7
49

601 ابت�داتوجهکنید 1نیزگ 1  3
ک�هبنابرقضیۀخطوطم�وازیومورب،

.درنتیجه، ACBˆα=

 ABACB
BC

ˆtan tanα= = = =3 3
1

611 ابتداش�کلرابه 1نیزگ 1  2
ص�ورتمقابلکام�لمیکنی�م.اکنون
توجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورسدر

،ABCمثلثقائمالزاویۀ

 AB AC BC AB= + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 3 13 13 

. ACABC
AB

 : sinα= = 2
13

 درنتیجه،

621 صورتکسربرابراستبا 1نیزگ 1  4

 ( ) ( )− = − =33 3 3 3 3 34 3 0
2 2 2 2

. A=0 بنابراین

631 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



ABCD ADCS S

DC AD D̂( sin )

sin

=

= × ×

= × × = × =0

2

12
2

35 4 120 20 10 3
2

641 α 1نیزگ 1 ،انتهایکمانروبهروبهزاویۀ <α<0 0180 270 اگر  2
درناحیۀسومقراردارد.

651 ش�کل 1نیزگ 1 روی از  3
. a c> و b<0 مقابلمعلوممیشودکه

. a c b> > بنابراین

661 ،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1 sin cosα α>0 ب�اتوج�هب�ه  3
، cos cotα α<0 همعلامتهس�تند.باتوجهبه cosα و sinα مقادیر
مختلفالعلامتهستند.بنابراین cotα و cosα مشخصاستکهمقادیر

αدرناحیۀسومقراردارد.دراینناحیه، انتهایکمانروبهروبهزاویۀ
 sin , cos , cotα< α< α>0 0 0

671 ودرنتیجه 1نیزگ 1 sin≤ α≤0 1 ،پس ≤α≤0 090 180 چون  1
m m m≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 1 1 2 2 4
2 2



)7(

681 ، 1نیزگ 1 xsin≤ ≤20 1 ،بنابرای�ن xsin− ≤ ≤1 1 میدانی�م  4
.بنابراینکمترین xsin≤ + ≤22 2 3 5 ودرنتیج�ه xsin≤ ≤20 3 3 پس
مقدارعبارت2وبیشترینمقدارآن5است،کهحاصلضربآنها10میشود.

691 ب�اتوجهبهاینک�همحورطوله�اباخطم�وردنظرزاویۀ 1نیزگ 1  1

است. 3
3

یاهمان tan 030 تشکیلمیدهد،شیبخطبرابر 030 مثلثاتی

( , )6 3 استوچونخطازنقطۀ y x b= +3
3

پسمعادلۀآنبهصورت

میگذرد،پسمختصاتایننقطهدرمعادلۀخطصدقمیکنند:

 b b= × + ⇒ =−33 6 3
3

است. x y− − =3 3 0 یاهمان y x= −3 3
3

پسمعادلۀخط

701 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x x
x

tan tan tan tan
tan
− = ⇒ − = ⇒ =1 12 1 2

3


. x
x

cot
cot

= =
− −

3 3
1 3 1 2

.درنتیجه x
x

cot
tan

= =1 3 بنابراین

711 میتواننوشت 1نیزگ 1 tan cotα α=1 باتوجهبهرابطۀ  2

 m m m m
m

( )( )+ = ⇒ − = + ⇒ =
−

1 2 1 2 1 2 3
2 1

ودرنتیجه cotα=5 و tanα=1
5
بنابراین

tan cotα+ α= + =2 2 1 62625
25 25

721 میتواننوشت 1نیزگ 1 sin cosα+ α=2 2 1 باتوجهبهرابطۀ  4

( ) cos cos cos+ α= ⇒ α= ⇒ α=±2 2 23 16 41
5 25 5

بای�دمنفیباش�د،پس cosα ،مق�دار <α<0 090 180 ب�اتوج�هب�هاینک�ه

،بهدس�تمیآی�د sintan
cos

αα=
α
.ب�اتوج�هب�هرابط�ۀ cosα=− 4

5

. tan cosα− α=− + =3 4 1
4 5 20

.بنابراین tanα= =−
−

3
35

4 4
5

731 و 1نیزگ 1  x
x

tan
cos

+ =2
2

11 اتحاده�ای از اس�تفاده ب�ا  1

بهدستمیآید x
x

cot
sin

+ =2
2

11



x xA x x x x

x x
x xx x x x
x x

tan cot tan cos cot sin

cos sin

sin coscos sin sin cos
cos sin

= + = +

= × + × = + =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 22 2 2 2
2 2

1 1

1

741 راه حل اولمخرجمشترکمیگیریم: 1نیزگ 1  4
cos sin cos cos cos

sin sin sin sin sin

cos ( cos ) cos sin cos cot
sin sin sin

θ − θ− θ θ− θ− − = =
θ θ θ θ θ
θ − θ θ θ θ= = = = θ

θ θ θ

4 2 4 2 4

4 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2
4 4 2

1 1 1

1

راقراردهیم،مقدار 030 مقدار θ راه حل دوماگردرعبارتدادهشدهبهجای

 θ .اگردرگزینههابهجای − − = − − =1 1 9 16 4 9 3
1 1

16 4

عبارتبرابراستبا

برابر3میشود.تنهاگزینۀ)4(میتواند cot θ2 راقراردهیم،فقط 030 مقدار
درستباشد.

751 راب�هت�واندو 1نیزگ 1 tan cotα+ α=3 طرفی�نتس�اوی  3
. tan cot tan cotα+ α+ α α=2 2 2 میرسانیم:9

،پس tan cotα α=1 چون
tan cot tan cotα+ α+ = ⇒ α+ α=2 2 2 22 9 7

761 تقسیممیکنیم: 1نیزگ 1 xsin دوطرفتساویدادهشدهرابر  1

 x x
x x x

cos cot
sin sin sin

+ = ⇒ + =2 3 33 3 2 

اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

x x x
x

x x x x x

x x 

cot cot ( cot )
sin

cot cot cot cot cot

cot , cot

+ + = = +

+ + = + ⇒ − =

= =

2 2
2

2 2 2

99 12 4 9 1

9 12 4 9 9 5 12 0

120
5



. xcot =12
5
ودرنتیجه xcot ≠0 ،پس xcos ≠0 چون

771 : 1نیزگ 1 D= 075 قرارمیدهیم D R=
π0180
درتساوی  4

 R R π= ⇒ =
π

0

0
75 5

12180


781 رامیتوان 1نیزگ 1 0500 راه حل اول  2
 090 درنظ�رگرفت.5تا 050 بهعلاوۀ 090 5ت�ا
یعن�ی5تاربعدای�ره،پسانتهایکم�انروبهروبه

درناحیۀدومقراردارد. 0500 زاویۀ
،پسانتهایکمان ≤ ≤0 0 090 140 180 و = +0 0 0500 360 140 راه ح��ل دوم 

درناحیۀدومقراردارد. 0500 روبهروبهزاویۀمرکزی

791 ابت�داان�دازۀزاوی�ۀمرک�زیAOBرابرحس�برادیان 1نیزگ 1  3
حسابمیکنیم:

 D R R R π= ⇒ = ⇒ =
π π

0

0 0
20

9180 180


طولمسیرماهوارهبرابرطولکمانABاستکهبرابراستبا

 l r AB oT¶¼±Ã¨
π= ×θ⇒ = × = π36000 4000
9



801 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

       

      

sin( ) sin , sin( ) sin
cos( ) cos , cos( ) cos

π+α =− α π−α = α
π+α =− α π−α =− α



بنابراین

A sin sin sin tan
cos cos cos

− α− α − α= = = α
− α+ α − α
2 4 6 3
3 2



 فصل اول: دست گرمی
)8(

811 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 

 

cos( ) cos , sin( ) cos

sin( ) sin , cos( ) sin

ππ−α =− α +α = α

π−α =− α +α = α

2
3
2

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
cos cos cos cot
sin sin sin

− α− α − α= = α
− α− α − α

2
2

821 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

= − = =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2135 180 45 45
2

1120 180 60 60
2

بنابراین

sin cos

sin cos

( )
( )

+
− + + += = = ×

− − ++ −

+
= = + = +

−

0 0

0 0

2
2

2 1
135 120 2 1 2 1 2 12 2

2 1 2 1 2 1 2 1135 120
2 2

2 1 2 1 3 2 2
2 1

831 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π+ =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π− =− =−

π π π= π− = =

7 1
6 6 6 2
5 1
4 4 4

7 2 1
4 4 4

5 12
3 3 3 2



. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین

841 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

     cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ =−

π π π π+ =π⇒ =−

7 7
8 8 8 8
3 5 3 5
8 8 8 8

بنابراین

cos cos cos cos

cos cos cos cos

π π π π+ + +

π π π π=− − + + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3 5 7
8 8 8 8

7 5 5 7 0
8 8 8 8

851 مقداریمنفیاست.پس 1نیزگ 1 sinα ابتداتوجهکنیدکه  4

     (.¡.¡.ù)

cos sin sin sin

sin sin , sin

α= − α⇒ = − α⇒ α=

−α= ⇒ α= α=

2 2 2

2

1 22 1 2 1 2 2
3 3

1 3 3
3 3 3

861 .پس 1نیزگ 1 cos sinα= − α22 1 2 توجهکنیدکه  2



x x x

x x x
x x x x
x x

sin ( ) cos ( ) cos( )

cos cos cos
sin sin cos sin
cos cos

π π π− − − −
= =

= = =

21 2 2 2
4 4 2

2 2 2



871 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
cos sin

sin cos sin cos

(sin cos ) ( sin ) ( )

++ =

= = = =

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0 2 0 2 2

1 1 15 15
15 15 15 15

1 1 1 16
1 115 15 30
2 4

881 رادیاناس�ت، 1نیزگ 1 π3
4

رادیان،نصف π3
8

باتوجهبهاینکه  1

ودرنتیجه πα=3
8

قرارمیدهیم cos cosα= α−22 2 1 درتساوی

cos( ) cos cos cos

cos( ) cos cos

cos cos

cos

π π π π× = − ⇒ = −

π π ππ− = − ⇒− = −

π π −= − ⇒ =

π −=

2 2

2 2

2 2

3 3 3 32 2 1 2 1
8 8 4 8

3 2 32 1 2 1
4 8 2 8

3 2 3 2 22 1
8 2 8 4

3 2 2
8 2

891 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= + =−

= + =

0 0 0 0

0 0 0 0

105 90 15 15

105 90 15 15

بنابراین



cos sin sin cos

sin (sin cos ) sin

cos( ) cos

+ = +

= + + = +

−= − × + = − = − =

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0

3 105 105 3 15 15

2 15 15 15 2 15 1

3 4 31 2 15 1 2 30 2
2 2



901 راه حل اولمیتواننوشت 1نیزگ 1  4



sin / cos / sin / cos /

cos / sin / sin / cos /

cos( / ) cos

sin( / ) sin

−− =
×

− × −= = =−
×

0 0 2 0 2 0

0 0 0 0

0 0

0 0

22 5 22 5 22 5 22 5
22 5 22 5 22 5 22 5

2 22 5 45 2
1 12 22 5 45
2 2

،بنابراین cot tan cotα− α= α2 2 راه حل دوم میدانیم
tan / cot / (cot / tan / )

cot

− =− −

=− =−

0 0 0 0

0

22 5 22 5 22 5 22 5

2 45 2
911 راه حل اولعبارترابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



sin
tan cos sin cos
tan

cos

sin

= =
+

= = × =

0

0 0 0 0
2 0

2 0

0

15
15 15 15 15

11 15
15

1 1 1 130
2 2 2 4



،پس tansin
tan

αα=
+ α2
22

1
راه حل دوم میدانیم

tan sin
tan

= =
+

0 0
2 0
15 1 130

2 41 15



)9(

921 توجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  2
x x x

f x
x x x

x x

x x

IÄ

cos cos cos
( )

cos cos cos

cos

− ≥=
+ <

π π ≤ ≤ ≤ ≤ π=
π π < <

0
2

0
2

30 0 2
2 2
3

2 2
بنابرایننمودارتابعبهشکل

روبهرورسممیشود:

931 باتوجهبههریکازشکلهایزیرمیتوانفهمیدکهاگر 1نیزگ 1  2

ومیتواننوشت xsin< ≤1 1
2

،آنگاه xπ π< <2
6 3

m m m−< ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤1 1 1 2 1 4 3 5
2 4



میتواندمقادیرصحیح4و5باشد. m بنابراین

941 و 1نیزگ 1  y a bx csin( )= + تواب�ع تن�اوب دورۀ میدانی�م  3

و  fT π= =
π

2 4

2

پ�س اس�ت. T
b| |
π=2 براب�ر  y a bx ccos( )= +

.بنابراین gT
a a| | | |
π π= =
−
2 2

 f gT T a a
a

| |
| |
π= ⇒ = ⇒ =π⇒ =±π42 4

951 ،پس 1نیزگ 1 xx cossin −=2 1 2
2

چون  1

 x xf x x cos cos( ) sin − −= + = + =2 1 2 25 212 12
2 2



.
| |
π=π2
2

بنابرایندورۀتناوبتابعfبرابراستبا

برابر y a bx ccos ( )= +2 و y a bx csin ( )= +2 نکتهدورۀتناوبتوابع

Tاست.
b| |
π=

961 رویبازهه�ایب�هص�ورت 1نیزگ 1 f x x( ) tan=− 2 تاب�ع  1

اکیداًنزولیاس�ت.بنابراینتابعfرویبازۀ k∈ ک�ه k k( , )π π π π− +
2 4 2 4

)اکیداًنزولیاستورویبازههایدیگرچنیننیست. , )π π3
4 4

971 )اکیداً 1نیزگ 1 , )π π−
4 4

توجهکنیدکهتاب�عتانژانترویبازۀ  2

صعودیاست،پس


x x x

m m

tan( ) tan tan tanπ π π π− < < ⇒ − < < ⇒− < <

−− < < ⇒− < <

1 1
4 4 4 4

2 31 1 1 4
5



981 مینویسیم. 1نیزگ 1 x xcos( ) cosπ− =
4

معادلهرابهصورت  2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x k k

x k x x k x k k

   ¡ ¡ ù)

 

, (. . .

,

π π− = π+ ⇒ π=− ∈

π π π− = π− ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

2 2
4 4

2 2 2
4 4 8







)رامشخصمیکنیم: , )π0 2 اکنونجوابهایواقعدربازۀ


k

x π π π

0 1 2

9 17
8 8 8



)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلهدوجوابدربازۀ

991 ،بنابراینمعادلۀموردنظر 1نیزگ 1 sin π=3
2 3

توجهکنیدکه  1
میشود



x k k
x

x k k

x k k

kx k

      

      

      

      

,
sin( ) sin

( ) ,

,

( )
,

π π − = π+ ∈π π− = ⇒π π − = + π− ∈


π =− π− ∈
 + π =− π+ ∈


2 2
6 32

6 3 2 2 1
6 3

12
2 1

2 4











1001 راقط�عمیکند، 1نیزگ 1 y=−1 جای�یکهنم�ودارتاب�عfخط  4
است،پس f x( )=−1


x x k x k

kx k      

sin( )

,

π π π− = ⇒ − = π⇒ =− π+

π π=− + ∈

2 0 2 2
4 4 4

2 8




عبارتانداز [ , ]π−π 3
2

جوابهایواقعدربازۀ

k

x

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2
3 7 5 9

8 8 8 8 8


قطعمیکند. [ , ]π−π 3
2

رادرپنجنقطهازبازۀ y=−1بنابرایننمودارتابعخط

)غ.ق.ق.(



 فصل اول: دست گرمی
)10(

1011 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x

x x x

x x k k

x x k k

x x k k

  

  

  

sin sin sin (sin )

sin (sin )(sin )

sin ,

sin ,

sin ,

− = ⇒ − =

− + =

= ⇒ = π ∈


π = ⇒ = π+ ∈


π =− ⇒ = π− ∈


3 20 1 0

1 1 0

0

1 2
2

1 2
2







نق�اطانتهای�یکمانهاینظیرجوابهارارویدایرۀمثلثاتیمش�خصمیکنیم.

نوشت. kx k  ,π= ∈
2

 بنابراینجوابهایکلیمعادلهرامیتوانبهصورت

راه حل دومتوجهکنیدکه



x x x x x x
x x k k

x x k x k k

  

  

sin sin sin (sin ) sin cos

sin ,

cos ( ) ,

− = ⇒ − = ⇒− =
= ⇒ = π ∈


 π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

3 2 20 1 0 0
0

0 2 1
2 2





هس�تندکهمیتوان π
2
بنابراینجوابهابهصورتمضاربزوجومضاربفرد

نوشت. kx k ,π= ∈
2

 آنهارابهصورتجوابکلی

1021 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2


x x x x

x x x x

( cos ) cos cos cos

(cos )( cos ) cos , cos

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 22 1 5 4 2 5 2 0

12 2 1 0 2
2



.جوابهایمعادلهکهدر xcos =1
2
جوابندارد،پ�س xcos =2 معادل�ۀ

است. π2 هستندکهمجموعآنهابرابر ππ−2
3
و π

3
قراردارند، [ , ]π0 2 بازۀ

1031 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3


xx x x x x
x

x x x x

sinsin cos sin cos sin
cos

sin ( cos ) sin cos

= ⇒ =

− = ⇒ =

2

2

2 2

2 1 0 2 0


بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x x k k

kx x k x k

 sin ,

cos ,

= ⇒ = π ∈

π π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

0

2 0 2
2 2 4







. π7
4

و π5
4

، π3
4

، π
4
، π )عبارتان�داز , )π0 2 جوابه�ایواق�عدربازۀ

پسمعادلهدراینبازهپنججوابدارد.
1041 دریکهمس�ایگیمح�ذوف1،مقادیرfمنفیهس�تند، 1نیزگ 1  1

،پس f x f x| ( )| ( )=− بنابرایندراینهمسایگی


x x

f x f x
f x f x
( ) ( )

lim lim
| ( )| ( )→ →

= =−
−1 1

1

1051 .بنابراین 1نیزگ 1 f x( ) ( )−→ −1 ،آنگاه x +→1 اگر  4


x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
+ −→ → −

= =
1 1

2 

1061 مقادیرحدراستوحدچپراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + =

= − = − =−

3

2 2
2

2 2

2 8 4 12

3 4 6 2

،14واحدازمقدارحدچپآندراین x=2 بنابراینمقدارحدراس�تتابعدر
نقطهبیشتراست.

1071 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 x x

x x

x a af x a
x

f x x ax b a b a b

lim ( ) lim

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

+ × += = = +
− × −

= + + = + + = + +
2 2

2 2

2 2

3 3 2 6
2 3 2 2 3

2 2 4 2

،پسهریکازحدهایبالابرابربا4است:
x

f xlim ( )
→

=
2

4 چون


a a

a b
a b b

+ = =−  ⇒ ⇒ + = 
+ + = =  

6 4 2
2

4 2 4 4

1081  1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→−1

ابت�داتوجهکنی�دکهبنابرقضای�ایحد،  3

وجوددارد.ازطرفدیگر

x x
x x xf x f xlim ( ( )) ( ) ( ) ( ) lim ( )

→− →−
− + − = ⇒ − − − + − − =2 2

1 1
1 6 1 1 1 1 6

.
x

f xlim ( )
→−

=
1

3 پس

1091 نتیج�ه 1نیزگ 1 در . x
+

→2 2 2 آنگاه ، x +→2 اگ�ر  2
.

x x
x x xlim ( [ ]) lim ( )

+ +→ →
= =

2 2
2 2 4 .پس x[ ]=2 2

1101 راازص�ورتومخ�رجح�ذفمیکنی�م، 1نیزگ 1 x−3 عام�ل  2
سپسحدراحسابمیکنیم:


x x x

x xx x x
x x xx

( )
lim lim lim

( )( )→ → →

−− = = = =
− + +−

2

23 3 3

33 3 1
3 3 3 6 29



1111 است.میتواننوشت 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  3

 x x

x

x xx
x x x x

x
x x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− +− =
− − + +

+ += = =
+ + + × +

2

3 24 4

2 24

4 416
64 4 4 16

4 4 4 1
64 16 4 4 4 16



1121 از 1نیزگ 1 x−3 4 وقتیxازس�متچپبه1نزدیکمیشود،  1
،ازطرفدیگروقتی x[ ]− =−3 4 2 نزدیکمیشود،پس −1 س�متچپبه

.بنابراینحدمورد x x| | ( )− =− −1 1 xازس�متچپبه1نزدیکمیش�ود،

نظربرابراستبا

x x

x xx
x x
| | ( )

lim ([ ] ) lim ( )
− −→ →

− − −
− + = − + =− − =−

− −1 1

1 13 4 2 2 1 3
1 1



)11(

1131 اس�ت.توجهکنیدکهبنابر 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  2

.درنتیجه x x x x( ) ( )( )− = − = − +2 29 3 3 3 اتحادمزدوج،

 x x x
x x

x x x x
lim lim lim

( )( )→ → →

− −= =
− − + +

= = =
++

9 9 9
3 3 1

9 3 3 3
1 1 1

3 3 69 3



1141 بااستفادهازاتحادچاقولاغرمیتواننوشت 1نیزگ 1  1



x x

x

x

x xx x
x x x x

x
x x x x

x x x

( )
lim lim( )

( )

lim( )
( )( ) ( )

lim
( )( )( ( ) )

→ →

→

→

+ + + ++ − + −= ×
− − + + + +

+ −= ×
− + + + + +

= = =
+ ++ + + + +

33 23 3

2 2 33 27 7

33 27

33 27

1 2 1 41 2 1 2
49 49 1 2 1 4

1 8 1
7 7 1 2 1 4

1 1 1
14 4 4 4 1687 1 2 1 4

1151 و 1نیزگ 1 f( )=2 توجهکنیدکه1  1

 x x

x x

xf x x  
x
xf x x
x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

−= − = − =
−
−= + = + =
−

2 2

2 2

2 2 1 1
2
2 2 1 3
2



فقطپیوستگیراستدارد. x=2 بنابراینتابعدر

1161 چونتابعدرنقطۀ3پیوستهاست،حدهایچپوراست 1نیزگ 1  4
تابعدرایننقطهباهمبرابرند:

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − = −

= + = +

2

3 3

3 3

16 16 9

2 6


.بهاینترتیب a=1ودرنتیجه a a− = +16 9 6 بنابراین


x x

f x
x x

( )
+ ≥= − <

2
2 1 3
16 3



.
x x

f x xlim ( ) lim( )
→ →

= − = − =2 2
1 1

16 16 1 15 درنتیجه

1171 بای�دمخرجهیچج�اصفرنش�ود،درنتیجهبای�ددلتای 1نیزگ 1  3
منفیباشد x mx m− + + =2 2 6 0 معادلۀ


m m m m

m m m m m

( ) ( ) ( )

( )( )

∆= − − + < ⇒ − + <

− − < ⇒ − + < ⇒− < <

2 2

2

2 4 6 0 4 4 6 0

6 0 3 2 0 2 3


 ،1،0و2ب�رایmروی بنابرای�نتاب�عfب�هازایچهارمق�دارصحیح1−
پیوستهاست.

1181  1نیزگ 1 y
x

[ ]= 1 عددیصحیحشود،تابع
x
1 درنقاطیکهمقدار  1

ناپیوستهاست.ایننقاطبهصورتزیرهستند:

 k k x
x k

      ,= ∈ ⇒ =1 1
 

،( , )1 1
10

دربازۀ

 k k
k

< < ⇒ < < ⇒ ≤ ≤1 1 1 1 10 2 9
10



یعنیدرهشتنقطهتابعناپیوستهاست.

1191 نزدیک 1نیزگ 1 −2 توج�هکنی�دکهوقتیxازس�متچپب�ه  1
ازسمتچپبهصفرنزدیکمیشود.بنابراین x+2 میشود،

x x( )
lim

−→ −
=−∞

+2

1
2

1201 4  1نیزگ 1

 x x

x x x

x
x x
x

x x
 

[ ]
lim lim

[ ]
lim lim lim

+ +

− − −

+→ →

→ → →

− − −= = =−∞

−
= = =

0 0

0 0 0

1 1
0

0 0 0

1211 ،بنابرای�نب�رای 1نیزگ 1 x( ) +− →23 0 ،آنگاه x→3 اگ�ر  1
شود،بایدحدصورتکسرعددیمنفیشود: −∞ اینکهحاصلحد

x
ax a alim( )

→
+ < ⇒ + < ⇒ <−3

3
13 0 27 3 0
9

1221 برایاینکهنمودارتابعش�بیهشکلموردنظرشود،وقتی 1نیزگ 1  4
.فقطدرگزینۀ)4(، f x( )→−∞ ،باید x +→2 و x −→2

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

− +→ →
= =−∞

2 2

1231 ،مقادیر 1نیزگ 1 x +→1 واگ�ر
x

xlim
+→

=2

1
1 توج�هکنیدکه  3

.
x

x
x

lim
+→

=+∞
−

2

1 1
مثبتان�دوب�هصف�رمی�لمیکنن�د.بنابرای�ن x−1

منفیان�دوبهصفر x−1مقادیر، x −→1 واگ�ر
x

xlim
−→

=2

1
1 همینط�ور

.بهاینترتیب،نم�ودارتابعfدر
x

x
x

lim
−→

=−∞
−

2

1 1
می�لمیکنن�د.بنابراین

بهشکلگزینۀ)3(است. x=1 همسایگینقطۀ

1241 ،پس 1نیزگ 1
x

+→1 1 ،آنگاه x −→1 توجهکنیدکهاگر  2

 xt t
x x

++= = + ⇒ →1 11 2 

.
x t

xf f t
x

lim ( ) lim ( )
− +→ →

+ = =+∞
1 2

1 پس

1251 . 1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
→ +∞

=2 ازرویشکلمعلوماستکه  2

1261 .بنابراین 1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
+→

=+∞
1

ابتداتوجهکنیدکه  3

tx x
fof x f f x f t

 
  

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+ + → +∞→ →

= = =
1 1

2

1271 اس�ت.همچنین 1نیزگ 1 x2 برابر x( )+ 21 بزرگتری�نجمل�ۀ  4
است.پس x3 برابر x( )− 31 و x( )+ 31 بزرگترینجملۀ


x x

x x x
x x x  

( )
lim lim

( ) ( )→ +∞ → +∞

+
= =

+ + −

2 3

3 3 3
2 1 2 1
1 1 2



1281  1نیزگ 1 x−3 و x+1مقادیر، x→−∞ توجهکنیدکهوقتی  4
بهترتیبمنفیومثبتاند.بنابراین

x x

x

a x x a x x
x ax x ax

a x a a
a x a 

| | ( )
lim lim

| |

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→ −∞

+ + − − − + −
=

− + − − + −

− + − − −= =
− − −

1 3 1 1 3 1
3 15 3 15

3 1 3
1 12 1

. a=5
3
،بنابراین a

a
− =
−

3 2
1

درنتیجه



 فصل اول: دست گرمی
)12(

1291 ب�رایآنک�هحدم�وردنظربراب�رصفرش�ود،بایددرجۀ 1نیزگ 1  3
مخرجبیشترازدرجۀصورتباشد.مخرجازدرجۀاولاست،پسبایدضریب

جملاتدرجۀدوموسومدرصورتبرابرصفرباشند:


a a

b
a b a b
− = ⇒ = ⇒ = − = ⇒ =

1 0 1
22 0 2 

. a b+ =3 بنابراین
1301 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xx x  

lim [ lim ] [ ]
→ −∞ → −∞

= ⇒ = =1 10 0 0 

،پس
x

[ ]=−1 ،بنابراین1
x

− < <11 0 ،آنگاه x→−∞ ازط�رفدیگر،اگ�ر

.بنابرای�نحاص�لعبارتموردنظ�ربرابر
x xx  

lim [ ] lim ( )
→ −∞ → −∞

= − =−1 1 1

است. −1

1311 برابر 1نیزگ 1 x=3 ش�یبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطۀ  3
اس�ت.پسش�یبخطعمودبراینخط،کههم�انخطمماسبر f ( )′ =3 2

. f ( )′ − =− 11
2
است.پس − 1

2
است،برابر x=−1 نمودارتابعدرنقطۀ

1321 و 1نیزگ 1 x a= شیبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطههای  4
مثبتاست. x d= منفیودرنقطۀ x b= صفر،درنقطۀ x c=

1331 ، 1نیزگ 1 x=1 باتوجهبهتعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  2

  h h

f h f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )
→ →

+ + + − ′= = = − =−
0 0

1 2 1 11 1 11 2 1
2 2 2 2

1341 رامینویسیم: 1نیزگ 1 x=5 تعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  1

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( )( )( )( ))
→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − − = × × × =
5 5

5

5 1 2 5 05
5 5

1 2 3 4 4 3 2 1 24



1351 مشتقپذیرباشد،آنگاه 1نیزگ 1 x0 میدانیماگرتابعfدرنقطۀ  2

.بنابراین
 h

f x mh f x nh
m n f x

h
( ) ( )

lim ( ) ( )
→

+ − +
′= −0 0

00

  h h

f h f h f h f h
h h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ( )) ( ) ( )

→ →

+ − − + − −
=

′ ′= − − =

0 0

2 2 2 2 2 2 2 21
3 3

1 42 2 2 2
3 3

1361 بااستفادهازتعریف،مشتقچپومشتقراستتابعfدر 1نیزگ 1  3
رابهدستمیآوریم: x=1 نقطۀ



x x

x x

x x

x x

x
f x f xf

x x
x x x
x x x

x
f x f xf

x x
x x x

x x x

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( ) ( )
lim lim

( )( )

+ +

+ +

− −

− −

+
→ →

→ →

−
→ →

→ →

−
−

− +′ = =
− −

− + += = =
+ − +

−
−

− +′ = =
− −

− − + − +
= = =−

+ − +

2

2

1 1

2 21 1
2

2

1 1

2 21 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1



بهاندازۀ2واحدازمش�تق x=1درنقطۀfبنابراینمقدارمش�تقراس�تتابع
چپتابعدرایننقطهبیشتراست.

1371 ،1و5پیوس�تهنیست،پسدر 1نیزگ 1 −3 تابعfدرنقطههای  3
و3مشتقچپو ایننقطههامش�تقپذیرنیس�ت.همینطور،درنقطههای1−
مشتقراستتابعfبرابرنیستند،پستابعfدرایننقطههامشتقپذیرنیست.
و4مش�تقپذیراس�ت.بنابراینتاب�عfدرپنجنقطۀ −2 تاب�عfدرنقطهه�ای

صحیحازدامنهاشمشتقپذیرنیست.

1381 . 1نیزگ 1 g x f x
x

( ) ( )′= =
3 2
1

3
مش�تق، تعری�ف بناب�ر  4

. g( )= =
3 2
1 18

123 8
بنابراین

1391 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  3
f x g x g x f xf x

g g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

.ازطرفدیگر، f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′− − − − −′ − =
−2

1 1 1 11
1

پس

f x x x f

ff x x

g x x g

gg x x

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

 = + − − =− ⇒ 
′ − =′ = + 

 = + − = ⇒ 
′ − =−′ = 

3

2

4

3

1 1 3

1 43 1

1 1 2

1 44

. f
g

( )( )
( ) ( )

( )

× − − −′ − = =−
2

4 2 4 31 1
2

بنابراین

1401 ابتداضابطۀتابعرابهکمکاتحادمزدوجسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
f x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= − + + = − +

= − = −

2 2 4 4 4

8 9

1 1 1 1 1

1

. f ( ) ( )′ = − =8
4 4
1 19 1 0
3 3

.پس f x x( )′ = −89 بنابراین1

1411 دراطرافنقطۀ 1نیزگ 1 x x− 24 توجهکنیدکهمق�دارعبارت  2
منفیاست. x=−2 همدراطراف x+1منفیاستومقدارعبارت x=−2

پسدراطرافایننقطه

 f x x x x x x

f x x f

( )

( ) ( )

= − − − = − −

′ ′= − ⇒ − =−

2 24 1 5 1

2 5 2 9

مق�دارعبارتهای x=5 همچنی�نتوج�هکنی�دکهدریکهمس�ایگینقط�ۀ
بهترتیبمنفیومثبتاست.پسدراطرافایننقطه x+1و x x− 24

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − + + = − + ⇒ = − ⇒ =2 24 1 3 1 2 3 5 7

. f f( ) ( )′ ′+ − =−5 2 2 درنتیجه

1421 ،بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  2

f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−′ ′= + + = + = +2 2 4 1 2 3 2 34 2 3 2 3 4 4 2 3 16 2 3

. f ( ) ( )( ( ) )′ − = − − + =− ×2 3 31 16 1 2 1 3 16 5 بنابراین

1431 ،بنابراین 1نیزگ 1 gg
g

( )
′

′=
2

توجهکنیدکه  3

 xf x f
x

( ) ( ) ×′ ′= ⇒ = =
+

2

3
3 3 42 2

2 92 1




)13(

1441 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  1
x x x x x xf x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + − + − +′ =
+

2 2 3 2

4
9 4 1 2 1 3 2 1

1

. f ( )′ =31
4
درنتیجه

1451  1نیزگ 1 f x x x( )− + = + −33 5 2 4 6 اگرازدوطرفتس�اوی  4
طبققاعدۀزنجیریمشتقبگیریمبهدستمیآید:


x

x f x x

f x x f f

( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′ ′− + − + = +

′ ′ ′− − + = + →− = ⇒ =−

2

12

3 5 3 5 6 4

103 3 5 6 4 3 2 10 2
3



1461 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 f x g f x g f x g f x( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))′ ′ ′ ′= =1 12 2 2 2
2 2



رابهدس�تمیآوریمومش�تقآنرا y g f x( ( ))=1 2
2

بنابرای�نضابط�ۀتابع

حسابمیکنیم:

y g f x g x x x x( ( )) ( ) ( )= = + = − + = − =−333 3 31 1 1 12 8 1 1 8 1 8
2 2 2 2

. y′=−1درنتیجه

1471 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

f x
x x

( )
− <′ =
+ >

2

2 1 1

3 2 1


. f f( ) ( )′ ′− + =− + =1 2 3 14 بنابراین11

1481 شرطلازمبرایمشتقپذیری،پیوستگیاست: 1نیزگ 1  4


x x
f f x f x a b a b( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = ⇒ + = + ⇒ − =−

1 1
1 2 1 2 2 1

همچنینبایدمشتقچپومشتقراستتابعباهمبرابرباشند:



ax x
f x a b a b

x b x

aa b
a b

a b b
  

( )
+ >′ = ⇒ + = + ⇒ − =
+ <

=− =− ⇒ ⇒ + = 
− = =  

2

2 2 1
2 2 3 2 2 2 1

3 2 1

22 1 7
3 22 2 1
2

1491 نمودارتابعfبهصورتزیررسممیشود: 1نیزگ 1  4

نمودارتابعنقطۀگوش�هایداردوتابعدر x=−2 و x=2 ، x=0 درنق�اط
. fD  { , }′ = − ±0 2 ایننقاطمشتقندارد.پس

1501 مش�تقپذیرنیس�ت،پس 1نیزگ 1 x=3 چ�ونتاب�عfدرنقطۀ  3
صفراست: x=3 بهازای x ax+ −2 12 مقدار

 a a+ − = ⇒ =9 3 12 0 1
علام�تعب�ارت −2 .درنزدیک�ینقط�ۀ f x x x( ) | |= + −2 12 بنابرای�ن

منفیاست،بنابراین x x+ −2 12
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′=− + − ⇒ =− − ⇒ − =2 12 2 1 2 3 

1511 باش�د.ش�یب 1نیزگ 1 x y( , )0 0 ف�رضکنی�دنقطۀموردنظر  2
اس�ت،کهچونخط f x( )′ 0 خ�طمماسبرنمودارتابعfدرایننقطهبرابربا

.اکنونتوجهکنیدکه f x( )′ =0 0 مماسموازیمحورxاست،پس


f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 6 3 3 1

0 3 1 0 1


. y f x f( ) ( )= = =−0 0 1 بنابراین1

1521 است: 1نیزگ 1 f ( )′ −2 شیبخطمماسموردنظربرابر  3

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ = ⇒ − =
+ + 2

2 2 2 2
1 1



)میگذرد. , )−2 4 ،پ�سخ�طمم�اسازنقط�ۀ f( )− =2 4 ازط�رفدیگ�ر
بنابراینمعادلۀخطمماسبهصورتزیراست:

 y x y x( )− = + ⇒ = +4 2 2 2 8 

1531 برنمودار 1نیزگ 1 x y( , )0 0 فرضکنیدخطموردنظردرنقطۀ  4
تابع،کهس�همیاس�ت،مماسباش�د.دراینص�ورت،مقدارمش�تقfبهازای

است.بنابراین y x= +5 برابرباشیبخط x x= 0

 y x x x′= − ⇒ − = ⇒ =0 0
54 4 4 4 1
4


است،پس y x x= − +22 4 6 رویسهمی x y( , )0 0 چوننقطۀ

 y x x ( )= − + = × − × + =2 2
0 0 0

5 5 332 4 6 2 4 6
4 4 8



)میگذردوش�یبآن1اس�ت،پس , )5 33
4 8

بنابرای�نخ�طموردنظرازنقطۀ

است. y x− − =8 8 23 0 ،یعنی y  x  − = −33 5
8 4

معادلهاشبهصورت

1541 ف�رضمیکنیم.ش�یبخط 1نیزگ 1 a
a

( , )1 نقط�ۀتماسرا  2

مماسرابهدستمیآوریم:

 f x f a
x x a a

( ) ( )−′ ′= ⇒ =−1 1
2 2



اس�ت. y  x a
a a a

( )− =− −1 1
2

بنابرای�نمعادلۀخطمماسبهصورت

)رادرمعادلهجایگذاریمیکنیم: , )3 0 نقطۀ

  a a a a
a a a

( )−− = − ⇒ = − ⇒ =1 10 3 2 3 1
2



اس�ت.درنتیج�ه y x=− +1 3
2 2

بنابرای�نمعادل�ۀخ�طمم�اسبهص�ورت

است. 3
2
عرضازمبدأخطمماسبرابر



 فصل اول: دست گرمی
)14(

1551 مقداردوآهنگتغییرراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  2



f f A

f f

 
A

  ½â pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

 â½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

( ) ( )
[ , ]

( / ) ( )
[ , / ]

/
/

/ /
/

−−
= = =− =

−
−

=
−

−− −
= = = =− =

×

1

2

1 14 1 121 4
4 1 3 6

4 41 44 4 41
4 41 4

1 1 2 2 1 1
502 1 2 4 2 42

0 41 41 41 41 21
100 100

.
A
A

/
−

× ×= = = = =
× ×−

×

1

2

1
41 21 41 7 2876 2 87

50 6 50 2 50 100
41 21

بنابراین

1561 حسابمیکنیم: 1نیزگ 1  [ , ]1 2 مقدارآهنگتغییرمتوسطرادربازۀ  1
f f

ˆw¼T¶ oÃÃ™U#ª¹ÀA

( ) ( ) ( )− − −
= = =

−
2 1 1 1 2
2 1 1



ازطرفدیگر،آهنگتغییرلحظهایدرنقطۀموردنظرهمانمشتقتابعدراین
نقطهاستکهبایدبرابر2باشد.پس

 f x x x   x
x x

(.¡.¡.ù)( ) ,′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =2
2 2

2 21 2 1 2 2 2

1571 آهنگتغییرلحظهایتابعهمانمش�تقآناس�ت.پس 1نیزگ 1  3
.بیشترینمقدارتابع f x x x( )′ =− + −23 6 6 مش�تقتابعfراپیدامیکنیم:

است،پسبیشترینمقدار
a
∆−
4

برابر a y ax bx c( )< = + +20 درجۀدوم

. ( )( )

( )

− − −
− =−

−
36 4 3 6 3

4 3
آهنگتغییرلحظهایبرابراستبا

1581 مشتقاولودومتابعراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x ax b f x a( ) ( )′ ′′= + ⇒ =2 2 

بنابراین


f a a

f a b b

( )

( )

′′ =− ⇒ =− ⇒ =−

′ =− ⇒ + =− ⇒ =

2 2 2 2 1

2 2 4 2 2


. a b− =−3 درنتیجه

1591 مشتقدومتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= + − ⇒ = +26 6 2 12 6 

بنابراین

 f a a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 10 12 6 0
2


1601 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 f x f x f
x x

( ) ( ) ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = ⇒ − =−
2 3

1 21 1 2 

1611 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

x  x  
x x x x
x x x x

lim lim
→− →−

− + − += = =−
−+ − +

3 2 2

3 2 21 1
2 3 5 6 6 6 6 4

3 63 2 3 6
1621 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3

x x
x x x

xx x
lim lim
→ →

− −
− ×= = =

− −− +23 3

3 31 1
3 12 3 2 3

2 7 6 7 27 12

1631 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4


h

h

f h f hL
h

f h f h f f

( ) ( )
lim

( ) ( )
lim ( ) ( )

+

+

→

+ −
→

+ − −
=

′ ′+ + − ′ ′= = +

0

0

1 1

1 1 1 1
1

.
x x

f x
x x

( )
 >′ =

<

2

3
3 1
4 1

اکنونتابعمشتقراپیدامیکنیم:

. L= + =3 4 7 ،بنابراین f ( )−′ =1 4 و f ( )+′ =1 3 واضحاستکه

1641 ، 1نیزگ 1 f x( )′ =0 ک�ه نقاط�ی و  f x( )′ ≥0 اگ�ر میدانی�م  3
)نمودار , ]−∞ 3 تش�کیلیکبازهندهندتابعاکیداًصعودیاس�ت.رویبازۀ

 x=3 و x=1 تابعمشتقبالایمحورxیامماسبرآناستوفقطدرنقطۀ
)اکیداًصعودیاس�ت. , ]−∞ 3 مش�تقبرابرصفراس�ت.پستابعرویبازۀ

بنابراینبیشترینمقدارممکنaبرابر3است.

1651 ،پس 1نیزگ 1 f x x( )′ = −2 1 توجهکنیدکه  1

 f x x x       xIÄ( )′ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤− ≥20 1 0 1 1 
اکیداًصعودیاست،پس  [ , )+∞1 )و , ]−∞ −1 بنابراینتابعfرویبازههای

اکیداًصعودینیست.  ( , )−1 2 رویبازۀ

1661 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ =− + = − +23 2 3 2 توج�هکنیدکه  2
بنابراین


x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

20
3

0 0


)اکی�داًصعودیاس�ت.بنابراینبیش�ترین , )20
3

درنتیج�هتاب�عfرویب�ازۀ

است. 2
3
مقدارممکنaبرابر

1671 مشتقتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x x mx x f x x mx( ) ( )′=− + − + ⇒ =− + −3 2 212 1 3 2 12

. x mx− + − ≤23 2 12 0 ،درنتیجه f x( )′ ≤0 بایدمشتقتابعنامثبتباشد،یعنی
برایاینکهایننابرابریهموارهدرستباشد،باید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 144 0 36 6 6
باش�د،تابع   { , , , , , , }± ± ± ± ± ±0 1 2 3 4 5 6 بنابرای�ناگ�رmعضومجموعۀ

اکیداًنزولیاست.

1681 مشتقپذیراستو 1نیزگ 1 درتمامنقاط f تابع  2

f x x x x x( ) ,′ =− + = ⇒ = =26 6 0 0 1

است. 2 نقاطبحرانیتابعfهستندکهفاصلۀآنهابرابر  ( , )1 1 )و , )0 0 پس

1691 ابتداتابعرابهصورتچندضابطهایمینویس�یم،سپس 1نیزگ 1  1
مشتقتابعراپیدامیکنیم:

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 + − ≥− − >− ′= ⇒ = − − <−− − − <−  

2

2
2 4 2 2 2 2

2 2 22 4 2

نقطۀبحرانیتابعاست. −2 مشتقندارد،پسنقطۀبهطول x=−2 تابعدرنقطۀ



)15(

ازطرفدیگر،
x x

f x
x x

                      

   (.¡.¡.ù)

( )
− = ⇒ =′ = ⇒
− − = ⇒ =−

2 2 0 1
0

2 2 0 1

بنابرای�ننقط�ۀبهطول1نقط�ۀبحرانیتابعاس�ت.مجم�وععرضهاینقاط
. f f( ) ( )− + =− + =2 1 4 5 1 بحرانیبرابراستبا

1701 ریش�ههایصورتومخرجتابعمشتقاگردردامنۀتابع 1نیزگ 1  3
باشند،طولنقاطبحرانیهستند.

x x x xf x x x
x x x

( )
( )

− + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

4 6 4 7 42
3 3 3

مشخصاستکهصورتکسردوریشهومخرجآنیکریشهداردکههمگیدر
است(،بنابراینتابعfسهنقطۀبحرانیدارد. دامنۀتابعهستند)دامنۀتابع

1711 و 1نیزگ 1 fD  [ , ]= 1 3 توجهکنیدکه  3

 f x
x x

( )′ = −
− −

1 1
2 1 2 3

مشتقپذیرنیست.ازطرفدیگر x=3 و x=1 تابعfدرنقاط
 f x x x x x x( )′ = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =0 1 3 1 3 2 

استکهدارایسهعضواست.   { , , }1 2 3 پسمجموعۀطولنقاطبحرانیتابع

1721 و2مینیم�منس�بیدارد. 1نیزگ 1 −1 درنقطهه�ای f تاب�ع  2
مجموعاینعددهابرابر1است.

1731 بهص�ورتزیراس�ت. 1نیزگ 1 f x( )′ ج�دولتعیی�نعلام�ت  3
دارد. x=−2 بنابراینتابعfفقطیکنقطۀمینیممنسبیدر


x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + +

2 2

0 0


1741 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ = − = −3 2 28 3 8 3 ابتداتوجهکنیدکه  2

بنابراینجدولتغییراتتابعfبهصورتزیراست:



x

f x

f x

ÂLvº

min

( )

( )

−∞ +∞

′ − − +

30
8

0 0

  


بنابراینتابعfفقطیکنقطۀاکسترممنسبیدارد.

1751 ب�ه 1نیزگ 1 f نم�ودارتاب�ع  1
 x=0 شکلمقابلاس�ت.اینتابعدرنقطۀ
مینیمم x=1 ماکزیم�منس�بیودرنقط�ۀ

نسبیدارد.

1761 .بنابراین 1نیزگ 1 f x x( )′ = −4 8 ابتداتوجهکنیدکه  4
 f x x( )′ = ⇒ =0 2 

اکنونتوجهکنیدکهچون
 f       f       f( ) , ( ) , ( )= =− =0 1 2 7 5 11 

و −7 پ�سمقدارماکزیمممطل�قومینیمممطلقتاب�عfبهترتیببرابر11و
است. ( )− − =11 7 18 اختلافآنهابرابر

1771 f 1نیزگ 1 تاب�ع نم�ودار  3
بهصورتمقابلاس�ت.حداکث�رمقدارتابع
استو −2 برابر3وحداقلمقدارآنبرابر

اختلافایندومقداربرابر5است.

1781 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x xf x       x

x x

f x x x x   .¡.¡.ù

( )
( ) ,

( ) ( )

( ) , ( )

+ − −′ = = >
+ +

′ = ⇒ − = ⇒ = =−

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 0
1 1

0 1 0 1 1

.بنابراین
x  

f xlim ( )
→+∞

=0 و
x  

f xlim ( )
+→

=
0

0 ، f( )=11
2
ازط�رفدیگ�ر،

. f( )=11
2
ماکزیمممطلقتابعfبرابراستبا

1791 ،پس 1نیزگ 1 y x a= −2 چون  3
A x xy x x a x ax

aA x x a x

( ) ( )

( )

= = − = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

22 2

0 4 0
4

. a a aa( ) − × =−
222

4 4 8
بنابراینکمترینمقدارxyبرابراستبا

1801 ط�ولاض�لاعقائم�ۀمثل�ثراaوbف�رضمیکنی�م. 1نیزگ 1  1

Sرابهدستآوریم.توجه ab=1
2

میخواهیمبیش�ترینمقدارمس�احت،یعنی

،درنتیجه b a= − 216 .پس a b+ =2 2 16 کنیدکه


S a a a

aS a a  S a a
a

( )

( ) ( )

= −

′ ′= − − ⇒ = ⇒ =
−

2

22
2

1 16
2
1 16 0 2 2
2 2 16



. ( ) =1 2 2 8 4
2

بنابراینبیشترینمقدارSبرابراستبا

1811 راروینموداردرنظ�رمیگیریم.پس 1نیزگ 1 B x y( , ) نقط�ۀ  4
.بنابراین y x= +2 9

d x AB x y x x x x

xd x d x x
x x

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= = − + − = − + + = − +

−′ ′= = ⇒ =
− +

2 2 2 2

2

4 0 4 2 9 6 25

2 6 0 3
2 6 25

بهدستمیآیدوبرابراستبا4. x=3 بنابراینکمترینمقدارdبهازای
1821 توجهکنیدکهمساحتمستطیلABCDبرابراستبا 1نیزگ 1  4

 f x x x( ) ( )( )= − −3 1 1 2 .بنابراینبایدبیشترینمقدارتابع x x( )( )− −3 1 1 2
راپیداکنیم.توجهکنیدکه

f x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )( )

( )

′ = − + − − =− +

′ = ⇒− + = ⇒ =

3 1 2 3 1 2 12 5

50 12 5 0
12

 x= 5
12

بنابراینتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردوبیشترینمقدارآنبهازای

.درنتیجهبیش�ترینمقدارمس�احت 1
24

بهدس�تمیآی�د،کهبرابراس�تبا

است. 1
24

مستطیلABCDبرابر



 فصل اول: دست گرمی
)16(

1831 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
AB AC a a

a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ + + − = − + −

+ + + = − + +

2 2 2 2

2 2

1 1 1 3 1 5

2 1 0 6 9 16
اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

a a a a a a+ + = − + ⇒ = ⇒ =2 22 1 6 25 8 24 3

1841 .بنابراین 1نیزگ 1 AB ( ) ( )= − + − =2 20 3 0 0 3 توجهکنیدکه  2

AC a b a b

BC a b a b

a a b

     1

     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

= ⇒ − + − = ⇒ + =

= ⇒ − + − = ⇒ − + =

− + + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

3 0 0 3 9

3 3 0 3 3 9

9 6 9 2

.درنتیجهاز a=3
2
،پس a− =9 6 0 ازتس�اویهای)1(و)2(نتیجهمیش�ود

،بنابراین b a  = − = − =2 2 9 279 9
4 4

تساوی)1(بهدستمیآید

b  | |=3 3
2

1851 )یعن�ینقط�ۀ 1نیزگ 1 , )− + +2 4 3 1
2 2

وس�طضل�عBCنقط�ۀ  1

)اس�ت.ط�ولمیانۀنظی�ررأسAبرابربافاصلۀنقطۀAازنقطۀوس�ط , )1 2

. ( ) ( )− + − =2 22 1 5 2 10 ضلعBCاست،یعنیبرابراستبا

1861 ) 1نیزگ 1 , )2 7 و a( , )3 ش�یبخ�طراس�تیک�هازنقطهه�ای  3

.ش�یبخطراس�تیک�هازنقطههای a a− = −
−

7 7
3 2

میگ�ذردبراب�راس�تبا

.اگردوخطبرهمعمود − =
− −
4 8 2
1 1

)میگذردبرابراستبا , )1 8 )و , )−1 4

است،پس −1 باشند،حاصلضربشیبهایآنهابرابر

a a( )( )− =− ⇒ =137 2 1
2

1871  1نیزگ 1 x y+ + =4 3 20 )برخط0 , )3 1 طولعمودواردازنقطۀ  3
فاصلۀایننقطهازاینخطاستکهبرابراستبا

| |× + × +
= =

+2 2

4 3 3 1 20 35 7
54 3

1881 ویژگیهایموردنظر 1نیزگ 1 ax by c+ + =0 ف�رضکنیدخط  4

،درنتیجه a
b

− =−1 اس�ت،پس −1 راداش�تهباش�د،چونش�یباینخط

.ازطرفدیگر،چونفاصلۀمبدأازاینخطبرابربا5است،پس a b=
a a c c c a c a

aa a

| | | |
| | | |

| |

× + × +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

+2 2

0 0 5 5 5 2 5 2
2

و  ax ay a+ + =5 2 0 نظ�ر م�ورد راس�ت خطه�ای بنابرای�ن

 x y+ + =5 2 هستندکهمیتوانآنهارابهصورت0 ax ay a+ − =5 2 0

نوشت. x y+ − =5 2 0 و

1891 مجموعفاصلههایهرنقطهازبیضیتاکانونهایبیضی 1نیزگ 1  2
.اکنوندقتکنیدکه a PF PF′= + = + =2 6 8 14 است.بنابراین a2 برابر

A.باتوجهبهشکلفاصلۀکانونیبیضیبرابراستبا F AF′ ′= =5
 FF AA AF A F c′ ′ ′ ′= − − ⇒ = − − =2 14 5 5 4 

1901 راه ح��ل اولط�ولقط�رب�زرگ،ط�ولقط�رکوچ�کو 1نیزگ 1  2
است.بنابراین c2 و b2 ، a2 فاصلۀکانونیبیضیبهترتیب

a a b b      ,= ⇒ = = ⇒ =2 8 4 2 6 3
ازطرفدیگر،

a b c c c c= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 216 9 7 7
. c=2 2 7 بنابراینفاصلۀکانونیبیضیموردنظربرابراستبا

نتیج�ه در ، a b c= +2 2 24 4 4 پ�س ، a b c= +2 2 2 چ�ون دوم راه ح��ل 
،یعنی a b c( ) ( ) ( )= +2 2 22 2 2

 c c c( ) ( )= + ⇒ = ⇒ =2 2 2 28 6 2 2 28 2 2 7 

1911 چونمرکزبیضیرویمبدأمختصاتاس�توکانونهای 1نیزگ 1  1
است،یعنی y هستند،پسقطرکوچکبیضیرویمحور x بیضیرویمحور
و a OA′= =17 قط�رکوچ�کبیضیاس�ت.اکن�ونتوجهکنی�دکه BB′

.درنتیجه b OB= =15

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 217 15 8
برابراستبا ABF′ .درنتیجه،مساحتمثلث AF a c′= + =25 بنابراین

AF OB′× = × × =1 1 37525 15
2 2 2

1921 و 1نیزگ 1 b OB′= =6 راه ح��ل اول بنابرفرضهایمس�ئله،  2
.بنابراین a BF= =8

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 28 6 2 7

. c
a
= 7

4
پسخروجازمرکزبیضیبرابراستبا

،پس b=6 و a=8 راه حل دومچون
be
a

( ) ( )= − = − = − = =2 23 9 7 71 1 1
4 16 16 4

1931 راه حل اول بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  4
c c a b a b           (1),= ⇒ = − = ⇒ − =2 2 5 5 2 2 2 1

بنابراین
a b c a b c a b a b

a b(1)
     (2)

( )( )= + ⇒ − = ⇒ − + =

→ + =

2 2 2 2 2 2 5

5
بهدس�تمیآی�د.درنتیجهخ�روجازمرکز a=3 ،( )2 )و )1 ازتس�اویهای

. c
a
= 5

3
بیضیبرابراستبا

بهدستمیآید. b a= −1 راه حل دومبرایبهدستآوردنa،ازتساوی)1(،
بنابراین

a b c a a c

a a a a a

( )= + ⇒ = − +

= − + + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

1

2 1 5 2 6 3


1941 نقط�ۀ 1نیزگ 1 پ�س اس�ت، قط�ر س�ر دو وس�ط دای�ره مرک�ز  2

)مرکزدایرهاست.اکنونتوجهکنیدکهشعاعدایره , )1 4 )،یعنی , )− +3 1 6 2
2 2

، AB ( ) ( )= + + − = + =2 23 1 6 2 16 16 4 2 است،چون AB1
2

برابر

.بنابراینمعادلۀدایرهبهصورتزیراست: r=2 2 درنتیجه
 x y x y x y c( ) ( )− + − = ⇒ + − − = − − =− ⇒ =−2 2 2 21 4 8 2 8 8 1 16 9 9



)17(

1951 برابر1است. 1نیزگ 1 y2 و x2 درمعادلۀگستردۀدایرهضرایب  4
برابر1شود: x2 پسطرفینمعادلۀدادهشدهرابر2تقسیممیکنیمتاضریب

.ازطرف a=2 ،پس a =1
2

.ب�هاینترتیب a bx y x y+ − + − =2 2 2 4 0
2 2

دیگر،چونشعاعدایرهبرابر3است،پس
b b b ab( ) ( ) ( ) ( )− + − − = ⇒ + = ⇒ =± ⇒ =±2 2 21 2 4 4 3 20 6 8 16

2 2 2
1961 نظ�ر 1نیزگ 1 م�ورد دای�رۀ معادل�ۀ میکنی�م ف�رض  2

باش�د.مختص�اتنقطهه�ایدادهش�دهدراین x y ax by c+ + + + =2 2 0
معادلهصدقمیکنند:

a c b c a b c            , ,+ + = + + = + − + + =1 0 1 0 1 1 0
بهدستمیآید.بنابرایندرمعادلۀسوم b c+ =−1 ازمعادلۀدوم

 a b c a a( )− + + = ⇒ − + − = ⇒ =2 0 2 1 0 1
بهدس�تمیآی�د. b=1 وازمعادل�ۀدوم c=−2 درنتیج�هازمعادل�ۀاول

بنابراینشعاعدایرۀموردنظربرابراستبا

a b c ( )+ − = + − − =2 21 1 104 1 1 4 2
2 2 2

1971 اس�ت. 1نیزگ 1 r=2 )Oمرکزدایرهوش�عاعدایره , )2 0 نقطۀ  2

OA،ودرنتیجه ( )= − + =2 26 2 0 4 همچنین

AT OA r= − = − = =2 2 2 24 2 12 2 3 

1981 نقط�ۀ 1نیزگ 1 دای�ره مرک�ز  1
Oاست.شیبخطیکهنقطههایO( , )0 0

وAرویآنقراردارند،برابراستبا

.بنابراینشیبخطمماسبردایرهکهبرخطگذرندهازOوAعمود − =
−

1 0 1
1 0

 A  ( , )1 1 اس�ت.پسمعادلۀخ�طمماسبردای�رهدرنقطۀ اس�ت،براب�ر1−
بهصورتزیراست:

y x y x( )( )− = − − ⇒ =− +1 1 1 2

1991 )Oوشعاعآن 1نیزگ 1 , )0 0 نقطۀ x y+ =2 2 169
25

مرکزدایرۀ  2

( , )0 0 است.بنابراینمطابقشکلزیر،OHبرابربافاصلۀنقطۀ r=13
5
برابر

.در | |+ −
=

+2 2

0 0 12 12
54 3
اس�ت،ک�هبراب�راس�تب�ا x y+ − =4 3 12 0 ازخ�ط

،OHBنتیجه،بنابرقضیۀفیثاغورسدرمثلثقائمالزاویۀ

OB OH HB HB HB( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 213 12 1
5 5
. AB HB= =2 2 اکنونتوجهکنیدکه

2001 O، 1نیزگ 1 ( , )−−1
4 0

2
نقطۀ x y x+ − =2 2 4 0 مرکزدای�رۀ  3

Oوشعاعآنبرابراستبا ( , )1 2 0 یعنی

r ( ) ( )= − + − = + − =2 2
1

1 14 0 4 0 16 0 0 2
2 2



O،یعن�ی ( , )−− −2
2 8
2 2

نقط�ۀ x y x y k+ + − + =2 2 2 8 0 مرک�زدای�رۀ

Oوشعاعآنبرابراستبا ( , )−2 1 4

r k k k( ) ( )= + − − = + − = −2 2
2

1 12 8 4 4 64 4 17
2 2

O.پس O r r= +1 2 1 2 برایاینکهدودایرهمماسبیرونیباشندباید

k k k k( ) ( )+ + − = + − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =2 22 1 0 4 2 17 3 17 9 17 8

2011 رقمصدگانعددموردنظرنمیتواندصفرباشد.بنابراین 1نیزگ 1  3
برایصدگان4انتخابداریم.برایهریکازرقمهایدهگانویکان5انتخاب

. × × =4 5 5 100 داریم.بنابراینتعدادعددهایموردنظربرابراستبا

2021 نف�راولمیتواندب�ررویهریکازصندلیهابنش�یند، 1نیزگ 1  4
پسبرایاو6انتخابوجوددارد.نفردومبایدصندلیایبهجزصندلینفراول
راانتخ�ابکن�د،پس5انتخابدارد.بههمینترتیب،نفرس�ومهم4انتخاب

. × × =6 5 4 120 دارد.بنابراینتعدادراههایموردنظربرابراستبا
2031 ب�رایهرس�ؤالیکیازچهارگزینهدرس�تاس�ت،پس 1نیزگ 1  1

کلی�دهرس�ؤال4حال�تدارد.پ�ستعدادحالته�ایمختلفک�هیککلید
است. 204 یعنی

IU

× × ×
20

4 4 4



20سؤالیمیتواندداشتهباشد

2041 تعدادراههایرسیدن 1نیزگ 1  2
ازنقطۀAبههرنقطهرویشکلرابهکمک
اصلجمعحسابمیکنیمکهمطابقشکل
روبهرواس�ت.بنابراینبه30طریقمختلف

میتوانیمازنقطۀAبهنقطۀBبرویم.

2051 اگرصدگانعدد7باش�د،هرک�دامازرقمهایدهگانو 1نیزگ 1  2
یکانمیتوانندنهحالتداش�تهباشند)فقط7نمیتوانندباشند(.پس81عدد
بهاینصورتوجوددارد.اگردهگانعدد7باشد،رقمیکانمیتواندنهحالت
ورقمصدگانمیتواندهشتحالتداشتهباشد)7وصفرنمیتواندباشد(.پس
72عددبهاینشکلوجوددارد.بههمینترتیباگریکانعدد7باشد،دهگان
میتواندنهحالتداش�تهباش�دوصدگانمیتواندهش�تحالتداش�تهباشد.
یعنی72عددنیزبهاینشکلوجوددارد.بنابراینتعدادکلعددهایمطلوب

. + + =81 72 72 225 برابراستبا

2061 حروفیکسانراکنارهمقرارمیدهیموآنهارابهعنوان 1نیزگ 1  3
یکعضوجایگش�تدرنظ�رمیگیریم.یعنیمیخواهیمتعدادجایگش�تهای

است. !=4 24 مختلفS،I،MوPراحسابکنیمکهبرابر

2071 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



n nP n P n
n n

n n
n n n

! !( , ) ( , )
( )! ( )!

( )! ( )( )!

= ⇒ = ×
− −

= ⇒ − = ⇒ =
− − −

5 2 4 2
5 4

1 2 4 2 6
5 4 5





 فصل اول: دست گرمی
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2081 بایدسهرقممتمایزازمیانرقمهای7،4،3،2،1و9 1نیزگ 1  3
انتخابکنیموباآنهاعددیس�هرقمیبنویس�یم.تعدادراههایاینکاربرابر

. P !( , )
!

= =66 3 120
3

استبا

2091 ارق�اماولوآخررابایدازبینپنجرقمفردانتخابکنیم 1نیزگ 1  1
حالتامکانپذیراست.سهرقموسطراهمبایدازبین P( , )5 2 کهاینکاربه

حالتامکانپذیر P( , )8 3 هش�ترقمباقیماندهانتخابکنیمکهای�نکاربه

است.بنابراینتعداداعدادمطلوبسؤالبرابراستبا

P P ! ! !( , ) ( , )
! ! !

× = × =5 8 85 2 8 3
3 5 3

2101 دراینج�اترتی�ببی�رونآوردن4گ�ویاز20گویمهم 1نیزگ 1  4

. P ! !( , )
( )! !

= =
−

20 2020 4
20 4 16

است،پستعدادراههایموردنظربرابراستبا

2111 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
n n n n n n

n n

n n n n n

n n n n n

! ! !( )! !( )!
!( )! !( )!

! ( )( )( )( )! ! ( )!

( )( )( )

   
   = ⇒ = ⇒ − = −
    − −   
× − − − − = × × × × −

− − − = × × ⇒ − = ⇒ =

4 4 7 7
4 4 7 74 7

4 4 5 6 7 4 5 6 7 7

4 5 6 7 6 5 4 7 11

.
n !

! !

    × ×   = = = =
   
   

11 11 11 10 9 165
8 3 68 8

بنابراین

پ�س . m k n+ = آنگاه ،
n n

m k

   
   =
   
   

اگ�ر میدانی�م دوم راه ح��ل 

.
n !

! !

    × ×   = = = =
   
   

11 11 11 10 9 165
8 3 68 8

.پس n= + =7 4 11

2121 طریقمیتواندسهتاازکتابهایشرا 1نیزگ 1
 
 
 
 

6

3
محس�نبه  4

طریقمیتواندسهتاازکتابهایشراانتخاب
 
 
 
 

8

3
انتخابکندوابراهیمنیزبه

.
   
   =
   
   

6 8
1120

8 3
کند.بنابراینتعدادراههایموردنظربرابراستبا

2131 اگربهچهارپرسشازپنجپرسشنخستپاسخدهد،باید 1نیزگ 1  4
بهش�شپرسشازهش�تپرسشدیگرپاس�خدهد.تعدادراههایاینکاربرابر

.اگربههرپنجپرس�شنخستپاسخدهد،بایدبه
   
   =
   
   

5 8
140

4 6
اس�تبا

پنجپرسشازهشتپرسشدیگرپاسخدهد.تعدادراههایاینکاربرابراستبا

. + =140 56 196 .بنابراینپاسخمسئلهبرابراستبا
   
   =
   
   

5 8
56

5 5

2141 اگرسهنفرازهشتنفرراانتخابکنیمودریکتیمقرار 1نیزگ 1  1
دهی�م،پن�جنفرباقیمان�دهتیمپنجنف�رهراتش�کیلمیدهن�د.بنابراینتعداد

. ! !
! ! ! !

  × × × = = =
  × 

8 8 8 7 6 5 56
3 5 3 53

است:
 
 
 
 

8

3
حالتهایممکنبرابر

2151  1نیزگ 1
 
 
 
 

6

1
ابتدایکزنوشوهرراازبینششزنوشوهربه  1

حال�تانتخ�ابمیکنیم.اکنونبایدس�هنف�رراازبینپن�جزوجدیگرانتخاب

حالتامکانپذیر
 
 
 
 

5

3
کنی�م.ابتداس�هزوجانتخابمیکنیمکهاینکارب�ه

است.سپسازبینهرزوجانتخابشدهزنیاشوهرراانتخابمیکنیمکهاین
راهممکناس�ت.پ�سکلحالتهایانتخابپن�جنفرازبین × ×2 2 2 کارب�ه

.
   
   × × =
   
   

36 5
2 480

1 3
ساکنینآپارتمانبرابراستبا

2161 مجموع�ۀ 1نیزگ 1 ی�ک عض�وی k زیرمجموعهه�ای تع�داد  1

. n= + =5 6 ودرنتیجه11
n n   

   =
   
   5 6

است.بنابراین
n

k

 
 
 
 

nعضویبرابر


 
 
 
 

11

3
تعدادزیرمجموعههایسهعضویمجموعۀیازدهعضویبرابراستبا

.
 
 
 
 

11

8
یاهمان

2171 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

n S       n A( ) , ( )
   
   = = = + = + =
   
   

2 2 2
2 4 2 1 3

1 2

. n AP A
n S
( )

( )
( )

= =3
4
بنابراین

2181 تع�دادراههایانتخابس�هلام�پازدوازدهلامپبرابر 1نیزگ 1  4

Aچونهش�تلامپدرونجعبهسالماند،پساگر. n S( )
 
 =
 
 

12

3
اس�تبا

.بنابراین n A( )
 
 =
 
 

8

3
پیشامدموردنظرباشد،آنگاه

n AP A
n S

!
( ) ! !! !( )
( ) ! ! !

! !

 
 
 

× × × = = = = = =
× × × 

 
 
 

8
8

3 8 9 6 7 8 145 3
12 12 5 12 10 11 12 55

9 33

2191 .برایاینکهس�همهره 1نیزگ 1 n S( )
 
 =
 
 

10

3
واضحاس�تک�ه  1

همرنگباش�ند،یابایدهرسهآبیباش�ندیاهرسهقرمز.پستعدادحالتهای

.بنابراین n A( )
   
   = +
   
   

4 6

3 3
انتخابسهمهرۀهمرنگبرابراستبا

 n AP A
n S
( )

( )
( )

   
   +
   

+   = = = =
 
 
 
 

4 6

3 3 4 20 1
10 120 5

3





)19(

2201 چونAوBدوپیش�امدناس�ازگارند،پس 1نیزگ 1   4

 P A B P A P B P B P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =3 1 1
8 4 8

 

. P B P B( ) ( )′ = − = − =1 71 1
8 8

بنابراین

2211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
P A B P A P A B P A B P A B( ) ( ) ( ) / / ( ) ( ) /− = − ⇒ = − ⇒ =0 1 0 3 0 2  

ازطرفدیگر
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 3 0 4 0 2 0 5  

2221 فرضکنیدAپیشامداینباشدکههردوعددروشدهزوج 1نیزگ 1  2
باشندوBپیشامداینباشدکهمجموعدوعددروشدهبرابر6باشد،دراینصورت
 B    A B{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}, {( , ),( , )}= =1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 2 4 4 2 

. n A BP A B
n B
( )

( | )
( )

= =2
5

 پس

2231 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 P A B P A B P A BP A B
P B P B
( ) ( ) ( )

/ ( | )
( ) ( ) /

′ ′ ′
′= = = =

′ −
0 2

1 0 8
  

. P A B( ) / / /′ = × =0 2 0 8 0 16 درنتیجه

2241 AراپیشامدگرفتنبیماریسارسوBراپیشامددرمان 1نیزگ 1  4

.درنتیجه P B A( | )= 1
10

و P A( )= 2
100

فردمیگیریم.دراینصورت

 P A B P A BP B A P A B
P A
( ) ( )

( | ) ( ) /
( )

= = = ⇒ =1 0 002
10 2

100

 



درنتیجهاحتمالاینکهفردهمدچاربیماریشودوهمدرمانشود0/002است.

2251 ف�رضکنیدAپیش�امداینباش�دکهنف�راولبههدف 1نیزگ 1  4
بزندوBپیشامداینباشدکهنفردومبههدفبزند.

.پیشامدهایAوBمستقلاندو P B( ) /=0 7 و P A( ) /=0 8 توجهکنیدکه
.احتمالموردنظر P A B P A P B( ) ( ) ( ) / / /= = × =0 8 0 7 0 56 درنتیج�ه

برابراستبا
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 8 0 7 0 56 0 94 

2261 پیش�امد»بههدفزدنشخصاول«راAوپیشامد»به 1نیزگ 1  3
هدفزدنشخصدوم«راBمینامیم.پس

 P A P A P B P B      ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = − = = ⇒ = − =1 1 3 3 3 51 1
4 4 4 8 8 8

اس�تکهچون A B′ ′
 پیش�امد»حداق�لیکیازآنه�ابههدفنزند«برابر

مستقلازیکدیگرند،پس B′ و A′

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + − × =3 5 3 5 29
4 8 4 8 32



2271 راه ح��ل اولتوج�هکنیدک�هدراینج�افض�ایاحتمال 1نیزگ 1  3
پیشامداینباشدکهتوپ R2 Sاست.فرضکنید ¡ ¡ ¡ A A A A ¡{ , , , }=

بهترتیبپیش�امدهایاینباش�ندک�هتوپاولقرمزو B1 و R1 دومقرمزو
فضایSراافرازمیکنند، B1 و R1 توپاولآبیباشد.دراینصورت،چون

بنابرقانوناحتمالکل،

P R P R P R R P B P R B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + = × + × =2 1 2 1 1 2 1
3 2 6 3 1
9 8 9 8 3

راه حل دومنموداردرختیزیررادرنظربگیرید

 P ³»j N¼U ·j¼M q¶o¤( )= × + × =3 2 6 3 1
9 8 9 8 3

2281 فرضکنیدBپیشامدانتخابجعبۀاولبرایافزودن2 1نیزگ 1  2
پیشامدانتخابجعبۀدومبرایافزودن B′ مهرۀس�فیدباشد.دراینصورت
2مهرۀس�فیداست.همچنینفرضکنیدAپیشامدسفیدبودنمهرۀانتخاب

راحسابکنیم.طبققانوناحتمالکل، P A( ) شدهباشد.باید

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

= × + × = =1 8 1 7 15 3
2 10 2 10 20 4

توجهکنیدکهاگردومهرۀسفیدبهجعبۀاولاضافهشوند،اینجعبهشامل8مهرۀ

س�فیدو2مهرۀسیاهمیش�ود،پساحتمالسفیدبودنمهرۀانتخابیازاینجعبه

.بهطورمشابه P A B( | )= 8
10

میشود،یعنی 8
10

برابر

P A B( | )′ = 7
10

2291 فرضکنیدAپیشامداینباشدکهدرپرتابدوتاساول 1نیزگ 1  1

( , )4 1 و ( , )1 4 ،( , )3 2 ،( , )2 3 اینه�ا از )ک�ه نیاین�د براب�ر عدده�ای

مطلوباند(،Bپیشامداینباشدکهدرپرتابدوتاساولعددهایبرابربیایند

)مطلوباند(وCپیش�امداینباشد , )2 1 )یا , )1 2 )وس�پس , )1 1 )کهابتدا

کهمجموعنهاییبرابر5باشد.دراینصورت،بنابرقانوناحتمالکل،

P C P A P C A P B P C B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

= × + × × =30 4 6 1 2 73
36 30 36 6 36 648

2301 جعبههاراAوBمینامیم.نموداردرختیزیررادرنظربگیرید: 1نیزگ 1  4

ازرویایننمودارمعلوماستکهاحتمالموردنظربرابراستبا

× + × =1 6 1 3 9
2 8 2 8 16



 فصل اول: دست گرمی
)20(

2311 نموداردرختیزیررادرنظربگیرید: 1نیزگ 1  2

ازرویایننمودارمعلوممیشودکهاحتمالموردنظربرابراستبا

/× + × = =30 80 70 70 73 0 73
100 100 100 100 100

2321 ب�هکم�کش�کلزی�ر،مجموع�ۀدادهش�دهراس�ادهتر 1نیزگ 1  2
، −2 ، −3 ، −4 .بنابرایناعدادصحیح A [ , ] ( , ]= − −4 2 2 4 مینویسیم:

3و4درمجموعۀAقراردارند.

2331 عدد2بایددرنامساویهایزیرصدقکند: 1نیزگ 1  2
 a a  a a     ,≤ ⇒ ≤ < + ⇒ >−2 2 1 2 3 1

. a ( , ]∈ −1 1 ودرنتیجه a− < ≤1 بنابراین1

2341 .بنابراینبا 1نیزگ 1 a a
a a

< < <2
2 4

1 1 ،پس a− < <1 0 چون  4

توجهبهشکلزیر،

 a a a
a a a

( , ) ( , ) ( , )=2 2
2 4 2

1 1 1
 

2351 درحالتزیراشتراکبازههاتهیخواهدبود: 1نیزگ 1  3

پس
 a a a a− ≥ + ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 24 2 1 1 1

یعنی
a [ , ]∈ −1 1

2361 ابتدامجموعۀAرابانوشتناعضایشمشخصمیکنیم. 1نیزگ 1  3

عددیصحیحش�ود،مقادیرصحیحیکهxمیتواند
x
10 توجهکنیدبرایآنکه

 , , ,± ± ± ±1 2 5 10 اختیارکند،شاملمقسومعلیههایصحیحعدد10یعنی

.درنتیجهAمجموعهایمتناهی A { , , , }= ± ± ± ±1 2 5 10 اس�ت.بنابراین

اس�ت.ازطرفیمجموعۀBش�املاعدادصحیحیاس�تکهمعکوسشاناز1
بزرگترن�د.میدانی�ممعک�وسهم�ۀعدده�ایصحی�ح)ب�هجزصف�ر(،از1
کوچکترن�دپسمجموعۀBتهیاس�ت.بنابرای�نمجموعۀBنیزمجموعهای

متناهیاست.

2371 اگرتعدادمحدودیازاعضایمجموعۀنامتناهیAراکه 1نیزگ 1  4
درمجموع�ۀمتناهیBنیزقراردارند،حذفکنیم،بازهممجموعهاینامتناهی

نامتناهیاست. A B− باقیمیماند.یعنی
بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 A B− .پ�س A B { }− = 0 ،آنگاه B= و A= گزین��ۀ )1(اگ�ر
متناهیاستولیAوBنامتناهیاند.

 A B− .پس A B { }− = − 1 ،آنگاه B { }= 1 و A= گزینۀ )2(اگر
نامتناهیاستولیBمتناهیاست.

.پسAمتناهیو A B− =∅ ،آنگاه B= و A { }= 1
2

گزین��ۀ )3(اگر

Aمتناهیاست. B− Bنامتناهیاستولی

2381 .بنابرای�ناعداد 1نیزگ 1 A ( , ]′= −2 2 ب�اتوجهبهش�کلزی�ر،  3
هستند،کهمجموعآنهابرابر2است. A′ ،صفر،1و2عضو −1 صحیح

2391 مجموع�ۀعلاقهمن�دانب�هفوتب�الراب�اAومجموع�ۀ 1نیزگ 1  3
، n A( )=30 علاقهمن�دانبهوالیبالراباBنش�انمیدهی�م.دراینصورت
.ازط�رفدیگ�ر40نفرحداقلبهیکیازدورش�تهعلاقهدارند. n B( )=35

.بنابراین n A B( )=40 پس


n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =40 30 35 25

 

 



پس25نفربههردورشتهعلاقهدارند.

2401 2  1نیزگ 1


n A B n A B n A B n B A

n A B n B A n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − + −

− = − + − ⇒ − + − =20 4 16

 



2411 توجهکنیدکهدردوحالتزیرایندوبازهجداازهمهستند: 1نیزگ 1  1

a a− ≥ ⇒ ≥1 2 3

a a+ ≤− ⇒ ≤− 53 2 3
3

ودر a a− < +1 3 2 بازهباش�دباید a a [ , ]− +1 3 2 ازط�رفدیگربرایاینکه

.بنابراین a>− 3
2
نتیجه

 a ([ , ) ( , ]) ( , )∈ +∞ −∞ − − +∞5 33
3 2

  

،دوبازۀموردنظرجداازهمهستند. a≥3 اگر

2421 باتوج�هبهش�کلمقابل 1نیزگ 1  1
دو A B و B A− ، A B− مجموعهه�ای

بهدوجداازهمهستند.



)21(

2431 توجهکنیدکهدرش�کلاول،6دایرۀرنگیوجوددارد.در 1نیزگ 1  1
ش�کلدوم،4دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیش�ود،درشکلسوم،
دای�رۀرنگ�یب�هدایرههایرنگ�یاولیهاضافهمیش�ود،...درش�کلnاُم، ×2 4
دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیشود.بنابرایناگرتعداد n( )− ×1 4
 na n n( )= + − = +6 4 1 4 2 بگیریم، na دایرهه�ایرنگ�یدرش�کلnاُمرا

)توجهکنیدکهشکلnاُم،nدایرۀخاکستریدارد(.بنابراین
a = × + =20 4 20 2 82

2441 است،پس 1نیزگ 1 nt an b= + جملۀعمومیالگو  1


t a b

t a b

= + =  ⇒ 
= + =  

4

16

16 4 16

28 16 28


.بنابراین b=12 و a=1ازحلدستگاهفوقبهدستمیآید
 nt n t= + ⇒ =212 14 

2451 مربعکوچکتشکیلشدهاست 1نیزگ 1 n( )+ 22 ش�کلnاُماز  2
مرب�عکوچ�کس�فیدواگ�رnفردباش�د، n( )+2 2 ک�هاگ�رnزوجباش�د،
مربعکوچکس�فیددرش�کلوج�وددارد.بنابرایندر n n( )+ − = +2 2 1 2 3

)مربعکوچکوجودداردکه40تایآنهاسفیدهستند. )220 ش�کلهجدهم،
پسدرشکلهجدهم360مربعکوچکرنگیوجوددارد.

2461  1نیزگ 1 n
n
− =
+

4 3 3
3

بای�دببینیمبهازایکداممقدارnتس�اوی  3

برقرارمیشود.پس
 n n n− = + ⇒ =4 3 3 9 12 

بنابراینجملۀدوازدهمدنبالهبرابر3است.

2471 ،عدد 1نیزگ 1 24 ،عددآخردستۀدوم 22 عددآخردس�تۀاول  4
است.پسعدد n( )22 و…عددآخردس�تۀnاُمبرابر 26 آخردس�تۀس�وم

است.بنابراینعدداولدستۀیازدهم402است. 220 آخردستۀدهم

2481 بهدس�تمیآید. 1نیزگ 1 n na a −= −1 3 ازرابط�ۀدادهش�ده  4
باجملۀقبلیآنبهدستمیآید.پس −3 یعنیهرجملۀدنبالهازجمعکردن
داریمکهجملۀبیستمآن −4 وجملۀاول −3 یکدنبالۀحسابیباقدرنسبت

. a a d ( )= + =− + − =−20 1 19 4 19 3 برابراستبا61

2491 وقدرنس�بتآنd 1نیزگ 1 a1،فرضکنی�دجملۀاولایندنباله  1
باشد.دراینصورت


a a d a d

a a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − = ⇒ + =

= ⇒ + − = ⇒ + =
4 1 1

9 1 1

5 4 1 5 3 5 1

30 9 1 30 8 30 2


،پس d=5 25 اگ�رتس�اوی)1(راازتس�اوی)2(کمکنی�م،بهدس�تمیآید
.اکن�وناگ�راینمقدارdرادرتس�اوی)1(قراردهیم،بهدس�تمیآید d=5

.بنابراینجملۀعمومیدنبالۀحسابیموردنظر،برابراستبا a =−1 10

 na a n d n n( ) ( )( )= + − =− + − = −1 1 10 1 5 5 15

2501 ایناعداددنبالهایحس�ابیتشکیلمیدهندکهمتناهی 1نیزگ 1  2
بودهوقدرنس�بتآن7اس�ت.کوچکترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیر
اس�ت،105وبزرگترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیراست،994است.

استکهبرابراستبا128. − +994 105 1
7

پستعدادایناعداد

2511 است،پس 1نیزگ 1
x+

1
2
و

x
1 واسطۀحسابی 1

2
عدد  2

 x x
x x x x

( )
( )
+ += × + ⇒ =

+ +
1 1 1 1 21
2 2 2 2

درنتیجه
x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =±2 22 2 2 2 2

2521 .اکنونقدرنس�بتدنباله 1نیزگ 1 a a+ >2 1 ،پس a>0 چون  2

.اختلافکوچکترینوبزرگترین a a ad + − += =
+

2 1 1
4 1 5

رابهدستمیآوریم

عددهاییکهدرجکردهایمبرابر3dاستودرنتیجه
a a a a( )+

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
3 1 9 3 3 45 3 42 14

5



2531  1نیزگ 1 a d a a d, ,− + جم�لاتدنبال�ۀحس�ابیرابهصورت  3

.از a=7 ودرنتیجه a=3 21 درنظرمیگیریم.مجموعآنها3aاست.پس
طرفدیگر،


a d a a d d

d d d          IÄ  

( )( )( ) ( )

, , , ,

− + = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =± ⇒

2

2 2

168 7 49 168

49 24 25 5 2 7 12 12 7 2
پسنسبتبزرگترینعددبهکوچکترینعددبرابر6است.

2541 . 1نیزگ 1 r( )>0 فرضکنیدقدرنسبتایندنبالۀهندسیrباشد  3
دراینصورت


a a a a r a r

a a a r a r a r r

                 (1)

   (2)

( )

( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

4 4
1 5 1 1 1

2 6 2 4
3 7 1 1 1

30 30 1 30

120 120 1 120

؛پس r =2 4 اگرتس�اوی)2(رابرتس�اوی)1(تقس�یمکنیم،بهدس�تمیآید

. a =1
30
17

.بهاینترتیب،ازتساوی)1(نتیجهمیشود r =4 16

2551 پس 1نیزگ 1 + = + = +3 9 5 7 4 8 راه حل اولچون  2
 a a a a a a= =3 9 5 7 4 8 

. a a a a a a( )= =2
3 5 7 9 4 8 9 درنتیجه

راه حل دوم توجهکنیدکه
a a r      a a r a a a r,= = ⇒ = =3 7 2 10

4 1 8 1 4 8 1 3

پس

a a a a a r a r a r a r a r a r( )= = = =2 4 6 8 4 20 2 10 2
3 5 7 9 1 1 1 1 1 1 9

2561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 a a a a a a a a a( ) ( )= ⇒ = ⇒ =±8 8
1 2 8 1 8 1 8 1 881 3 

ازطرفدیگر،


a a a a

a a a a

+ = + ⇒ =

+ = + ⇒ =
2 7 1 8

4 5 1 8

2 7 1 8

4 5 1 8


. a a a a a a a a a a( )( ) ( )= = =2
2 4 5 7 2 7 4 5 1 8 9 پس



 فصل اول: دست گرمی
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2571 اگرجملۀاولدنبالۀحس�ابیaوقدرنس�بتآنdباشد، 1نیزگ 1  2
هستند.پس a d+8 و a d+3 ، a d+ جملاتدوم،چهارمونهمبهترتیب

استودرنتیجه a d+8 و a d+ واسطۀهندسی a d+3
a d a d a d a ad d a ad d

d ad d a

( ) ( )( )+ = + + ⇒ + + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2

2

3 8 6 9 9 8

3 3
پسقدرنسبتدنبالۀحسابی3برابرجملۀاولآناست.

2581 .درنتیجه 1نیزگ 1 x x x| |= =−4 4 ،پس x<0 چون  2

x x x x x( )+ = + − =3 43 43 2 3 2 

2591 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 b a a b a a b a a| | | |− = ⇒ − = ⇒ =6 6 0 0

نتیج�ه در . b=−1 ، a<0 اگ�ر و  b=1 ، a>0 اگ�ر بنابرای�ن

واگر a+1 کهاگرaمثبتباشدبرابربا a b a b a| | | | | |+ = + = +6 66 6 1

است. a−1 aمنفیباشد،برابربا

2601 میتواننوشت 1نیزگ 1  1
n

n n

n
n n

× × × × × × × ×= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

34 3 4 2 24 3 4 2 4 2 2 3 4 2

1
16 8

2 8 2 8 2 2

12 2 2
16 8

2611 ودر 1نیزگ 1 a a<2 3 .بنابراین a>1نتیجهمیشود a a> از  3

پ�س  >3 1
4 2

همچنی�ن . a a<3 2 یعن�ی . a a<3 32 3 نتیج�ه

.بنابرایننابرابریدادهشدهدرگزینۀ)3(نادرستاست. a a a a= > =
3 1

4 34 2

2621 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 a a a( )= ⇒ = ⇒ =
3 3 5 5 5
5 5 3 3 316 16 16 

. a ( ) ( )
×

= = = = = =
3 5 3 5 3 5 5

4 54 3 4 3 4 4 416 16 16 2 2 32 بنابراین

2631 بااستفادهازنمایشاعدادبانمایگویابهدستمیآید 1نیزگ 1  3

  = × × = =
1 1 19 19

3 4 3 4 12 243 3 3 3 3 3 3 3 

. a=19
24

بنابراین

2641 .ازطرف 1نیزگ 1 a a
aa

( )+ = + −2 2
2

9 34 2 12 توج�هکنیدک�ه  3

.اگردوطرفاینتساویرادر2ضربکنیم،بهدست a
a

+ =3 4
2

دیگر،بنابرفرض

. − =28 12 52 .بنابراین،حاصلعبارتموردنظربرابراستبا a
a

+ =32 8 میآید

2651 میتواننوشت 1نیزگ 1  2


( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + −÷ = ×
− − +−

+ − − −= = = = =
−− + −

2 2

2 2

3 2 2 6 2 5 3 2 2 3 2 2
3 2 2 6 2 5 6 2 56 2 5

3 2 2 3 2 2 3 2 2 9 8 1 1
36 20 16 46 2 5 6 2 5 6 2 5

2661 بنابراتحادمربعمجموعسهجمله، 1نیزگ 1  1
 a b c a b c ab bc ca( ) ( ) ( )− + = + + + − − +2 2 2 2 2 1 

ازطرفدیگر،
 ab bc ca ab bc ca+ − = ⇒− − + =−8 8 

درنتیجه،ازتساوی)1(نتیجهمیشود
 a b c a b c= + + − ⇒ + + =2 2 2 2 2 236 16 52 

2671 و 1نیزگ 1 x x x x( )( )− − = − +21 2 3 2 ابت�داتوجهکنی�دکه  4

.بنابراین x x x x( )( )− + = − −24 1 3 4

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )

( )( )

− − − + = − + − −

= + − =

2 21 2 4 1 3 2 3 4

7 2 7 4 27


2681 ابتداعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

 A x x x x x x

x x x

( )= − + − − − + −

=− + + −

3 2 3 2

3 2

6 12 8 8 12 6 1

7 6 6 7


برابر6است. x2 بنابراینضریب

2691 ابتداعبارترابهکمکاتحادمزدوجواتحادچاقولاغر 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:



A x x x x x x

x x x x x x

x x x x

( )( )( )( )

(( )( ))(( )( ))

( )( )

= − + + + − + +

= − + + + − + +

= − + + = − + =

2 2

2 2

3 3 6 6

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

. A ( )= =12 62 2 ونتیجهمیشود x=12 2 حالقرارمیدهیم

2701 میتواننوشت 1نیزگ 1  1



x y x y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− − − − = − + − + +

= − − + = − − + − + +

= − − + +

2 2 2 2

2 2

6 8 7 6 9 8 16

3 4 3 4 3 4

7 1



عاملعبارتموردنظراست. x y+ +1 بنابراین

2711 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x x x x x x

x x x x

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

3 4 4 4 2

2 2


عاملیازعبارتموردنظراست. x x− +2 2 بنابراین

2721 صورتکسراولبرابراستبا 1نیزگ 1  3
 y y y y y( ) ( )( )+ = + = + − +3 3 23 3 3 1 3 1 1 

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
y y y x y x y

y x x y y

( )( ) ( )
( )

( )

+ − + −
× = +

− − +

2

2
3 1 1 3 1

1


2731 ب�اتوج�هبهاتح�ادجملۀمش�ترک،عبارتدادهش�دهرا 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:

 a ab ac bc a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

.بنابراینحاصلعبارتموردنظر a c a b c b+ = + + − = + =3 2 5 توجهکنیدکه
. × =3 5 15 برابراستبا



)23(

2741 میتواننوشت 1نیزگ 1  2



a a a aa
a a a a a a

a a a a a
a a a a a

a  
a

( ) ( )(( ) )

( ) ( )

( )

− − + +− = =
− − −

+ += = + + = + +

= − + + = + =

2 3 2 2 2 26

4 2 2 2 2 2

4 2 4 2 2
2 2 2 2 2

22

1 1 11
1 1
1 1 1 1

1 2 1 5 3 8



2751 مخرجکسرراگویاکردهوعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
( )( )

( )( )

+ ++ + + +− = − = −
−− − +

+= − = + − =

4 2 3 3 14 2 3 4 3 4 6 2 35 5 5
3 13 1 3 1 3 1

10 6 3 5 5 3 3 5 3 3
2

2761  1نیزگ 1 + +1 2 3 ص�ورتومخرجکس�ردادهش�دهرادر  3
ضربمیکنیم:



( )

( ) ( )

( ) ( )

+ ++ +× =
+ − + + + −

+ + + +
= =

2 2
4 1 2 34 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 1 2 3 2 1 2 3

2 2 2
ضربمیکنیم: 2 اکنونصورتومخرجاینکسررادر

. ( )+ +
× = + +

2 1 2 3 2 2 2 6
2 2

2771 ابتدامخرجطرفچپتساویراگویامیکنیم: 1نیزگ 1  4

 ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +

3 33 3

3 3 3 33 3

33 33

1 1 9 3 1 9 3 1
3 1 3 1 9 3 1 3 1

9 3 1 1 1 19 3
2 2 2 2



. a=1
2
بنابراین

2781 برابر 1نیزگ 1 x−2 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های  1
. P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 4 2 3 2 2 1 11 استبا

2791 برابر 1نیزگ 1 x−1بر P x( ) باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  4
 x−1بر P x( ) .چونچندجمل�های P a a( )= − − =− −1 3 4 5 4 2 اس�تبا

بخشپذیراست،پساینباقیماندهصفراست،درنتیجه

 a a− − = ⇒ =− 14 2 0
2


2801 بخشپذیراس�ت، 1نیزگ 1 x+3 بر P x( ) چونچندجملهای  3
،درنتیجه P( )− =3 0 پس

 P a( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =8 7 23 3 3 3 3 9 0 

.ازط�رفدیگ�ر،باقیماندۀ P x x x x( )= + + −8 7 23 9 و a=1بنابرای�ن
. P P( ) ( )− + = −2 1 1 برابراستبا x+2 بر P x( )+1 تقس�یمچندجملهای

. P( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =−8 7 21 1 3 1 1 9 10 اکنونتوجهکنیدکه

2811 جوابهایمعادلهبرابرهستندبا 1نیزگ 1  1
bx

a
− ± ∆ ± − × ±= = = = ±

28 8 4 13 8 12 4 3
2 2 2



2821 معادل�ۀگزین�ۀ)3(ب�هازایهرمقدارmج�وابحقیقی 1نیزگ 1  3
دارد،زیرامعادلهایکهبهازایهرm،دلتایمربوطبهآنهمیشهمثبتباشد،

جواباینتستاست.
 mx x m m− − = ⇒∆= + >2 20 1 4 0 

،آنگاهمعادلهبهیکمعادلۀدرجۀاولتبدیلمیشود m=0 توجهکنیدکهاگر
کهبازهمدارایجوابحقیقیاست.بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 0 4 4 گزینۀ )1(

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 20 1 4 گزینۀ )2( 

 mx x m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 1 0 1 4 گزینۀ )4( 

2831 ،پس 1نیزگ 1 ∆≥0 باید  1


k

x k x k

k k k

( ) ( )

( )
>

− + + = ⇒∆= + − ≥

+ ≥ → + ≥ ⇒ ≥

2 2

02

1 1 0 1 4 0

1 4 1 2 1


پسحداقلمقدارمثبتkبرابر1است.

2841 توج�هکنی�دک�هچ�ونمجم�وعضریبه�ایمعادل�ۀ 1نیزگ 1  1
براب�رباصفراس�ت،پسیک�یازجوابهایمعادلۀ x x− + =292 167 75 0

،پ�سکوچکترین <75 1
92

اس�ت.چون 75
92

م�وردنظ�ر1وج�وابدیگرآن

است. 75
92

جواب

2851 معادلهرابهروشتجزیهحلمیکنیم: 1نیزگ 1  1

 x x
x x x x      ( )( ) ,

<
− − = → = =1 2

1 23 2 2 0 3 2 2 

. x x ( ) ( )+ = + = + =4 2 4 2
1 2 3 2 2 9 8 17 بنابراین

2861 فرضمیکنیم.بنابراین 1نیزگ 1 x+2 ایندوعددفردراxو  3


x x x x x x

x x x   x  ¡.¡.—

( )

( )( ) (. ),

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 2 2 22 130 2 4 4 130 2 63 0

9 7 0 9 7


بنابرای�ندوع�ددم�وردنظ�ر،7و9هس�تندواخت�لافمربعهایآنه�ابرابر
یعنی32است. −81 49

2871 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x x x x x( )+ = +2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 
.بنابراینحاصلعبارتموردنظر x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 4 ازطرفدیگر،

.( )( )− =−1 4 4 برابراستبا

2881 αβ=−5.بنابراین 1نیزگ 1 α+β=2و ابتداتوجهکنیدکه  1

( ) ( ) ( )α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =3 3 3 3 8 3 5 2 38 

2891 −=α 1نیزگ 1
β
1 βجوابهایمعادلهباشند،آنگاه αو اگر  3

αβ=−1.بنابراین ودرنتیجه
m m m− =− ⇒ − =− ⇒ =−1 1 1 2 1

2


2901 ، 1نیزگ 1 x x− =1 22 17 وچون x x+ =−1 2 5 توجهکنیدکه  4
 x1 .چون x =1 4 پ�سب�اجمعکردنطرفیناینتس�اویهابهدس�تمیآید

جوابمعادلۀموردنظراست،پس4دراینمعادلهصدقمیکند:
m m( )+ − + = ⇒ =24 5 4 4 16 0 13 



 فصل اول: دست گرمی
)24(

2911 βجوابمعادلهاست،پسدرمعادلهصدقمیکند: 1نیزگ 1  4

 β −β− = ⇒ β =β+2 22 7 0 2 7 

.α+ β =α+β+ = + =2 1 152 7 7
2 2

α+β=1.بنابراین
2
ازطرفدیگر،

2921 مجموعوحاصلضربجوابهاراحسابمیکنیم 1نیزگ 1  3


S

P ( )( )

=α+β= − + + =

=αβ= − + = −

2 3 3 3 5

2 3 3 3 3 3


بنابراینمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:
x Sx P x x− + = ⇒ − + − =2 20 5 3 3 0 

2931 .بنابراین 1نیزگ 1 x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 1 توجهکنیدکه  1



x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + + + ++ = = = =
+ + + + + + + + −

× = = = =
+ + + + + + + + −

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 21 1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1



است. x x− + =2 3 1 0 بنابراینمعادلۀموردنظر

2941  1نیزگ 1 ax bx c+ + =2 0 معادل�ۀ جوابه�ای اینک�ه ب�رای  2

.توج�هکنیدک�هدراینحالت c
a
<0 مختل�فالعلام�تباش�ند،کافیاس�ت

0<∆.بنابراین
 m m

m
+ < ⇒− < <2 0 2 0 

2951 راه حل اولبرایاینکهمعادلۀموردنظردوجوابمنفی 1نیزگ 1  4
،مجموعجوابهامنفیوحاصلض�ربآنهامثبت ∆>0 داش�تهباش�د،باید

باشد.درنتیجه

 aa a a    ( )( ) , ,∆> ⇒ − − > ⇒ >− =− < > ⇒ <
− −
40 16 4 2 0 2 2 0 0 0
2 2

. a− < <2 0 بنابراین
راه ح��ل دومابت�دامعادل�ۀدادهش�دهرابهصورت
مینویسیم.اکنونسهمیبهمعادلۀ x x a+ =22 4
رادری�کدس�تگاه y a= وخ�ط y x x= +22 4
، a− < <2 0 مختصاترس�ممیکنیم.بنابرایناگر
،معادلهیک a>0 معادلهدوجوابمنفیداردواگر

جوابمنفیویکجوابمثبتدارد.
طولنقاطبرخوردسهمیبامحورxهستندو x=−2 و x=0 توجهکنیدکه

است.  ( , )− −1 2 رأسشکهنقطۀمینیممآناستنقطۀ

2961 ∆است.پس 1نیزگ 1 شرطداشتندوجواب،مثبتبودن  1


a a

a a
a a
IÄ    ( ) ( ) ( )

 + > ⇒ >


∆= + − > ⇒ + > ⇒
 + <− ⇒ <−

2 2
1 8 7

1 64 0 1 64 1
1 8 9



شرطمثبتبودندوجوابایناستکهمجموعوحاصلضربجوابهامثبت
باش�ند.حاصلضربجوابهابرابر4اس�تکهمثبتاستومجموعجوابها

است.پس a+− 1
2

برابر

 a a a ( )+− > ⇒ + < ⇒ <−1 0 1 0 1 2
2



. a<−9 ازنابرابریهای)1(و)2(نتیجهمیشود

2971 توج�هکنیدکهمعادل�هدوجوابداردک�هیکیمثبتو 1نیزگ 1  4
یکیمنفیاست،پسحاصلضربجوابهامنفیاست:

 k k
k
( )

( , )
−

< ⇒ ∈ −
+

5 2 0 6 2
6



ازط�رفدیگرچونقدرمطلقجوابمنفیازجوابمثبتبزرگتراس�ت،پس
مجموعجوابهامنفیاست

k k k
k k
( )

( , ) ( , )
+ +− < ⇒ > ⇒ ∈ −∞ − − +∞
+ +

17 1 10 0 6 1
6 6

 

. k ( , )∈ −1 2 بنابراین

2981 یکجوابمعادلهاست. 1نیزگ 1 x=−1 ابتداتوجهکنیدکه  1
( ) ( ) ( )− − − − − − =3 21 1 3 1 1 0

بنابراینمعادلهرابهصورتزیرمینویسیم
x x x x x x x x

x x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

+ − − − = ⇒ + − + + =

+ − + + = ⇒ + − − =

3 2 2 2 2

2 2

2 3 1 0 1 2 3 1 0

1 1 2 1 0 1 2 1 0

بهدس�تمیآیندکه x x− − =2 2 1 0 پ�سجوابه�ایدیگ�رازحلمعادل�ۀ
.درنتیج�همجموعجوابه�ایمنفیمعادله −1 2 و +1 2 عبارتان�داز

. ( )− + − =−1 1 2 2 برابراستبا
2991 یک�یازجوابهایمعادلهاس�ت،پسدر 1نیزگ 1 x=2 چ�ون  4

عاملیاز x−2 .چون a=−4 پس a+ + + =8 4 2 6 0 معادلهصدقمیکند:
. x x x x Q x( ) ( )− + + = −3 24 6 2 است،بنابراین x x x− + +3 24 6

 x−2 رابر x x x− + +3 24 6 Qچندجملهای x( ) ب�رایبهدس�تآوردن

Q.بنابراین x x x( )= − −2 2 3 تقسیممیکنیم،کهنتیجهمیشود

x x x x x x x x x( )( ) ( )( )( )− + + = − − − = − + −3 2 24 6 2 2 3 2 1 3
هس�تندکهمجموع 3 و −1 جوابهایدیگرمعادله x=2 پ�سبهغی�راز

مربعهایآنها10است.

3001 بهص�ورت 1نیزگ 1 معادل�ه ، t x= ≥2 0 کنی�م ف�رض اگ�ر  4

اس�ت.ع�دد t ±=3 13
2

درمیآی�دک�هجوابه�ایآن t t− − =2 3 1 0

منفیاستوقابلقبولنیست.بنابراین −3 13
2

 x x+ += ⇒ =±2 3 13 3 13
2 2



پسحاصلضربجوابهایمعادلهبرابراستبا

 + + +− =−3 13 3 13 3 13
2 2 2



3011 . 1نیزگ 1 t≥0 و x t=± ،آنگاه x t=2 اگرف�رضکنی�م  3
درمیآی�د.اگراینمعادلهدو t t m− + − =2 22 1 0 همچنینمعادلهبهش�کل
جوابمثبتداش�تهباشد،معادلۀاصلیچهارجوابخواهدداشت.بنابرایندر

بایدشرطهایزیربرقرارباشند: t t m− + − =2 22 1 0 معادلۀ


m m m

b c m m
a a

m   IÄ       

( )

,

∆> ⇒ − − > ⇒ < ⇒− < <

− > ⇒ > > ⇒ − > ⇒ <− >

2 2

2 1

0 4 4 1 0 2 2 2

0 2 0 0 1 0 1


)باش�د،معادلۀاصلی , ) ( , )− −2 1 1 2 بنابرای�ناگرmعض�ومجموعۀ

چهارجوابخواهدداشت.اینمجموعهرامیتوانبهصورتزیرهمنوشت
 m ( , ) [ , ]∈ − − −2 2 1 1 



)25(

3021  1نیزگ 1 x x x x( ) ( )− + − − =2 2 22 3 0 معادل�هراب�هش�کل  3
بهدستمیآید x x t− =2 مینویسیم.باقراردادن



t t t t

x x x x

x x x x

jnHkº#JH¼]#¾²jI•¶

IÀJH¼]#“¼µ\¶

,+ − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = ⇒∆< ⇒

− = ⇒ − − = ⇒∆> ⇒ =

2

2 2

2 2

2 3 0 3 1

3 3 0 0

1 1 0 0 1



3031 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2



x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )
( )
( )( ) ( )( )

+ − −
− = ⇒ =

− + − +

++ = ⇒ =
− + − +

2 1 12 1 0 0
1 1 1 1

33 0 0
1 1 1 1



هس�تندکههردوقابلقبولهس�تندومجموع −3 جوابهایاینمعادله0و
است. −3 آنها

3041 دوطرفمعادلهرادرمخرجمشترککسرهایدوطرف 1نیزگ 1  3
استضربمیکنیم: x x( )( )− +3 3 3 کهبرابر

x xx x x x x x
x x

x x x x

x x x x x

x x x x

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

+ −− + + − + = × − +
− +

+ + − = − +

+ + + − + = −

+ = − ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 103 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3

3 3 3 3 10 3 3

3 6 9 3 6 9 10 9

6 54 10 90 4 144 6
و6هیچکدامازمخرجهاراصفرنمیکنند،هردوقابلقبولهستند. −6 چون

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر
3051 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2

x a x x a
x x a x x a

x a x a x a

x a x a

( )( ) ( )( )

( )

( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − −

+ − − − =

2

2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12

4 9 4 10 3 0
بنابراین

 a a aIÀïJH¼]#“¼µ\¶
−= =− ⇒ − =− ⇒ =4 9 1 4 9 1 2
4 4



درمیآی�دکهچون x x+ − =24 23 0 ،آنگاهمعادل�هبهص�ورت a=2 اگ�ر
کههرکداممخرجیکی x=−3 و x=2 پسمعادلهدوجوابدارد.) ∆>0
ازکسرهارادرمعادلۀاولیهصفرمیکنند،هیچکدامجوابمعادلۀبالانیستند.

پسهردوجواباینمعادلهقابلقبولهستند.(
3061 ضربمیکنیم 1نیزگ 1 x x a( )+ طرفینمعادلهرادر  1

 x a x x ax x a x a( )+ + = + ⇒ + − − =2 23 2 2 2 2 4 0 
0≤∆.پس برایاینکهمعادلهجوابداشتهباشدباید

 a a a a a a a( )− + ≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ − + ≥2 2 22 4 8 0 4 16 16 8 0 2 4 0 

aهموارهمثبتاس�ت،پسمعادلهب�هازایتماممقادیر a a− +2 2 4 عب�ارت
جوابدارد.

3071 سمتراستمعادلۀدادهشدهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

x x
x x

( )= + + −
+ +

2
2
15 2 1 1

1
،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 1 اگرفرضکنیم

t t t t t t t
t

,= − ⇒ = − ⇒ − − = ⇒ =− =2 215 52 1 15 2 2 15 0 3
2

بهاینترتیب


x x x x

x x x x x x

jnHkº#JH¼]( )

,

+ + =− ⇒ + + = ∆<

+ + = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2 2

5 71 0 0
2 2

1 3 2 0 2 1


بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

3081 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x
x xx

( ) ( )+ = + + = − +2 2 2
2

1 1 12 4 

تبدیلمیش�ود. x x
x x

( ) ( )− = −21 3 1
2

پ�سمعادلۀم�وردنظرب�همعادلۀ

،کهمجموعجوابهایشصفراس�ت، x − =2 1 0 ،یعنی x
x

− =1 0 بنابراینیا

اس�ت. 3
2
ک�همجموعجوابهایش x x− − =2 3 1 0

2
،یعنی x

x
− =1 3

2
ی�ا

است. 3
2
بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابربا

3091 اگراینعددxباشد،آنگاه 1نیزگ 1  4

x x x x
x x
+ = ⇒ + = ⇒ − − =2 2

2
1 1 4 1 4 4 1 0

است. − 1
4
معادلۀبالادوجوابداردکهحاصلضربآنهابرابر

3101 اگرماش�ینکندتربهتنهاییدرtساعتکارراتمامکند، 1نیزگ 1  3

ساعتکارراتماممیکند.پسماشینکندتر t
3
ماش�ینس�ریعتربهتنهاییدر


t
3 کاروماش�ینسریعتربهتنهاییدریکساعت

t
1 بهتنهاییدریکس�اعت

کاررا 1
6
کارراانج�اممیده�د.ازطرفدیگردوماش�ینباهمدریکس�اعت

انجاممیدهند.بنابراین

 t
t t t
+ = ⇒ = ⇒ =1 3 1 4 1 24

6 6


بنابراینماشینکندتربهتنهاییدر24ساعتکارراانجاممیدهد.

3111 ،پس 1نیزگ 1 a b− ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلام�تباید0>  3
ریشۀعبارتاست،بنابراین x b= .همچنین a b<



a b b a b a b b a b

a b a b  
a b b

b b

(.¡.¡.—)

( ) ( ) ( )

( )( )

− − + = ⇒ − − − =

− = ⇒ =− − = ⇒
− = ⇒ =

2 2 0 2 0

0
2 0

2 0 2


چونaعددیطبیعیاست،پس
 a b a< = ⇒ =2 1 

. a b+ =3 بنابراین

3121 ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلامت،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1  2
ودرنتیجه a− =2 0 عبارتموردنظربایدچندجملهایدرجۀاولباش�د.پس
 x=4 اس�ت.چون y b x( )=− + +2 4 .بنابرای�نعبارتبهصورت a=2

ریشۀعبارتاست،پس
 b b( )− + × + = ⇒ =−2 4 4 0 1

. a b− =3 بنابراین



 فصل اول: دست گرمی
)26(

3131 ابتداعبارترابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  3

 x x x xy
x

( )( )( )( )

( )

− − − +
=

− 3
1 2 1 1

2


و x( )− 21 .چونعبارتهای x xy
x

( ) ( )

( )

− +
=

−

2

2
1 1

2
اکنونآنراسادهمیکنیم

 x+1نامنف�یهس�تند،علامتعب�ارتاخیرراباتوج�هبهعلامت x( )− 22

تعیینمیکنیم:
x

y

−∞ − +∞

− + + +

1 1 2

0 0

3141 را 1نیزگ 1  x x− < −4 1 3 2 و  x x− < +3 2 5 6 نامعادل�ۀ دو  2
حلمیکنیم:

x x x x x x x    ,− < + ⇒− < ⇒ >− − < − ⇒ <−3 2 5 6 2 8 4 4 1 3 2 1
جوابمسئلهاست.پس x− < <−4 اشتراکمجموعۀجوابهایفوقیعنی1

. a b+ =−5 ودرنتیجه b=−1و a=−4

3151 برقرارباشند.پس 1نیزگ 1 a>0 و ∆<0 بایدشرایط  1
m m

m m m m m m

     (1)

( ) ( )( )

− > ⇒ >

∆= − − < ⇒ − − > ⇒ + − >2

1 0 1

8 4 1 0 2 0 1 2 0

باتوجهبهجدولتعیینعلامتزیرباید
mm IÄ       (2)  ><− 21

. m>2 ازدوشرط)1(و)2(نتیجهمیشود
m

m m

−∞ − +∞

− − + − +2

1 2

2 0 0

3161  1نیزگ 1 x xy
x x x

( ) ( )

| |( )

− +
=

−

2 3

5
1 2

2
ابتداجدولتعیینعلامتعبارت  4

رارسممیکنیم:


x

y

−∞ − +∞

+ − + + −

2 0 1 2

0 0

)است. , ] ( , )−∞ −2 0 2 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر

3171 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1

x xx
x x

− −− − ≥ ⇒ ≥
22 21 0 0

بهکمکتعیینعلامتمجموعۀجوابهاینامعادلهراتعیینمیکنیم.
x

x x
x

−∞ − +∞

− − − + − +
2

1 0 2

2 0 0

.در b=2 و a=−1است.پس   [ , ) [ , )− +∞ −1 0 2 اینمجموعهبهصورت

. a b+ نتیجه1=

3181 طرفی�نمعادل�هراب�هت�واندومیرس�انیمومعادل�هراس�اده 1نیزگ 1  1
میکنیم:

x x x x x− = − + ⇒ − + =2 21 4 4 5 5 0

نت

نت نت

ت
ن

هس�تند.ولی x +=5 5
2

و x −=5 5
2

جوابه�ایاینمعادلهبهصورت

درمعادل�ۀاصلیصدقنمیکندزیرااینعددکوچکتراز2اس�تو −5 5
2

،آنگاهسمتچپمعادله،نامنفیو x< <1 2 اگر x x− = −1 2 درمعادلۀ

 x +=5 5
2

س�متراستآنمنفیاس�تکهقابلقبولنیست.بنابراینفقط

جوابمعادلهاست.

3191 مینویسیمو 1نیزگ 1 x x+ + = +1 1 2 3 معادلهرابهشکل  1
طرفینآنرابهتواندومیرسانیم:

 x x x x x+ + + + = + ⇒ + = +1 1 2 1 2 3 2 1 1 
دوبارهطرفینتساویاخیررابهتواندومیرسانیم:

x x x x x

x x x   x

( ) ( )

,

+ = + ⇒ + = + +

− − = ⇒ =− =

2 2

2

4 1 1 4 4 2 1

2 3 0 1 3
هردوجوابدرمعادلۀاصلیصدقمیکنند،پسمجموعجوابهابرابر2است.

3201 معادلۀموردنظررااینطورمینویسیم: 1نیزگ 1  4
x x x x+ + − − + + =2 25 28 24 5 5 28 0

،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 5 28 اکنوناگرفرضکنیم
t t t t t   t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 24 5 0 8 3 0 8 3

،یعنی t=8 ،پس t≥0 چون

x x x x x x

x x x   x( )( ) ,

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2 2 25 28 8 5 28 64 5 36 0

4 9 0 4 9

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

3211 اگراینعددراxفرضکنیم،آنگاه 1نیزگ 1  2
x x xx x x x x x

x    x

 »j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

,

− = ⇒ = → = ⇒ =

= =

2 2 4
2 2 4

0 4
چ�ونهردوع�دددرمعادلۀاولیهصدقمیکنن�د،بنابرایندوعددباخاصیت

موردنظروجوددارد.

3221 1  1نیزگ 1
a a a

a a a

a a a

·¼a

·¼a

     ·¼a

| | | ( ( ))| ( )

| | | ( )| ( )

| | ( )

| | | |
| |

| |+ − + = + − − + + <

= + + = − + + <

= − =− <

3 2 1 3 2 1 1 0

3 3 3 3 3 0

0

3231 نتیج�ه 1نیزگ 1 در ، a a| |=− پ�س اس�ت، منف�ی a چ�ون  4

.اکنونتوجهکنیدکه a b   a b| | | || |− = − −

b a a a b| |< =− ⇒ + <0

.ازطرفدیگر، a b a b a b| | | || |− = − − =− − بنابراین

 b a b a b a| | | | | || | | |− = − = +2 2 2 

بنابرای�ن . b a b a| |+ =− −2 2 نتیج�ه در ،
 

b a b a a
< <

+ = + + <
0 0

2 0 چ�ون

. a b b a a( )− − − − − =2 حاصلعبارتموردنظربرابراستبا



)27(

3241 ،پس 1نیزگ 1 x< <1 2 چون  3
x xx x x          
x x x x x
| | | |

, ,
| |

− − − −= =− = = =
− − − −

2 2 1 11 1 1
2 2 1 1

. − − + =−1 1 1 بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا1

3251 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
 x x x x x x( )< ⇒ − = − <2 2 1 0 

 x x| |= و  x x| |− = −1 1 ، x x| |+ = +1 1 بنابرای�ن . x< <0 1 نتیج�ه در

. x x x x( )+ − − + =1 1 3 بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا

3261 معادلهرابهشکلزیرحلمیکنیم: 1نیزگ 1  4
x x

x
x x

| |
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =−  

2 3 5
2 3

2 3 1

بنابراینمجموعجوابهایمعادلهبرابر4است.

3271 . 1نیزگ 1 x x| | | |=3 3 و x x| | | |− = راه حل اولتوجهکنیدکه  1

بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود
 x x x x x x x | | | | | | | | | | ,+ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =3 15 5 15 3 3 3 

بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظرصفراست.
همجواب x− راه حل دومتوجهکنیدکهاگرxجوابمعادلۀموردنظرباشد،

اینمعادلهاست.بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردصفراست.

3281 تس�اویهایزیرنتیجه 1نیزگ 1 x x x| | | |− = −23 1 ازتس�اوی  4

میشوند


x x x x x

x x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ − + =

2 2

2 2

3 1 2 1 0 1

3 1 4 1 0 2


مجم�وعجوابه�ایمعادلۀ)1(برابر2ومجموعجوابه�ایمعادلۀ)2(برابر
4اس�ت.پ�سمجموعجوابه�ایمعادلۀاصلیبرابر6اس�ت)توجهکنیدکه

معادلههایبهدستآمده،جوابمشترکندارند(.

3291 نامعادلهرابهصورتزیرحلمیکنیم: 1نیزگ 1  2
a ax a a x a x− +− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ + ⇒ ≤ ≤3 33 2 3 3 2 3

2 2

است.پس a a[ , ]− +3 3
2 2

بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادله،بازۀ

 a aa a a a b b      ,− +=− ⇒ − =− ⇒ = = ⇒ =3 33 2 1 2
2 2

3301 نامعادلهرابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2
x x x| | | | | |− < ⇒− < − < ⇒− < <2 6 6 2 6 4 8

را x| |<8 هموارهبرقراراس�ت،پسکافیاس�تنامعادلۀ x| |− <4 نابرابری

حلکنیم:
x x| |< ⇒− < <8 8 8

تا7درنامعادلهصدقمیکنندکهتعدادآنها15تا −7 بنابرایناعدادصحیح
است.

3311 مینویسیم. 1نیزگ 1 x x| | | |> −2 2 ابتدانامعادلهرابهصورت  2

اکنوندوطرفنامعادلهرابهتوان2میرسانیمتابهنامعادلۀزیربرسیم:
 x x x x( ) ( ) ( )> − ⇒ − − >2 2 2 24 2 2 2 0

یابهطورمعادل x x x x( ( ))( )− − + − >2 2 2 2 درنتیجه0
x x( )( )+ − >2 3 2 0

.( , ) ( , )−∞ − +∞22
3

 بنابراینمجموعۀجوابهایموردنظربرابراستبا

3321 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4



f f

     

     

( ) ( ) | ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) | | | | |

| | | |
+ +

− −

− + − = − − − − −

+ − − − − − = − − −

+ − − − =− + =

3 1 5 2 5 3 3 1 2 3 5 3 1 2

5 3 5 2 2 3 5 5 2 2 5 3 3 5 3 5 3 7

5 3 5 8 3 5 5 12 4 4 0

 

 



3331 است. 1نیزگ 1
x

x x

x
f x

#### ####

#

#

# #

#

##

( )
≥

− ≤

=


2

2 0

0
ضابطۀتابعfبهش�کل  3

نمودار x≤0 رارس�مکنیموبرای y x= 2 نمودارتابع x≥0 پ�سبایدبرای

رارسمکنیم. y x=− 2 تابع

3341 بنابرای�ن 1نیزگ 1 .
xx

x x
| | >− =
− − <

1 11
1 1 1

ک�ه کنی�د توج�ه  1

.درنتیجهنمودارتابعfمانندگزینۀ)1(است.
x x

f x
x x

( )
 + >=

− <

2

2

1 1

1 1

3351 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
x x x x

f x x x x x x

x x x x

        

      

                  

( )

( )

 − + + ≤− − ≤−
  = + + − < ≤ = + − < ≤ 
 

+ − > >  

1 1 1 1

1 1 0 2 1 1 0

1 0 1 0



درنتیجهنمودارتابعfمانندگزینۀ)3(است.

3361 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

           [ ] , [ ] [ ] , [ ] [ ] , , [ ] [ ] , [ ]= = = = = = = =1 2 3 4 5 18 19 200 1 2 9 10
2 2 2 2 2 2 2 2



ازجمعتساویهایبالانتیجهمیشود

 [ ] [ ] [ ] [ ] ( )+ + + + = + + + + = + =1 2 3 20 2 1 2 9 10 90 10 100
2 2 2 2

  

3371 ابتداباحلنامعادله،محدودۀxرامییابیم: 1نیزگ 1  4
 x x x x x( )+ < ⇒ + < ⇒− < <2 0 1 0 1 0

وصفرباش�دوبهتوانه�رعددفردیبرس�د،درهمان −1 اگ�رع�ددیبین
محدودهباقیمیماند،ولیاگربهتوانعددیزوجبرسد،عددیبینصفرو1

میشود،یعنی



k k

k k

x x
x

x x

x x x

[ ]

[ ]

...[ ] [ ] [ ] ( )

+ +

 < < ⇒ =− < < ⇒
− < < ⇒ =−

+ + + = × + × − =−

2 2

2 1 2 1

2 10

0 1 0
1 0

1 0 1

5 0 5 1 5



 فصل اول: دست گرمی
)28(

3381 ، 1نیزگ 1 n n n n( )< + < +3 3 2 33 1 راه ح��ل اول ازنابرابری  1

. n n n[ ]+ =3 3 23 ،بنابراین n n n n< + < +3 3 23 1 نتیجهمیگیریم
راه حل دوم چونتس�اویبهازایهرعددطبیعیnبایدبرقرارباشد،پسمثلًا
آنگاه ، n=2 اگ�ر باش�د. برق�رار تس�اوی بای�د  n=2 ازای ب�ه

.ازط�رفدیگرفقطعب�ارتگزینۀ)1(بهازای n n[ ] [ ]+ = =3 33 23 20 2

برابر2میشود. n=2

3391 ع�ددصحی�حاس�ت،معادل�هرابهص�ورت 1نیزگ 1 x[ ] چ�ون  3
مینویسیم.بنابراین x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ = − −2

x x[ ]=− ⇒− ≤ <1 1 0

3401 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

f       ( ) |[ ] [ ]| | ( )|− = − + − = − + − =1 5 7 3 4 7
2 2 2

3411 ،پس 1نیزگ 1 x+1قرارمیدهیمfدرضابطۀxبهجای  1


f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ = + − + − + = + − − − −

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3

3421 ابتداتوجهکنیدکهباید 1نیزگ 1  3
x x x[ ] [ ]− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 0 2 2

. fD [ , )= +∞2 بنابراین

3431 راصف�رمیکنند،در 1نیزگ 1 f x( ) مقادی�ریازxک�همخ�رج  2
دامنۀتابعfقرارندارند.اکنونتوجهکنیدکه

x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <2 0 2 2 3 6 9
3 3 3

. a b+ =15 ودرنتیجه b=9 ، a=6 .پس fD  [ , )= − 6 9 بنابراین

3441 ضابطۀتابعبهشکلزیراست 1نیزگ 1  4


x xx f x x

x xx f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

− < < ⇒− < < ⇒ =− ⇒ =− −

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

2 0 1 0 1 1
2 2

0 2 0 1 0
2 2

پسنمودارتابعبهشکلزیراست

3451 باتوجهبهفرضهایمسئله، 1نیزگ 1  2


a

a a

f b

f b b

( )

( ) +

=− ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ × + =1

3 30 4
4 4

1 0 4 0 4 4 0


اگررابطۀاولراازرابطۀدومکمکنیم،نتیجهمیشود


a a

b b b−

× = ⇒ =−

+ =− ⇒ + =− ⇒ =−1

33 4 1
4

3 1 34 1
4 4 4



. a b+ =−2 درنتیجه

3461 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 f x( )− ابتدا  4


x xx

x x
x

f x( )
−

−

−
− −− = = =
+ ++

1 1
2 1 1 22

12 1 1 21
2



.
x x x x

x x x
f x f x( ) ( ) − − − + −+ − = + = =

+ + +
2 1 1 2 2 1 1 2 0
1 2 1 2 1 2

بنابراین

3471 یعن�ی 1نیزگ 1 
x

x
x

f x
x

( )
−

 − ≥=
− <

2 1 0
2 1 0

ک�ه کنی�د توج�ه  4

.بنابرایننمودارتابعبهشکلزیررسممیشود.
x

x

x
f x

x
( )

( )

 − ≥=
− <

2 1 0
1 1 0
2

3481 اکیداًصعودیباش�د،آنگاه 1نیزگ 1 روی xy a= اگرتابع  1
. k>0 ،پس k+ >3 1 1 .بنابراین a>1

3491 ،بنابراین 1نیزگ 1 ( ) ( )−= =4 481 3 2
16 2 3

توجهکنیدکه  2

 x x x x x( )( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )+ − + − − −= ⇒ = =2 1 2 4 1 4 12 81 2 3 2
3 16 3 2 3



. x=2
5
،پس x x( )+ =− −2 4 1 درنتیجه

3501 معادلهراحلمیکنیم 1نیزگ 1 x5 بافاکتورگیریاز  1


x x x

x x

( ) ( )−+ × = ⇒ + = ⇒ × =

×= = = ⇒ =

2

3

3 285 1 3 5 140 5 1 140 5 140
25 25

25 1405 125 5 3
28



پسمعادلهیکجوابدارد.

3511 در 1نیزگ 1 x a=2 ،معادلۀ xy=2 باتوج�هبهنم�ودارتاب�ع  2
،جوابندارد. a≤0 واگر x b( )= ،دقیقاًیکجوابدارد a>0 صورت�یکه

بنابراین


xx

xx

jnHj#JH¼ #¦Ä  jnHj#JH¼ #¦Ä

 jnHkº#J

 ]

H¼ jnHkº# ¼] H

]

J ]

. , .

. , .

− = ⇒

+ =

− = ⇒

+ = ⇒ ⇒

2 6 0 2 5 0

2 6 02 5 0


یکبهیکاست،پسمعادلۀاصلیدوجوابدارد. xy=2 چونتابع



)29(

3521 ،معادلۀموردنظرمیشود 1نیزگ 1 x t=3 اگرفرضکنیم  2
x x t t t t,× × − × − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 1 13 9 9 6 3 1 0 27 6 1 0

9 3

.درنتیجه x=−1 ،پ�س x −= = 113 3
3

،یعن�ی t=1
3
،پ�س t>0 چ�ون

معادلهیکجوابدارد.

3531 آنگاه 1نیزگ 1 ، f x g xa a( ) ( )< و  a< <0 1 اگ�ر میدانی�م  1

،پس < <10 1
2

وبالعکس.چون f x g x( ) ( )>

 x x x− > − ⇒ <3 3 3 

3541 ،نامعادلۀدادهش�دهرامیتوان 1نیزگ 1 x t=5 اگ�رفرضکنیم  1
اینطورنوشت


x x tt t t

t t t t( )( )

−+ × < ⇒ + × < ⇒ + <

+ − < ⇒ + − <

1 2 2

2

25 24 5 1 24 1 5 24 5
5

15 24 5 0 5 0
5



. x<−1 ،درنتیجه x −< = 115 5
5

،یعنی t  − <1 0
5

،پس t+ >5 0 چون

3551 .اکنوناگر 1نیزگ 1 ×= × =
1 1 1

5 4 5 5 4 47 7 7 7 7 توجهکنیدکه  4
استفادهکنیم،بهدستمیآید n

a ax n xlog log= ازویژگی

 log log log= = =
1

5 4 47 7 7
1 17 7 7 7
4 4

3561  1نیزگ 1 a a ax y xylog log log ( )+ = بااستفادهازتساوی  3
بهدستمیآید

log ( ) log ( ) log (( )( )) log− + + = − + = =4 4 4 4
13 1 3 1 3 1 3 1 2
2

3571 ،پس 1نیزگ 1 x
a

a
x

log
log

=1 چون  1

log log log ( )
log log

log log log

+ = + = ×

= = = =

6 6 6
4 9

2
6 6 6

1 1 4 9 4 9
6 6

36 6 2 6 2

3581 میتواننوشت 1نیزگ 1 c cb aa blog log= بهکمکتساوی  3


logloglog log= = = = =329 9 3

1 1336 3 2 23 6 6 6 6 6

3591 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 alog =4 ازتساوی  2

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =22 2 2 2
2


بنابراین


a a

log log log log (log log )

( )

= = = = −

= − = −

3 10125 5 3 5 3 3 10 2
2

33 1 3
2 2



3601 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


a a a a

b b b b

log log( ) log log log

log log( ) log log log

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

30 3 10 3 10 3 1

50 5 10 5 10 5 1


. a
b

log
log

log
−= =
−5

3 13
5 1

بنابراین

3611 .بنابراین 1نیزگ 1 x x x+ = × = × =2 23 3 3 9 3 4 توجهکنیدکه  1
x x log= ⇒ = 3

4 43
9 9



3621  1نیزگ 1 ay xlog= ف�رضکنیدک�هنم�ودارfازروینمودار  1
،دوواحدبهسمت ay xlog= بهدس�تآمدهباشد.معلوماس�تکهنمودار
چپمنتقلش�دهاس�تتانمودارfبهدستآید.بنابراینضابطۀتابعfمیتواند
، alog =2 2 ،پس f( )=0 2 باش�د.ازط�رفدیگ�ر af x x( ) log ( )= +2

(.بنابراین a>0 )توجهکنیدکه a= 2 .بنابراین a =2 2 یعنی
f x x( ) log ( )= +2 2

3631 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
f x x x x x( ) log( ) log( )= + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =24 2 4 6 2 4 2 2 4 10 52

. f ( )− =1 6 52 ،پس f( )=52 6 بنابراین
3641 2  1نیزگ 1
3651 لگاریتمفقطبرایاعدادمثبتتعریفمیشود،پس 1نیزگ 1  2

 fx x x D ( , )− > ⇒ < ⇒− < < ⇒ = −2 29 0 9 3 3 3 3 
وصفردردامنۀتابعهستند. ±1 ، ±2 بنابرایناعدادصحیح

3661 ،آنگاه 1نیزگ 1 xy −= 5 13 اگر  4


y

y x x
log

log
+

= − ⇒ = 3
3

1
5 1

5

.
x

f x
log

( )− +
= 31 1

5
بنابراین

3671 ابتداxرابرحسبyحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  2
 y yy x x xlog ( )= − ⇒ = − ⇒ = +3 2 3 2 3 2

. xf x( )− = +1 3 2 بنابراین

3681 راحلکنیم: 1نیزگ 1 x x x− =2 7 کافیاستمعادلۀ  1
 x x x x,− = ⇒ = =2 8 0 0 8

قابلقبولنیس�تچونلگاریتمصفرتعریفنمیشود. x=0 واضحاس�تکه
پسمعادلهفقطیکجوابدارد.

3691 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x

x x x

log log log

log ( ) log ( ) log ( )

= =

− = − = −2

1
22 2 2

4 22

1
2

16 6 6
2



درنتیجه،معادلۀموردنظرمیشود



x x x x

x x x x x x

x x x x ¡#¡   #—    

log log ( ) log log ( )

log ( ( )) ( )

( )( ) , (. . . )

+ − = ⇒ + − =

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 2 2

4 2
2

1 1 6 2 6 4
2 2

6 4 6 2 6 16 0

8 2 0 8 2



درمعادلۀاصلیصدقنمیکند،بنابراینغیرقابلقبولاست. x=−2 دقتکنیدکه



 فصل اول: دست گرمی
)30(

3701 ازتعری�فلگاریت�ممعادل�هرابهص�ورت 1نیزگ 1 ب�ااس�تفاده  4
مینویسیم.بنابراین x x( )− =22 1


x x x x x

x x x x( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 24 4 1 4 5 1 0

14 1 1 0 1
4

برابر x=1
4
برابر1وبهازای x=1استکهبهازای x−2 پایۀلگاریتمعبارت1

میش�ود.ولیمیدانیمکهپایۀلگاریتمبایدمثبتومخالف1باش�د.پس − 1
2

هیچکدامازمقدارهایبهدستآمدهقابلقبولنیستندومعادلهجوابندارد.

3711 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  4
xlog ( ) log− ≤3 310 9

نتیجهمیگیریم
 x x− ≤ ⇒ ≥10 9 1

ودر x− >10 0 وقتیمعناداراس�تکه xlog ( )−3 10 ازطرفدیگرعبارت

است. [ , )1 10 .پسمجموعۀجوابهاینامعادلهبازۀ x<10 نتیجه

3721 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 x xlog( ) log( )+ > +2 2 1 ازنامعادلۀ  2
 x x x+ > + ⇒ <2 2 1 1

 x>− 1
2
برای xlog( )+2 1 وعبارت x>−2 ب�رای xlog( )+2 عبارت

)است. , )− 1 1
2

معناداراست.پسمجموعۀجوابهاینامعادله

3731 .از 1نیزگ 1 x>2 ،یعنی x− >2 0 ابت�داتوجهکنیدک�هبای�د  4
طرفدیگر،باید

x/ /log ( ) log− ≥ =0 5 0 52 0 1

) / <0 5 1 درنتیجه)چون
x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3

. ab=6 ،پس b=3 و a=2 .بهاینترتیب fD ( , ]= 2 3 بنابراین

3741 3  1نیزگ 1

3751 چ�ونCروینیمس�اززاوی�ۀAOBق�راردارد،پ�س 1نیزگ 1  4
OBCوOACازطرفدیگر،مثلثه�ایقائمالزاویۀ. x CA CB= = =6
،درنتیجه y OA OB= = =12 همنهشتاند)وترویکزاویۀحاده(.بنابراین

x y+ =18

3761 پ�س 1نیزگ 1 دارد، ق�رار A زاوی�ۀ نیمس�از روی D چ�ون  2
AHDوABDازط�رفدیگر،مثلثهایقائمالزاویۀ. y DH DB= = =3

،درنتیجه x AH AB= = =4 همنهشتاند)وترویکزاویۀحاده(.بنابراین
x y+ =7

3771 ف�رضکنیدHپ�ایعمودواردازنقط�ۀDبرخطBC 1نیزگ 1  1
باش�د)شکلزیرراببینید(.چوننقطۀDروینیمساززاویۀABHاست،پس
BHDوBADازط�رفدیگ�ر،مثلثه�ایقائمالزاوی�ۀ. DH DA= =4

همنهشتاند)بهحالتوترویکضلعزاویۀقائمه(.بنابراین
BH BA BC CH CH CH= = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =9 9 6 9 3

اکنون،ازقضیۀفیثاغورسدرمثلثقائمالزاویۀCHDنتیجهمیشود
CD CH DH x x= + ⇒ = + = ⇒ =2 2 2 2 2 23 4 25 5

3781 ،بنابرقضیۀتالس، 1نیزگ 1 EF BC چون  4

 AE AF x x
EB FC

= ⇒ = ⇒ = × =2 2 2 4
1 2



3791 .بنابرقضیۀتالس، 1نیزگ 1 EF BC چون  4


AE AF x x x x x x
EB FC x x
x x x

= ⇒ = ⇒ + = −
− +

= ⇒ =

2 2

2

2 2 2 2
1 2

4 4
3801 ،بنابرقضیۀتالسدرمثلثABF، 1نیزگ 1 ED BF چون  3

 AE AD x
EB DF x

= ⇒ = ⇒ =12 6 2
4

،ABCبنابرقضیۀتالسدرمثلث،EF BC همینطور،چون

 AE AF y
EB FC y

= ⇒ = ⇒ =12 8 8
4 3



. xy=16
3
بنابراین

3811 راه حل اولدرمتوازیالاضلاعضلعهایروبهروبرابرند. 1نیزگ 1  2
.چ�ونBDFEمتوازیالاض�لاعاس�ت،پ�س DF BE= =15 درنتیج�ه
.بنابراین،ازتعمیمقضی�ۀتالسدرمثلث DF BC ،درنتیج�ه DF BE

ABCنتیجهمیشود
AD DF x x x
AB BC x

x x

( )= ⇒ = ⇒ = +
+ +

= × ⇒ =

15 27 15 8
8 15 12

12 15 8 10
،CABبنابرقضیۀتالسدرمثلث،EF BA راه حل دومچون

CE CF CF FA      
EB FA FA CF

( )= ⇒ = ⇒ =12 5 1
15 4

،ABCبنابرقضیۀتالسدرمثلث،DF BC ازطرفدیگرچون
AD AF x x
DB FC

( )= → = ⇒ =1 5 10
8 4

3821 بنابرقضیۀتالس، 1نیزگ 1  4

 AE AF x x
EB FC

= ⇒ = ⇒ =8 6
4 3



ازطرفدیگر،بنابرتعمیمقضیۀتالس،

 AE EF y
AB BC y

= ⇒ = ⇒ =8 4 6
12



. xy=36 بنابراین

3831 بنابرقضیۀتالسدرذوزنقه، 1نیزگ 1  3
AE DF x x x
EB FC x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =29 36 6
4



)31(

3841 درمثلثFBC،چوننقطۀNوس�طضلعFCاستو 1نیزگ 1  4
،پ�سبنابرقضیۀتالسنقطۀMهموس�طضلعFBاس�ت.در MN BC

نتیجهدرمثلثFBC،پارهخطMNمیانخطاستو

 BC BCMN BC= ⇒ = ⇒ =6 12
2 2



،ABCبنابرتعمیمقضیۀتالسدرمثلث، EF BC اکنونتوجهکنیدکهچون
EF AF EF EF
BC AC

= ⇒ = ⇒ =1 4
12 3



3851 دارن�د 1نیزگ 1 براب�ر زاوی�ۀ دو ACE و ABF مثلثه�ای  2
وزاوی�ۀAدرآنهامش�ترکاس�ت(.بنابراینای�نمثلثها AEC AFBˆ ˆ= (

متشابهاند)زز(.درنتیجه
AB AF x x
AC AE x

( )+= ⇒ = ⇒ + = × ⇒ =
+

3 1 2 2 2 3 4 4
2 3

3861 دارن�د 1نیزگ 1 براب�ر زاوی�ۀ دو ACB و AEF مثلثه�ای  3
ودرزاویۀرأسAمشترکاند(،پسایندومثلثمتشابهاند)زز(. B AFEˆ ˆ= (

بنابراین

 AE AF x x
AC AB x x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ + +
4 6 1 6 4 12 8

6 2 4 2 4


3871 C1وEمتم�میکدیگرند،و 1نیزگ 1 توج�هکنیدکهزاویهه�ای  2
C2برابرند. C2نیزمتممیکدیگرند.بنابراینزاویههایEو C1و زاویههای

بنابرای�نمثلثهایقائمالزاویۀABCوCDEکهی�کزاویۀحادۀبرابردارند
متشابهاند)زز(.درنتیجه

BC AB x
DE CD x

= ⇒ = ⇒ =4 3 6
8

3881 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 AB BD ABD DBC
DB BC

     
ˆ ˆ,= = =1

2


بنابراینمثلثهایABDوDBCمتشابهاند)ضزض(.درنتیجه
AB AD x x
DB DC

= ⇒ = ⇒ =1 4
2 8



3891 .بنابرای�ندومثلث 1نیزگ 1 AE AF
AC AB

= =1
2
توج�هکنی�دک�ه  4

AEFوACBدوضلعمتناسبدارندوزاویۀبینایندوضلعمتناسبدرآنها
(برابراست،پسایندومثلثبهحالت)ضزض(متشابهاند.بنابراین Â )یعنی

AE EF x
AC CB x

= ⇒ = ⇒ =1 8 16
2



3901 ،بنابرقضیۀ 1نیزگ 1 EF BC .چ�ون EB x= فرضکنی�د  2
اساسیتشابهمثلثهایAEFوABCمتشابهاند،پس

AEF  AE
ABC  AB x

x x
x

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

= ⇒ =
+ +

= ⇒ + = ⇒ =
+

2 2

2 2

18 3
18 32 3

9 3 3 25 2
25 3

3911 قائمالزاوی�ه، 1نیزگ 1 مثل�ث در طول�ی رابطهه�ای بناب�ر  2
. AH=2 5 .پس AH HB HC= × = × =2 5 4 20

3921 بنابررابطههایطولیدرمثلثقائمالزاویه، 1نیزگ 1  1
AH HB HC x x= × ⇒ = × ⇒ =2 26 3 12

3931 بنابررابطههایطولیدرمثلثقائمالزاویۀABD، 1نیزگ 1  4
BH HA HD BH/= × = × = ⇒ =2 4 5 2 9 3

،BACهمینطور،بنابرروابططولیدرمثلثقائمالزاویۀ
AH BH HC HC HC( / ) /= × ⇒ = × ⇒ =2 24 5 3 6 75

. BC / /= + =3 6 75 9 75 بنابراین

3941 .بناب�ررابطههایطولیدرمثلث 1نیزگ 1 HC x= فرضکنید  3
قائمالزاویه،

AC CH CB x x x x

x x x

( )

( )( )

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 224 5 5 24 0

8 3 0 3

3951 بنابررابطههایطولیدرمثلثقائمالزاویه، 1نیزگ 1  1
 AB AH AC     BC HC AC,= × = ×2 2 
اگرتساویاولرابرتساویدومتقسیمکنیم،بهدستمیآید

 AB AH AC AH AB
HC AC HC BCBC

×= = = ⇒ =
×

2

2
3 3 

3961 ، 1نیزگ 1 ABC ابتداتوجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورسدرمثلث  3
.ازط�رفدیگر، AC=13 .پس AC BA BC= + = + =2 2 2 2 212 5 169

بنابررابطههایطولیدرمثلثقائمالزاویه،

 AB BC BH AC x x× = × ⇒ × = × ⇒ =6012 5 13
13







فصل دوم

پاسخآزمونها



11 چ�ون f فق�ط ی�ک زوج مرت�ب دارد، پ�س تس�اوی  های  1نیزگ 1  2
 ، a=1 برق�رار اس�ت ک�ه نتیجه می ش�ود a=2 2 b و  c+ =2 2  ، a b− =2 1

 . a b c+ + =2 ، پس  c=0 b=1 و 
21 a2 و  1نیزگ 1 از عدد 2 دو پیکان خارج ش�ده است، پس دو عدد   4

 . a=2 a که نتیجه می شود a=−1 یا  a= +2 2 a+2 باید یکسان باشند. پس 
، باید  a=−1 اگر . a b+ =6 ، پس  b a= =2 4 ، باید داشته باشیم  a=2 اگر 
. پس حاصل  a b+ =−2 ، پس b=−1 و در نتیجه  b b= +2 داش�ته باش�یم 1

2− است. a برابر 6 یا  b+

31 } اس�ت ک�ه 3 عضو دارد.  1نیزگ 1 , , }1 3 5 دامنۀ تابع مجموعۀ   3
}a است که باید تعداد اعضای آن کمتر از 3 باشد.  , , }23 5 برد تابع مجموعۀ 
±=a پس  3 ±=a یا  5 . بنابراین  a =2 5 a یا باید  =2 3 یعنی یا باید 

4 مقدار مختلف برای a وجود دارد.
41 تعداد جواب های  1نیزگ 1  4

تع�داد  ب�ا  براب�ر   f x( )=1 معادل�ۀ 
y=1 با نمودار  نقطه های برخ�ورد خط 
تابع f است. از روی شکل روبه رو معلوم 
است که تعداد این نقطه ها سه تا است.

51 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 f x x x x f t t( ) ( ) ( )+ = + + = + − ⇒ = −2 2 22 4 2 2 2 2  

. f( ) ( )= − =23 3 2 ، نتیجه می شود 1 3 اکنون اگر به جای t قرار دهیم 
61 در ضابطۀ تابع به جای x ، مقدار x−1 را قرار می دهیم:  1نیزگ 1  4

 f x x x x x( ) ( ) ( )− = − − − = − +2 21 1 2 1 4 3
در ضابطۀ تابع به جای x مقدار x+1 را قرار می دهیم: 

 f x x x x( ) ( ) ( )+ = + − + = −2 21 1 2 1 1

. f x f x x x x x f x( ) ( ) ( ) ( )− + + = − + = − + = +2 21 1 2 4 2 2 2 2 2 بنابراین2
71 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 xf x f x x
x x x x

( ) ( ) ( )+ = + − ⇒ + = + −
2 1 3 1 13 4 3 4  

x )چنین عددی وج�ود دارد، زیرا 
x

+ =1 4 بنابرای�ن، اگر x عددی باش�د ک�ه 

x ، ک�ه دلت�ای آن مثبت  x− + =2 4 1 0 x مع�ادل اس�ت با 
x

+ =1 4 معادل�ۀ 

. f( )= × − =4 3 4 4 8 است، پس جواب حقیقی دارد.( آن گاه 

81 x و در نتیجه  1نیزگ 1 t
x
+ =
−

1
2

راه حل اول فرض می کنیم   1

 ttx t x tx x t t x t x  t
t

( ) ,+− = + ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ = ≠
−

2 12 1 2 1 1 2 1 1
1

 : t
t
+
−

2 1
1

در رابطۀ داده شده به جای x قرار می دهیم 

 t t t tf t
t t t

( ) ( )+ + − + += − = =
− − −

2 1 4 2 1 3 32 1
1 1 1

 . xf x
x

( ) +=
−

3 3
1

، آن گاه  x≠1 در نتیجه اگر

فصل اول

فصل دوم: آزمون ها

، به دست می آید x=−1 راه حل دوم اگر در رابطۀ داده شده قرار دهیم 
 f( )=−0 3  

اکنون در توابع داده شده در گزینه ها به جای x مقدار صفر را قرار می دهیم. تنها 
)f تابع گزینۀ )1( است.  )=−0 3 تابعی که در آن 

91 می آی�د  1نیزگ 1 به دس�ت  اول  ضابط�ۀ  از   x=2 ب�رای   3
. f m( )= −2 8 f و از ضابطۀ دوم  m( )= −2 4 2

)f وجود داشته باشد.  )2 برای اینکه رابطه، تابع باشد، باید فقط یک مقدار برای 
)f را محاسبه کنیم که  )2 . بنابراین باید  m=2 ، پس  m m− = −4 2 8 یعنی 

. f( )= − =2 8 2 6 برابر است با 

101 n4 وقتی ک�ه n توان چهارم  1نیزگ 1 n∈ آن گاه عدد  اگ�ر   3
، اع�دادی گویا  4 81 4 و  16 ع�ددی طبیعی باش�د، گوی�ا خواهد بود. پ�س 

هستند و بقیۀ اعداد داده شده گنگ هستند. بنابراین
 f f f( ) ( ) ( )+ + + = × + × =4 4 42 3 100 2 1 97 0 2

111 m  1نیزگ 1 m( , )−32 ) و  , )2 0 ب�ا توجه ب�ه زوج های مرت�ب   1

m نتیجه می شود:  m m , ,− = ⇒ = −3 0 0 1 1

f و f تابع نیست.  {( , ),( , ),( , )}= 2 0 0 1 0 2  ، m=0 اگر 

f و f تابع نیست.  {( , ),( , ),( , ),( , )}= 2 0 1 1 0 2 2 1  ، m=1 اگر

f و f تابع است.  {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −2 0 1 1 0 2 2 1  ، m=−1 اگر

1− باشد. پس m فقط می تواند برابر 

121 .  1نیزگ 1 f a( )=4 f یا  a( ، پس 1=( f( )=4 2 )f و  )=1 2 چون   3
 . a=5 f نتیج�ه می ش�ود  a( )=4 a=3 و از  f نتیج�ه می ش�ود  a( از 1=(

بنابراین مجموع مقادیر ممکن برای a برابر 8 است.

131 ب�ا توجه به ش�کل، ج�واب نامعادلۀ مورد نظ�ر به صورت  1نیزگ 1  2
، 4 و 5(  −2  ، −3  ، −4  ، ] است. بنابراین 6 عدد صحیح )5− , ] [ , ]− −5 2 4 5

در این نامعادله صدق می کنند.

141 x=2 را در رابطۀ داده شده قرار می دهیم:  1نیزگ 1 ابتدا   4
 f f f( ) ( ) ( )− = − + ⇒ =−2 2 2 4 6 4 2 2

. f( )− =2 10 ، در نتیجه  f x x x( )= −2 3 پس 

151 t≥1  1نیزگ 1 x و  t= −2 ، آن گاه 1 t x= +2 اگ�ر فرض کنیم 1  2
بنابراین

 f x x x f t t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = − ⇒ = − − − = − +2 2 2 2 2 21 1 1 3 2

. f x x x( )= − +2 3 2 ، آن گاه  x≥1 بنابراین اگر 

161 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
x x x x

x x x x

( )

( )

+ + = + −

+ + + = + +

3 2 3

3 2 3

6 12 2 8

6 12 10 2 2
 

. اگر در این تس�اوی به ج�ای x قرار دهیم  x
f x

x

( )
( )

( )

+ −
+ =

+ +

3

3
2 82
2 2

بنابرای�ن 

. xf x
x

( ) −=
+

3

3
8
2

، به دست می آید  x−2



)35(

171 ، پس 1نیزگ 1 x− ≤ <1 0 ، آن گاه  x<− ≤0 1 توجه کنید که اگر   2

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
− − +− = = =−
− −

1 1  

، پس x< ≤0 1 ، آن گاه  x− ≤− <1 0 و اگر 

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
+ − −− = = =−
− −

1 1  

. f x f x( ) ( )− =− بنابراین همواره 

181 چون 1نیزگ 1  2
 f a b b a      f a b a b( ) ( ) , ( ) ( )− = × − + = − = × + = +1 1 6 6 4 6 4

پس

 
f f b a a b

a b a b

( ) ( )

( )

− + =− ⇒ − + + =−

+ =− ⇒ + =−

1 6 10 6 4 10

5 10 2

. f a b a b b b( ) ( )= + = + + = −1 4 3 3 2 در نتیجه 

191 برای ورودی های فرد، خروجی تابع f یک واحد از ورودی  1نیزگ 1  1
آن بیشتر است، یعنی

f f( ) , ( ) ,= + = = + =1 1 1 2 3 3 1 4 f, ( )= + =19 19 1 20

برای ورودی های زوج، خروجی تابع f یک واحد از ورودی آن کمتر است، یعنی
f f( ) , ( ) ,= − = = − =2 2 1 1 4 4 1 3 f, ( )= − =20 20 1 19

بنابراین

 
A ( ) ( )

( )

= + + + + + + +

= + + + + = + =

2 4 20 1 3 19

201 2 3 20 1 20 210
2

 



201 اگر ضابطۀ داده ش�ده، متعلق به یک تابع باش�د باید در  1نیزگ 1  4
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه فرد باش�د. یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن گاه   ، f x x a( )= +22 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  ضابط�ۀ  در  آن  مق�دار 

. بنابراین f a( )= −2 8 2 ، آن گاه  f x ax( )= −3 2 . اگر  f a( )= +2 8

 a a a a+ = − ⇒ = ⇒ =108 8 2 7 10
7

 

و در نتیجه

 f a f( ) ( ) ( )= = × + =2 107 7 7 10 7 2 10 1410
7

 

211 برد تابع ثابت، یک عضو دارد. بنابراین 1نیزگ 1  2

m

m  n  

m m

m n n n

mn k k k,

=

= = −

− = ⇒ =

+ = → + = ⇒ =−

+ = →− + = ⇒ =

6

6 1

2 4 6

2 4 6 2 4 1

4 6 4 10

 

221 x2 و x برابر با  1نیزگ 1 اگ�ر f تابع�ی ثابت باش�د، باید ضرای�ب   2
صفر باشند:

 a a  b b,− = ⇒ = + = ⇒ =−4 0 4 3 0 3  

 . f x ab( ) ( )= + = × − + =19 4 3 19 7 در این صورت 
بنابراین 

 f a b f( ) ( )+ = =1 7  

231 f است.  1نیزگ 1 x x( )= در تابع همانی، ضابطۀ تابع به ش�کل   3
بنابراین

 

f m n f m n

m n
m      n

m n

( ) , ( )

,

− = − =− = + =

− =− ⇒ = =
+ =

4 2 4 6 6

2 4 8 10
3 36

 . mk
n

= =4
5

، بنابراین  m mf k
n n

( )= = از طرف دیگر 

241 راه حل اول ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3

 
x ax a x x a x

f x
x x

x x a
x a x

x

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = − + ≠−
+

2 4 2 4 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2

−a و در نتیجه  =2 2 0 f اس�ت. بنابراین بای�د  x x( )= ضابط�ۀ تابع همان�ی 
 . f a f( ) ( )− = − =−1 1 ، پس  a=1

، بنابراین f( )=0 0 راه حل دوم چون تابع f همانی است، پس 

 a a− = ⇒ =4 4 0 1
2

 

 . f a f( ) ( )− = − =−1 1 در نتیجه 

251 چ�ون f تابع�ی خطی اس�ت، پ�س ضابط�ۀ آن به صورت  1نیزگ 1  1
f است، بنابراین x ax b( )= +

 
f f a b a b a b

f f a b a b b

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− − = + − − + = − =

− = + − + =− =

2 3 2 2 3 2 8 2 46

3 3 1 3 3 2 22
 . f( )− =−2 17 . بنابراین  f x x( )= −3 11 ، b=−11 و  a=3 در نتیجه 

261 . در این صورت 1نیزگ 1 f x ax b( )= + راه حل اول فرض کنید   3
f x a x b ax a b

f x a x b ax a b ax a b

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( )

− = − + = − +

+ = + + = + + = + +

1 1

2 2 2 2 2 2 2 4 2
. بنابراین f x f x ax a b x( ) ( )− + + = + + =− +1 2 2 3 3 3 9 21 پس 

 
a a

f x x
a b b

( )
=− =−  ⇒ ⇒ =− + 
+ = =  

3 9 3
3 10

3 3 21 10

راه حل دوم تس�اوی داده ش�ده به ازای هر x برقرار است، پس x=1 را در این 
. فقط در تابع گزینه )3( این ش�رط  f f( ) ( )+ =0 2 3 12 تس�اوی قرار می دهیم: 

برقرار است.

271 )f را حساب می کنیم تا مقادیر a و b  1نیزگ 1 )2 )f و  )−1 ابتدا   1
به دست آید:

 
f a b a

f a b b

( )

( )

− = + = =  ⇒ 
= − = =  

1 3 1

2 4 2 0 2
 

. f( )=−1 1 f و در نتیجه  x x x( )= −2 2 بنابراین 

281 ، پس  1نیزگ 1 x x| |= ، آن گاه  x>0 ابت�دا توج�ه کنید که اگ�ر   1

. در نتیجه  x x| |+ =0 x و  x| |=− ، آن گاه  x≤0 . همچنین اگر  f x
x

( )= 1

نمی ش�ود،  تعری�ف   x≤0 ب�ه ازای  تاب�ع 
. بنابراین نمودار  fD ( , )= +∞0 بنابرای�ن 

این تابع به صورت مقابل خواهد بود:



فصل دوم: آزمون ها
)36(

291 fD و  1نیزگ 1  ( , )= + ∞0 ابتدا توجه کنید که   1

x xf x
xx xx

( )= = =
3

1

بنابراین نم�ودار تابع f به صورت روبه رو 
y را در یک نقطه قطع  x= است و خط 

می کند.

301 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
x x x xf x

xx x x x
( )

( )( )

+ + + += = =
−− − + +

2 2

3 2
1 1 1

11 1 1

 f را یک واحد به راست منتقل کنیم نمودار تابع y
x

= 1 بنابراین اگر نمودار تابع 

y را دو واحد به پایین منتقل  x= 2 به دس�ت می آید. همچنین اگر نمودار تاب�ع 
کنیم نمودار تابع g به دست می آید.

x در س�ه نقطه نمودار  xf x
xx

( ) + += =
−−

2

3
1 1

11
مطابق ش�کل زیر نمودار تابع 

g را قطع می کند. x x( )= −2 2 تابع 

311 . در نتیجه 1نیزگ 1 f( )=2 2 f است. پس  x x( )= ضابطۀ این تابع   3
 k k k− = ⇒ = ⇒ =14 2 2 2 12 6  

. f f( ) ( )− × = − =−14 3 6 4 4 )f را حساب کنیم:  )− ×14 3 6 بنابراین باید 

321 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم 1نیزگ 1  1
 f x kmx kx m x x k x km x m( ) ( ) ( )= − − + + = − + + −2 2 22 2 2 2 2 2  
در تابع ثابت، مقدار تابع به x بستگی ندارد. پس در ضابطه نباید x وجود داشته 

x2 باید صفر باشند. پس  باشد. یعنی ضرایب x و 
 k k      ,− = ⇒ =2 0 2 kkm m m=+ = → + = ⇒ =−22 0 2 2 0 1  

. k m+ =1 بنابراین 

331 f است. بنابراین 1نیزگ 1 x x( )= ضابطۀ تابع همانی به صورت   3
 a  b  a b c          , ,− = − = + − =2 0 3 1 0  

. c a b= + = + =2 4 6 b=4 و   ، a=2 در نتیجه 

341 f  1نیزگ 1 x k( )= راه ح��ل اول ضابطۀ تاب�ع ثاب�ت به صورت   3
است. بنابراین

 x k x kax k
ax

+ = ⇒ + = −
−

2 1 2 1 3
3

 

k=−1 برقرار  3 ka=2 و  تساوی فوق یک اتحاد است. پس باید تساوی های 

. a=−6 −=k و  1
3

باشند. بنابراین 

 f( )=− 11
3

)f و تابع ثابت است، پس  )=− 10
3

راه حل دوم با توجه به اینکه 

و در نتیجه 
f a a

a
( ) += =− ⇒ =− + ⇒ =−

−
2 1 11 9 3 6

3 3
 

351 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4
 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + − − = − + − −2 2 22 4 1 2 4  

f اس�ت. یعنی ی�ک چندجمله ای  x ax b( )= + ضابطۀ توابع خطی به ش�کل 
درجۀ اول است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله ای درجۀ اول 

شود، یعنی
 m f x x( )= ⇒ =− −1 2 1 

. f m f( ) ( )= =−1 3 بنابراین 

361 چ�ون تابع خطی اس�ت، باید ضابطۀ آن ی�ک چندجمله ای  1نیزگ 1  4
درجۀ اول باش�د. پس باید صورت و مخرج کس�ر در ضابطۀ داده شده ساده شوند. 
یعنی صورت باید به شکل ضرب دو عبارت باشد که یکی از آن ها x+1 است. یعنی 

x mx x x a x mx x a x a( )( ) ( )+ + = + + ⇒ + + = + + +2 2 22 1 2 1  
برای اینکه تساوی فوق برقرار باشد باید داشته باشیم

 aa m a m     , == = + → =22 1 3  
پس ضابطۀ تابع به صورت زیر است:

 x x
f x x x

x
( )( )

( ) ,
+ +

= = + ≠−
+

1 2 2 1
1

 

پس نمودار تابع به شکل زیر است:

371 نظ�ر  1نیزگ 1 در   f x ax b( )= + به ص�ورت  را  تاب�ع  ضابط�ۀ   3
می گیریم. بنابراین 

f a b f f f a b a a b b a ab b

f a b f f f a b a a b b

a ab b

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

= + ⇒ = + = + + = + + =

− =− + ⇒ − = − + = − + +

=− + + =−

2

2

1 1 1

1 1

7

 

اگر طرفین تساوی های اخیر را از هم کم کنیم، نتیجه می شود

 
a ab b a ab b a a a

a b b b f x x
a ab b

a b b b f x x

( ) ( )

( )

( )

+ + − − + + = − − ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

= ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ = −+ + = ⇒
=− ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =− +

2 2 2 2

2

1 7 2 8 4 2

2 4 2 1 1 2 1
1

2 4 2 1 3 2 3

. f( )=0 3 )f یا  )=−0 1 بنابراین 
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381 راه ح��ل اول در ضابط�ۀ تابع به ج�ای x مقدار x−1 را  1نیزگ 1  1
قرار می دهیم:

 f x a x b x ax ax bx a b( ) ( ) ( )− = − − − + = − − + + +2 21 1 1 2 2 2  
بنابراین از رابطۀ داده شده به دست می آید

 f x f x ax ax bx a b ax bx x( ) ( )− − = − − + + + − + − = +2 21 2 2 2 6 2
. چون این رابطه به ازای هر x برقرار است، پس ax a b x− + + = +2 6 2 بنابراین 

 a a
a ba b b

− = =− 
⇒ ⇒ − =− + = = 

2 6 3 82 5  

f به ازای هر مقدار x برقرار  x f x x( ) ( )− − = +1 6 2 راه حل دوم چون رابطۀ 
x=1 هم برقرار است: است، پس به ازای 

f f a b a b a b( ) ( ) ( )− = ⇒ − − + = ⇒ − + − = ⇒ − =−0 1 8 2 2 8 2 2 8 8  
391 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

f
xf x      D

x x x
( ) , { }

( )( )
+= = = − ±

+ − −
1 1 1

1 1 1


y را یک واحد به س�مت راس�ت منتق�ل کنیم نمودار تابع 
x

= 1 اگر نمودار تابع 

y به دست می آید.
x

=
−
1

1

y=0 و  بنابرای�ن نمودار تابع f به صورت ش�کل رس�م ش�ده اس�ت ک�ه خطوط 

− را داشته باشد  1
2

−=y را قطع نمی کند.  پس k فقط می تواند مقادیر 0 و  1
2

− است. 1
2

که مجموع آن ها برابر 

401 ،  1نیزگ 1 x<0 f و برای  x x( )= x و   x| |=  ، x≥0 ب�رای   2
. نمودار تابع های f و g را در شکل زیر رسم کرده ایم. از  f x( )=0 x و  x| |=−

روی این شکل معلوم می شود که نمودارها در دو نقطه متقاطع اند. 

411 x2 منفی باشد.  1نیزگ 1 چون س�همی ماکزیمم دارد، باید ضریب   4
پس گزینه های )1( و )2( نادرست هستند. با توجه به شکل داده شده طول رأس سهمی 

x و در گزینۀ )4( 
( )

=− =
−
4 2

2 1
عددی منفی است. در گزینۀ )3( طول رأس سهمی 

x است. پس گزینۀ )4( درست است.
( )
−=− =−
−
4 2

2 1
طول رأس سهمی 

421 x اس�ت. عرض رأس  1نیزگ 1
k k
−=− =2 1
2

طول رأس س�همی   3

. چون رأس س�همی  y k
k k k

( ) ( )= − + = −21 1 12 2 2 س�همی را پیدا می کنیم: 

. k −= 1
2

 در نتیجه 
k k

( )− =−1 12 2 y است، پس  x=−2 روی خط 

431 y  1نیزگ 1 mx m x m= + +2 22 3 محور تقارن سهمی به معادلۀ   2

. به این  m=−2 ، یعنی  m− =2 my اس�ت. بنابرای�ن  m
m

=− =−
22

2
خط 

، که عرض رأس آن برابر  y x x=− + −22 8 6 ترتیب، معادلۀ س�همی می شود 

. ac b
a

( )( )

( )

× − − −− = =
−

22 4 2 6 84 2
4 4 2

است با 

441 راه حل اول با توجه به  1نیزگ 1  2
ش�کل محور تقارن س�همی داده شده از وسط 
پ�س  می گ�ذرد،    ( , )−1 0 و   ( , )3 0 نق�اط 

x اس�ت. از ط�رف  −= =3 1 1
2

معادل�ۀ آن 

bx است. بنابراین 
a

=
2

دیگر با توجه به معادلۀ داده ش�ده، طول رأس س�همی 

. b
a
=2 . در نتیجه  b

a
=1

2
) عبور کرده است، پس مختصات این نقطه  , )−1 0 راه حل دوم سهمی از نقطۀ 

در معادلۀ سهمی صدق می کنند. بنابراین
 a b c a b c      (1)( ) ( )= − − − + ⇒ + + =20 1 1 0  

) عبور کرده است، پس , )3 0 همچنین سهمی از نقطۀ 
 a b c      (2)− + =9 3 0  

دو طرف معادلۀ )1( را از دو طرف معادلۀ )2( کم می کنیم:

 ba b c a b c a b a b
a

− + − − − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =9 3 0 8 4 0 8 4 2  

b است. از 
a

ax برابر  bx c− + =2 0 راه حل سوم مجموع جواب های معادلۀ 

x=3 هستند.  طرف دیگر با توجه به شکل، جواب های این معادله x=−1 و 

. b
a

( )= + − =3 1 2 بنابراین 

451 c−2  1نیزگ 1 راه ح��ل اول ب�ا توجه به نم�ودار داده ش�ده، c و   1
ax هستند. بنابراین bx c+ + =2 0 جواب های معادلۀ 

 
b bc c c b ac
a a ac b
cc c c ac
a a

( )

 − =− = ⇒ = 
⇒ ⇒ + =− 

 − = − = ⇒ =−
 

2
1

1 12 2
2

 

راه ح��ل دوم ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار داده ش�ده، c یک�ی از جواب ه�ای معادل�ۀ 
ax است. بنابراین bx c+ + =2 0

 cac bc c ac b ac b≠+ + = → + + = ⇒ + =−02 0 1 0 1  

461 ب�رای آنک�ه نم�ودار یک س�همی، مح�ور x را در دو طرف  1نیزگ 1  1
مبدأ مختصات قطع کند، باید حاصل ضرب جواب های معادلۀ y=0 منفی باشد. پس 

 m m
m
− < ⇒ < <2 0 0 2  
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471 در حالت های زیر نمودار تابع درجۀ دوم از ناحیه های اول و  1نیزگ 1  2
دوم صفحۀ مختصات عبور نمی کند. 

x2 در این معادله  f حداکثر یک جواب دارد و ضریب  x( )=0 بنابراین معادلۀ 
منفی است.

 

a m m

m m

m m

m m

IÄ

( )

( ) ( )

( )

= − < ⇒ <

∆≤ ⇒ − − ≤ ⇒ − ≥

 − ≥ ⇒ ≥



 − ≤− ⇒ ≤


2 2

1 0 1 1

10 1 4 1 0 1
4

1 31
2 2

2

1 11
2 2

 

 . m≤1
2

از اشتراک ناحیه های )1( و )2( نتیجه می شود 

481 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 mac b m m
a a

( )−∆ −− = = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
2 4 2 364 5 5 2 9 5 7

4 4 4
 

491 ب�ا  1نیزگ 1 براب�ر  ش�ده  اس�تفاده  نرده ه�ای  ط�ول  مجم�وع   3
. همچنی�ن مس�احت کل زمین  x y= −4 200 3 y اس�ت.پس  x+ =3 4 200

. در نتیجه A xy=2 برابر است با 

 A xy xy y y y y( ) ( )= = × = − = − 21 1 12 4 200 3 200 3
2 2 2

 

بنابراین

 
yA y y y y   

y

( ) (( ) )

( )

= − =− − =− − −

= − − ≤

2 2 2

2

200 100 100002 200 3 3 3
3 3 9

10000 100 100003
3 3 3

 

5000 است.
3

، یعنی حداکثر مساحت اصطبل برابر  A≤5000
3

بنابراین 

501 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر می ت�وان نتیج�ه گرف�ت محیط  1نیزگ 1  2
مستطیل برابر است با

x x x x x x

x

( ) ( )

( )

+ − =− + + =− − + +

=− − + ≤

2 2 2
0 0 0 0 0 0

2
0

2 2 4 2 4 8 2 2 1 10

2 1 10 10

در نتیجه بیشترین محیط مستطیل برابر است با 10.

511 مختصات رأس سهمی را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1  4

x y ( ) ( )−=− = ⇒ = − + =
×

22 1 1 1 23 2 1
2 3 3 3 3 3

x2 عددی مثبت  ) اس�ت و چون ضری�ب  , )1 2
3 3

بنابرای�ن رأس س�همی نقطۀ 

است، پس سهمی دارای پایین ترین نقطه است، یعنی گزینۀ )4( درست است.

521 )a است  1نیزگ 1 , )−1 2 y نقطۀ  ax ax= − +2 2 2 رأس سهمی   3

y قرار دارد. پس bx bx= + +2 2 1 که روی سهمی 
a b b a b ( )− = + + ⇒ + − =2 2 1 3 1 0 1

)b اس�ت که روی س�همی  , )− −1 1 y نقط�ۀ  bx bx= + +2 2 رأس س�همی 1

y قرار دارد. پس ax ax= − +2 2 2
b a a b a ( )− = + + ⇒ =− −1 2 2 3 1 2

 a a( )+ − − − =3 3 1 1 اگر در معادلۀ )1( مقدار b را از معادلۀ )2( قرار دهیم، آن گاه 0

. a b+ =0 b=1 و در نتیجه 
2

. بنابراین  a=− 1
2

در نتیجه 

531 y  1نیزگ 1 ax bx c= + +2 س�همی  تق�ارن  مح�ور  معادل�ۀ   1

bx است. در نتیجه
a

=−
2

به صورت 

 m m m m m
m( )
−− = ⇒ − =− + ⇒ = ⇒ =
−
2 1 33 4 2 4 6

2 3 4 2 2

541 ، پس مح�ور تقارن  1نیزگ 1 OA OB< توج�ه کنید ک�ه چ�ون   4
 b و a یعنی علامت ، b

a
− >0

2
س�همی پاره خط OB را قطع می کند. در نتیجه، 

، در  a>0 فرق می کند. از طرف دیگر، چون س�همی پایین ترین نقطه دارد، پس 
. از طرف دیگر، عرض نقطۀ تلاقی س�همی و محور y منفی اس�ت،  b<0 نتیجه 

. bc>0 . به این ترتیب،  c<0 پس 
551 . طول  1نیزگ 1 c=0 ) عبور می کن�د، پس  , )0 0 س�همی از نقط�ۀ   2

. عرض  b a=−2 b در نتیجه 
a

− =1
2

رأس س�همی برابر x=1 اس�ت. پ�س 

، بنابراین y=−1 رأس سهمی برابر است با 

 b aa b =−× + × =− →221 1 1 a a a− =− ⇒ =2 1 1 
. b=−2 بنابراین 

561 x=4 و  1نیزگ 1 ب�ا توج�ه به اینکه س�همی مح�ور طول ه�ا را در   1
 f x k x x( ) ( )( )= + −2 4 x=−2 قطع کرده اس�ت، معادلۀ سهمی به شکل 

)f است. بنابراین )−4 1 است. از طرف دیگر مساحت مستطیل برابر 
 f f( ) ( )− = ⇒ − =4 1 8 1 2  

پس
 k k( )( )− + − − = ⇒ =− 21 2 1 4 2

5
 

ی�ا   f x x x( ) ( )( )=− + −2 2 4
5

ش�کل  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  بنابرای�ن 

 . c=16
5

f است و در نتیجه  x x x( )=− + +22 4 16
5 5 5

571 x2 و عرض  1نیزگ 1 با توجه به ش�کل معلوم می ش�ود ضری�ب   4
نقطۀ تقاطع سهمی با محور y مثبت است. در نتیجه

 m m           (1),+ > >2 0 0  
از ط�رف دیگر، چون مجموع ضرایب صفر اس�ت، بنابرای�ن، جواب های معادلۀ 

m و 1 هستند، که با توجه به شرط )1( هر دو مثبت هستند. 
m+2

y=0 اعداد 

) است. , )+∞0 بنابراین حدود m بازۀ 



)39(

581 ابت�دا توجه کنید که نمودار تابع f یک س�همی اس�ت که  1نیزگ 1  1
ماکزیم�م دارد. بنابرای�ن در حالت کلی باید به صورت های زیر باش�د تا از ناحیۀ 

اول صفحۀ مختصات عبور کند. 

f دو جواب داش�ته باشد که هر دو منفی نباشند یا  x( )=0 بنابراین باید معادلۀ 
x=0 باشد، آن گاه  اینکه یکی صفر و دیگری منفی نباش�د. اگر یکی از جواب ها 
f در می آید ک�ه از ناحیۀ اول صفحۀ  x x( )=− 2 m=0 و معادل�ه ب�ه صورت 
منف�ی  ج�واب  دو  داش�تن  ش�رط  پ�س  نمی کن�د.  عب�ور  مختص�ات 

b را بررسی می کنیم: c  
a a

 ( , , )∆> − < >0 0 0

 
cm m m
am m  

b mm a

IÄ      ,

> > ⇒− > ⇒ <
∆> ⇒ + > ⇒ 

 − < ⇒ <<− 

2
0 0 2 0 0

0 8 0
0 08

 

. m>0 ، نباید برقرار باشد و در نتیجه  m<0 پس 
591 β نش�ان می دهیم. در این  1نیزگ 1 α و  جواب های معادله را با   1

)k و  )α+β=− −2 =α+β، چ�ون  αβ2 ص�ورت طب�ق ف�رض مس�ئله، 
. بنابراین k=−2 k پس  k− + =−2 2 ، بنابراین  kαβ=−

f x x x x x x( ) ( ) ( )=− − + =− + + =− + + ≤2 2 22 4 1 2 2 1 2 1 3 3
f برابر 3 است. x( ) پس بیشترین مقدار 

601 ط�ول اض�لاع قائمه را با b و c نش�ان می دهی�م. در این  1نیزگ 1  2
. از طرف دیگر، b c+ =8 صورت 

S bc b b b b( ) ( )= = − = − 21 1 18 8
2 2 2

b به دست می آید. در 
( )
−= =
−
8 4

2 1
b به ازای  b− 28 بیش�ترین مقدار عبارت 

. ( )× − = =21 168 4 4 8
2 2

نتیجه، بیشترین مقدار S برابر است با 

611 ) عبور می کند، طول رأس سهمی  1نیزگ 1 , )−0 1 س�همی از نقطۀ   2

 ac by
a

( )( )

( )

− − −−= = =
−

2 4 1 1 164 3
4 4 1

bx و ع�رض آن 
a ( )
− −= = =

−
4 2

2 2 1
) و نمودار آن به ش�کل زیر اس�ت.  , )2 3 اس�ت، در نتیج�ه رأس س�همی نقطۀ 

بنابراین این سهمی از ناحیۀ دوم نمی گذرد.

621 y دارای پایین ترین نقطه  1نیزگ 1 x x= −2 2 س�همی به معادلۀ   1
 y ax bx c= + +2 به مختصات x=1 و y=−1 است. پس سهمی به معادلۀ 

) است. بنابراین  , )−1 1 ) عبور می کند و رأس آن  , )−0 2 از نقطۀ 

b  a

bx b a
a

y a b a b

a a  

c c

a b

Âµ¿w##táHn Ï¼Š  

Âµ¿w##tHá n#ƒo–  

 

:

: ( ) ( )

,= −

=− = ⇒ =−

= + − =

− = + + ⇒

− ⇒ + =

→ − = ⇒ =− =

=−

2

2

2 0 0 2

1 2
2
1 1 2 1 1

2 1 1 2
. abc ( )( )( )= − − =1 2 2 4 بنابراین 

631 x=2  1نیزگ 1 y خط  x x= − +2 4 محور تقارن سهمی به معادلۀ 1  2

=ax است. پس
2

2
y خط  ax a x= −2 3 است و محور تقارن سهمی به معادلۀ 

 a a a= ⇒ = ⇒ =±
2 22 4 2

2
 

641 b  1نیزگ 1 ac
a
− >

2 4 0
4

b را به ص�ورت  c
a
>

2

4
ابت�دا نابراب�ری   4

b است،  ac
a
−−

2 4
4

می نویس�یم. می دانیم عرض رأس س�همی مورد نظر برابر 

که منفی است. در نتیجه باید عرض رأس سهمی مورد نظر منفی باشد، بنابراین 
در بین گزینه های داده شده گزینۀ )4( می تواند درست باشد.

651 y اس�ت. مختصات  1نیزگ 1 ax bx c= + +2 معادل�ۀ س�همی   4
نقاط داده شده را در معادلۀ سهمی قرار می دهیم:

 
x y a b c

x y a b c

x y a b c

  (1)

  (2)

  (3)

,

,

,

=− = ⇒ = − +

= = ⇒ = + +

= = ⇒ = + +

1 0 0

1 4 4

2 9 9 4 2

 

اگر دو طرف معادلۀ )1( را از دو طرف معادلۀ )2( کم کنیم، به معادلۀ زیر می رسیم:
 a b c a b c b b( )− = + + − − + ⇒ = ⇒ =4 0 4 2 2  

در معادله های )1( و )3( به جای b مقدار 2 را قرار می دهیم و دستگاه معادلات 
زیر را حل می کنیم:

 
a c a c a

a c a c c

− + = + = =    ⇒ ⇒  
+ + = + = =    

2 0 2 1

4 4 9 4 5 1
 

 ( , )−2 1 y اس�ت. این س�همی از نقطۀ  x x= + +2 2 بنابراین معادلۀ س�همی 1
عبور می کند.

661 چون سهمی ماکزیمم دارد، پس 1نیزگ 1  1
 m m+ < ⇒ <−1 0 1 

همچنین، سهمی محور x را قطع نمی کند، در نتیجه دلتای معادلۀ آن منفی است:
 m m( ) ( )∆= + + + <21 16 1 0  

، در  m+ <1 0 m می رس�یم. می دانیم  m( )( )+ + <1 17 0 بنابراین به نامعادلۀ 
. m ( , )∈ − −17 1 . بنابراین  m>−17 ، پس  m+ >17 0 نتیجه 

671 اگر نمودار تابع f فقط از ناحیۀ س�وم عبور نکند، آن گاه از  1نیزگ 1  2
x2 مثبت  ناحیه ه�ای اول، دوم و چهارم عب�ور می کند. )توجه کنید که ضریب 
f دو جواب  x( )=0 اس�ت و س�همی کمترین مق�دار دارد.( پ�س باید معادل�ۀ 
داشته باشد که یا هر دو مثبت باشند یا یکی مثبت و دیگری صفر باشد. بنابراین

 

m m m

b m m
a

c m m
a

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( )

( , ] ( )

∆> ⇒ + > ⇒ ∈ −∞ − +∞

− > ⇒− > ⇒ ∈ −∞

≥ ⇒− ≥ ⇒ ∈ −∞

20 4 0 4 0 1

0 0 0 2

0 0 0 3



 

. m ( , )∈ −∞ −4 از اشتراک مجموعۀ جواب های )1(، )2( و )3( نتیجه می شود 
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681 از شکل روبه رو و فرض  1نیزگ 1  3
مسئله نتیجه می شود

a b a b b a( )+ = ⇒ + = ⇒ = −2 24 12 12

 . l a b a a a a( )= + = + − = − +2 2 2 2 2 212 2 24 144 اکن�ون توجه کنید که 

 .
a

( )− − × ×∆− =− =
×

224 4 2 144 72
4 4 2

l2 براب�ر اس�ت با  کمتری�ن مق�دار 

بنابراین
l l≥ ⇒ ≥2 72 6 2

691 ) گذشته است، پس 1نیزگ 1 , )−0 2 چون نمودار تابع f از نقطۀ   3
 f c( )=− ⇒ =−0 2 2  

x هس�تند، در  bx c− + + =2 0 x2 جواب های معادلۀ  x1 و  از ط�رف دیگر، 

. بنابراین  x x c=− =1 2 2 x و  x b+ =1 2 نتیجه 

 
x x  x x x x x x  x x

b  b

( )+ − = ⇒ + − − =

− × = ⇒ =

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3 342 2 42
2 2

7 2 42 49
2

 

 f در نتیجه بیشترین مقدار تابع . ac b
a
− 24

4
عرض رأس س�همی برابر اس�ت با 

. ( )( )

( )

− − −
=

−
4 1 2 49 41

4 1 4
برابر است با 

701 از فرض مسئله، معلوم می شود که  1نیزگ 1  2
x y®§ #ˆÃd¶{ = + =3 2 4

باید مس�احت پنجره بیش�ترین مقدار ممکن ش�ود. در نتیجه 
مساحت پنجره را حساب می کنیم:

S x xy S x xy= + ⇒ = +2 23 4 3 4
4

، پس y x= −2 4 3 چون 

S x x y x x x x x( ) ( )= + × = + − = − +2 2 24 3 2 2 3 2 4 3 3 6 8

ازای  ب�ه  ف�وق  عب�ارت  مق�دار  بیش�ترین   ، − <3 6 0 چ�ون 

x به دست می آید.
( )

−= =
− −

8 4
2 3 6 6 3

711 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
xx x       x

x x
,+ = ⇒ =− − = ⇒ = ⇒ =

+ +
11 0 1 1 0 0 0

1 1
. fD  { , }= − −0 1 بنابراین 

721 ریشه های مخرج کسر را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  3

 
x x x x

x x  x x     

( )( )

,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ =± = ⇒ =±

4 2 2 2

2 2

3 2 0 1 2 0

1 1 2 2

. پس چهار عدد در دامنۀ تابع قرار ندارند. fD { , }= − ± ±1 2 بنابراین 

731 مخرج کس�ر را مس�اوی صفر قرار داده و ریشه های آن را  1نیزگ 1  2
به دست می آوریم:

 
x x x x

x x x       x x x

| | | | | | | |

,

− − = ⇒ = −

= − ⇒ =− =− + ⇒ =

2 1 0 2 1

12 1 1 2 1
3

1 در دامنۀ تابع قرار 
3

. بنابراین دو عدد 1− و  fD { , }= − − 11
3

 در نتیجه 

− است.  2
3

ندارند که مجموع آن ها برابر 

741  دامنۀ تابع باشد، باید مخرج کسر ضابطۀ  1نیزگ 1 برای اینکه   1
تابع ریشه نداشته باشد. بنابراین

 m m m∆= − < ⇒ < ⇒− < <2 216 0 16 4 4

751 x را حل کنیم. با توجه به جدول  1نیزگ 1
x
− ≥
+

9 0
2

باید نامعادل�ۀ   2

−x است.  < ≤2 9 تعیین علامت زیر، جواب نامعادله به صورت 
x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

2 9

9 0
2

 . a b− =−11 b=9 و   ، a=−2 . در نتیجه  fD ( , ]= −2 9 پس 

761 شرط های زیر برای تعیین دامنه وجود دارد: 1نیزگ 1  3

 
x x       x x

x x x x x x x

,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤

− − − ≠ ⇒ − ≠ − ⇒ − ≠ − ⇒ ≠

1 0 1 7 0 7

1 7 0 1 7 1 7 4
. پس عددهای صحیح 1، 2، 3، 5، 6 و ۷ در دامنۀ  fD [ , ] { }= −1 7 4 بنابراین 

تابع قرار دارند.

771 .  1نیزگ 1 fD x x x m{ | }= + + − ≥2 22 2 0 توج�ه کنی�د که   2

 ، ∆≤0 ، باید  x x m+ + − ≥2 22 2 0 برای اینکه همواره 
 m m m m( )∆= − − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 2 22 4 2 0 4 8 4 0 1 1 1

بنابراین کمترین مقدار ممکن m برابر 1− و بیشترین مقدار آن برابر 1 است که 
اختلاف آن ها برابر 2 است.

781 y به نمودار تابع  1نیزگ 1 f x( )= −2 برای اینکه از نم�ودار تابع   2
y برسیم، کافی است آن را دو واحد به چپ منتقل کنیم.  f x( )=

x را تعیین 
f x( )

، عب�ارت  xg x
f x

( )
( )

= ب�رای به دس�ت آوردن دامنۀ تابع 

علامت می کنیم:

 

x

f x

x

x
f x

( )

( )

−∞ − − +∞

+ − + + −

− − − + +

− + − + −

5 3 0 2

0 0 0

0

0

، پس دامنۀ تابع g شامل سه عدد صحیح است. gD ( , ) [ , )= − −5 3 0 2 بنابراین 

791 تساوی های زیر باید برقرار باشند: 1نیزگ 1  2

 a

a

a a

a b a b b b

a c a c c c

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

=

=

= ⇒ =

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =−

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =

4

4

1 2 1 8 4

2 2 2 5 2 5 8 5 3

3 5 3 5 4 5 1

 . a b c+ + =2 بنابراین 

نت

ت
ن

ت
ن

ت
ن



)41(

801 g  1نیزگ 1 x x x( )= −6 f و  x x x( )= − 26 تابع های   2
برابرند، زیرا

f gD D   f x x x x x x x g x[ , ], ( ) ( ) ( )= = = − = − = − =20 6 6 6 6

g و همین طور تابع های  x x x( )= −3 f و  x x x( )= −2 3 تابع ه�ای 

g دامنۀ یکسان ندارند، پس برابر  x x x( )= +3 f و  x x x( )= +2 3

g دامنۀ یکس�ان  x x( )= −3 f و  x x x( )= − +2 6 9 نیس�تند. تابع ه�ای 
دارند، اما ضابطۀ برابر ندارند، زیرا 

f x x x x x g x( ) ( ) | | ( )= − + = − = − ≠2 26 9 3 3

811 س�ه کس�ر در ضابطۀ تابع وجود دارد. مخ�رج هر یک را  1نیزگ 1  4
برابر صفر قرار می دهیم:

 
x x      x x

 x x
x

,+ = ⇒ =− − = ⇒ =

− = ⇒ + − = ⇒ =
+

1 0 1 2 0 2

41 0 1 4 0 3
1

. پ�س حاصل ضرب عددهایی ک�ه در دامنۀ  fD { , , }= − −1 2 3 بنابرای�ن 
6− است. تابع قرار ندارند برابر 

821 مخرج کسر را مساوی صفر قرار می دهیم و ریشه های آن  1نیزگ 1  3
را به دست می آوریم:

 

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) , ,

− − + = ⇒ − − + =

− − − = ⇒ − − =

− + − = ⇒ = =− =

3 2 3 2

2 2 2

2 2 0 2 2 0

1 2 1 0 1 2 0

1 1 2 0 1 1 2

 

. پس سه عدد در دامنۀ تابع قرار ندارند. fD { , , }= − −1 1 2 بنابراین 

831 x=4 در دامنۀ تابع نیس�ت، پ�س مخرج حداقل  1نیزگ 1 چون   3
یکی از کسرهای ضابطۀ تابع را صفر می کند. بنابراین

 
x

x

x a a a

a ax  a
x a a

=

=

− = → − = ⇒ =

+ +− = → − = ⇒ =
− −

4

4

0 4 0 4

1 10 4 0 3
4

پس حاصل جمع مقادیر ممکن برای a برابر ۷ است.
841 چون فقط یک عدد حقیقی در دامنۀ تابع قرار ندارد، پس  1نیزگ 1  2

m باید فقط یک جواب داش�ته باشد. در دو حالت این  x x+ + =2 2 1 0 معادلۀ 
اتفاق می افتد.

حالت اول مخرج ریشۀ مضاعف داشته باشد:

 m m∆= − = ⇒ =±2 11 4 0
2

 . n=−2 x=−2 ریشۀ مخرج است، در نتیجه  در این حالت 
x2 برابر صفر باشد.  حالت دوم مخرج عبارت درجۀ اول باش�د، یعنی ضریب 

 . n=−1 x=−1 ریشۀ مخرج است. در نتیجه  m=0 و  در این حالت 
، 2 است. n پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای 

851 معادل�ۀ  1نیزگ 1 جواب ه�ای   x=2 و   x=−1 بای�د   1
a باشند، بنابراین x bx| |− + =1 0

 
x  

x

a x bx a b

a x bx a b

| |

| |

= −

=

− + = → + + =

− + = → − + =

1

2

1 0 1 0

1 0 2 2 1 0

 . ab= 3
16

−=b و در نتیجه  1
4

−=a و  3
4

بنابراین 

861 شرط های زیر برای تعیین دامنۀ تابع وجود دارند: 1نیزگ 1  3

 
x x  x x

x x x x

     ,− ≥ ⇒ ≤ + ≥ ⇒ ≥−

+ − ≠ ⇒ + ≠ ⇒ + ≠ ⇒ ≠

3 0 3 2 0 2

2 2 0 2 2 2 4 2
، 1 و 3 در  0  ، −1  ، −2 fD و عدده�ای صحی�ح  [ , ] { }= − −2 3 2 بنابرای�ن 

دامنۀ تابع قرار دارند.

871 ] اس�ت. بنابرای�ن عب�ارت  1نیزگ 1 , ]−3 2 دامن�ۀ تاب�ع f ب�ازۀ   3

 [ , ]− −3 2 ax بای�د روی این ب�ازه نامنفی باش�د و روی بازۀ  bx a+ +2 22

 ax bx a+ + =2 22 0 x=−3 جواب های معادلۀ  x=2 و  منفی باش�د. پس 
3− قرار دهیم مقدار عبارت  هس�تند. یعنی اگر به جای x یک بار 2 و بار دیگر 

برابر صفر خواهد شد:
a b a I a b a

a b a a b a

a a

a a a a

  

( )

( ) ,

 × + + = + + = ⇒+ 
× − + = − + =  

+ =

+ = ⇒ = =−

2 2

2 2

2

3 4 2 2 0 12 6 6 0

2 9 3 2 0 18 6 4 0

30 10 0

10 3 0 0 3

 )I( از معادلۀ a=−3 b=0 و اگ�ر  a=0 از معادل�ۀ )I( نتیجه می ش�ود  اگ�ر 
نتیجه می شود

 b b− + + = ⇒ =−12 2 18 0 3  
a قابل  b= =−3 . پ�س فق�ط  fD = f و  x( )=0 a آن گاه  b= =0 اگ�ر 

 . a b+ =−6 قبول است و در نتیجه 

881 f را حل کنی�م. مطابق جدول  1نیزگ 1 x

x x

( )
≥

−2
0 بای�د نامعادلۀ   4

تعیین علامت زیر جواب نامعادله به صورت زیر است: 
 x x xIÄ IÄ=− < < < ≤1 0 1 1 2  

 . gD { } ( , ) ( , ]= −1 0 1 1 2  بنابراین 

 

x

f x

x x

f x

x x

( )

( )

−∞ − − +∞

− − − +

− + + + − + +

− − + +
−

2

2

2 1 0 1 2

0 0 0

0 0

0

891 g و تابع f با تابع  1نیزگ 1 x ax b( )= + راه حل اول فرض کنید   2

 x mx ax b
x

− + = +
−

2 3
3

x≠3 تساوی  g برابر باشد. در این صورت به ازای هر 

برقرار است. پس
x mx ax b ax bx ax a b x b( )− + = + − − =− + − +2 2 23 3 3 3 3

x≠3 برقرار است. بنابراین تساوی بالا به ازای هر 

a  
b

a      b b

m a b m

,

= −
=

=− = ⇒ =

− = − → =1
1

1 3 3 1

3 4

f درست باشد. پس g( ) ( )=3 3 . همچنین باید تساوی  g x x( )=− بنابراین 1+
f n     g n( ) , ( )= =− + =− ⇒ =−3 3 3 1 2 2

. m n+ =2 در نتیجه 

ت
ن

ت
ن



فصل دوم: آزمون ها
)42(

x س�اده  mx
x

− +
−

2 3
3

راه ح��ل دوم برای اینکه تابع f خطی باش�د، باید کس�ر 

x−3 داش�ته باشد. پس صورت کسر به  ش�ود. یعنی باید صورت کسر عامل 
x=3 صفر می شود. ازای 

m m

x xx mx x x x
x x x

( )( )

( )

− + = ⇒ =

− −− + − += = =− +
− − − −

2 2

9 3 3 0 4

1 33 4 3 1
3 3 3

پس نمودار تابع f به صورت زیر است: 

x x
f x

n x
( )

− + ≠=
=

1 3

3
    

، بنابراین n=−2 n≠−2 آن گاه تابع f خطی نیست. پس  واضح است که اگر 
 m n+ =2  

901 ضابطۀ دو تابع را مساوی قرار می دهیم: 1نیزگ 1  3

 

bx c cx bc bx
x b

c bc b
c c

bc c b

,

,

+ = ⇒ + = +
+

 = ==  ⇒ × = ⇒ 
=  =− =−

2 8 2
8

1 48 28 2
2 1 4

2

−=x در دامن�ۀ تابع f قرار  1
2

. بنابرای�ن  xf x
x

( ) +=
+

4 2
8 4

، آن گاه  b=4 اگ�ر 

−=a و در نتیجه  1
2

ندارد و در دامنۀ تابع g نیز نباید قرار داش�ته باش�د. پس 

 a=1
2

xf که نتیجه می ش�ود  x
x

( ) − +=
−

4 2
8 4

 ، b=−4 . در حالت  ab
c
=−4

. ab
c
=4 و 

911 عددهای�ی ک�ه مخرج ضابط�ۀ تابع را صف�ر می کنند، در  1نیزگ 1  1
 x a x a( )− + + =3 1 0 x=2 ج�واب معادلۀ  دامن�ۀ تابع ق�رار ندارن�د. پس 

است. پس
 a a a( )− + + = ⇒ =8 2 1 0 6

f اس�ت. دامن�ۀ تابع را  x
x x

( )=
− +3

1
7 6

بنابرای�ن ضابط�ۀ تابع به صورت 

به دست می آوریم:
 x x x x x x   x   x( )( ) , ,− + = ⇒ − + − = ⇒ = = =−3 27 6 0 2 2 3 0 2 1 3

 . fD { , , }= − −1 2 3 در نتیجه 

921 شرایط زیر برای تعیین دامنۀ تابع وجود دارد: 1نیزگ 1  3

 
x x

x x x x

− ≥ ⇒ ≥

− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

12 1 0
2

174 2 1 0 2 1 4 2 1 16
2

 . a b+ =9 b=17 و 
2

 ، a=1
2

. پس  fD [ , ]= 1 17
2 2

بنابراین 

931 ه�ر دو عب�ارت رادیکالی بای�د بامعنی باش�ند. در نتیجه  1نیزگ 1  3

. ب�ا توجه به جدول های تعیین علامت زیر مجموعۀ  x
x
− ≥
+

0
5

x و 
x
− ≥

216 0

) و مجموع�ۀ جواب های نامعادلۀ  , ] ( , ]−∞ −4 0 4 جواب ه�ای نامعادلۀ اول 

) است. بنابراین دامنۀ تابع f برابر است با , ]−5 0 دوم 

 (( , ] ( , ]) ( , ] ( , ]−∞ − − = − −4 0 4 5 0 5 4   

 

x

x

x

x
x

−∞ − +∞

− − + + −

− − + +

− + − + −

2

2

4 0 4

16 0 0

0

16 0 0

 
x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

5 0

0
5

. a b+ =−9 b=−4 و   ، a=−5 بنابراین 
941 شرط تعیین دامنه به صورت زیر است 1نیزگ 1  3

 a x ax b( )+ + + ≥22 0  
) باش�د، مگر  , ]−∞ 3 مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادلۀ فوق نمی تواند به صورت 

. در نتیجه  a+ =2 0 a درجۀ اول باشد، یعنی  x ax b( )+ + +22 اینکه عبارت 
x درمی آید:  b− + ≥2 0 . پس نامعادله به صورت  a=−2

 f
b bx b x D ( , ]− + ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞2 0
2 2

 . b=6 b=3 و در نتیجه 
2

بنابراین 

951 x به دس�ت  1نیزگ 1 f x( )− ≥3 0 دامن�ۀ تابع g از حل نامعادلۀ   3
می آی�د. با توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب های این نامعادله

]   است که شامل چهار عدد صحیح است. , ] { , }−1 2 1 0

 

x

x

f x

x f x

( )

( )

−∞ − − +∞

− + + + − − −

− − + −

− − − − +

3

3

2 1 0 1 2

0

0 0 0

0 0 0

961 راه حل اول نمودار تابع به ش�کل زیر است. واضح است  1نیزگ 1  1
. a b+ . در نتیجه 1= b=1 a=0 و  ] است. پس  , ]− 0 1 که برد تابع 

، آن گاه  x>2 راه حل دوم اگر 
 x x f x( )> ⇒ − > ⇒ >2 4 2 3 1 1

، آن گاه x<−2 اگر 
 x f x( )+ < ⇒ <2 0 0  

. در نتیجه b=1 a=0 و  . پس  fR   ( , ) ( , ) [ , ]= −∞ +∞ = −0 1 0 1  پس 

a b+ =1

ت
ن

نت



)43(

971 . نمودار تابع f در دو حالت  1نیزگ 1 f x ax b( )= + فرض کنید   3
a<0 را در شکل های زیر رسم کرده ایم.  a>0 و 

. پس  f( )=2 )f و 1 )=−1 2 ، آن گاه  a>0 اگر 

 
a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ =− =  ⇒ ⇒ = − ⇒ =− 
+ = =−  

2 3 43 5 1
32 1 5

 

، پس f( )=−2 2 )f و  )=1 1 ، آن گاه  a<0 اگر

 
a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ = =−  ⇒ ⇒ =− + ⇒ = 
+ =− =  

1 3 43 4 0
32 2 4

 

981 نم�ودار تابع f به صورت زیر اس�ت. واضح اس�ت که برد  1نیزگ 1  1
]  است. , ]−1 0 تابع f بازۀ 

991 تاب�ع  1نیزگ 1 دامن�ۀ  اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   3
ب�ازۀ  آن  ب�رد  باش�د،  حقیق�ی  اع�داد  مجموع�ۀ   f x x ax( )=− − +2 4 1

)a اس�ت. در این حالت نمودار تابع f یک سهمی است و با حذف  , ]−∞ + 21 4
ی�ک عدد از دامنه مطابق ش�کل زیر، عددی از برد حذف نمی ش�ود، مگر اینکه 
طول رأس س�همی را حذف کنیم. بنابراین طول رأس س�همی برابر 4 و عرض آن 

+a است: 21 4 برابر 

 
a x a

 y a b

Âµ¿w táHn Ï¼ö

Âµ¿w táHn Æoø

( )
−= =− = ⇒ =−
−

= = + = + ⇒ =2

4 4 2
2 1

1 4 1 16 17
 

. a b+ =15 بنابراین 

1001 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x xxx g x x x x

x x
g x f x a

( )( )( )
( )

( ) ( )

− + +−≠ ⇒ = = = + + +
− −

= ⇒ =

24 3 21 1 111 1
1 1
1

از طرف دیگر،
x g x g b f g f b            ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )= ⇒ = = = = ⇒ =1 1 1 4 1 1 4

 . a b+ =5 بنابراین 
x=0 و x=1 مقادی�ر a و b به راحتی  راه ح��ل دوم با اس�تفاده از نقطه ه�ای 

به دست می آیند. 

 
a

f g a
a b

f g a b b

( ) ( )

( ) ( ) =

= ⇒ = ⇒ + =
= ⇒ + = → =

1

0 0 1
5

1 1 3 4
 

1011 نظ�ر  1نیزگ 1 در   x−2 را  آن  و ع�رض   x را  ط�ول مس�تطیل   4
 . P x x x x( ) ( )= + − = −2 2 4 4 می گیریم، پس محیط آن برابر است با 

1021 .  1نیزگ 1 Pr=
π2

P و در نتیجه  r= π2 اگر r شعاع دایره باشد،   4

. بنابراین  S r=π 2 از طرف دیگر 
P PS S P P( ) ( )π=π = ⇒ =
π ππ

22 2
2

1
2 44

1031 x −2 هس�تند، پ�س محی�ط آن  1نیزگ 1
2

ابع�اد مس�تطیل x و   2

xP به دست می آید.  x x  x( ) ( )= + − = +2 2 4
2

به صورت 

1041 با توجه به ش�کل درمی یابیم که اندازۀ شعاع ربع دایره و  1نیزگ 1  2
ضلع مربع برابر r اس�ت. از طرف دیگر، اگر مس�احت ربع دایره را از مس�احت 

مربع کم کنیم، مساحت قسمت رنگی به دست می آید، بنابراین

 S r r  r r( ) ( )−π= − π =2 2 21 4
4 4

1051 مق�دار x باید مثبت باش�د و  1نیزگ 1  3
x2 باید از 8 کمتر باش�د.  مقدار بریده ش�ده یعنی 
. بنابرای�ن  x< <0 4 >x در نتیج�ه  <0 2 8 پ�س 

)  است. , )0 4 دامنۀ این تابع بازۀ 

1061 از روی ش�کل معل�وم اس�ت که نقط�ۀ A از یک طرف تا  1نیزگ 1  4
)، و از ط�رف دیگ�ر ت�ا  , )6 0 ، یعن�ی نقط�ۀ  x  مح�ل برخ�ورد خ�ط ب�ا مح�ور 
) است. , )0 6 مبدأ مختصات می تواند حرکت کند. بنابراین، دامنۀ این تابع بازۀ 

1071 توجه کنید که حجم مخزن برابر است با 1نیزگ 1  4

r r r r

V ¾ºH¼TwH ´\e ½o¨#´Ãº#´\e

( )( ) ( ) π=π + × + π

= +

π

×

=2 3 3 22 420 2 20

2

3 3
 

1081 مطابق شکل زیر، با استفاده از رابطۀ فیثاغورس، 1نیزگ 1  2

 x xy y  ( ) + = ⇒ = −
22 2 2 22 4

2 4
 

همچنین طول قطر مستطیل از رابطۀ فیثاغورس قابل محاسبه است:

 xd x y x  = + = + −
22 2 2 4

4
 

d ضابطۀ تابع مورد نظر است. x x( )= +23 4
4

بنابراین 

1091 ) x عبور  1نیزگ 1 , )0 )  و  , )2 3 ش�یب خط�ی ک�ه از نقطه ه�ای   3

)y  عبور  , )0 )  و  , )2 3  است. شیب خطی که از نقطه های 
x
−
−

3 0
2

می کند، برابر 

)y  روی  , )0 ) x و  , )0  ،  ( , )2 3 −y اس�ت. چون نقطه های 
−

3
0 2

می کند، برابر 

y برقرار است. بنابراین
x

−− =
− −

33 0
2 0 2

یک خط واقع اند، پس برابری 

 xy y  y
x x x

−− = ⇒ = − ⇒ =
− − −
6 6 33 3

2 2 2
 



فصل دوم: آزمون ها
)44(

1101 مطاب�ق ش�کل زی�ر طول ضل�ع OM ب�ه کم�ک قضیۀ  1نیزگ 1  4
 . AM OA x x x x( )+ = + = +2 2 2 2 2 فیثاغورس برابر است با 

پس محیط مثلث OAM برابر است با 

 P x x x x x( )= + + +2

1111 }اس�ت که  1نیزگ 1 , , }2 3 4 اش�تراک دامنه های f و g مجموعۀ  2
ش�کل  ب�ه  تاب�ع  ای�ن  پ�س  اس�ت.   f g+ تاب�ع  دامن�ۀ 
 f gR  { , , }+ = −2 11 1 f اس�ت. بنابراین  g {( , ),( , ),( , )}+ = −2 2 3 11 4 1

f برابر 12 است. g+ و مجموع اعضای برد 

1121 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 f g

f g f g f g

D       D

D D D D

{ , , , }, { , , , }

{ , }+ −

= − =

= = =

1 3 5 1 1 2 5 4

1 5

راه حل اول بنابراین a یکی از مقادیر 1 یا 5 است. از طرف دیگر،

 

f g f g

f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ = + = + =

− = − = − =−

+ = + = + =

− = − = − =

1 1 1 2 4 6

1 1 1 2 4 2

5 5 5 6 2 8

5 5 5 6 2 4
 . a=5 f و در نتیجه  g f g( )( ) ( )( )+ = −5 2 5 پس 

راه حل دوم توجه کنید که 
f g a f g a f a g a f a g a f a g a

f   g f g

f   g f g a

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

+ = − ⇒ + = − ⇒ =

= = ⇒ ≠

= = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 3

1 2 1 4 1 3 1

5 6 5 2 5 3 5 5

1131 و  1نیزگ 1  fD ( , ] [ , )= −∞ +∞0 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
 . g f g fD D D   { , , }− = = −2 1 0 4 بنابرای�ن   . gD  { , , , , }= −11 0 2 4

1− یا 0 یا 4 باشد:  بنابراین a باید یکی از مقدارهای 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− − = − − − = − =

− = − = − =

− = − = − =

2 1 2 1 1 4 2 2

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 2 4

 

 . f a f( ) ( )− = − =4 28 a=4 و در نتیجه  . بنابراین  g f( )( )− =2 4 پس 4

1141 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

x x x x x xf g x f x g x
x x x

x xx x
x x

( )( ) ( ) ( )

( )( )

− − − + −+ = + = + =
+ + +

− +−= = = −
+ +

2 4 2 2 4 2

2 2 2

2 24 2
2 2

1 1
1 1 1

1 11 1
1 1

 

. با  f g( )( )+ =−0 . پس 1 g( )=0 0 )f و  )=−0 راه حل دوم توجه کنید که 1
1− است. x=0 حاصل  توجه به گزینه ها فقط در گزینۀ )3( به ازای 

1151 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 f g x f x g x f x g x x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

− = − ⇒ − = −

2 1

3
 

طرفین تساوی های بالا را جمع می کنیم

 x xf x g x f x g x x x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + −+ + − = − + − ⇒ =
22 41 3

2
 

x را به دست آوریم x+ − =
2 4 2

2
پس باید حاصل ضرب جواب های معادلۀ 

 x x x x+ − = ⇒ + − =2 24 4 8 0  

c است.
a
=−8 حاصل ضرب جواب های معادلۀ بالا برابر 

1161 .  1نیزگ 1 fD { }= − 2 gD و  { }= − 3 ابتدا توجه کنید که   3

از طرف دیگر،

 
g f g
f

xD D D x f x x
x

( ) { | ( ) } ( { , }) { | }

{ , , }

+= − = = − − =
−

= − −

40 2 3 0
2

2 3 4

 



g قرار ندارند برابر 1 است.
f

پس مجموع اعدادی که در دامنۀ تابع 

1171 ابتدا ضابطۀ تابع f را حساب می کنیم: 1نیزگ 1  1

 f x g x x x f x g x x x( ) ( ) , ( ) ( )+ = − − = − −2 24 6 12

با جمع طرفین دو تساوی بالا نتیجه می شود
 f x x x f x x x( ) ( )= − − ⇒ = − −2 22 2 10 12 5 6

بنابراین

 
g f g
f

D D D x f x

x x x

( ) { | ( ) }

( ) { | } { , }

= − =

= − − − = = − −2

0

5 6 0 1 6



 

1181 ، پس  1نیزگ 1 f gD D { , }= = − 0 1 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   3

. از طرف دیگر، f g f gD D D { , }− = = − 0 1 

 x x x xf g x f x g x
x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) + + −− = − = − = =−
− − −

2 2

2 2 2
1 1 1 

 

بنابرای�ن بای�د نم�ودار تاب�ع y=−1 را ب�ا 
}  رسم کنیم که به صورت  , }− 0 1 دامنۀ 

مقابل است.
1191 ، پ�س  1نیزگ 1 f gD D [ , )= = +∞0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   1

. از طرف دیگر، g f f gD D D [ , )− = = +∞0

 g f x g x f x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( )− = − = − − − = −2 3 2 3  
g به صورت روبه رو  f− پس نم�ودار تابع 

) است. , ]−∞ 2 است و برد آن بازۀ

1201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

x x x
f g x f x g x x x x

x x
x x

( )
( )( ) ( ) ( )

− + ≥
− = − = − − ≤−

− ≥
=− − ≤−

2 1 1
1 3 1
1 1

2 1 1
f را به صورت زیر به دست می آوریم g− اکنون برد تابع 

 x x y
x x x y
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

 ≤− ⇒− ≥ ⇒− − ≥ ⇒ ≥

1 1 0 0
1 2 2 2 1 1 1  



)45(

f هم  g− ] اس�ت. از روی نم�ودار تابع  , )+∞0 f بازۀ  g− بنابرای�ن برد تابع 
می توان برد آن را به دست آورد.

1211 . بنابراین 1نیزگ 1 f g f gD D D { , , }− = =2 0 1 2 توجه کنید که  4

 
f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

− = − = − − =

− = − = − − =

− = − =− − =−

2 0 0 2 0 1 2 1 3

2 1 1 2 1 4 2 2 8

2 2 2 2 2 6 2 3 12
1− است.  f برابر  g−2 بنابراین مجموع مقدارهای تابع 

1221 توجه کنید که  1نیزگ 1  4
f g x x f g f g

f g x x f g f g

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = × + = ⇒ + =

− = − ⇒ − = − =− ⇒ − =−

2 1 2 2 2 1 5 2 2 5 1

1 2 1 2 1 2 2 1 2
)f و  )=2 2 اگ�ر دس�تگاه معادله ه�ای )1( و )2( را حل کنیم، به دس�ت می آید 

  . f g f g( )( ) ( ) ( )× = × = × =2 2 2 2 3 6 . بنابراین  g( )=2 3

1231 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 f gD D( , ] { }, { , , , , , }= −∞ − = − −4 0 2 1 0 3 4 5

بنابراین
 f f g

g

D D D x g x( ) { | ( ) } { , , , } { } { , , }= − = = − − − − = −0 2 1 3 4 1 2 3 4

f سه زوج مرتب دارد. 
g

پس تابع 

1241 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 
x x

f g x f x g x x x x
x x

( )( ) ( ) ( ) | | | |
− + ≤
+ = + = − + = ≤ ≤
 − ≥

2 1 0
1 1 0 1

2 1 1

f ثابت است. در این بازه، g+ ] تابع  , ]0 1 در بازۀ 
 

 

f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) | | | |
+−

− = − = − − =− + − =− +1 1 2 1  

1251 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
f g x f x g x f x g x x

f x x g x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

= − −

− = − ⇒ − = 2

2 2 2 1

1 2

2 2 2

 

بنابراین

 
x g x g x x g x x x

g x x x

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − − = ⇒− + − =

= − − +

2 2

2

2 1 2 5 2 2

1 2 2
5

 

1261 ابتدا دامنۀ تابع های f و g را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  1

 
f

g

x x D
x
x x D

x

( , ]

[ , )

− ≥ ⇒ < ≤ ⇒ =
−
− ≥ ⇒ ≤ < ⇒ =
−

5 0 1 5 1 5
1
1 0 1 4 1 4

4
بنابراین

f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =1 5 1 4 1 4 

1271 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 

xf g x f x g x
x

g xg x x g x xf x
f f x

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

× = × =
+

= = ⇒ =

2
1

1

2

xf را از تس�اوی )2(  x( ) g در تس�اوی )1( معادل آن یعنی  x( ) اگر به جای 
قرار دهیم، به دست می آید

 xf x xf x f x
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

× = ⇒ =
+ +

2
2 2

1
1 1

، در نتیجه xg x x f x
x

( ) ( )
( )

= =
+

22 2 2
21

بنابراین 

x xf g x f x g x   
xx x

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

−− = − = − =
++ +

22 2 2 2
2 2

1 1
11 1

1281 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

f g f gD D D

x x xf g x f x g x
x x x x x x x

{ , }

( )( ) ( ) ( )

+ = = − −

++ = + = − + + = + = =
+ + + + +

1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

 

آن گاه   ، x≠0 و   x≠−1 اگ�ر  پ�س 
تاب�ع  نم�ودار  بنابرای�ن   . f g x( )( )+ =1

f به صورت مقابل است. g+

1291 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
f gD D

f g x f x g x x x x x

x x x

[ , )

( )( ) ( ) ( )

( )

= = +∞

− = − = + − − − −

= − = − −

2

2 2

4

4 2 4

2 1 1
f به ترتیب زیر عمل می کنیم: g− برای تعیین برد تابع 

 x x x x f g x( ) ( ) ( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ − ≥2 24 1 3 1 9 1 1 8 8
f از روی نمودار آن هم مشخص است. g− . برد تابع  f gR [ , )− = +∞8 پس 

1301 ، آن گاه 1نیزگ 1 x>1 اگر   4
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )= =− ⇒ − = − − =1 2 1 2 3  

، آن گاه x< ≤0 1 اگر 
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( )= = ⇒ − = − =−1 2 1 2 1 

، آن گاه x− ≤ ≤1 0 اگر 
 f x g x f g x  ( ) , ( ) ( )( )=− = ⇒ − =− − =−1 2 1 2 3  

، آن گاه x<−1 اگر 
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )=− =− ⇒ − =− − − =1 2 1 2 1  

 . f gR  { , , , }− = − −3 1 3 1 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)46(

1311 دامنۀ تابع g به شکل زیر است: 1نیزگ 1  1
 g fD D x f x{ | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − =2 1 4 3 5 4 3 1 5  

از طرف دیگر،

 f f
g  g

f f
     

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( )
−= = =− = = =

− − − − −
1 51 1 11 5 1

2 1 2 1 3 2 5 2 1
 

 . g {( , ),( , )}= − 11 5 1
3

بنابراین 

1321 g را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 a( ) f و  a( ) ابتدا مقادیر   1

 

f g a f a g a f a g a      

f g a f a g a g a g a

g a g a g a g a

g a f a

g a f a

( )

( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ = +

× = ⇒ = → + =

+ − = ⇒ + − =

 =− → =−

 = → =

1

2

1

1

2 2 2 1

8 8 2 8

2 8 0 4 2 0

4 2

2 4

بنابراین

 f a f af fa       a
g g a g g a

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )
−= = = = = =
−

4 2 12
2 4 2

1331 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 f gD D

f x x x x

        [ , ] , { , , , , }

( )

= − = − − −

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2 2

3 3 1 1 3 3 4

0 9 0 9 3
 

بنابراین

g f g
f

D D D x f x    { | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − − − − = −0 1 1 3 3 3 3 1 1

از طرف دیگر،

 g gg g 
f f f f

     

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

−
= = = − = = =

−
1 12 2 2 21 1
1 2 1 28 8

 

g فقط یک عضو دارد.
f

g و در نتیجه برد تابع 
f

  {( , ),( , )}= −2 21 1
2 2

بنابراین 

1341 } است. پس 1نیزگ 1 , }− 0 1 دامنۀ تابع های f و g مجموعۀ   4
 f g f gD D D { , }− = = − 0 1   

f را به دست می آوریم: g− اکنون ضابطۀ تابع 

 
f g x f x g x

x x x x
xx x

x x xx x

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

− = − = + −
− −
−+ − −= = =
−−

2

2

1 1 1
1

2 11 1 2
1

1351 ابتدا دامنۀ تابع های f و g را به دست می آوریم 1نیزگ 1  1

 
f

g

x x
D

x x

x x
D

x x

[ , ]

[ , ]

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
+ ≥ ⇒ ≥−

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
− ≥ ⇒ ≤

2

2

4 0 2 2
2 2

4 0 4

4 0 2 2
2 1

1 0 1

b=1 و در نتیجه   ، a=−2 . پس  f g f gD D D [ , ]+ = = −2 1 بنابراین 

a b+ =−1

1361 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 f x       g x
x x bax

( ) , ( )
( )( )( )

= =
+ ++ 2

1 1
12

x=−1 می تواند  f قرار ندارد، پس تنها  g+ x=−1 در دامنۀ تابع  چون فقط 
. برای a دو حالت  b=1 ریش�ۀ مخ�رج در تابع های f و g باش�د. بنابراین بای�د 

وجود دارد:
 . a=2 f باشد، آن گاه  x( ) x=−1 ریشۀ مخرج  حالت اول اگر 

 . a=0 f ریشه نداشته باشد، آن گاه  x( ) حالت دوم اگر مخرج 
a می تواند 1 یا 3 باشد.  b+ بنابراین 

1371 ابتدا دامنۀ تابع f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2
 ax a ax a− + ≥ ⇒ ≥ −1 0 1

، آن گاه  a=0 . اگر  ax
a
−≤ 1 ، آن گاه  a<0 . اگر  ax

a
−≥ 1 ، آن گاه  a>0 اگر 

 gD [ , )= +∞2 f و  gD [ , ]× = 2 5 . ب�ا توجه به این موضوع و اینکه  x∈

، در نتیجه f
aD
a

( , ]−= −∞ 1 باید 

 a a a a
a
− = ⇒ − = ⇒ =−1 15 1 5

4
 

. f( )= 23
2

f و در نتیجه  x x( )= − +1 5
4 4

پس 

1381 f را به دس�ت می آوریم )توجه  1نیزگ 1 g( )+ 2 ابتدا ضابطۀ تابع   2
:) x≥1 کنید که 

 
f g x f x g x f x g x

x x x x x x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

+ = + +

= + + − + + − = + −

2 2 2

2

2

2 2 2
 f g x( )( )+ g عبارت هایی مثبت هستند، پس  x( ) f و  x( ) با توجه به اینکه 

 ، a=2 . پس  f g x x x x( )( )+ = + −22 2 هم مثبت اس�ت. بنابرای�ن 
 . a b+ =3 b=1 و در نتیجه 

1391 دامنۀ تابع های f و g به صورت زیر است: 1نیزگ 1  3

 f

g

x x D

a x x a D a

[ , )

( , ]

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞

− ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞

2 0 2 2

0
 

. از طرف دیگر،  a=4 . پس  f g f gD D D [ , ]− = = 2 4 چون 

 f g f g b

b b

( )( ) ( ) ( )+ = ⇒ + = − + − + =

+ = ⇒ =

3 5 3 3 3 2 4 3 5

2 5 3
 . a b+ =7 در نتیجه 

1401 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x x x x

f x x x g x x x

x x x x

( ) , ( )

 − ≤ + ≤
  = + < < = + < < 
 

+ ≥ + ≥  

2 0 2 3 0

2 0 1 2 3 0 1

2 1 3 2 1

بنابراین

 
x x

f g x f x g x x x

x x

( )( ) ( ) ( )

− − ≤
− = − = − − < <

− ≥

3 1 0

1 0 1

2 1



)47(

، پس  g( )=2 8 )f و  )=2 4 راه حل دوم توجه کنید که 
f g( )( )− = − =−2 4 8 4

 . f g( )( )− = − =−1 5 34
2 2 2

، پس  g( )=1 4
2

)f و  )=1 5
2 2

همچنین 

 . f g( )( )− − = − =1 3 1 2 ، پس  g( )− =1 1 )f و  )− =1 3 همچنین 
همۀ این شرایط فقط در تابع گزینۀ )2( وجود دارد.

1411 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
fog f g f

gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =

− = − = − =−

2 2 2 3

1 1 3 2
 

 . fog gof( )( ) ( )( ) ( )− − − = − − =2 1 3 2 5 بنابراین 

1421 . از  1نیزگ 1 fog f g( )( ) ( ( ))− = −2 2 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   2

. f g f( ( )) ( )− = = + =22 4 4 2 18 )g و  )− =− + =2 2 6 4 طرف دیگر، 

1431 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 fog x f g x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = + − = +3 2 3 4 3 2 12 7  

. fog x x x( )( ) ( )− = − + = −1 12 1 7 12 5 بنابراین 
راه حل دوم دقت کنید که 

fog x f g x f x

f x x x

( )( ) ( ( )) ( ( ) )

( ) ( )

− = − = − +

= − = − − = −

1 1 4 1 3

4 1 3 4 1 2 12 5

1441 .  1نیزگ 1 gof x g f x( )( ) ( ( ))= راه ح��ل اول توج�ه کنید که   4
بنابراین

x
x x x xxgof x g
x x x x x

x

( )
( )( ) ( )

+ −
+ + − + +−= = = =
− + + + − −+

−

2 12 2
2 1 4 2 2 2 2 41

1 2 1 2 1 2 2 4 12
1

. فقط در  gof g f g( )( ) ( ( )) ( )= = − =−0 0 1 4 راه ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 
گزینۀ )4(، تساوی بالا برقرار است.

1451 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 fog x f g x f x x x x( )( ) ( ( )) ( )= = − + = − +2 26 15 5 3 2  

. اگ�ر در این تس�اوی ق�رار دهیم  f x x x(( ) )− + = − +2 23 6 5 3 2 بنابرای�ن 
 . f( )=6 38 ، به دست می آید  x=3

1461 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 fof f fD x x D f x D x x    { | , ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − ≤1 2 1 4 2 2  

 . x≤ ≤31
2

، پس  x− ≤− ≤−3 2 2 ≥x نتیجه می شود  − ≤1 4 2 2 از نامعادلۀ 

. fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =3 31 2 1 1
2 2

بنابراین 

1471 ، تاب�ع fog  1نیزگ 1 f x( )2 . تاب�ع  g x x( )= 2 ف�رض کنی�د   3
است. بنابراین می توان نوشت 

fog g fD x x D g x D x x x    { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤21 4

≥x نتیجه می شود ≤21 4 از نامعادله های 

 
x x

x x
x x x

¥HoT{H

 1

  

,
,

 ≤ ⇒− ≤ ≤ →− ≤ ≤− ≤ ≤
≤ ⇒ ≤− ≥

2

2

4 2 2
2 1 2

1 1 1
 

 .
f x

D
( )

[ , ] [ , ]= − −2 2 1 1 2 بنابراین 

1481 fD و  1نیزگ 1 [ , ]= −2 2 ابت�دا دامن�ۀ تاب�ع gof را با توج�ه به   3
gD به دست می آوریم =

gof f gD x D f x D x x  { | ( ) } { , } [ , ]= ∈ ∈ = − ≤ ≤ − ∈ = −22 2 4 2 2

اکنون ضابطۀ تابع gof را مشخص می کنیم
 gof x g f x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = −2 2 2 24 4 1 5  

برای محاسبۀ برد از دامنۀ تابع کمک می گیریم

 
x x x

x gof x( )( )

− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤− ≤

≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2

2 2 0 4 4 0

1 5 5 1 5
 

. gofR [ , ]= 1 5 بنابراین 

1491 توجه کنید که  1نیزگ 1  2
fog g fD x x D  g x D x x a   x  

x x a  x x x a  x

{ | , ( ) } { | , | | }

{ | , } { | , }

= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤

= ≥ − ≤ − ≤ = ≥ − ≤ ≤

0 1 3

3 1 3 2 4
. برای اینکه این تساوی برقرار  fogD a [ , ] [ , ] [ , ]= +∞ − = −2 4 2 4 بنابراین 

2− است. . یعنی حداکثر مقدار a برابر  a≤−2 باشد، باید 

1501 می توان نوشت 1نیزگ 1  3
g x g x

fog x f g x g x g x

x x x x
x x x x

( ) ( )
( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )

− <
= = + ≥
− − − < − < 

= = − + − ≥ − ≥ 

2 1 0
4 0

2 3 6 1 3 6 0 6 13 2
3 6 4 3 6 0 3 2 2

1511 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
fog f g f fog f g f

fog f g f fog f g f

      

         

(

)

)( ) ( ( )) ( ) , ( )( ) ( ( )) ( )

( ( ( ( ) ()( ) ( ))) ( )( ( )) ,

− = − = = = = =

= = = = =− =5 5 1 0

1 1 3 7 1 1 2 5

3 3 0 1
 . fog {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 7 1 5 3 1 5 0 بنابراین 

1521 . در نتیجه 1نیزگ 1 f( )=2 3 توجه کنید که   1
 gof g f g m m( )( ) ( ( )) ( )= = = + = ⇒ =2 2 3 3 2 8 2  

1531 gof را به دست می آوریم 1نیزگ 1 x( )( ) fog و  x( )( ) ابتدا   4

 
fog x f g x f x

x x
xgof x g f x g

x x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = + = =
+ −

+= = = + =
− − −

1 12 1
2 1 1 2

1 2 11
1 1 1

 

بنابراین 
x x x x x xfog x gof x

x x x x x x
( )( ) ( )( )

( )
+ − + + + −+ = + = =
− − −

2 2

2
1 1 1 2 2 2 3 1

2 1 2 1 2 2
 

1541 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 fof x f f x f x f x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + +2 3 2

بنابراین

 

fof x f x f x

f x f x f x f x

f x x x x x

f x x x x x

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + =

 = ⇒ + + = ⇒ + + =


=− ⇒ + + =− ⇒ + + =

2

2

2 2

2 2

6 3 2 6

3 4 0 1 4 0

1 3 2 1 3 1 0 1

4 3 2 4 3 6 0 2

3− است.  ). در معادلۀ )1( حاصل جمع جواب ها برابر  )∆<0 معادلۀ )2( جواب ندارد 
3− است. fof برابر  x( )( )=6 پس حاصل جمع جواب های معادلۀ 
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1551 می توان نوشت 1نیزگ 1  2

 x x xx xg x g x
( )

( ) ( )→ + + ++ +− = → = =1 1 22 31
3 3 3

 

بنابراین
 xfog x x f g x x f x( )( ) ( ( )) ( )+= + ⇒ = + ⇒ = +36 5 6 5 6 5

3
 

. f( )=1 5 ، به دست می آید  x=0 اگر در این تساوی قرار دهیم 

1561 ابتدا دامنۀ تابع gof را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2

 

gof f gD x D f x D

x x

x

x x x

x x x x

x x x

¡.¡.—

¡.¡.—

{ | ( ) }

{ , { , , , }}

(. )

(. )

= ∈ ∈

= − ≤ ≤ − ∈ −

− =−

− = ⇒ − = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 0 1 2

3 3

3 0 3 0 3

3 1 3 1 2 2

3 2 3 4 1

بنابراین

gofD x x{ , { , }} { , }= − ≤ ≤ ∈ ± ± = ± ±3 3 2 3 2 3

پس حاصل ضرب اعضای دامنۀ تابع gof برابر 6 است.

1571 تاب�ع  1نیزگ 1  ، xy f( )= 2 تاب�ع   ، xg x( )=2 کنی�د  ف�رض   3
 است، پس  ،g است. دامنۀ تابع y fog x( )( )=

 x
fog g fD x x D g x D x x     { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤1 2 4

. xf
D

( )
[ , ]=2 0 2 ، پس x≤ ≤0 2 ≥x نتیجه می شود  ≤1 2 4 از نامعادله های 

1581 fD و 1نیزگ 1 { }= − −1 ابتدا توجه کنید که   4

 
fof f f

xD x D f x x
x

x x x x
x

  { | ( ) D } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− =− ⇒ − =− − ⇒ =
+

11 1
1

1 1 1 1 0
1

 

. اکنون ضابطۀ تابع g را به دست می آوریم  g fofD D { , }= = − −1 0 بنابراین 

 
x

f x x xxg x fof x f f x
f x x x x x

x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

− −− − − − −+= = = = = =
+ − − + ++

+

1 11 1 1 11
1 1 1 11

1

 

 

بنابراین نمودار تابع g به شکل مقابل است. 

1591 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

gof f gD x x D f x D x x x{ | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ ≤ − ≤22 3 1 3 13

 . x− ≤ ≤−4 2 ≥x یا  ≤2 4 ≥x نتیجه می شود  − ≤21 3 13 از حل نامعادلۀ 
. gofD [ , ] { }= −2 3 2 بنابراین 

1601 تابع gof به شکل زیر است 1نیزگ 1  4

 
f x f x

gof x g f x
f x f x
( ) ( )

( )( ) ( ( ))
( ) ( )

− >= = − <

3 0
2 0  

f را حل کنیم. x( )<0 f و  x( )>0 کافی است نامعادله های 
، آن گاه x≥0 : اگر  f x( )>0 حل 

 f x x x x( )= + > ⇒ >− ⇒ ≥1 0 1 0  
، آن گاه x<0 اگر 

 f x x x x( )= − > ⇒ > ⇒ ∈∅1 0 1  
، آن گاه x≥0 : اگر  f x( )<0 حل 

 f x x x x( )= + < ⇒ <− ⇒ ∈∅1 0 1  
، آن گاه x<0 اگر 

 f x x x x( )= − < ⇒ < ⇒ <1 0 1 0  

.
x x x x

gof x
x x x x
( )

( )( )
( )

− + ≥ − ≥  = = − − < − <  

3 1 0 2 0
2 1 0 3 0 بنابراین 

1611 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 

fog f g f a

fog f g f b

fog f g f c

fog f g f d

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

1 1 4 1 1

2 2 1 2 2

3 3 3 4 4

4 4 2 3 3

 

. a b c d− + − =0 بنابراین 

1621 gof را به دست می آوریم 1نیزگ 1 a( )( )fog و ( )( )2 ابتدا مقادیر   4

 
fog f g f a

gof a g f a g a a

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = +

= = = −

2 2 2 4

3 6 6
 

بنابراین باید معادلۀ زیر را حل کنیم

a a a a( )+ − − = ⇒ = ⇒ =54 6 6 3 7 5
7

 

1631 fof را به دست آوریم 1نیزگ 1 x( )( ) باید   4

 

x
f x x xxfof x f f x
f x x x x

x
x
x

( )
( )( ) ( ( ))

( )

+ ++ + + −−= = = =
− + + − +−

−
−=

− +

2 22 2 2 42
2 2 2 2 42

2
3 2

6

 

1641 با توجه به ضابطۀ تابع f ، 1نیزگ 1  4

 g x
fog x f g x

g x
( )

( )( ) ( ( ))
( )

= =
−1

بنابراین

 

g x x xg x g x xg x x
g x x

xx g x x g x
x

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

= ⇒ + = −
− +

−+ =− ⇒ =
+

2
1 2 1

1
1

1651 توجه کنید که  1نیزگ 1  3
gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = −4 19

بنابراین

 
f x g x x f x g x x

x xf x g x f g x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

− = + ⇒ − = +

+ +− = ⇒ − =

4 19 4 4 19 4

19 19
4 4

 . f g( )( ) +− = =5 195 6
4

در نتیجه 
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1661 دامنۀ تابع های f و g به شکل زیر است: 1نیزگ 1  3
 f gD D     [ , ) , [ , ]= +∞ =1 0 3

از   . gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤10 1 3 بنابرای�ن 

≥x نتیجه می شود − ≤0 1 3 نامعادله های 
 x x− ≤ ⇒ ≤1 9 10

. gofD x x x{ | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 10 1 10 بنابراین 

1671 gD  1نیزگ 1 { }= − 0 ، آن گاه  g x
x

( )= +1 3 اگر فرض کنیم   3

. بنابراین  h x f g x fog x( ) ( ( )) ( )( )= = و 

fog g fD x D g x D x
x

{ | ( ) } { { }| }= ∈ ∈ = ∈ − ≤ + ≤10 2 3 4

 را حل کنیم:
x

≤ + ≤12 3 4 باید نامعادله های 

x
x x

xx
x x

( )

( )

− − ≤ ⇒ ≤
− ≤ ≤ ⇒ + + ≥ ⇒ ≥



1 11 0 0 111 1
1 11 0 0 2

x و از حل نامعادلۀ )2(  ( , ) [ , )∈ −∞ +∞0 1 از حل نامعادلۀ )1( نتیجه می شود 

. از اشتراک ناحیه های به دست آمده  x ( , ] ( , )∈ −∞ − +∞1 0 نتیجه می شود 
. hD ( , )= − −1 1 دامنۀ تابع h مشخص می شود: 

1681 راه حل اول ابتدا دامنۀ تابع gof را مشخص می کنیم: 1نیزگ 1  2
gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { , } [ , )= ∈ ∈ = ≥ − ∈ = +∞1 1 1

اکنون ضابطۀ تابع gof را به دست می آوریم:
 gof x g f x g x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = − + = +21 1 6 1 6 5
اکنون با توجه به دامنۀ تابع gof که شرط x≥1 را دارد، برد آن را پیدا می کنیم:

 gofx x gof x R( )( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 5 6 6 6

. از طرف دیگر، f x( )≥0 ، پس  f x x( )= −1 راه حل دوم چون 
 gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = + ≥2 6 6  

. gofR [ , )= +∞6 بنابراین 

1691 fD و  1نیزگ 1 { }= − −2 ابتدا توجه کنید که   4

 
fof f f

xD x D f x D x
x

x x x x
x

{ | ( ) } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− ≠− ⇒ − ≠− − ⇒ ≠
+

2 42 2
2

2 4 2 2 4 2 4 0
2

. اکنون ضابطۀ تابع g را به دست می آوریم: g fofD D { , }= = − −2 0 بنابراین 

 

f x
g x fof x f f x

f x
x

x xx
x x x x
x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

( )

−
= = =

+

− −
− − −+= = =−

− − + ++
+

2 4
2

2 42 4
4 8 4 8 42

2 4 2 4 2 42
2

. { , }− 0 2 بنابراین نمودار تابع g به شکل زیر است و برد تابع g برابر است با 

1701 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x
gof x g f x f x x x( )( ) ( ( )) ( )

− <
= = + = − ≥

6 1 03 2 3 4 0  

1711 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
f f  f  f  f

f g f g f g f g f g

             

          

( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )

( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( ))

= = = = =

= = = = =

1 4 2 3 3 2 4 1 5 5

1 2 2 5 3 1 4 4 5 3
اکنون توجه کنید که

f g f g f g f g

f g f g  f g f g

f g f g

        

     

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ =

1 3 1 3 2 5 2 5

3 4 3 4 4 1 4 1

5 2 5 2
. g {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 3 2 5 3 4 4 1 5 2 بنابراین 

1721 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = = +5

، پس  g( )=6 5 از طرف دیگر 
a a a g a g( ) ( )+ = ⇒ = ⇒ = =6 4 4 1

1731 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 

fog x f g x f x a

x a a x a

gof x g f x g x a

x a a x a

( )( ) ( ( )) ( )

( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = − +

= − + − + =− + +

= = − +

=− − + + =− + −

5 2

2 5 2 1 10 3 1

2 1

5 2 1 2 10 7 5
fog همواره برقرار است، پس x gof x( )( ) ( )( )= چون 

 a a a a− = + ⇒ = ⇒ =37 5 3 1 4 6
2

x=0 برقرار است. پس راه حل دوم تساوی داده شده به ازای 

 
fog gof f g g f f a g a

a a a a a a a

( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

( )

= ⇒ = ⇒ = − +

− + =− − + + ⇒ + = − ⇒ =

0 0 0 0 2 1

34 1 5 1 2 3 1 7 5
2

1741 .  1نیزگ 1 xgof x g f x g
x

( )( ) ( ( )) ( )+= =
−

1
2

توجه کنید که   1

بنابراین
 xg

x x
( ) ( )*

+ =
− +

1 1
2 2

، آن گاه  xt
x
+=
−

1
2

اگر فرض کنیم 

 ttx t x t x t x
t

( ) +− = + ⇒ − = + ⇒ =
−

2 12 1 1 2 1
1

t و نتیجه می شود 
t
+
−

2 1
1

) به جای x قرار می دهیم  )* در تساوی 

 t t xg t g x
t t t t x
t

( ) ( )− − −= = = ⇒ =
+ + + − − −+
−

1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 4 1 4 12

1
1751 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
gof x x f x g f x x f x

f x f x x f x

f x f x x f x x

( )( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )

= + ⇒ = +

− + = +

− − + = ⇒ − =

2 2

2 2

2 2 2 2
3 4
4 4 0 2

. پس  f x x f x xIÄ( ) ( )− = − =−2 2 چون f تابعی چندجمله ای است، پس 

f x x( )=− +2 f یا  x x( )= +2
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1761 به ص�ورت  1نیزگ 1 آن  ضابط�ۀ  پ�س  اس�ت،  خط�ی   f چ�ون   2
f است. پس x ax b( )= +

 

fof x f f x af x b a ax b b a x ab b

a ba
a x ab b x

a bab b

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

,

,

= = + = + + = + +

 =− == + + = − ⇒ ⇒ 
= =−+ =− 

2

2
2 2 34

4 3
2 13

 

)f یا  )=0 3 f که نتیجه می ش�ود  x x( )= −2 f یا 1 x x( )=− +2 3 بنابراین 
. f( )=−0 1

1771 .  1نیزگ 1 fof og x f f g x(( ) )( ) ( ( ( )))= ابتدا توجه کنید که   4
. چون  f g x f x x( ( )) (| |) | || |= = + −2 4 از ط�رف دیگ�ر، می ت�وان نوش�ت 

f و g x  x x( ( )) | | | |= + − = −2 4 2 ، پس  x| |+ >2 0

 f f g x f x x x x( ( ( ))) (| | ) | | | | | || | | |= − = − + − = − = −2 2 2 4 4 4

1781 ابتدا دامنۀ تابع f را به دست می آوریم 1نیزگ 1  3
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4  

بنابراین 
 fof f fD x D D x xf xx{ | ( |) } { }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − − ≤24 0 4 1 40  

پس
x x x x x x

x x x

x x

( ) ( ) | |

≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ − − ≤

− ≤− − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ − ≤

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ +

2 2 2

2 2

1 4 5 1 4 25 3 4 4 21

3 2 21 21 2 3 2 3

3 2 3 2 3 2 3
 . fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ − ≤ ≤ + = − +0 4 2 3 2 3 2 3 2 3 بنابراین 

1791 .  1نیزگ 1 gD { }= − 0 fD و  k[ , )= +∞ ابتدا توجه کنید که   2

بنابراین
 fog g fD x D g x D x k

x
{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≠ + ≥10 3  

k را حل می کنیم:
x
+ ≥1 3 نامعادلۀ 

 k x
k

x x
( )+ −

+ − ≥ ⇒ ≥
1 31 3 0 0  

 ی�ا به ص�ورت 
k

( , ]
−
10

3
مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادل�ۀ ف�وق ی�ا به ص�ورت 

 است. باتوجه به فرض مسئله
k

( , ] ( , )−∞ +∞
−
1 0

3


 fogD ( , ] ( , )= −∞ − +∞1 0  

بنابراین
 k k
k

=− ⇒ − =− ⇒ =
−
1 1 3 1 2

3
 

1801 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

g x g x

fog x f g x g x g x

g x

x x x x x

x x x x

x x

 

( ) ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

( )

( )

( )

 − <
= = + ≤ <


≥
 + − + < + <−
  = + + ≤ + < = + − ≤ < 
 

+ ≥ ≥  

2

2 2

1 0

3 4 0 2

5 2

1 1 1 0 2 1
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1811 −f باید قرینۀ نمودار تابع f  1نیزگ 1 برای رسم کردن نمودار تابع   1
را نسبت به محور x رسم کنیم.

1821 ابت�دا قرین�ۀ نم�ودار تاب�ع f را نس�بت به محور x رس�م  1نیزگ 1  3
y به دس�ت بیاید. سپس، قرینۀ این نمودار را  f x( )=− می کنیم تا نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )=− − نسبت به محور y رسم می کنیم تا نمودار تابع 

1831 1 ضرب می کنیم تا  1نیزگ 1
2

ابت�دا طول نقاط روی نمودار f را در   2

y به دس�ت بیای�د. اکنون قرینۀ این نمودار را نس�بت به  f x( )= 2 نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )=− 2 محور x رسم می کنیم تا نمودار تابع 

1841 ] رس�م  1نیزگ 1 , ]π0 y را روی بازۀ  xsin= 2 ابتدا نمودار تابع   1

y روی بازۀ  xsin= می کنی�م. ب�رای این کار، طول هر نقطه روی نم�ودار تابع 

1 ضرب می کنیم. س�پس عرض هر نقطه روی نمودار به دس�ت 
2

] را در  , ]π0 2

 [ , ]π0 y روی بازۀ  xsin=2 2 آم�ده را در 2 ض�رب می کنیم تا نمودار تاب�ع 

به دس�ت بیاید. اکنون اگر این نمودار را ی�ک واحد به پایین انتقال دهیم، نمودار 
] به دس�ت می آی�د. در آخ�ر قرین�ۀ  , ]π0 y روی ب�ازۀ  xsin= −2 2 تاب�ع 1

قس�مت هایی از ای�ن نم�ودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رس�م 
می کنیم و قسمت هایی را که زیر محور x است حذف می کنیم.
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1851 اگر نمودار تابع f را a واحد به س�مت راست منتقل کنیم،  1نیزگ 1  3
y به دست می آید. اگر نمودار به دست آمده را a واحد  f x a( )= − نمودار تابع 
g به دس�ت می آید. چون  x f x a a( ) ( )= − + ب�ه بالا انتقال دهیم، نمودار تابع 

. در نتیجه g( )=0 0 نمودار اخیر از مبدأ مختصات عبور می کند، پس 

 g f a a a a a

a a a a

( ) ( )

( )

= − + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2
0 0 7 9 0

6 9 0 3 0 3
 

1861 اگ�ر طول نقاط نمودار تاب�ع f را دو برابر کنیم، نمودار تابع  1نیزگ 1  2
xy به دست می آید. اگر نمودار به دست آمده را یک واحد به سمت راست  f( )=

2
xy به دست می آید. اگر این نمودار را نسبت  f( )−= 1

2
منتقل کنیم، نمودار تابع 

xy به دست می آید. f( )=− −1
2 2

به محور طول ها قرینه کنیم، نمودار تابع 

1871 y را یک واحد به س�مت چپ  1نیزگ 1 x= ابت�دا نمودار تابع   2
y به دس�ت آید، س�پس این نمودار را  x= +1 منتق�ل می کنیم تا نمودار تابع 
y به دست آید. x= + −1 1 یک واحد به پایین انتقال می دهیم تا نمودار تابع 

اکنون قرینۀ قس�متی از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نسبت به محور x رسم 
می کنیم و قسمتی را که زیر محور x است حذف می کنیم تا نمودار تابع f رسم شود.

1881 ابت�دا نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راس�ت منتقل  1نیزگ 1  3
y به دست بیاید. سپس عرض هر نقطه روی  f x( )= −1 می کنیم تا نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )= −3 1 این نمودار را 3 برابر می کنیم تا نمودار تابع 

1891 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 f x  x x( ) log log| |= =2 2 xlog| |=2  

y را رس�م می کنیم و قرینۀ آن نس�بت به محور  xlog= پ�س ابت�دا نم�ودار تابع 
y به دست آید. اکنون  xlog| |= عرض ها را به نمودار اضافه می کنیم تا نمودار تابع 
y به دست آید. xlog| |=2 عرض نقاط این نمودار را دو برابر می کنیم تا نمودار تابع 

1901 اگر نمودار تابع f را نسبت به محور y قرینه کنیم، نمودار  1نیزگ 1  4
y به دس�ت می آید. اکنون اگر این نمودار را یک واحد به سمت  f x( )= − تابع 
y به دست می آید. f x f x( ( )) ( )= − − = − +1 1 راست انتقال دهیم، نمودار تابع 

1911 ابت�دا نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راس�ت منتقل  1نیزگ 1  3
y به دست بیاید. سپس عرض هر نقطه روی  f x( )= −1 می کنیم تا نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )= −2 1 این نمودار را 2 برابر می کنیم تا نمودار تابع 

1921 y را رسم می کنیم. برای این  1نیزگ 1 f x( )= − ابتدا نمودار تابع   1
کار، قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به محور y رس�م می کنیم. س�پس نمودار تابع 
y را رس�م می کنی�م. برای ای�ن کار، قرینۀ قس�متی از نم�ودار تابع  f x| ( )|= −

y را که زیر محور x اس�ت نسبت به محور x رسم می کنیم و قسمتی  f x( )= −

y را دو  f x| ( )|= − را که زیر محور x است حذف می کنیم. در آخر، نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x| ( )|= − −2 واحد به پایین منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

1931 برای رس�م نمودار تابع  1نیزگ 1  1

xy باید در نمودار تابع f طول نقاط  f( )=2
2

را در 2 ض�رب کنی�م. همچنی�ن بای�د عرض 
نقاط را در 2 ضرب کنیم.

1941 y را رس�م می کنیم و آن را یک  1نیزگ 1 x= 3 ابتدا نم�ودار تابع   1
y به دست آید. x= −3 1 واحد به سمت پایین منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

اکن�ون قس�متی از این نمودار را ک�ه پایین محور طول ها قرار دارد نس�بت به این 
مح�ور قرین�ه می کنیم، س�پس قس�متی را که پایی�ن محور طول ها اس�ت حذف 

y به دست آید. x| |= −3 1 می کنیم تا نمودار تابع 

1951 اگر نمودار تابع f را یک واحد به س�مت راست و دو واحد  1نیزگ 1  1
y به دست می آید. بنابراین باید  f x( )= − +1 2 به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

f را به دست آوریم: x( )− + =1 2 0 جواب های معادلۀ 

 x x x x x

x x x x x  x

( ) ( )

( )( ) ,

− − + − − + = ⇒− + − + − =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

1 1 2 2 0 2 1 1 0

3 2 0 1 2 0 1 2
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1961 اگ�ر طول نقاط روی نمودار تاب�ع f را نصف کنیم، نمودار  1نیزگ 1  1
y رس�م می ش�ود و اگر عرض نقاط این نمودار را سه برابر کنیم،  f x( )= 2 تابع 
y رس�م می ش�ود. اگر نمودار اخیر را دو واحد به سمت  f x( )=3 2 نمودار تابع 
y رس�م می ش�ود. پس اکنون  f x( ( ))= +3 2 2 چ�پ منتقل کنیم، نمودار تابع 
y به دست آمده است که اگر آن را نسبت به محور  f x( )= +3 2 4 نمودار تابع 

y به دست می آید. f x( )= − +3 2 4 عرض ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
1971 توجه کنید که  1نیزگ 1  1

      f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2
y را رسم می کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در سه نقطه متقاطع اند.

1981 ابت�دا نم�ودار تابع f را ی�ک واحد به چپ منتق�ل می کنیم تا  1نیزگ 1  4
y رس�م ش�ود. س�پس نمودار این تابع را نس�بت به محور  f x( )= +1 نمودار تابع 
y رسم شود. در آخر نمودار حاصل  f x( )= −1 عرض ها قرینه می کنیم تا نمودار تابع 

g رسم شود. x f x( ) ( )= + −1 1 را یک واحد به بالا منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

نم�ودار تابع ه�ای f و g را در ش�کل روب�ه رو 
مشاهده می کنید که نقطۀ مشترکی ندارند.

1991 به ترتیب زیر عمل می کنیم 1نیزگ 1  3

2001 . در این صورت دامنۀ تابع g  1نیزگ 1 h x x x( ) | |= − فرض کنید   1
با دامنۀ تابع foh برابر است:

 foh h fD x D h x D x x x     { | ( ) } { | | | } [ , )= ∈ ∈ = − ≤ − ≤ = − +∞2 2 1

اکنون توجه کنید که 
 x g x f x g x f x      ( ) ( ) , ( ) ( )≥ ⇒ =− < ⇒ =−0 0 0 2  

] بای�د نمودار  , )+∞0 . پ�س در بازۀ 
x

g x
f x x

( )
( )

≥=
− − ≤ <

1 0

2 1 0
پ�س 

] باید ابتدا طول نقاط نمودار تابع f را  , )−1 0 y=1 را رسم کنیم و در بازۀ  تابع 

y رس�م شود و سپس نمودار این قسمت را  f x( )= 2 نصف کنیم تا نمودار تابع 
y رسم شود. f x( )=− 2 نسبت به محور x قرینه کنیم تا نمودار تابع 

  

2011 ابتدا عرض هر نقطه روی نمودار تابع f را نصف می کنیم  1نیزگ 1  3

f1 به دست بیاید. سپس این نمودار را یک واحد به پایین انتقال 
2

تا نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )= −1 1
2

می دهیم تا نمودار تابع 

) و  , )−0 2 ، نمودار f خطی اس�ت ک�ه از نقطه های  x<0 توج�ه کنی�د که اگ�ر 

 f x x( )=− −2 ، ضابطۀ f به صورت  x<0 ) می گ�ذرد، بنابراین اگ�ر  , )−2 0

، پس  x( )− − − =1 2 1 0
2

، آن گاه  f x( )− =1 1 0
2

x<0 و  اس�ت. در نتیجه اگر 

y محور x را در نقط�ه ای به طول  f x( )= −1 1
2

. یعن�ی نمودار تاب�ع  x=−4

4− قطع می کند.

2021 اگر نمودار تابع f را نسبت به محور عرض ها قرینه کنیم،  1نیزگ 1  4
y به دست می آید و اگر این نمودار را یک واحد به سمت  f x( )= − نمودار تابع 
y به دست می آید. پس نمودار  f x( ( ))= − −1 راست منتقل کنیم، نمودار تابع 

y است. f x( )= − +1 نهایی نمودار تابع 

2031 y بای�د در نمودار  1نیزگ 1 f x( )=− 1 2
2

برای رس�م نمودار تابع   4

− ضرب کنیم.  1
2

تاب�ع f ط�ول نقاط را بر 2 تقس�یم کنیم و ع�رض نق�اط را در 

بنابرای�ن نم�ودار در راس�تای مح�ور طول ها منقبض می ش�ود و در راس�تای محور 
عرض ها علاوه بر اینکه منقبض می شود، نسبت به محور طول ها قرینه هم می شود.



)53(

2041 توجه کنید که اگر نمودار تابع f را a واحد به سمت راست  1نیزگ 1  4
y به دس�ت می آید و اگر نمودار به دس�ت  f x a( )= − منتقل کنیم، نمودار تابع 
g به دست  x f x a a( ) ( )= − + آمده را a واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
)g و در نتیجه    )=0 0 می آی�د. این نم�ودار باید از مبدأ مختصات عبور کند، پس 

، آن گاه f x x x( )=− + −2 3 2 . اگر  f a a( )− + =0

 f a a a a a a a( )− + = ⇒− − − + = ⇒ + + =2 20 3 2 0 2 2 0  

، آن گاه f x x( )= +2 اگر 1
 f a a a a a a( )− + = ⇒ + + = ⇒ + + =2 20 1 0 1 0  

، آن گاه  f x x( )=− −2 1 اگر 
 f a a a a a a( )− + = ⇒− − + = ⇒ − + =2 20 1 0 1 0  

معادله ه�ای ب�الا جواب ندارند، پس گزینه های )1(، )2( و )3( جواب نیس�تند. 
، آن گاه f x x x( )= + +2 5 4 اگر 

 
f a a a a a a a

a a

( )

( )

− + = ⇒ − + + = ⇒ − + =

− = ⇒ =

2 2

2

0 5 4 0 4 4 0

2 0 2
 

2051 a22 واحد به س�مت راس�ت  1نیزگ 1 y را   x| |= اگر نمودار تابع   2
 a2 y به دست می آید و اگر این نمودار را   x a| |= − 22 منتقل کنیم، نمودار تابع 

f به دست می آید. با  x  x a a( ) | |= − −2 22 واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
توجه به نمودار این تابع مساحت ناحیۀ مورد نظر 

. بنابراین  S a a a( )= =2 2 41 2
2

برابر است با 

. a=± 2 ، پس  a =4 4

2061 y را یک واحد به س�مت  1نیزگ 1 f x( )= −2 اگ�ر نمودار تاب�ع   1
y به دست می آید.  f x f x( ) ( )= − − = −1 2 3 راست منتقل کنیم، نمودار تابع 
 y f x( )= − −3 1 اگر این نمودار را یک واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید. اگر نمودار به دست آمده را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم، 
y به دس�ت می آید و اگر این نمودار را نس�بت به  f x( )=− − +3 نمودار تابع 1
y به دس�ت می آید.  f x( )=− − − +3 محور عرض ها قرینه کنیم، نمودار تابع 1
تاب�ع  نم�ودار  کنی�م،  نص�ف  را  نم�ودار  روی  نق�اط  ط�ول  اگ�ر  اکن�ون 

y به دست می آید. f x( )=− − − +2 3 1

2071 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1
 f x x x x x( ) | | |( ) |= − + = − +3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت راست و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به سمت بالا منتقل کنیم، سپس قسمتی از نمودار را که زیر محور x است نسبت 

به این محور قرینه کنیم و در آخر قسمتی را که زیر محور x است حذف کنیم.

2081 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− + ≥=− + =
− + − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

0

3 0

بنابراین کافی اس�ت در جاهایی که مقدار f منفی 
)، عرض نقاط روی  , )−1 1 اس�ت، یعنی در بازۀ 

نم�ودار f را 3 براب�ر کنیم و نمودار را نس�بت به 
 g محور طول ها قرینه کنیم، در بقیۀ جاها نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول ها است.

2091 y را نسبت به محور عرض ها  1نیزگ 1 f x( )= −1 اگر نمودار تابع   1
y به دس�ت می آید و اگر ط�ول نقاط این  f x( )= +1 قرین�ه کنی�م، نمودار تابع 
y به دس�ت می آی�د. اگر این  f x( )= +1 2 نم�ودار را نص�ف کنیم، نمودار تابع 
تاب�ع  نم�ودار  کنی�م،  منتق�ل  راس�ت  س�مت  ب�ه  واح�د  ی�ک  را  نم�ودار 

y به دست می آید. f x f x( ( )) ( )= + − = −1 2 1 2 1

با توجه به ش�کل مقابل نمودار توابع 
ی�ک   y g x( )= و   y f x( )= −1

نقطۀ برخورد دارند.

2101 توجه کنید که  1نیزگ 1  2
 f x x x x x( ) | | | | | |= − + = − +2 24 3 4 3  

. به این  f x g x( ) (| |)= ، آن گاه  g x x x( )= − +2 4 3 پ�س اگر فرض کنی�م 
y را رسم کنیم. برای این کار، ابتدا نمودار  g x(| |)= ترتیب، کافی است نمودار 
 y را رس�م می کنیم، س�پس قس�متی از این نمودار را که سمت چپ محور g تابع
 y اس�ت حذف می کنیم و قرینۀ قس�متی از این نمودار را که س�مت راست محور

است نسبت به محور y رسم می کنیم.
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2111 . بنابراین 1نیزگ 1 f x( )≤0 توجه کنید که همواره   1
 y f x f x f x f x f x| ( )| ( ) ( ) ( ) ( )= − =− − =−2  

، ابتدا عرض هر نقطه روی نمودار تابع f را در  y f x( )=−2 برای رسم کردن نمودار 
y به دست بیاید. سپس قرینۀ این نمودار  f x( )=2 2 ضرب می کنیم تا نمودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )=−2 را نسبت به محور x رسم می کنیم تا نمودار تابع 

2121 اگ�ر طول نقاط نمودار تابع f را دو برابر کنیم، نمودار تابع  1نیزگ 1  4
xy به دس�ت می آی�د. اگر نم�ودار به دس�ت آمده را ی�ک واحد به چپ  f( )=

2

xy به دس�ت می آید. پس نمودار مورد نظر  f( )+= 1
2

منتقل کنیم، نمودار تابع 

xy است. f( )= +1
2 2

متعلق به تابع 

2131 y روی  1نیزگ 1 xsin= ابت�دا عرض هر نقطه روی نمودار تابع   4
y به دست بیاید.  xsin=3 ] را 3 برابر می کنیم تا نمودار تابع  , ]−π π بازه 

س�پس، قرین�ۀ این نمودار را نس�بت ب�ه محور x رس�م می کنیم تا نم�ودار تابع 
y را 2 واحد  xsin=−3 y به دست بیاید. در آخر، نمودار تابع  xsin=−3

y به دست بیاید. xsin= −2 3 به بالا انتقال می دهیم تا نمودار تابع 

2141 y روی بازۀ  1نیزگ 1 xsin= ابتدا طول هر نقطه روی نمودار تابع   1

 [ , ]π0 2 y روی بازۀ  xsin= 2 1 می کنیم تا نمودار تابع 
2

] را ضرب در  , ]π0 4

 f به دست بیاید. سپس، این نمودار را یک واحد به بالا انتقال می دهیم تا نمودار تابع
به دست بیاید.

2151 با توجه به شکل معلوم می شود که a عددی مثبت است.  1نیزگ 1  4
از طرف دیگر، 

 

f  a a       f a

x a x a
f x  x a

x a x a

( ) | | , ( )

( ) | |

= − = − =−

− = ⇒ = += ⇒ − − = ⇒
− =− ⇒ = −

0 2 2 2

2 2
0 2 0

2 2
 

بنابراین با توجه به شکل زیر

  

a a a
S       S

a
S S a a

a a a a a  a  (.¡.¡.ù)

( ) ( ( ))
,

( )

( )( ) ,

− + − −
= = =

−
+ = ⇒ + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2
1 2

2
2

1 2

2

2 2 2 2 4
2 2

29 94 4 4 8 9
2 2 2

4 3 0 3 1 0 3 1

 

)f ولی در نمودار رسم  )=−0 f و در نتیجه 1 x  x( ) | |= − −1 2 ، آن گاه  a=1 اگر

)f عددی مثبت است. پس a=1 قابل قبول نیست. در نتیجه )0 شده مقدار 

 f x  x f f  
a

( ) | | ( ) ( ) | |= − − ⇒ = = − − =1 1 1 23 2 3 2
3 3 3

 

2161 نمودار تابع را به ش�کل زیر رس�م می کنی�م. بنابراین اگر  1نیزگ 1  4
نمودار نهایی را دو واحد به پایین ببریم، هر دو محور مختصات را قطع می کند.

2171   1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل   3

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 

به صورت زیر است:
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بنابراین نمودار تابع f به شکل زیر است:

2181 . در این صورت دامنۀ تابع g  1نیزگ 1 h x x x( ) | |= + فرض کنید   4
با دامنۀ تابع foh برابر است:

 foh h fD x D h x D x x x{ | ( ) } { | | | } ( , ]= ∈ ∈ = − ≤ + ≤ = −∞2 2 1  

اکنون توجه کنید که

 
x g x f x x f

x g x f x x f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤ ⇒ =− − =− =

< ≤ ⇒ =− + =−

0 0 1

0 1 2

) باید نمودار تابع  , ]−∞ 0 . پس در بازۀ 
x

g x
f x x

( )
( )

≤=
− < ≤

1 0

2 0 1
پس 

) باید ابتدا طول نقاط نمودار تابع f واقع در  , ]0 1 y=1 را رس�م کنیم و در بازۀ 

) را نص�ف کنی�م ت�ا نم�ودار تاب�ع  , ]0 2 ب�ازۀ 

y رس�م ش�ود و س�پس نم�ودار ای�ن  f x( )= 2
قسمت را نسبت به محور x قرینه کنیم.

2191 راه حل اول اگر نمودار تابع f را نس�بت به محور y قرینه  1نیزگ 1  4
y به دس�ت می آید. اگر این نمودار را نس�بت به  f x( )= − کنی�م، نم�ودار تابع 
y به دست می آید. اکنون اگر این  f x( )=− − محور x قرینه کنیم، نمودار تابع 
 y f x( ( ))=− − +1 نمودار را یک واحد به سمت چپ انتقال دهیم، نمودار تابع 

به دست می آید، که همان نمودار شکل )2( است.

y f x( )=− −y f x( )= −

y f x( )=− − −1

) روی نمودار تابع است. در گزینه های )1(،  , )−4 0 راه حل دوم در شکل )2(، نقطۀ 
)f ظاهر می ش�وند اما با توجه به  )−5 )f و  )5 x=−4 مقادیر  )2( و )3( به ازای 
5− در دامنۀ تابع f نیستند، پس این سه گزینه رد می شوند. شکل )1(، عددهای 5 و 

2201  تا نمودار تابع پنج بار  1نیزگ 1
k k
π π π≤ <4 5

2
مطابق ش�کل باید   3

، پس حداقل  k≤ <8 10 ] قط�ع کند. بنابراین  , ]π0
2

مح�ور طول ها را روی بازۀ 

مقدار k برابر 8 است . 

2211 ) نتیجه  1نیزگ 1 , )2 3 )b و  , )2 3 ب�ا توج�ه ب�ه دو زوج مرت�ب   2
)a و  , )2 1 . با توجه به دو زوج مرتب  b=1 b=2 و در نتیجه  2 می گیری�م ک�ه 

. a b+ =3
2

. بنابراین  a=1
2

، پس  a b=2 )b نتیجه می گیریم  , )1

2221 y یک به یک نیستند،  1نیزگ 1 x[ ]= y و  x| |=  ، y x= 2 توابع   3

چون خطی موازی محور طول ها وجود دارد که نمودار آن ها را در بیش از یک نقطه 
y به صورت زیر اس�ت و هر خط موازی  x x| |= قط�ع می کند. ولی نمودار تابع 

محور طول ها آن را در یک نقطه قطع می کند. پس این تابع یک به یک است.

               
x x

y x x
x x

| |
 ≥= =
− ≤

2

2

0

0
 

2231 y یک به یک  1نیزگ 1
x

=
−
1

1
y و  x= +2 3  ، y x= توابع 1+  4

هس�تند چون ه�ر خط موازی محور طول ها نمودار آن ه�ا را حداکثر در یک نقطه 

 y=1
2

y یک به یک نیس�ت. چون مث�لًا خط  x x[ ]= − قط�ع می کن�د. تاب�ع 
نمودار آن را در بیش از یک نقطه قطع می کند.

نمودار سایر توابع به صورت زیر است:

2241 f یک به یک نیست. زیرا  1نیزگ 1 x x x( )= −3 تابع   1
f f( ) ( )= =0 1 0

2251 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x

f x x x
x x

( )

 − ≥


= − + ≤ ≤
− + ≤

3 4 2
4 0 2

3 4 0

بنابراین نمودار تابع f به صورت مقابل اس�ت. این 
و   [ , )+∞2 و   ( , ]−∞ 2 بازه ه�ای  روی  تاب�ع 

 [ , ]1 3 ] یک به ی�ک اس�ت ول�ی روی ب�ازۀ  , ]0 2

یک به یک نیست.
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2261 −a اس�ت.  1نیزگ 1 − =2 3 0 ش�رط یک به یک نب�ودن این تابع   1

. توجه کنید که در این صورت تابع f با یک تابع ثابت برابر است a=− 3
2

پس 

x xax xf x f
x x x x

( )
( ) ( )

( )

− + − −+ − += = = = =− ⇒ =−
− − − −

3 3 3 23 3 6 3 32 3
2 2 2 4 2 2 2 2

2271 نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. از روی شکل  1نیزگ 1  2

 ، a>3
2

) یک به یک اس�ت. اما اگر  , ]−∞ 3
2

معلوم اس�ت ک�ه تابع روی ب�ازۀ 

خطی موازی با مح�ور طول ها وجود دارد که 
نم�ودار تاب�ع را در دو نقط�ه قط�ع می کند. 

3 است. 
2

بنابراین حداکثر مقدار a برابر 

2281 نمودار تابع گزینۀ )4(  1نیزگ 1  4
به صورت روبه رو است. هر خط موازی محور 
طول ه�ا نمودار تابع f را حداکثر در یک نقطه 
قطع می کند. پس این تابع یک به یک است. 
نمودار تابع های سایر گزینه ها به صورت زیر است:

گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

2291 راه ح��ل اول نم�ودار تابع f به صورت زیر اس�ت. مطابق  1نیزگ 1  3
. k≤3 +k تابع f یک به یک است. پس  ≤3 6 شکل واضح است که با شرط 

g یک به یک است. همچنین  x x( )= +2 4 ، آن گاه تابع  x≥1 راه حل دوم اگر 
h یک به یک است. از طرف دیگر x x k( )= +3 ، تابع  x<1 اگر 

gx x x g x R( ) [ , )≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 2 2 2 4 6 6 6

x x x k k h x k( )< ⇒ < ⇒ + < + ⇒ < + ⇒1 3 3 3 3 3 hR k( , )= −∞ +3
برای اینکه تابع f یک به یک باشد، باید 

 g hR R k k k[ , ) ( , )=∅⇒ +∞ −∞ + =∅⇒ + ≤ ⇒ ≤6 3 3 6 3   

پس حداکثر مقدار ممکن k برابر 3 است.

2301 راه حل اول نمودار تابع f به ازای مقدارهای مختلف k به  1نیزگ 1  1
ش�کل زیر اس�ت. برای اینکه تابع یک به یک باش�د، باید کمترین مقدار عبارت 

x≤0 از 1 کمتر نباشد:  k به ازای  x−4
 x x k x k≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥0 0 4 4

 . k≥1
4

، پس  k≥4 1 یعنی 

g یک به یک اس�ت و اگر  x x( )= −1 2 ، آن گاه تابع  x>0 راه ح��ل دوم اگر 
h یک به یک است و x k x( )= −4 ، آن گاه تابع  x≤0

g

h

x x x x R  

x x k x k R k

( , )

[ , )

> ⇒ > ⇒− < ⇒ − < ⇒ = −∞

≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ = +∞

0 0 2 0 1 2 1 1

0 0 4 4 4

. پس g hR R =∅ برای اینکه تابع f یک به یک شود، باید 

k k≥ ⇒ ≥14 1
4

2311 )a  1نیزگ 1 , )2 1 و   ( , )9 1 مؤلف�ۀ دوم زوج مرتب ه�ای  چ�ون   3

مساوی هستند، باید مؤلفه های اول آن ها هم مساوی باشند:

 a a= ⇒ =±2 9 3
a نیز  b( , )+3 2 ) و  , )6 2 به همین ترتیب باید مؤلفه های اول زوج مرتب های 

 . b a= −6 3 ، بنابراین  a b+ =3 6 مساوی باشند، پس 
b=−3 و تابع به صورت زیر است: ، آن گاه  a=3 اگر 
 f {( , ),( , ),( , )}= 9 1 6 2 3 9

b=15 و تابع به صورت زیر است: ، آن گاه  a=−3 اگر 
 f {( , ),( , ),( , )}= − −9 1 6 2 3 45

 . a b− =−18 a یا  b− =6 پس 

2321 . پ�س تاب�ع  1نیزگ 1
x

f x
x

( )
>=− <

1 0
1 0 در گزین�ۀ )1(،   3

. پ�س تابع یک به یک  f x x( ) | |=  ، x≠0 یک به ی�ک نیس�ت. در گزینۀ )2(، 

f پ�س تابع یک به یک نیس�ت. در  f( ) ( )= −1 1 نیس�ت. در گزین�ۀ )4( مث�لًا 

گزینۀ )3( نمودار تابع به صورت زیر است و تابع یک به یک است.

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
 ≥= =
− <

2

2

0

0
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2331 نمودار تابع ها به شکل زیر است: 1نیزگ 1  3

 
x

f x x x
x x

( ) | |
<= + = ⇒
≥

0 0

2 0
:گزینۀ )1(تابع یک به یک نیست 

 
x x

f x x x
x

( ) | |
<= − = ⇒
≥

2 0

0 0
:گزینۀ )2(تابع یک به یک نیست 

x x
f x x x

x x
( ) | |

<= + = ⇒
≥

0
2

3 0
:گزینۀ )3(تابع یک به یک است 

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
− <= + = ⇒

≥

0
2

3 0
:گزینۀ )4(تابع یک به یک نیست 

2341 .  1نیزگ 1 f f f( ) ( ) ( )= = − =0 1 1 0 در تابع گزینۀ )2(،   1

 . f x( )=0 ، آن گاه  x≤0 در تابع گزینۀ )3(، اگر 

 . f f( ) ( )= =0 2 0 در تابع گزینۀ )4(، 

بنابرای�ن گزینه های )2(، )3( و )4( رد می ش�وند. توجه کنید که می توانید ثابت 
x دو  f x( , ( ))2 2 x و  f x( , ( ))1 1 کنید تابع گزینۀ )1( یک به یک است. اگر 

، آن گاه f x f x( ) ( )=1 2 زوج مرتب از تابع f باشند که 

 

A

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + = + + ⇒ − + − =

− + + + − =

− + + + =

3 3 3 3
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 0

0

1 0 1


 

اکنون توجه کنید که 

 A x x x( )= + + + >2 2
1 2 2

1 3 1 0
2 4

 

 f و تابع x x=1 2 ، پ�س  x x− =1 2 0 بنابرای�ن از معادلۀ )1( نتیجه می ش�ود 

یک به یک است.

2351 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x f x x x

x f x x x x

x f x x x

( )

( )

( )

≥ ⇒ = − − + =

≤ ≤ ⇒ = − + − = −

≤ ⇒ =− + + − =−

3 1 3 2

1 3 1 3 2 4

1 1 3 2

 

]  یک به یک  , ]1 3 بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر اس�ت و این تابع روی بازۀ 
d≤3 نیز  c≥1 و  c ک�ه  d[ , ] اس�ت.توجه کنی�د ک�ه تاب�ع f روی ه�ر ب�ازۀ 

یک به یک است. پس حداکثر مقدار ممکن برای b برابر 3 و حداقل مقدار ممکن 
b برابر 2 است. a− برای a برابر 1 است و در نتیجه حداکثر مقدار ممکن برای 

2361 ad یک به یک  1نیزگ 1 bc− ≠0 ax با ش�رط  bf x
cx d

( ) +=
+

تابع   3

، آن گاه تابع f برابر یک تابع ثابت است که یک به یک  ad bc− =0 اس�ت و اگر 
، آن گاه تابع f یک به یک نیست. از معادلۀ اخیر  k k− =3 4 0 نیس�ت. پس اگر 
 f تابع k پ�س به ازای س�ه مقدار مختل�ف . k=±2 به دس�ت می آی�د k=0 و 

یک به یک نیست.

2371 x ب�ه ش�کل زیر  1نیزگ 1 x
f x

x x
( )

 − <=
+ ≥

2

2
2 0

2 0
نم�ودار تاب�ع   2

اس�ت. واضح اس�ت که تاب�ع یک به یک اس�ت. بقیۀ 
گزینه ه�ا را می توانی�د با رس�م نمودار ی�ا آوردن مثال 

نقض، رد کنید.

2381 y  1نیزگ 1 x kx=− +2 نم�ودار تاب�ع   3
x=3 قب�ل از طول رأس  به ش�کل مقابل اس�ت. اگر 
س�همی ق�رار گیرد یا بر آن منطبق ش�ود، تاب�ع در بازۀ 

) یک به یک است. بنابراین , ]−∞ 3

 k k≤ ⇒ ≥3 6
2

2391 ، آن گاه 1نیزگ 1 f x f x( ) ( )=1 2 راه حل اول توجه کنید که اگر   4

 

x k x x k x x x k x x

x x x x k x x

x x x x k

( )

( )( ) ( )

( )( )

− = − ⇒ − − − =

− + − − =

− + − =

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

0

0

0

x و در نتیجه x k+ − ≠1 2 0 ، آن گاه  k<0 اگر 

 x x x x− = ⇒ =1 2 1 20

پس تابع یک به یک است.
f اس�ت و یک به یک اس�ت. اما اگر  x x( )= k=0 هم تابع به صورت  به ازای 

 x2 x1 را برحس�ب  x می ت�وان مق�دار  x k+ − =1 2 0 ، آن گاه از  k>0

نتیجه نمی ش�ود. پس در  x x=1 2 f لزوماً  x f x( ) ( )=1 2 به دس�ت آورد و از 
این حالت تابع یک به یک نیست.
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راه حل دوم )این راه حل پس از مطالعۀ فصل کاربرد مشتق قابل استفاده است.(
] پیوس�ته اس�ت. پس در صورتی که یک به یک باش�د،  , )+∞0 تابع f روی بازۀ 

. k x kf x  
x x

( ) −′ = − =21
2 2

اکیداً یکنواست. اکنون توجه کنید که 

f و در نتیجه تابع f اکیداً صعودی است و یک به یک  x( )′ >0 ، آن گاه  k≤0 اگر 

]k اکیداً نزول�ی و روی بازۀ  , ]
2

0
4

، آن گاه تاب�ع f روی ب�ازۀ  k>0 اس�ت. اگ�ر 

] غیریکنواست. , )+∞0 ]k اکیداً صعودی است، پس روی بازۀ  , )+∞
2

4
2401 f می نویسیم.  1نیزگ 1 x f x( ) ( )+ = +3 23 1 معادله را به صورت   1

چون f تابعی یک به یک است، پس
 x x x x+ = + ⇒ − + =3 2 3 23 1 2 0

x=−1 یک�ی از جواب های معادله اس�ت، به کمک تقس�یم  واضح اس�ت ک�ه 
x را تجزیه می کنیم: x− +3 2 2 عبارت 

 x x x x x( )( )− + = + − + =3 2 22 1 2 2 0

x=−1 تنها جواب معادله است. x جواب ندارد. پس  x− + =2 2 2 0 معادلۀ 
2411 .  1نیزگ 1 f f( ) ( )>1 2 ، اما <1 2 تابع گزینۀ )1( صعودی نیست، زیرا  2

 . f f f( ) ( ) ( )= <2 4 5 > و  <2 4 5 تابع گزینۀ )2( صعودی است، زیرا 
. f f( ) ( )>2 3 ، اما  <2 3 تابع گزینۀ )3( صعودی نیست، زیرا 

. f f( ) ( )− >2 3 ، اما  − <2 3  تابع گزینۀ )4( هم صعودی نیست، زیرا 
2421 چون تابع f اکیداً صعودی است، پس 1نیزگ 1  2

 

f f f a a a

a a a a a

a a a

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

< < ⇒ < < ⇒ − < + < −

− < + ⇒ + − < ⇒− < <

+ < − ⇒ >

2

2

1 2 3 1 2 3 1 1 3 1

1 1 1 2 0 1 2 1

1 3 1 1 2

 

. a< <1 2 اشتراک جواب های نامعادله های )1( و )2( می شود 
2431 ] و هر بازۀ   1نیزگ 1 , ]−2 3 با توجه به شکل سؤال تابع f روی بازۀ   2

 b a− a صعودی اس�ت. بنابراین حداکث�ر مقدار  b− ≤ < ≤2 3 a ک�ه  b[ , ]

برابر 5 است.

2441 ، آن گاه تابع صعودی  1نیزگ 1 a>1 اگر xy a= در تابع نمای�ی   1
است. بنابراین

 k k k| |− > ⇒ > ⇒ >2 23 1 4 2  

2451 طول رأس سهمی به معادلۀ  1نیزگ 1  1

 . b
a

− =3
2 4

f برابر است با  x x x( )=− + −24 6 1

 f از روی نم�ودار این س�همی معلوم اس�ت که تابع

) اکیداً نزولی است. , )+∞3
4

روی بازۀ 

2461 )4(  1نیزگ 1 گزین�ۀ  تاب�ع  نم�ودار   4
به صورت زیر است و این تابع نزولی است.

 
x x

f x
x x

( )
− − ≥=
− + <

2 0

2 0

با رس�م نم�ودار توابع گزینه ه�ای دیگ�ر می توانید 
نزولی بودن آن ها را رد کنید.

فصل دوم: آزمون ها

2471 ش�رط صعودی بودن تابع f آن است که همۀ مقادیر تابع  1نیزگ 1  1
y باشد:  x a= +1 y کوچک تر از یا مساوی با کمترین مقدار تابع  x= +2 2 1

 
x x a a y a

x x y

≥ ⇒ + ≥ + ⇒ ≥ +


< ⇒ + < ⇒ <

1

2

1 1 1

1 2 1 3 3
 

. a≥2 . پس  a≤ +3 1 بنابراین 

2481 از تعریف تابع صعودی نتیجه می شود  1نیزگ 1  2
 m m m− ≥ + ⇒ ≥2 1 1 2  

2491 f را  1نیزگ 1 x( )≥0 ب�رای پیدا کردن دامنۀ تابع g باید نامعادلۀ   2
، پ�س بای�د  f x f( ) ( )< 0 ، آن گاه  x<0 )f و اگ�ر  )=0 0 ح�ل کنی�م. چ�ون 
 f را حل کنیم که با توجه به اکی�داً صعودی بودن تابع f x f( ) ( )≥ 0 نامعادل�ۀ 

. gD [ , )= +∞0 . پس  x≥0 نتیجه می شود 

2501 ، تابعی صعودی با  1نیزگ 1 مجم�وع دو تابع صعودی با دامنۀ   1
 f2 ، یعن�ی تابع  f g− f و  g+  اس�ت. بنابرای�ن مجم�وع دو تابع  دامن�ۀ 

صعودی است، پس تابع f نیز صعودی است.

2511 تاب�ع f اکیداً صعودی، تابع g اکی�داً نزولی، تابع h ثابت  1نیزگ 1  4
)هم صعودی و هم نزولی( و تابع k غیریکنواست.

2521 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 

x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x

IÄ ( )

( )( ) ( )

− < < ⇒ ≤ + ≤ −

≤ + ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≥

+ ≤ − ⇒ − + ≤

− − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2 2

2 2 2

2 0 1 4 3 7

4 3 4 3 0 1 3 1

3 7 2 7 3 0

12 1 3 0 3 2
2

 

 f آن گاه تابع ، x≤ ≤1 1
2

x=3 یا  با توجه به شرایط )1( و )2( نتیجه می شود اگر 

صعودی است. پس به ازای مقادیر صحیح 3 و 1 تابع f صعودی است.

2531 −f روی بازه هایی اکیداً صعودی اس�ت که تابع f  1نیزگ 1 تاب�ع   3
] اکیداً نزولی اس�ت،  , ]−3 1 روی آن ه�ا اکی�داً نزولی اس�ت. تاب�ع f روی ب�ازۀ 

−f روی این بازه اکیداً صعودی است. بنابراین تابع 

2541 باید مبنای لگاریتم بین صفر و 1 باشد. پس 1نیزگ 1  3
 k k< − < ⇒ < <0 1 1 1 2  

2551 نمودار تابع f به شکل مقابل  1نیزگ 1  2
اس�ت. برای اینکه تابع نزولی باش�د، باید دامنۀ آن 
. k≥2 ] باشد، بنابراین  , )+∞2 زیرمجموعۀ بازۀ 

2561 نم�ودار تاب�ع f به ص�ورت  1نیزگ 1  3
]a b هم  , مقابل اس�ت. چ�ون تاب�ع f روی بازۀ [
صعودی است هم نزولی، پس روی این بازه تابعی 
ثابت اس�ت. از روی نمودار تابع f معلوم است که 
]  تابعی ثابت اس�ت،  , ]−1 2 ای�ن تابع روی ب�ازۀ 
ک�ه   a b[ , ] مانن�د  ب�ازه ای  ه�ر  روی  همین ط�ور 
. بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار ممکن  a b− ≤ < ≤1 2
 ، b=2 b وقتی به دست می آید که a=−1 و  a−

. b a− =3 که در این صورت 



)59(

2571 y صعودی هستند. 1نیزگ 1 x k= −4 y و  x= − +1 2 توابع   3

y x k x,= − <4 1y x= − +1 2
k−4 بیش�تر از 2 نباش�د تا تابع f صعودی  مطابق ش�کل های بالا کافی اس�ت 

 . k≥2 ، در نتیجه  k− ≤4 2 باشد. پس 

2581 با توجه به تعریف تابع اکیداً نزولی، 1نیزگ 1  3
 a a a a a a a( )( )− < ⇒ − − < ⇒ + − < ⇒− < <2 23 2 2 3 0 1 3 0 1 3  

2591 دامنۀ تابع g از حل نامعادلۀ زیر به دست می آید:  1نیزگ 1  1
 f x f x f x f( ) ( ) ( ) ( )− − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥2 2 0 2 2 2 1  

 x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3 با توجه به اکیداً نزولی بودن تابع f نتیجه می شود  
. gD ( , ]= −∞ 3 بنابراین 

2601 y صعودی ان�د، پ�س مجموع  1نیزگ 1 f x( )= y و  x= تواب�ع   2
y صعودی است. x f x( )= + آن ها صعودی است. یعنی تابع 

2611 از تعریف تابع صعودی نتیجه می شود 1نیزگ 1  3

 
f f f m m m

m m m      m m m

( ) ( ) ( )

,

< < ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ +

− ≤ ⇒ ≥− ≤ + ⇒ ≤

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3
 

−m و در نتیج�ه m می تواند پنج مق�دار صحیح 3، 2، 1، 0 و  ≤ ≤1 3 بنابرای�ن 
1− را داشته باشد.

2621 تابع�ی که ه�م صعودی اس�ت و هم نزول�ی، تابعی ثابت  1نیزگ 1  4
است. پس f تابع ثابت است. بنابراین

 f f f       a a a b      a b( ) ( ) ( ), , ,= = − = + = − =− =−1 2 3 2 3 6 4 4 10

 . a b+ =−14 در نتیجه 

2631 y را رس�م کنی�م و عرض هر  1نیزگ 1 xsin= اگ�ر نمودار تابع   2
f به دس�ت می آید که  x x( ) sin=3 نقط�ۀ آن را س�ه برابر کنیم، نمودار تابع 

] و هر بازۀ دیگر  , ]π π−
2 2

به صورت زیر است. واضح است که تابع f روی بازۀ 

 a صعودی اس�ت. پس حداکثر مقدار aπ π− ≤ ≤
2 2

]a که  , ]π−
2

به ص�ورت 

π است.
2

برابر 

2641 y  1نیزگ 1
x

=
−
1 ابتدا نمودار تابع   2

را دو واحد به سمت راست انتقال می دهیم تا نمودار 

y به دس�ت بیاید. 
x x( )

= =
− − − +

1 1
2 2

تابع 

) و هر بازۀ دیگری  , )−∞ 2 اکنون از روی این نمودار معلوم است که تابع f روی بازۀ 
a≤2 صعودی است. بنابراین حداکثر مقدار a برابر 2 است. )a که  , )−∞ مانند 

2651 نم�ودار تابع باید به ش�کل زیر باش�د، یعنی اگ�ر طول رأس  1نیزگ 1  3
) باشد، آن گاه تابع غیریکنوا می شود. پس , )3 5 x است، در بازۀ  k= سهمی که 1+

k k< + < ⇒ < <3 1 5 2 4

2661 نمودار تابع f به صورت زیر اس�ت. از روی نمودار تابع f  1نیزگ 1  4
]a b که  , ] ]  و هر بازه ای به صورت  , ]−1 3 معلوم اس�ت که این تابع روی بازۀ 
b وقتی به  a− a  اکیداً نزولی اس�ت. بنابراین، بیش�ترین مقدار  b− ≤ < ≤1 3

 . b a− =4 ، که در این صورت  b=3 a=−1 و  دست می آید که 

2671 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 
k x x

f x kx x
k x x

( )
( ) | |

( )

+ − ≥= + − =
− + <

1 1 1
1

1 1 1
 

برای اینکه تابع f صعودی باشد، باید هر دو خط موجود در ضابطۀ تابع صعودی 
باشند، یعنی شیب نامنفی داشته باشند. پس

 
k

k
k

+ ≥ ⇒ ≥
− ≥

1 0
1

1 0
 

2681 ابتدا توجه کنید که تابع f اکیداً صعودی است، پس 1نیزگ 1  3

 
x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ > ⇒ >

< ⇒ < ⇒ <

6 6 0

6 6 0

x را حل کنیم. با 
f x( )
− ≥

24 0 برای به دس�ت آوردن دامن�ۀ تابع g باید نامعادل�ۀ 

توجه به جدول تعیین علامت زیر، جواب نامعادله به صورت زیر است:
 x ( , ] [ , )∈ −∞ −2 2 6

بنابراین در دامنۀ تابع g چهار عدد طبیعی قرار دارد.

 

x

x

f x

x
f x

( )

( )

−∞ − +∞

− − + − −

− − − +

− + − + −

2

2

2 2 6

4 0 0

0

4 0 0

2691 y  1نیزگ 1 x= y صعودی اس�ت، پس تابع 1+ x= تاب�ع   2
y همواره مثبت هس�تند.  x= نیز صعودی اس�ت. همچنین مقادیر تابع 1+

y نزولی است.
x

=
+

1
1

بنابراین تابع 

2701 y صعودی ان�د، پس مجموع  1نیزگ 1 x= 3 y و  x= تابع ه�ای   3

y صعودی است. توابع سه گزینۀ دیگر غیریکنوا هستند. x x= +3 آن ها یعنی 

ت
ن
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2711 f مقدار a را پیدا  1نیزگ 1 og a( )( )− − =−1 1 ابتدا از تس�اوی 1  3
می کنیم:

 
f g a f g a

g a g a a

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

=− ⇒ − =

= ⇒ = ⇒ =−

1 1 1

1

1 1

4 4 2
 

 f( )=−3 2 f را می خواهی�م که با توجه به تس�اوی  ( )− −1 2 بنابرای�ن مق�دار 

. f ( )− − =1 2 3 نتیجه می گیریم 

2721 f را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1 −1 تابع   4
 f {( , ),( , ),( , ),( , )}− = − − −1 2 1 5 3 3 2 1 5

. gof {( , ),( , )}− =1 2 4 5 0 در نتیجه 

2731 . بنابراین 1نیزگ 1 g ( )− =1 2 3 ، پس  g( )=3 ابتدا توجه کنید که 2  2

 
f a g f a

f a f a a

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ =

1 1 1

1

2 6 3 6

3 3 2
 . g a g( ) ( )= =2 4 در نتیجه 

2741 ) عبور می کند، نمودار  1نیزگ 1 , )9 11 چون نمودار تابع f از نقطۀ   4

)  عبور می کند. , )11 9 f از نقطۀ  −1 تابع 

2751 f قرینۀ نم�ودار تابع f نس�بت به خط  1نیزگ 1 نم�ودار تاب�ع 1−  3
y است که به شکل زیر است:  x=

2761 f همان برد تابع f اس�ت. پس برد تابع f  1نیزگ 1 دامنۀ تابع 1−  1
را به دست می آوریم:

 
f x x

x x

x x f x

( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + −

− ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤ ⇒− ≤ ≤

2

2 2

1 1

1 2 0 1 3

0 1 9 1 1 1 8 1 8
 . ff

D R [ , ]− = = −1 1 8 بنابراین 

2771 نمودار تابع ها به شکل زیر است: 1نیزگ 1  4
گزینۀ )2(گزینۀ )1(

گزینۀ )4(گزینۀ )3(

با توجه به نمودارها واضح است که تابع گزینۀ )4( وارون پذیر است.

2781 y قرینه کنیم  1نیزگ 1 x= اگ�ر نمودار تابع f را نس�بت به خ�ط   3

 f x x( )= −3 4 f به دست می آید. بنابراین باید تابع وارون تابع  نمودار تابع 1−
را به دست آوریم.

 y xy x y x x f x( )−+ += − ⇒ + = ⇒ = ⇒ =14 43 4 4 3
3 3

 

xy است. += 4
3

بنابراین معادلۀ خط جدید 

2791 را  1نیزگ 1  x y مق�دار  x= − +1 2 از تس�اوی  راه ح��ل اول   3
برحسب y به دست می آوریم:

y x y x x y x y y( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = − + ⇒ = − +2 2 22 1 2 1 2 1 4 5

 . f x x x( )− = − +1 2 4 5 بنابراین 

f که فقط در تابع گزینۀ )3(  ( )− =1 2 ، پس 1 f( )=1 2 راه حل دوم توجه کنید که 
صدق می کند.

2801 fx  1نیزگ 1 D∈ ه�ر  ب�رای   2

f برقرار است. پس  of x x( )( )− =1 تس�اوی 
g اس�ت و  x x x( ) ,= ≤3 تاب�ع g به صورت 

نمودار آن به شکل روبه رو است.

2811 fD و  1نیزگ 1  { , , , }= 1 2 3 5 ابتدا توجه کنید که   2

 
f

f D {( , ),( , ),( , ),( , )} { , , , }−
− = ⇒ =1

1 3 1 4 2 2 3 1 5 3 4 2 1  

بنابراین

 

ff f f
D D D

f f f f

f f f f

f f f f

 { , , }

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− −×
− −

− −

− −

= =

× = × = × =

× = × = × =

× = × = × =

1 1

1 1

1 1

1 1

1 2 3

1 1 1 3 5 15

2 2 2 4 3 12

3 3 3 2 1 2



 

f به صورت زیر است f −× 1 بنابراین تابع 
 f f  {( , ),( , ),( , )}−× =1 1 15 2 12 3 2  

2821 f و در نتیجه  1نیزگ 1 a( )=3 . پس  f a( )− =1 3 فرض کنید   2

 a a a a a
a

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
−

33 3 3 2 3
1 2

 

. f ( )− =1 33
2

یعنی 

2831 ) عبور می کند، نمودار  1نیزگ 1 , )8 9 چ�ون نمودار تابع f از نقطۀ   4

) عبور می کند: , )9 8 f از نقطۀ  −1 تابع 

f f( ) ( )−= + − = ⇒ =3 18 8 8 1 9 9 8

2841 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط   4

f را  f به دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می کنیم تا نمودار تابع 1−
y به دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 



)61(

2851 f برابر دامنۀ تابع f است. پس دامنۀ تابع f  1نیزگ 1 برد تابع 1−  3
را به دست می آوریم:

 x x x x x x x     ( ) ,− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ − ≠ ⇒ ≠24 0 4 0 0 4 1 0 1
. بنابراین اعداد صحیح صفر، 2، 3 و 4 در  ff

R D [ , ) ( , ]− = =1 0 1 1 4 پ�س 

f قرار دارند. −1 برد تابع 

2861 نمودار تابع های چهار گزینه به صورت زیر است: 1نیزگ 1  4
گزینۀ )1(

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
 <=− =
− ≥

2

2

0

0
 

گزینۀ )2(

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =
≥

4 0
3

2 0
  

گزینۀ )3(

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= + =
≥

0
2

3 0
 

گزینۀ )4(

 
x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =

− ≥

4 0
3

2 0
  

f وارون پذیر نیست. x x x( ) | |= −3 با توجه به نمودارها، تابع 

2871 f را به دست می آوریم 1نیزگ 1 x( )−1 ابتدا   1

 a y a xy a x x a y x f x( )−− −= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =13 3
3 3

 

a فقط یک جواب داشته باشد xx −=2
3

بنابراین باید معادلۀ 

 x x a  a a     ,+ − = ∆= + = ⇒ =−2 13 0 1 12 0
12

 

2881 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 ff x x x x D( ) ( ) , [ , )= − + = − − = +∞2 24 2 2 2 2

بنابراین f تابعی یک به یک است. توجه کنید که

 
x

y x x y x y

x y x y

( ) ( ) | |

≥

= − − ⇒ − = + ⇒ − = +

→ − = + ⇒ = + +

2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

 . f x x( )− = + +1 2 2 بنابراین 

2891 .  1نیزگ 1 ffof f
D D R− −= =1 1 توجه کنید که   3

، f از ط�رف دیگر با توجه به نمودار تابع
، بنابرای�ن دامن�ۀ تاب�ع  fR ( , ]= −∞ 1

) است. , ]−∞ 1 fof برابر  −1

2901 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  4

x x

x x xf og x g of x g f x

x xg x g x g x x( )

( ) ( ) ( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

− − − −

→ +− −

− − −= ⇒ = ⇒ =

− −− = → = ⇒ = +

1 1 1 1

11 1

2 2 2
2 2 2

2 11 2 1
2 2

xf را  og x( ) ( )− − −=1 1 2
2

راه حل دوم اگر تابع های وارون دو طرف تساوی 

پیدا کنیم به دست می آید
 f og x x      ( )( ) ( )− = +1 2 2 1  

، پس از تساوی )1( نتیجه می شود f x x( )− = +1 1 از طرف دیگر، 

f g x x g x x g x x( ( )) ( ) ( )− = + ⇒ + = + ⇒ = +1 2 2 1 2 2 2 1

2911 g−1 را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 f و  −1 ابتدا   1

 
f

g

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

−

−

= −

= − −

1

1

2 1 3 2 4 2 1 4

2 2 1 3 1 4 2 1
 

g را به دست می آوریم: of− −1 1 اکنون 

  

 g of {( , ),( , ),( , )}− − =1 1 2 3 3 2 4 1  
توجه کنید که می توان ابتدا fog را حس�اب کرد، س�پس با اس�تفاده از تس�اوی 

g مسئله را حل کرد. of fog( )− − −=1 1 1

2921 )b  روی نمودار تابع وارون  1نیزگ 1 , )−1 )a و  , )7 اگ�ر نقطه های   1
) b روی تابع f هستند. اما از طرف دیگر  , )−1 ) a و  , )7 تابع f باشند، نقطه های 
 x<1 بزرگ ت�ر از یک هس�تند یا کوچک تر از آن. پ�س با فرض b و a نمی دانی�م

به دست می آید:
 x x       x x (.¡.¡.ù)  (.¡.¡),+ = ⇒ = + =− ⇒ =−3 7 4 3 1 4  

 ، x≥1 همچنین با فرض 

 x x        x x (.¡.¡)  (.¡.¡.ù),+ = ⇒ = + =− ⇒ =− 23 1 7 2 3 1 1
3

 

بنابراین می توان نوشت
 f f      f f( ) ( ) , ( ) ( )− −− =− ⇒ − =− = ⇒ =1 14 1 1 4 2 7 7 2

 . f f( ) ( )− −+ − = − =−1 17 1 2 4 2 بنابراین 
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)62(

2931 ) عب�ور می کند، پس  1نیزگ 1 , )3 2 f از نقطۀ  نم�ودار تاب�ع 1−  4

) عبور می کند. بنابراین  , )2 3 نمودار تابع f از نقطۀ 
 f a a( )= ⇒ + + = ⇒ =−2 3 8 2 3 7

در نتیجه
  f x x x f( ) ( )= + − ⇒ = + − =3 7 3 27 3 7 23  

2941 y  1نیزگ 1 f x( )= y قرینۀ نمودار تابع  f x( )−= 1 نمودار تابع   2
y است.  x= نسبت به خط 

y را یک واحد به راست و یک واحد به بالا منتقل کنیم،  f x( )−= 1 اگر نمودار 

y رسم می شود. f x( )−= − +1 1 نمودار تابع 1

2951 ) برخورد  1نیزگ 1 , )1 2 f در نقطۀ  −1 چ�ون نمودار تابع های f و   1

می کنند، پس 

 
f f a b

f f f a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ = ⇒ + =1

1 2 1 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

4
3 7

2 1

. ab=−21 بنابراین 

2961 .  1نیزگ 1 f x ax b( )= + چون f تابعی خطی است، فرض می کنیم   2
در این صورت

 
f a b

f f a b

     (1)

     (2)

( )

( ) ( )−

= ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ + =1

1 3 3

11 3 3 11 3 11
 . b=−1 و a=4 اگر دستگاه معادله های )1( و )2( را حل کنیم، به دست می آید 

 . f( )− =−3 13 f و در نتیجه  x x( )= −4 1 بنابراین 

2971 تاب�ع  1نیزگ 1 وارون  ک�ه  می آوری�م  به دس�ت  را   f x( ) ابت�دا   2

f است: x( )−1

 y k x ky x k x y k x f x( )
− −= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =2 2
2 2

 

x نباید جواب داشته باشد kx −=2
2

بنابراین معادلۀ 

 x x k x x k k k      ,= − ⇒ − + = ∆< ⇒ − < ⇒ >2 2 12 2 0 0 1 8 0
8

 

2981 . بنابراین تابع f  1نیزگ 1 f x x( ) ( )= + −31 ابتدا توجه کنید که 1  3
یک به یک است. از طرف دیگر،

 y x x y x y x y( ) ( )= + − ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + −3 3 3 31 1 1 1 1 1 1 1

 . f x x( )− = + −31 1 در نتیجه 1

2991 بنابرای�ن  1نیزگ 1  . x af x
x

( )− +=
−

1
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

. پس af a( )− += = +
−

1 33 3
3 2

 

f of f f

a a
f a

a
a a a a
a

( )( ) ( ( ))

( )
( )

− − − −

−

= ⇒ =

+ +
+ = ⇒ =

+ −
+ = ⇒ + = + ⇒ =
+

1 1 1 1

1

9 93 3
4 4

39 93
4 3 2 4

2 3 9 8 12 9 9 3
1 4

 

3001 .  1نیزگ 1 ff of
D D { }− = = −1 3 توجه کنید که   1

3011 g−1 توجه کنید: 1نیزگ 1 f و  −1 ابتدا به تابع های   2

 

f g f g

f

g

D D

 

 

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

D { , , , } { , , , } { , , }− − − −

−

−

−

= − −

=

= = − =1 1 1 1

1

1

2 1 3 1 2 2 1 4

2 3 3 4 4 2 1 1

2 3 2 1 2 3 4 1 2 3 1 

 

f را به دست آوریم: g− −−1 1 اکنون می توانیم تابع 

 f g  

 

{( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , )}

− −− = − − − −

= − −

1 1 2 1 3 3 1 4 1 4 1

2 2 3 5 1 3
 

f برابر است با g− −−1 1 مجموع عضوهای دامنه و برد تابع 
 ( ) ( )+ − + + − + + =2 2 3 5 1 3 2  

3021 . پ�س  1نیزگ 1 f( )= − + = + =39 9 1 2 2 2 4 توج�ه کنی�د ک�ه   4

 . f f( ) ( )−+ =19 4 13 f و در نتیجه  ( )− =1 4 9

3031 ) عب�ور می کند،  1نیزگ 1 , )8 13 چ�ون نم�ودار تاب�ع f از نقط�ۀ   4

) می گذرد: , )13 8 f از نقطۀ  −1 نمودار تابع 

  f f( ) ( )−= × + − = ⇒ =3 18 2 8 8 5 13 13 8

3041 نم�ودار تابع f  1نیزگ 1  2
قرین�ه   y x= ب�ه خ�ط  را نس�بت 

f رس�م  می کنی�م ت�ا نمودار تابع 1−
شود. بنابر شکل زیر، نمودار تابع های 

f در دو نقطه متقاطع اند. −1 f و 

3051 f  1نیزگ 1 ) نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع ه�ای f و 1− , )1 2 چ�ون   3

. بنابراین f( , )∈2 1 ، یعنی  f( , ) −∈ 11 2 )f و  , )∈1 2 است، پس 

f a b
b b b b b

f a b

( )

( )

 = ⇒ − = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =
= ⇒ − =

1 2 3 2
3 2 6 3 4 24 7

2 1 6 1

 . a b+ =8 پس a=1 و در نتیجه 



)63(

3061 :  1نیزگ 1 x=2 f قرار می دهیم  x g x( ) ( )− = −2 1 3 در تساوی 1  3
 f g g f( ) ( ) ( ) ( )= − ⇒ = +3 6 1 6 3 1

. g( )= + =6 2 1 3 . در نتیجه  f( )=3 2 f پس  ( )− =1 2 3 از طرف دیگر، 

3071 به ص�ورت  1نیزگ 1 را   f تاب�ع  ضابط�ۀ  ابت�دا  اول  راه ح��ل   2
y می نویسیم. حالا x را برحسب y پیدا می کنیم: x( )= + −21 1

 
y x y x

x y x y

( )

( )

+ = + ⇒ + = +

= + − ⇒ = + −

2

2

1 1 1 1

1 1 1 1

. f x x x x x x( ) ( )− = + − = + + − + = + − +1 21 1 1 1 2 1 2 2 بنابراین 1
راه حل دوم 

 f f( ) ( )−= ⇒ =11 3 3 1  
در بین گزینه های داده شده فقط اگر در عبارت داده شده در گزینۀ )2(، به جای 

، حاصل 1 می شود. 3 x قرار دهیم 

3081 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( )

( )

( )

 ≥ ⇒ = + − + − =− +
− ≤ ≤ ⇒ = + + − − =


≤− ⇒ =− − + − − =− −

1 2 1 2 2 3

2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 2 3

 

] وارون پذیر است. توجه کنید که تابع f روی  , ]− −2 1 بنابراین تابع f با دامنۀ 
a≤−2 و b≥1 ه�م وارون پذیر اس�ت ولی برای اینکه  a ک�ه در آن  b[ , ]−

] در نظر می گیریم. , ]− −2 1 b کمترین مقدار باشد دامنه را  a−

 

xf x
yx y x x

y y

xf x
yx y x x

y y

( )

( )

−

−

− =− > ⇒ =− + ⇒ = ⇒ − > ⇒ <
− − =− − <− ⇒ =− − ⇒ = ⇒− − <− ⇒ >

1

1

3
3 21 2 3

32 1 1
2

3
3 22 2 3

32 2 1
2

 

 .
x x

f x
x x

( )−

− <=
− − >

1
3 1

2
3 1

2

بنابراین 

3091 fof برقرار  1نیزگ 1 x x( )( )− =1 fx تس�اوی  R∈ برای ه�ر   2
 ، x≥2 . پس ب�رای هر  fR [ , )= +∞2  ، f اس�ت. ب�ا توج�ه به نم�ودار تاب�ع

. بنابراین  g x x( )= +3
 gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 3 5 5 5  

3101 راه ح��ل اول ضابط�ۀ تاب�ع وارون تابع ه�ای f و g را پیدا  1نیزگ 1  2
می کنیم که به صورت زیر هستند:

 f x x g x x      ( ) ( ) , ( )− −= − + = +31 3 11 2 1  
بنابراین 

 
f og x f g x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )

− − − − −= = +

= + − + = +

31 1 1 1 1

3 3

1

1 1 2 2
 

. از طرف دیگر، f og x gof x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه حل دوم توجه کنید که 

 gof x g x x x( )( ) ( ) ( )= + − = + − − = −3 3 31 2 1 2 1 2  

 . f og x x( )( )− − = +1 1 2 . بنابراین  gof x x( ) ( )− = +1 2 و 

3111 . 1نیزگ 1 fog a a( )( )− =1 توجه کنید که   2

g و در نتیجه  a c( )− =1 ، پ�س  f c a( )= . چ�ون  f g a a( ( ))− =1 بنابرای�ن 
. به همین ترتیب g c a( )=

 

f b c

f d d

f a b

fog b c f g b c

g b b g b b

fog c d f g c d

g c d g d c

fog d b f g d b

g d a g a d

( )

( )

( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

=− −

−

=− −

−

=− −

−

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

1 1

1

1 1

1

1 1

1

. g a d b b c a d c{( , ),( , ),( , ),( , )}= پس 

3121 ، در این صورت 1نیزگ 1 f a( )− =1 1 فرض می کنیم   2

 

f a a a a a

a a    a a a

a a a a

( )

( )*

,

= ⇒ + + + = ⇒ + + + =

+ =− − ⇒ + = + +

− + − −+ − = ⇒ = =

2

2

1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 2 1

1 5 1 51 0
2 2

 − +1 5
2

. بنابراین  a≤−1 ، پس  a− − ≥1 0 ) واضح است که  )* از تساوی 

قابل قبول نیست.

3131 فرض می کنیم طول نقطۀ برخورد a باشد. در این صورت  1نیزگ 1  4
f است. در  a روی نمودار تابع 1− a( , )+1 a+1 است. پس نقطۀ  عرض آن 

a روی نمودار تابع f است. پس a( , )+1 نتیجه نقطۀ 

 
f a a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( )

( )( )

+ = ⇒ + + + + =

+ + + = ⇒ + + = ⇒ =−

3

3 2 2

1 1 2 1 9

3 4 12 0 3 4 0 3

+a است. =−1 2 پس عرض نقطۀ برخورد 

3141 f قرینۀ نم�ودار تابع f نس�بت به خط  1نیزگ 1 نم�ودار تاب�ع 1−  2
y اس�ت که در ش�کل رس�م شده اس�ت. بنابراین مس�احت قسمت رنگی  x=

مورد نظر است که از دو مثلث و یک مربع تشکیل شده است:

 S S S S S × ×= + + ⇒ = × + + =1 2 3
1 2 1 22 2 6
2 2
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3151 f  1نیزگ 1 m نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع ه�ای f و 1− n( , ) اگ�ر   2
. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می شود 

af a b      f b( ) , ( )− = ⇒ − + = =− ⇒− + + =−1 1 1 11 1 1 1
3 3 3 27 3

در نتیجه 

 
a b

a b
a b

  ,

− + =− ⇒ =− =−
 + =−


2
2 83
9 9263

9

 

. a b+ =−10
9

پس 

3161 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − −− = − =1 1 11 1 3  

g و اگر در تس�اوی  s( )=3 . در این صورت  g s( )− =1 3 اکن�ون ف�رض کنید 

، به دست می آید x s= g قرار دهیم  x f x( ) ( )= − +1 1

 
g s f s

f s
g s

( ) ( )
( )

( )

= − + ⇒ + =−
=

1 1
1 2

3
 

. یعنی  s=3 ، پس  s+ =1 4 بنابراین، چون تابع f یک به یک است، 

g ( )− =1 3 3

3171 x مقدار x را برحسب y به دست می آوریم: 1نیزگ 1 ay
x b
+=
+

2 از تساوی   3

 a byyx by x a y x a by x
y

( )
−

+ = + ⇒ − = − ⇒ =
−

2 2
2

 . ab=12 b=−3 و   ، a=−4 a و در نتیجه  bxf x
x

( )− −=
−

1
2

بنابراین 

3181 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x x x x x

f x
x x x x x

  

( ( ))
( )

( )

+ − − < + <  = = 
+ − ≥ − ≥  

3 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

 ، h x x( )= −4 1 ، x≥1 g و ب�رای  x x( )= +2 1 ، x<1 ف�رض کنی�د ب�رای 
بنابراین

 

x x g x

xg x x g x

x x h x

xh x x h x

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

−

−

< ⇒ + < ⇒ <

−= + ⇒ =

≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

+= − ⇒ =

1

1

1 2 1 3 3

12 1
2

1 4 1 3 3

14 1
4

 .
x x

f x
x x

( )−

− <=
+ ≥

1
1 3

2
1 3

4

بنابراین 

f و  ( )− =1 1 0 ، پ�س  f( )=2 7 )f و  )=0 1 راه ح��ل دوم توج�ه کنی�د ک�ه 

. این شرایط فقط در تابع گزینۀ )1( وجود دارد. f ( )− =1 7 2

3191 f تابع هایی برابرند، پس دامنۀ  1نیزگ 1 راه ح��ل اول چون f و 1−  4
آن ها برابر است. اکنون توجه کنید که

 
f

f

a x
f x D

x
x af x D

x a

( )
( ) { }

( ) { }
( )

−
−

+ +
= ⇒ = −

−
+ += ⇒ = −

− + 1
1

1 4 1
3 1 3

4 1
3 1 3





. a=0 ، در نتیجه  a+ =1 1
3 3

. پس  a{ } { }+− = −1 1
3 3

  بنابراین 

. xf x f x
x

( ) ( )− += =
−

1 4
3 1

، آن گاه  a=0 توجه کنید که اگر 

. بنابراین  a d=− ، آن گاه  f f −= 1 ax اگر  bf x
cx d

( ) +=
+

راه حل دوم در تابع 

. a=0 ، در نتیجه  a ( )+ =− −1 1 در اینجا 

3201 fof  1نیزگ 1 x x( )( )− =1 ff تساوی 
x D R−∈ =1 برای هر   3

برقرار است. برد تابع f را به دست می آوریم:
 fx x f x R( ) [ , )− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 0 1 2 2 2 2

. بنابراین g x x( )=2  ، x≥2 پس برای هر 

gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 2 4 4 4

3211 m  1نیزگ 1 m( , )−31 4 ) و  , )1 0 با توج�ه به زوج مرتب ه�ای   1
m برقرار باشد. پس m− =34 0 باید تساوی 

 m m m m( ) ,− = ⇒ = =±2 14 1 0 0
2

m=0 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. به ازای 

 f {( , ),( , ),( , )}= 1 0 0 2 0 4

m=1 رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع نیست. 
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه به شکل زیر درمی آید که تابع است.  1
2

به ازای 

 f {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 0 1 2 0 4 2 2

−=m رابطه تابع است. 1
2

پس فقط به ازای 

3221 راه حل اول اگر f تابع ثابت c باشد، آن گاه 1نیزگ 1  4

 a x
f x c

x
( )

( )
+ +

= =
−

2 3
2 3

. به  c=−3 3 a و  c+ =2 2 . در نتیج�ه  a x cx c( )+ + = −2 3 2 3 بنابرای�ن 

. a c= − =−2 2 4 c=−1 و  این ترتیب 
. بنابراین f f( ) ( )=1 2 راه حل دوم f تابعی ثابت است، پس 

 aa a a a
( )+ ++ + += ⇒ = + ⇒ =−

− − −
2 2 32 3 5 2 7 4

2 3 4 3 1
راه حل سوم مشتق تابع ثابت برابر صفر است. پس

 
f x   

a x a x a
f x

x x

a a( )

( )( ) (( ) ) ( )
( )

( ) ( )

( )′ =

+ − − + + − + −′ = =
− −

→− + − = ⇒ =−

2 2

0

2 2 3 2 2 3 3 2 6
2 3 2 3

3 2 6 0 4
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3231 x≥0 برای دامن�ۀ تابع وجود  1نیزگ 1 اولًا توج�ه کنید که ش�رط   1
دارد. عددهای داده ش�ده در گزینه ها بزرگ تر از صفر هس�تند. پس ریش�ه های 

مخرج را به دست می آوریم:
x  x x x x x x x

x x x x   ¡.¡.—

( )

, (. )

− ≥− − = ⇒ − = → − + =

+ −− + = ⇒ = =

1 0 2

2

1 0 1 2 1

3 5 3 53 1 0
2 2

] است.   , ) { }++∞ − 3 50
2

بنابراین دامنۀ تابع 

3241 ، یعنی 1نیزگ 1 fD x   x  { | | | }= − − ≥216 9 0 توج�ه کنید ک�ه   1

. در نتیجه fD x x{ | | }|= − ≤2 9 16

x x x x− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 216 9 16 7 25 0 25 5 5
 . b a− =10 b=5 و   ، a=−5 fD و در نتیجه  [ , ]= −5 5 پس 

3251 y را یک واحد به راس�ت و دو  1نیزگ 1 x= 3 اگ�ر نمودار تاب�ع   1

y به دس�ت می آید. اگر  x= − −3 1 2 واح�د به پایین انتقال دهیم، نمودار تابع 

 y x=− − +3 1 2 این نمودار را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید. دو نمودار مطابق شکل زیر در یک نقطه متقاطع اند.

3261 یعن�ی  1نیزگ 1  ، fD x x x{ | }= − ≥2 4 0 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
. بنابراین gD { , , , , }= −1 0 1 3 4 fD و  ( , ] [ , )= −∞ +∞0 4

g f g fD D D { , , }+ = = −2 1 0 4

1− یا صفر یا 4 باشد:  بنابراین a باید 

 
g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ − = − + − = + =

+ = + = + =

+ = + = + =

2 1 2 1 1 2 5 5 3 5

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 0 6

. f( )− = =4 32 4 2 a=4 و در نتیجه  بنابراین 

3271 fof را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 x( )( ) ابتدا   2

fof x f f x a ax b b

a a x abx b b

a x a bx ab b

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = + +

= + + +

= + + +

2 2

2 4 2 2

3 4 2 2 2

2

2
بنابراین تساوی زیر به ازای هر مقدار x برقرار است:

 a x a bx ab b x x+ + + = − +3 4 2 2 2 4 22 27 18 2
پس باید تساوی های زیر درست باشند:

 a a b ab b, ,= =− + =3 2 227 2 18 2

 b=−18 18  ، a b=−22 18 ، در نتیجه از  a=3 a نتیجه می شود  =3 27 از 
a=3 و b=−1 در تس�اوی  . مقادی�ر  b=−1 به دس�ت می آی�د ک�ه یعن�ی

 . a b+ =2 ab هم صدق می کنند. پس  b+ =2 2

3281 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
k x x

f x x k x
k x x

( | |)
( ) | || |

( | |)

+ ≥= + =
− <

3 0
3

3 0

 y k x( | |)= −3 y و  k x( | |)= +3 برای اینکه تابع f صعودی باشد، باید خطوط 
y همواره مثبت است، پس  k x( | |)= +3 شیب نامنفی داشته باشند. شیب خط 

y همواره نامنفی باشد. یعنی k x( | |)= −3 باید شیب خط 
 k k k| | | |− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤3 0 3 3 3

3291 f  1نیزگ 1 m نقط�ۀ برخورد نم�ودار تابع های f و 1− n( , ) اگ�ر   3

. بنابراین f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می شود 

 af a b      f b( ) , ( )− = ⇒− + + = =− ⇒ − + =−1 2 1 1 21 1 1
3 9 3 3 27 27

در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
− + = ⇒ =− =−
 + =−

1
89 1
927 25

. a b+ =−17
9

پس 

3301 y رس�م  1نیزگ 1 x= ابتدا قرینۀ نمودار تابع f را نس�بت به خط   4

f را  f به دس�ت بیاید. س�پس قرین�ۀ نمودار تابع 1− می کنیم تا نمودار تابع 1−

y به دس�ت بیاید.  f x( )−= −1 نس�بت به محور y پیدا می کنیم تا نمودار تابع 

y را یک واح�د به پایین منتق�ل می کنیم تا  f x( )−= −1 در آخ�ر نم�ودار تابع 

y به دست بیاید. f x( )−= − −1 1 نمودار تابع 

3311 اگر ضابطۀ داده ش�ده متعلق به یک تابع باش�د، باید در  1نیزگ 1  2
)f در ضابطۀ اول با  )2 f منحصربه فرد باش�د، یعنی مقدار  x( ) x=2 مقدار 

آن گاه   ، f x x a( )= + +2 اگ�ر  باش�د.  براب�ر  دوم  در ضابط�ۀ  آن  مق�دار 

 . f a( )= +2 8 16 ، آن گاه  f x ax( )= +3 16 . اگر  f a( )= +2 2
بنابراین

 a a a+ = + ⇒ =−2 8 16 2

. پس
x x

f x
x x

( )
 + − ≥=
− + ≤

3

2 2 2

2 16 2
و در نتیجه 

 f a f( ) ( ) ( )= − =− − + =32 2 2 16 32
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3321 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + + + = − + + +2 2 22 4 1 2 4

y است، یعنی یک چندجمله ای درجۀ اول  ax b= + ضابطۀ توابع خطی به شکل 

است. بنابراین باید m=1 تا ضابطۀ تابع یک چندجمله ای درجۀ اول شود، یعنی
 m f x x( )= ⇒ = +1 6 1

 . f m f( ) ( )= =1 7 بنابراین 

3331 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 xf x
x x x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+= + − = + + − = + + −1 1 1 1 1 11 1  

. f x f x
x x x x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )−− = + − + = + − + =
−

1 1 1 11 1 بنابراین 

3341 xy باید در نمودار تابع f  1نیزگ 1 f( )=2
2

برای رسم نمودار تابع   1

xy به دست آید. همچنین  f( )=
2

طول نقاط را در 2 ضرب کنیم تا نمودار تابع 

در نم�ودار به دس�ت آم�ده باید عرض نق�اط را در 2 ضرب کنیم ت�ا نمودار تابع 

xy به دس�ت آی�د. بنابرای�ن مس�احت قس�مت رنگ�ی در ش�کل زیر  f( )=2
2

. × × − × × =1 1 96 2 3 1
2 2 2

مورد سؤال است که برابر است با 

3351   1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀ تابع به ش�کل   3

 y x=− +3 1 y و  x= +3 1 اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که نم�ودار تواب�ع 

به صورت زیر است:

بنابرای�ن نمودار تابع f به ش�کل روبه رو 

است:

3361 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− − ≥=− − =
− − − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

3 0

0

 f بنابرای�ن کاف�ی اس�ت در جاهایی ک�ه مقدار
نامنفی است، 

، ع�رض نقاط روی نمودار f را   [ , ]−1 1 در بازۀ
3 براب�ر کنی�م و نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور 
 g طول ه�ا قرین�ه کنی�م، در بقیۀ جاه�ا نمودار

قرینۀ نمودار f نسبت به محور طول ها است.

3371 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2

y را رسم می کنیم. سپس، قرینۀ قسمتی  x x= −2 2 بنابراین، ابتدا نمودار تابع 
از این نمودار را که زیر محور x اس�ت نس�بت به محور x رسم می کنیم و قسمتی 

را که زیر محور x است حذف می کنیم.

مطابق شکل زیر، نمودار توابع f و g در چهار نقطه متقاطع اند.

3381 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 f x  x x x   x( ) | | |( ) |= + + = + −3 2 33 3 1 1

y را یک واحد به سمت چپ و یک واحد  x= 3 بنابراین کافی است نمودار تابع 
به س�مت پایین منتقل کنیم، س�پس قرینۀ قس�متی از نمودار را که پایین محور 
طول ها قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم و قسمتی را که زیر محور x است 

حذف کنیم.
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3391 y  1نیزگ 1 برحس�ب  را   x مق�دار   y x= −3 2 3 تس�اوی  از   2
به دست می آوریم:

 yy x x −
= − ⇒ =

3
3 22 3

3

 . ab=−2 b=2 و   ، a=−1 xf و در نتیجه  x( )− − +=
31 2
3

بنابراین 

3401 . اگر نم�ودار تابع  1نیزگ 1 f x x( ) cos=− 4 توج�ه کنی�د ک�ه   1
y را رس�م کنیم و نس�بت به مح�ور طول ها قرینه کنی�م، نمودار تابع  xcos=

y به دس�ت می آید. اگر طول هر نقط�ه از این نمودار را یک چهارم  xcos=−

y به دست می آید با توجه به شکل، تابع f روی  xcos=− 4 کنیم، نمودار تابع 

−π است.
4

] اکیداً نزولی است، پس حداقل مقدار a برابر  , ]π− 0
4

بازۀ 

3411 نم�ودار اولی�ه و نم�ودار انتقال یافت�ه را در یک دس�تگاه  1نیزگ 1  2
مختصات رسم می کنیم. طول نقطۀ برخورد نمودارها جواب معادلۀ زیر است:

 x x| ( )| | | ( )+ − = −1 14 1 2 1
2 2

 

x+4 مثبت است. بنابراین معادلۀ )1( می شود توجه کنید که x منفی و 

 x x x( )+ − =− − ⇒ =−1 14 1 2 3
2 2

 

تجربی - 93  

3421 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = +  
، پس g( )=6 5 از طرف دیگر 

 a a a+ = ⇒ =6 4  
تجربی - 91  

3431 توجه کنید که 1نیزگ 1  4
x

x xgof x g f x g
x x

x
x x

xx x
x x

x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

− +
− += = =
+ −−

+
− + +

+= = =
+ − +

+

2 12 2
2 1 1

1 2 12
1

4 2 2 2
61 2

2 2 2 1 3
1

تجربی - 96  

3441 ابتدا ضابطۀ تابع g را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1  3
 g f x g x x x( ( )) ( )= + = + +22 3 8 22 20  

tx و −= 3
2

. در این صورت  x t+ =2 3 فرض می کنیم 

 
t tg t

t t t t t

( ) ( ) ( )− −= + +

= − + + − + = − +

2

2 2

3 38 22 20
2 2

2 12 18 11 33 20 2 5
 

g و x x x( )= − +22 5 بنابراین 

fog x f g x g x x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = − + + = − +2 22 3 2 2 5 3 4 2 13
ریاضی - 92  

3451 نم�ودار  1نیزگ 1 ب�ه   y f x( )= −2 نم�ودار  از  اینک�ه  ب�رای   4
y برس�یم، کافی اس�ت آن را مطابق ش�کل زیر دو واحد به چپ منتقل  f x( )=

xf را  x( ) ، عبارت  g x xf x( ) ( )= کنیم. برای به دست آوردن دامنۀ تابع 
تعیین علامت می کنیم: 

 

x

f x

x

xf x

( )

( )

−∞ − − +∞

+ − + + −

− − − + +

− + − + −

5 3 0 2

0 0 0

0

0 0 0 0

 . gD [ , ] [ , ]= − −5 3 0 2 بنابراین 

خارج از کشور تجربی - 94  

3461 معلوم  1نیزگ 1 y x| |= 3 راه ح��ل اول با توجه ب�ه نمودار تاب�ع   3

می شود که این تابع یک به یک نیست، بنابراین وارون ناپذیر است.

) روی نمودار این تابع هستند، پس  , )0 0 ) و  , )−1 1  ،( , )1 1 راه حل دوم س�ه نقطۀ 
خارج از کشور تجربی - 95 این تابع صعودی، نزولی، یک به یک و وارون پذیر نیست. 

3471 .  1نیزگ 1 f og a f g a( )( ) ( ( ))− −= =1 1 6 ک�ه  کنی�د  توج�ه   4
)g نتیجه می شود  )=4 7 . باتوجه به اینکه  g a f( ) ( )= = − =6 12 5 7 بنابراین 

 a=4
ریاضی - 93  

3481 ، آن گاه 1نیزگ 1 x<0 اگر   3
yy x x y x y x y y| |<=− − ⇒− = ⇒ =− → =02 2

، آن گاه x≥0 و اگر 
 yy x x y x y y| |≥= ⇒ = → =02  

x و ضابط�ۀ تاب�ع وارون تاب�ع f به ص�ورت  y y| |= بنابرای�ن در ه�ر حالت�ی 

تجربی - 96 f است.  x x x( ) | |− =1
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3491 راه حل اول ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را به دست می آوریم 1نیزگ 1  2
yxy xy y x x y y x

x y
( )

++= ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =
− −

2 44 2 4 1 2 4
2 1

f نقطه های  x f x( ) ( )−= 1 . اکنون با حل معادلۀ  xf x
x

( )− +=
−

1 2 4
1

بنابراین 

برخورد دو تابع را می یابیم:

 
x x x x x
x x
x x x x x x( )( ) ,

+ += ⇒ + − = −
− −
− − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2

4 2 4 3 4 2 8
2 1
3 4 0 1 4 0 1 4

 

y را بیابیم: x= راه حل دوم کافی است طول نقطه های برخورد نمودار تابع f و خط 

 x x x x x x x x x
x

,+ = ⇒ − = + ⇒ − − = ⇒ =− =
−

2 24 2 4 3 4 0 1 4
2

 

خارج از کشور تجربی - 96  

3501 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 ax x bax by y       x y b y
b

,− −+ = ⇒ = − = ⇒ =8 28 2 3
3

 

چون خط های داده ش�ده نس�بت به نیمس�از ربع های اول و س�وم قرینۀ یکدیگر 

x وارون یکدیگرند. از طرف  by −=2
3

axy و 
b
−=8 هس�تند، پس تابع های 

b و 
b
=8

2
. بنابرای�ن  x by +=3

2
x می ش�ود  by −=2

3
دیگ�ر، وارون تاب�ع 

. در نتیجه  b=±4 ، یعنی  b =2 16 . در نتیجه  a
b
− =3

2
ab a a b

ab a a b

−=− ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
−

−= ⇒ = ⇒ =− ⇒ + =−

34 6 2
4 2

34 6 2
4 2

خارج از کشور ریاضی - 93  . a b+ =±2 بنابراین 

3511 ط�ول نق�اط تلاق�ی نم�ودار تاب�ع م�ورد نظر ب�ا محور x  1نیزگ 1  3
x=−2 و  x هستند. جواب های این معادله  x− − =2 3 10 0 جواب های معادلۀ 

x=5 هس�تند. بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع 
مورد نظر به صورت مقابل است. از روی 
این ش�کل معلوم اس�ت که بای�د نمودار 
تاب�ع را حداقل دو واح�د به طرف xهای 
مثبت انتق�ال دهیم تا ط�ول نقاط تلاقی 
نمودار حاصل با محور x غیرمنفی باشد.
خارج از کشور تجربی - 93  

3521 ابتدا دقت کنید که 1نیزگ 1  3
f x x x x x x x( ) [ ] [ ] [ ]− = − − − = − − + = −2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 2

. g x f x f x x x x x x x( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]= − − = − − + = −2 3 2 2 2 2 2 2 2 پس 
اکن�ون ف�رض می کنی�م k ع�دد صحی�ح دلخواهی باش�د. در این ص�ورت اگر 

x و k[ ]= ، آن گاه  k x k≤ < +1
2

k x k x k[ ]≤ < + ⇒ =2 2 2 1 2 2  

x و k[ ]= ، آن گاه  k x k+ ≤ < +1 1
2

. اگر  g x k k( )= − =2 2 0 بنابراین 

 k x k x k[ ]+ ≤ < + ⇒ = +2 1 2 2 2 2 2 1  

. gR { , }= −1 0 . در نتیجه  g x k k( )= − − =−2 2 1 1 بنابراین 
خارج از کشور ریاضی- 92  

3531 fog را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1 x( )( ) ابتدا   2

 fog x f g x f x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )= = + = + − = +2 22 2 4 3 2 1  
fog را حل می کنیم: x f x( )( ) ( )= اکنون معادلۀ 

x x x x x x

x x

( ) ( )+ = − ⇒ + + = − +

= ⇒ =

2 2 2 22 1 2 3 4 4 1 4 12 9

116 8
2

تجربی - 92  

3541 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

x
x xgof x g f x g

x x
x

x x
xx x

x x
x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

+−
+ −= = =
− + +

−
− − −

− −−= = =− −
+ + −
−

2 31 3
2 3 2
2 2 3 2

2
2 6 9

7 72 1
2 3 4 2 7

2

 

خارج از کشور تجربی - 96  

3551 .  1نیزگ 1 gof f gD x x D f x D{ | , ( ) }= ∈ ∈ توجه کنید که   2

. در نتیجه gD [ , ]= 0 1 fD و  { }= − ±1 از طرف دیگر، 

 

gof
xD x x
x

x x x x
x x x
x x x x
x
x x x
x

IÄ  IÄ

  0

      

{ | , }+= ≠± ≤ ≤
−

+ + + − +≤ ⇒ − = ≤
− − −

≤ ⇒ <− = >
−
+ ≥ ⇒ − > ⇒− < <
−

2

2

2 2 2 2

2 2 2

2

2

2 2
2

11 1
1

1 1 1 11 1 0
1 1 1
2 0 1 0 1

1
1 0 1 0 1 1
1

 

از اشتراک ناحیه های به دست آمده دامنۀ تابع gof به دست می آید، بنابراین 

 gofD { }= 0

ریاضی - 96  

3561 از  1نیزگ 1 تاب�ع  دامن�ۀ   1
به دس�ت   x− < − <2 1 2 نامس�اوی 
. با توجه به  fD ( , )= −1 3 می آید، پس 

، در بازۀ  y x x= − −2 2 3 نمودار تاب�ع 

) مقدار تابع f همواره منفی است  , )−1 3

و این تابع نه صعودی است و نه نزولی.
ریاضی - 91  

3571 g نتیجه می شود 1نیزگ 1 of a( )( )− − =1 1 8 راه حل اول از تساوی   2

 g f a g f a( ( )) ( ) ( )− − −= ⇒ =1 1 18 8  
بنابراین

 f a f a( ) ( )− −× + = ⇒ =1 15 8 9 7  
. a=3 ، یعنی  a f( )= 7 پس 



)69(

. چون  g of x fog x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه ح��ل دوم ابت�دا توجه کنید ک�ه 

 . fog a( )( )=8 . یعنی  fog a( ) ( )− =1 8 ، بنابرای�ن  g of a( )( )− − =1 1 8
در نتیجه

 f g a f a a( ( )) ( )= ⇒ = ⇒ =8 7 3
خارج از کشور تجربی - 96  

3581   1نیزگ 1
x x

f x
x

( )
− ≤=

>

4 4 2

4 2
به ص�ورت  را  تاب�ع  ضابط�ۀ   4

) وارون پذی�ر اس�ت. ف�رض می کنی�م  , ]−∞ 2 می نویس�یم. تاب�ع f در ب�ازۀ 

. از طرف دیگر، yx +
=

4
4

، در این صورت  y x= −4 4

 x x y≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 4 4 4 4  

 . f x x x  ( ) ,− = + ≤1 1 1 4
4

بنابراین 

خارج از کشور ریاضی - 92  

3591 >x ضابطۀ تابع وارون تابع را به دس�ت  1نیزگ 1 <0 ابت�دا برای 1  1
می آوریم:

 

x xy x x x
x x

y x x y x y

f x x f x

| |

( ) ( )−

= − = − = −

= − ⇒ = − ⇒ = −

= − =

2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

1 1 1

1 1 1

1

 

: x− < <1 0 به همین ترتیب برای 

 
x xy x x x y x
x x

x y x y f x x f x

| |

( ) ( )−

−= − = − =− − ⇒ = −

= − ⇒ =− − ⇒ =− − =

2 2 2 2 2

2 2 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1
 

 . f ( )− =1 0 0 ، در نتیج�ه  f( )=0 0 همچنی�ن 
نوش�ت  می ت�وان  ص�ورت  ه�ر  در  پ�س 
. توجه کنید که نمودار تابع  f x f x( ) ( )− =1

به ش�کل مقابل است که از دو ربع دایره و یک 
y متقارن اس�ت، بنابراین وارون آن با  x= نقطه تش�کیل ش�ده و نسبت به خط 
خارج از کشور ریاضی - 91 خودش برابر است. 

3601 f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 راه حل اول ابتدا ضابطۀ تابع 1−  4

y x x y x y f x x( ) ( )−= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −2 11 1 1 1

f را پیدا می کنیم: −1 اکنون محل برخورد نمودار تابع های f و 

 x

f x f x x x

x x x

x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

−

≥

= ⇒ + + =

→ + + + + =

+ + + + =

1 2

0 4 2

4 2

1 1

1 2 1 1

1 2 3 3 0

 

معادلۀ بالا با توجه به اینکه مجموع چند مقدار نامنفی است، جواب ندارد.
راه حل دوم نم�ودار تابع f را رس�م 
می کنی�م. ب�ا قرین�ه کردن نم�ودار 
، نم�ودار  y x= نس�بت ب�ه خ�ط 

f را رس�م می کنیم. واضح است  −1

که دو نمودار نقطۀ برخوردی ندارند.
ریاضی - 92  



3611 با توجه به شکل زیر، 1نیزگ 1  1

 ACB BC
BC BC

ˆsin = = = ⇒ =2 1 6
3

اکنون طبق قضیۀ فیثاغورس

BC AC AB AB AB= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 2 26 2 32

 . ABC
AC

ˆtan = = =4 2 2 2
2

. بنابراین  AB=4 2 یعنی 

3621 از نمادگ�ذاری ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. ب�ا توجه به  1نیزگ 1  1

فیثاغ�ورس،  قضی�ۀ  بناب�ر  دیگ�ر،  ط�رف  از   . BC
AC

sinα= ش�کل، 

 . DE
CE

cosβ= . همچنین  sinα= 1
5

. بنابراین AC= + =2 21 2 5

. بنابرای�ن  CE= + =2 21 1 2 از ط�رف دیگ�ر، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. به این ترتیب cosβ= 1
2

 sin cos −α− β= − =1 1 2 5
5 2 10

  
3631 از نمادگذاری ش�کل زیر استفاده می کنیم. توجه کنید که  1نیزگ 1  4

، در نتیجه BACˆα= بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

 BCBAC
AC

ˆtan tan cotα= = = ⇒ α=3 4
4 3

. tan cotα+ α= + =3 4 25
4 3 12

پس 

3641 مطابق ش�کل داده ش�ده، در مثل�ث قائم الزاویۀ ABC ،  1نیزگ 1  1
ˆCAB پس این مثلث قائم الزاویۀ متساوی الساقین است. از طرف  = 045 چون 

. پس  BADˆ = 060  ، ABD دیگر در مثلث قائم الزاویۀ

 x yBD x x
AB y y y

tan
+

= ⇒ = = + ⇒ = −060 3 1 3 1

فصل دوم

فصل دوم: آزمون ها

اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس 
، ABC در مثلث

 AC AB BC z y y

z y

= + ⇒ = +

=

2 2 2 2 2 2

2

بنابراین

 DC x
AC y

− −= = =3 1 6 2
22 2

3651 در مثلث قائم الزاویۀ AHB ، در مورد زاویۀ B می دانیم 1نیزگ 1  1

 AH AHB AH
HB

ˆtan = ⇒ = ⇒ =3 6
4 8

 CH با استفاده از قضیۀ فیثاغورس می توانیم طول ضلع ACH در مثلث قائم الزاویۀ
را حساب کنیم:

 AC CH AH

CH CH

= +

= + ⇒ =

2 2 2

265 36 29

3661 بنابرای�ن  1نیزگ 1  . cB
b

ˆcot = = 2 ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا   3

. از طرف دیگر طبق قضیۀ فیثاغورس، c b= 2

 b c b b

b b b b

( ) ( ) ( )+ = ⇒ + =

+ = × ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

6 3 2 6 3

2 36 3 36 6

c=6 و در نتیجه  2 بنابراین 

S bc= = × × =1 1 6 6 2 18 2
2 2

3671 . همچنین در  1نیزگ 1 B Ĉˆ+ = 090  ،OBC در مثلث قائم الزاویۀ  2
 . B HOCˆˆ = =α . در نتیجه  HOC Cˆ ˆ+ = 090  ،OCH مثل�ث قائم الزاوی�ۀ

،OHB اکنون در مثلث قائم الزاویۀ

 OHB OB
OB OB

ˆsin sin
sin

α= = = ⇒ =
α

2 2

،OCH در مثلث قائم الزاویۀ

 OH OC
OC OC

cos
cos

α= = ⇒ =
α

2 2

بنابراین

OB OC
sin cos

+ = +
α α

2 2  



)71(

3681 ارتف�اع AH را رس�م می کنی�م. ب�ا توج�ه به ش�کل زیر،  1نیزگ 1  2

. بنابرای�ن بای�د مقدار y را به دس�ت آوریم. در مثل�ث قائم الزاویۀ  y
sinα=

4

، ABH در مثلث قائم الزاویۀ . x y+ =2 2 9  ، ACH

 y x y x x( )+ − = ⇒ + − + =2 2 2 26 16 12 36 16  

x به دست می آید y+ =2 2 9 با جای گذاری 

  
x y

x x x

y y y( )+ =

− + = ⇒ = ⇒ =

→ + = ⇒ = ⇒ =
2 2 9 2 2 2

299 12 36 16 12 29
12

29 455 4559
12 144 12

و در نتیجه 

sinα= =

455
45512

4 48
3691 ابتدا توجه کنید که چون مثلث های ABD و ACD در ارتفاع  1نیزگ 1  2

.  بنابراین  ABD

ACD

AH BDS BD
S CDAH CD

×
= = =

×

1
2 1
1
2

وارد از رأس A مشترک اند، پس 

 
ABD ACDS S AB AD AC AD

AB AC

sin sin

sin sin sin sin

= ⇒ × × α= × ×

× α= × ⇒ × α= × ⇒ α=

0

0

1 1 45
2 2

2 245 9 6
2 3

 

3701 ، از طرف دیگر، 1نیزگ 1 B Bˆ ˆ=1 2 دقت کنید که در شکل زیر   1

 ABE BCDS B S B     
ˆ ˆsin , sin= × × × = × × ×1 2

1 13 5 6 8
2 2

بنابراین 

ABE

BCD

S
S

= 5
16

3711 مطابق شکل، 1نیزگ 1  2

 bB c b
c

ˆsin = = ⇒ =4 5
5 4

. بنابراین b c+ =7 از طرف دیگر 

 bb b b   c,+ = ⇒ = ⇒ = = × =5 9 28 5 28 357 7
4 4 9 4 9 9

اکنون طبق قضیۀ فیثاغورس،

 
c a b a

a a

( ) ( )

( )( )

= + ⇒ = +

− +− × ×= = = = = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 22
2 2 2

35 28
9 9
35 28 35 2835 28 7 63 7 7 49 7

9 9 39 9 9

3721 از نمادگذاری ش�کل زیر استفاده می کنیم. توجه کنید که  1نیزگ 1  4
. در نتیجه  ACBˆα= بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

ABACB
AC

ˆtan tanα= = =5
3

3731 در مثلث قائم الزاویۀ ABH ، 1نیزگ 1  1

 AH AH AHB AH
AB

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 245 3
26 6

، بنابراین 
BH

= 31 ، پ�س  AHB
BH

ˆtan tan= =045 از ط�رف دیگ�ر چ�ون 

. در مثلث قائم الزاویۀ AHC ، طبق قضیۀ فیثاغورس، BH= 3

 AH HC AC HC

HC HC

( ) ( )+ = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2

3 2 3

9 3

 . HC
BH

= =3 3
3

بنابراین 

3741 ارتف�اع CH را رس�م می کنی�م. مطاب�ق ش�کل زی�ر در  1نیزگ 1  2
، BCH و ACH مثلث های قائم الزاویۀ

h hx h y h
x y

   tan , tan= = ⇒ = = = ⇒ =0 03 330 3 60 3
3 3

، بنابراین x y+ =24 . از طرف دیگر  x y h+ =4 3
3

بنابراین 

 h h= ⇒ =4 324 6 3
3

3751 ارتف�اع وارد ب�ر ضلع BC را رس�م می کنیم. ب�ا توجه به  1نیزگ 1  2
، ABH شکل زیر، در مثلث قائم الزاویۀ

 AH BH
BH BH

tan = ⇒ = ⇒ =0 8 360 3 8

، ABH از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ
AHABH x
AB x x

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 8 3 3 8 360 16
2



فصل دوم: آزمون ها
)72(

3761 طب�ق  1نیزگ 1  . MB y= و   CM AB x= = کنی�د  ف�رض   1

، در  x y y+ =3 . پ�س  x x
y x y
=

+
3 ، بنابرای�ن  tan tanθ= α3 ف�رض 

cotα=3 و 
2

. بنابراین  tan θ=2 tanα=2 و 
3

. از این رو  x y=2 نتیجه 

cotθ=1 و در نتیجه
2

cot cotα+ θ= + =3 1 2
2 2

 

3771 راه حل اول در مثلث های قائم الزاویۀ ABH و ACH،  1نیزگ 1  1

 
BH BH AB

ABBHAB
HC ACCH CH AC

AC

  

cos cos
cos
coscos cos

 β= ⇒ = β× β ⇒ =
α α= ⇒ = α×

 

 ، ABC از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ 

 AB AB AC AC     
BC BC

cos , cosβ= = α= =
4 4

 

 . BH AB
HC AC

( ) tan= = α2 2 بنابراین 

،ABC راه حل دوم در مثلث قائم الزاویۀ

 
AB AB AB
BC
AC AC AC
BC

sin sin

cos cos

α= = ⇒ = α

α= = ⇒ = α

4
4

4
4

، AHC در مثلث قائم الزاویۀ

 HC HC AC
AC

cos cos cosα= ⇒ = α= α24

، ABH در مثلث قائم الزاویۀ

 BH BH AB
AB

cos cos sin cosβ= ⇒ = β= α β4

نتیج�ه  در  و   cos sinβ= α پ�س  هس�تند،  متم�م   β و   α چ�ون 

. BH
HC

sin tan
cos

α= = α
α

2 2
2

4
4

. بنابراین  BH sin= α24

3781 .  1نیزگ 1 BD x
AB AB

cosα= =  ، ABD در مثل�ث قائم الزاویۀ  2

. بنابراین AB AB AB
BC x x x

cosα= = =
+8 9

 ،ABC در مثلث قائم الزاویۀ

 x AB AB x AB x
AB x

= ⇒ = ⇒ =2 29 3
9

. x x
AB x

cosα= = =1
3 3

در نتیجه 

3791 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 ABCS AC BC BC BCsin ( )= × × = × × × =01 1 245 8 2 2 1
2 2 2

همین طور،

ABCS AB BC AB BC AB BCsin ( )= × × = × × = ×01 1 1 130 2
2 2 2 4

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 BC AB BC AB= × ⇒ =12 2 8 2
4

 

 ،AHC را رسم می کنیم. با توجه به شکل زیر در مثلث AH راه حل دوم ارتفاع

 AH AHC AH
AC

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 245 4 2
2 8

 

 ،ABH در مثلث

 AHB AB
AB AB

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 1 4 230 8 2
2

 

3801 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
ADE

ABC

S AD AE A A A

S AB AC A A A

ˆ ˆ ˆsin sin sin

ˆ ˆ ˆsin sin sin

= × × = × × × =

= × × = × × × =

1 1 217 3
2 2 2
1 1 5 4 10
2 2

. پس ADE ABCS S A Aˆ ˆ( )sin sin+ = + =21 4110
2 2

بنابراین 

  A A A.SwH ½jIeˆ ˆ ˆsin sin α= ⇒ = → = 041 41 1 30
2 4 2

3811 0230 در ربع س�وم قرار  1نیزگ 1 انته�ای کمان روبه رو ب�ه زاویۀ   4
cos اعدادی منفی هستند. انتهای کمان روبه رو  0230 sin و  0230 دارد، پس 
sin ع�ددی منفی و  0310 0310 در رب�ع چه�ارم ق�رار دارد، پ�س  ب�ه زاوی�ۀ 

cos عددی مثبت است. 0310

3821 ، معلوم است که  1نیزگ 1 |cos | cosα =− α با توجه به تساوی   3

، معل�وم اس�ت ک�ه  |sin | sinα =− α . ب�ا توج�ه ب�ه تس�اوی  cosα≤0

α در ربع سوم مثلثاتی است. . بنابراین انتهای کمان روبه رو به زاویۀ  sinα≤0



)73(

3831 توجه کنید ک�ه دو مثلث قائم الزاویۀ POQ و OTQ در  1نیزگ 1  4
زاویۀ حادۀ رأس Q مشترک اند، پس زاویۀ حادۀ دیگر آن ها نیز برابر است، یعنی 

، OPT در مثلث قائم الزاویۀ . OTQ POQˆˆ = =α

OP
OT OB BT BT

BT BT

sin

sin sin

α= = =
+ +

+ = ⇒ = −
α α

1 1
1

1 11 1

3841 −  1نیزگ 1 ≤α≤0 015 15 از   4
. با توجه  − ≤ α≤0 030 2 30 نتیجه می گیری�م 

−sin و در  ≤ α≤1 12
2 2

ب�ه ش�کل مقاب�ل 

 . m− ≤ ≤2 2 ، یعنی  m− ≤ ≤1 1
2 4 2

نتیجه 

 ، ±2 بنابرای�ن m می توان�د مقادی�ر صحیح 
1± و صفر باشد. 

3851 cosβ برابر 1 است.  1نیزگ 1 sinα و  می دانیم حداکثر مقدار   1
sinα=1 و  sin نتیج�ه می ش�ود  cosα+ β=2 5 7 بنابرای�ن از تس�اوی 

. sin cosα− β= − =−3 4 3 4 1 . بنابراین  cosβ=1

3861 . بنابراین 1نیزگ 1 sin≤ α≤0 α≤0≥ نتیجه می شود 1 00 180 از   3

 
sin sin

sin
sin

≤ α≤ ⇒ ≤ α+ ≤

α+≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
α+

0 2 2 1 2 1 3

1 2 1 31 1 3
3 3 2 1

پس حداکثر مقدار عبارت برابر 3 است.
3871 α باش�د. چون  1نیزگ 1 ف�رض کنی�د زاوی�ۀ بی�ن ای�ن دو ضلع   1

، پس  sinα≤1

 W±X¶ SeIv¶ sin sin= × α= α≤1 2 6 3 3
2

3 می ش�ود.  090 باش�د، مس�احت مثلث برابر  اگ�ر زاوی�ۀ بین این دو ضلع 
3 است. بنابراین بیشترین مقدار ممکن مساحت مثلث مورد نظر برابر 

3881 .  1نیزگ 1 tanα≤0 آن گاه   ، <α≤0 090 180 اگ�ر  می دانی�م   1
بنابراین

m m+ ≤ ⇒ ≤− 12 1 0
2

3891 ) می گ�ذرد، پس مختصات این  1نیزگ 1 , )0 2 چ�ون خط از نقطۀ   3

نقطه در معادلۀ خط صدق می کنند:
 a a× − × + = ⇒ =3 0 2 2 3 0 3

 y x= +3 2 x یا همان  y− + =3 3 2 3 0 بنابراین معادلۀ خط به صورت 
. بنابراین tanα= 3 3 است. پس  است که شیب آن 

 sin sinα= ⇒ α= =0 0 360 60
2

 

3901 tan است  1نیزگ 1 060 با توجه به شکل رسم شده شیب خط برابر   1
 y ax a= − +2 3 و عرض از مبدأ آن برابر b است. از طرف دیگر در خط به معادلۀ 

−a است.  +2 3 شیب خط برابر a و عرض از مبدأ آن برابر 

بنابراین 
 a  b a     tan ,= = =− + =− + =−060 3 2 3 2 3 3 3  

3911 0190 و  1نیزگ 1  ، 0170  ، 070 انتهای کم�ان روبه رو به زاویه ه�ای   1
 tan 0170 0260 به ترتیب در ناحیه های اول، دوم، سوم و سوم مثلثاتی است. پس 
cot اعدادی مثبت هستند.  0260 cot و  070  ، tan 0190 عددی منفی است و 

3921 ابتدا توجه کنید که در مثلث OPH ،  1نیزگ 1  1

 
PH PH PH
OP
OH OH OH
OP

sin

cos

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

0

0

3 360
2 1 2
1 160
2 1 2

 

. بنابراین  y PH=− x و  OH= از طرف دیگر 

 yx y
x

  ,
−

= =− ⇒ = =
− −

3
1 3 2 3
2 2 1 1 1

2

 

3931 =ysinα و  1نیزگ 1 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر واضح اس�ت که   2
′TT برابر است با  . بنابراین طول پاره خط  ztanα=

 TT AT AT  y z  y z| | | | sin tan′ ′= + = + =− + =− α+ α

. بنابراین MM  y  y| | sin′= =− =− α2 2 2 از طرف دیگر، 
TT MM tan sin ( sin ) tan sin′ ′− = α− α− − α = α+ α2

3941 −α و مطاب�ق  1نیزگ 1 < <0 045 45
2

 ، − <α<0 090 90 وقت�ی   3

 . m< ≤2 2 4 ، یعنی  m< ≤2 1
2 4

. در نتیجه  cos α< ≤2 1
2 2

شکل زیر، 

پس m می تواند مقادیر صحیح 3 یا 4 باشد که مجموع آن ها برابر ۷ است.



فصل دوم: آزمون ها
)74(

3951 . پس  1نیزگ 1 xsin− 21 xcos2 ق�رار می دهی�م  ب�ه ج�ای   3
عبارت به شکل زیر درمی آید:

 
A x x x x

x

( sin ) sin sin sin

( sin )

= − − =− − +

=− + +

2 2

2

4 1 2 4 2 4

1 172
2 4

 

اکنون دو راه حل ارائه می کنیم.
، پس  xsin− ≤ ≤1 راه حل اول چون 1

 

x x

x x

x A

sin sin

( sin ) ( sin )

( sin )

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 1 52 2 2 2
2 2 2

1 25 25 10 2 2 0
2 4 4 2

17 1 17 172 2 2
4 2 4 4

) است.  )− − =17 252
4 4

پس اختلاف حداکثر و حداقل مقدار A برابر 

، آن گاه  t xsin= راه حل دوم اگر فرض کنیم 

A t t( ) ,=− + + − ≤ ≤21 172 1 1
2 4

 . A− ≤ ≤172
4

نمودار A برحسب t به صورت زیر است. واضح است که 

3961 راه حل اول عبارت را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 A cos cos
cos cos cos cos

α+ α+= = − = −
α+ α+ α+ α+

3 1 3 9 8 83
3 3 3 3

−cos نتیجه می شود  ≤ α≤1 1 از 

 
A

cos
cos cos

cos

−≤ α+ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤−
α+ α+

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤
α+

1 1 1 82 3 4 4 2
4 3 2 3

81 3 1 1 1
3

9 شود. 
8

بنابراین A نمی تواند برابر 

، آن گاه  A=9
8

راه حل دوم اگر قرار دهیم 

 
cos cos cos

cos

cos cos

α+ = ⇒ α+ = α+
α+

α= ⇒ α=

3 1 9 24 8 9 27
3 8

1915 19
15

19 باشد، پس مقدار A هم نمی تواند برابر 
15

cosα نمی تواند برابر  چون مقدار 

9 باشد. 
8

3971 sin و  1نیزگ 1 cosα< α α<0> آن گاه  00 45 می دانی�م اگر   4
 sin cos<0 020 20 . بنابراین  sin cosα> α ، آن گاه  <α<0 045 90 اگر 

. در نتیجه  sin cos>0 070 70 و 
A  |sin cos | |sin cos |

sin cos (sin cos )

sin cos sin cos

− +

= − − −

=− + − −

=− + − +

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

20 20 70 70

20 20 70 70

20 20 70 70

 

 

sin و  cos=0 020 70 070 متم�م یکدیگرن�د، پ�س  020 و  چ�ون زاویه ه�ای 
. A=0 cos و در نتیجه  sin=0 020 70

3981 α<0≥  1نیزگ 1 0180 270 از   3
نتیج�ه  در  و   tanα≥0 می ش�ود  نتیج�ه 
 . m m( )+ ≥2 1 0 یعن�ی   ، m m+ ≥3 2 0

m همواره درست است، پس کافی  ≥2 0 چون 
 . m≥−1 که در نتیجه m+ ≥1 0 است 

3991 tan و  1نیزگ 1 0150 ′d برابر  ابت�دا توجه کنید که ش�یب خط   1

 y x=− +1 2
3

عرض از مبدأ آن برابر 2 اس�ت. پ�س معادلۀ آن به صورت 

′d با محور x اس�ت،  اس�ت. بنابرای�ن ط�ول نقط�ۀ A که مح�ل برخورد خ�ط 
به صورت زیر به دست می آید:

 A Ax x=− + ⇒ =10 2 2 3
3

 

tan است و این خط از نقطۀ A می گذرد.  045 از طرف دیگر شیب خط d برابر 
y است و اگر مختصات نقطۀ A را  x b= + بنابراین معادلۀ این خط به صورت 

در معادلۀ این خط قرار دهیم، نتیجه می شود
 b b= + ⇒ =−0 2 3 2 3  

y است. x= −2 3 پس معادلۀ خط d به صورت 

4001 =α و در  1نیزگ 1 060 ب�ا توجه به ش�کل زیر، واضح اس�ت ک�ه   2
 y x b= +3 ، یعن�ی معادل�ۀ خ�ط  a tan tan= α= =060 3 نتیج�ه 

) روی خط قرار دارد، پس  , )2 2 است و چون نقطۀ 

 b b= × + ⇒ = −2 3 2 2 2 3
. a b+ = + − = −3 2 2 3 2 3 بنابراین 
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4011 tan مق�دار  1نیزگ 1
cos

+ α=
α

2
2

11 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد   2

tanα را حساب می کنیم:

 tan tan tan+ α= = ⇒ α= ⇒ α=±2 211 5 4 2
1
5

 ، tanα<0 α در ناحیۀ چهارم است، پس  چون انتهای کمان روبه رو به زاویۀ 

، پس cot
tan

α= =−
α

1 1
2

. بنابراین  tanα=−2 در نتیجه 

 tan cotα− α=− + =−1 32
2 2

4021 tan مق�دار m را  1نیزگ 1 cotα α=1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد   3
حساب می کنیم:

 m m m m
m

( )+ = ⇒ + = ⇒ =1 3 1 3 2 3
2

مق�دار   cot
sin

+ α=
α

2
2
11 اتح�اد  کم�ک  ب�ه  و   cotα=6 بنابرای�ن 

sin را به دست می آوریم: α2

 sin
sin

+ = ⇒ α=
α

2 2
2
1 11 6

37

4031 مخرج مشترک می گیریم و عبارت داده شده را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  4

 

sin sin

sin sin ( sin )( sin )

sin cos

− + ++ =
+ − + −

= =
−

0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

1 1 1 10 1 10
1 10 1 10 1 10 1 10

2 2
1 10 10

4041 از  1نیزگ 1 در مخ�رج کس�ر  و   sin 015 از  در ص�ورت کس�ر   3
cos فاکتور می گیریم: 015

A
sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

15 1 15 15 15 15 15
15 1 15 15 15 15

4051 x به  1نیزگ 1 xsin cos= +2 23 1 4 راه ح��ل اول در تس�اوی   3
xcos2 را به دست می آوریم: −xcos و مقدار  21 xsin2 قرار می دهیم  جای 

x x x x

x x

( cos ) cos cos cos

cos cos

− = + ⇒ − = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2

3 1 1 4 3 3 1 4

27 2
7

xtan2 را حساب می کنیم:  x مقدار 
x

tan
cos

+ =2
2

11 اکنون به کمک اتحاد 

 x xtan tan+ = ⇒ =2 21 51
2 2
7

xcos2 تقسیم می کنیم: راه حل دوم ابتدا دو طرف معادلۀ داده شده را بر 

 x x x
x

sin cos tan
cos

= + ⇒ = +2 2 2
2

13 1 4 3 4  

، پس x
x

tan
cos

+ =2
2

11 چون 

 x x x xtan tan tan tan= + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 53 1 4 2 5
2

 

4061 عبارت را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

 

sin ( )
sin tan cos
cos cot cos ( )

sin
cos

coscostan ( ) tan ( )
sin sin

sin

α +
α+ α α=
α+ α α +

α
+ α

+ αα= α = α
+ α + α

α

2

11

11

1
1

1 1

tan همگی همواره  α2 +sin و  α1  ، cos+ α1 واضح است که عبارت های 
نامنفی هستند. پس در هر چهار ناحیه، عبارت فوق نامنفی است.

4071 می توان نوشت 1نیزگ 1  2
sin sin coscot
cos cos sin

sin cos ( cos ) sin cos cos
( cos )sin ( cos )sin

cos
( cos )sin sin

α α α− α= −
− α − α α

α− α − α α− α+ α= =
− α α − α α

− α= =
− α α α

2 2 2
1 1

1
1 1

1 1
1

4081 عبارت A را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  2
A x x x x x x

x x x x

cot cot tan tan tan cot

tan cot (tan cot )

= + + +

= + + = +

2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 22

 

. چ�ون انتهای  A x x x x(tan cot ) |tan cot |= + = +2 بنابرای�ن 

 . xcot <0 xtan و <0 کم�ان روبه رو به زاویۀ x در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس 
. بنابراین x xtan cot+ <0 در نتیجه 

A x xtan cot=− −

4091 sin را ب�ه ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα− α=1
2

طرفی�ن تس�اوی   3

می رسانیم:

 
(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α α= ⇒ α α=

2 2 21 12
4 4
1 31 2
4 8

 

بنابراین

 sin cos (sin cos ) ( )α+ α= − α α = − =4 4 2 23 231 2 1 2
8 32

 

4101 توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 sin cos sin cosα+ α= − α α4 4 2 21 2  
پس

sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos

= − α α⇒ α α=

α α = ⇒ α α=±

2 2 2 2

2

2 11 2
3 6

1 6
6 6

sinα>0 و  α در ربع دوم اس�ت، پس  چ�ون انته�ای کمان روب�ه رو به زاویۀ 

. sin cos −α α= 6
6

. پس  sin cosα α<0 cosα<0 و در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
)76(

4111 xsin را  1نیزگ 1 x مقدار 
x

cot
sin

+ =2
2

11 به کمک اتحاد   4

حساب می کنیم:

 x x
x

( ) sin sin
sin

+ = ⇒ = ⇒ =±2 2
2

2 1 9 31
3 13 13

 ، xsin <0 چ�ون انته�ای کمان روبه رو به زاویۀ x در ناحیۀ س�وم اس�ت، پس 

xx مقدار 
x

coscot
sin

= . اکنون با استفاده از اتحاد  xsin =− 3
13

بنابراین 

xcos را حساب می کنیم:

 x xcos cos= ⇒ =−
−

2 2
3 3 13

13

. x xcos sin ( )− =− − − =−4 3 12
13 13 13

بنابراین 

4121 sin استفاده می کنیم: 1نیزگ 1 cosα+ α=2 2 1 از اتحاد   1

 k k k k k k( ) ( )− + − = ⇒ − + − = ⇒ = ⇒ =2 2 51 2 3 1 1 2 3 1 3 5
3

 

=cosα و در نتیجه   1
3

 ، sinα= 2
3

بنابراین 

 sintan
cos

αα= = =
α

2
3 2
1
3

4131 4  1نیزگ 1
( tan )( cot ) cot tan tan cot

( cot )( tan ) tan cot tan cot

cot tan tan cot

tan cot cot tan

+ − − + −=
+ − − + −

− + − −= = =−
− + − −

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 20 1 20 20 1
1 20 20 1 20 20

4141 . بنابراین 1نیزگ 1 x
x

cot
tan

= 1 توجه کنید که   1

 x xx
x x

x

cot tantan
cot tan

tan

+
+ += =

2 22
11

1 1
1

 

. x x x x
x xx x

tan cot tan tan
cot tantan tan

+ +× = × =
+ +

2 2

2 2
1 1 1

1 1
در نتیجه 

4151 cos  1نیزگ 1 sin
sin

α= α
α

به ص�ورت  را  ش�ده  داده  تس�اوی   1
می نویسیم. بنابراین

cos sin ( )*α= α2

sin تس�اوی داده ش�ده به ص�ورت  cosα= − α2 21 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد 
cos درمی آید. پس cosα= − α21

 cos cos cos − ±α+ α− = ⇒ α=2 1 51 0
2

cosα عددی مثبت است، پس  ) مشخص است که  )* از تساوی 

 cos −α= 5 1
2

4161 ابتدا توجه کنید که اگر دو طرف تس�اوی فرض مسئله را  1نیزگ 1  1
به توان دو برسانیم، نتیجه می شود

 x x x x(sin cos ) sin cos= − = −21 1 2
9

 

. اکنون توجه کنید که  x xsin cos =4
9

بنابراین 

 x x
x x

tan cot
sin cos

+ = 1  

9 است.
4

بنابراین عبارت مورد نظر برابر با 

4171 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
 x x x x x x(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )− + + = + =2 2 2 22 2  

 . x x(sin cos )+ =2 23
16

. بنابراین x x( ) (sin cos )+ + =2 23 2
4

در نتیجه 

. بنابراین  xsin >0 xcos و  >0 چون x زاویه ای حاده است، پس 

x xsin cos+ = 23
4

4181 دوطرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم: 1نیزگ 1  3
x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



. اکنون دو طرف این تساوی را به توان دو می رسانیم: x xtan cot+ =2 2 پس 3
x x x x x x

x x

(tan cot ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2 4 4 2 2

1
4 4

3 2 9

2 9



. x xtan cot+ =4 4 7 پس 

4191 عبارت را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 
A cos tan ( cos )

cos tan sin cos |tan sin |

= α− α − α

= α− α α= α− α α

2 2

2 2

1

نتیج�ه  در   ، tanα>0 و   sinα<0 پ�س   ، <α<0 0180 270 چ�ون 
. بنابراین sin tanα α<0

 
A sincos tan sin cos

cos

cos sin
cos cos

α= α+ α α= α+
α

α+ α= =
α α

2

2 2 1

4201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
A cos cos cos ( cos )

cos sin |sin cos |

= + α− α = + α − α

= + α α = + α α

2 4 2 2

2 2

1 2 1 2 1

1 2 1 2

بنابرای�ن   . cosα>0 و   sinα<0 پ�س   ، <α<0 0315 360 چ�ون 
، پس sin cosα α<0

 
A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α

2 2

2

1 2 2

sin و در نتیجه  cosα− α<0 ، پس  cosα>0 sinα<0 و  چون 
A sin cos=− α+ α
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4211 می ش�ود  1نیزگ 1 نتیج�ه   x
x x
sin

sin cos
=

+
5 1

2 2
تس�اوی  از   3

نتیج�ه  در  و   x xsin cos=8 بنابرای�ن   . x x xsin sin cos= +10 2

 . xcot =8 ، پس  x
x

cos
sin

=8

4221 x نتیجه می شود  1نیزگ 1
x

tan
cos

+ =2
2

11 از اتحاد   1

m
m m

m
m m m m m
m m m m

m m m m m
m m

( )
( )

++ =
+ +

+
+ + + + + ++ = ⇒ =
+ + + +

+ += ⇒ + = + ⇒ =−
+ +

2

2

2 11
2 5 2

3 7
2 3 7 2 5 2 3 71

2 5 2 2 5 2
3 7 3 7 2 5 2 3
2 5 2

m+3 نمی تواند صفر باشد(. بنابراین 7 )توجه کنید که 

xtan
( )
− += =
− +
3 2 1

2 3 5

4231 مخ�رج  1نیزگ 1 و   coscot
sin

αα=
α

اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا   2

مشترک گیری به دست می آید

 

sin cos sin cos cos
cos sin sin ( cos )

cos
sin ( cos ) sin

α α α+ α+ α+ =
+ α α α + α

+ α= =
α + α α

2 2

1 1
1 1

1

4241 ، می توان نوشت 1نیزگ 1 sin cos+ =2 0 2 015 15 1 چون   4

sin cos cos sincos cos
cos sin cos sin

( cos )( cos ) ( sin )( sin )
cos

cos sin

cos ( sin ) cos sin

− −− + = − +
+ + + +

− + − +
= − +

+ +
= − − − + =

2 0 2 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0

0 0

0 0 0 0

15 15 1 15 1 1515 15
1 15 1 15 1 15 1 15

1 15 1 15 1 15 1 15 15
1 15 1 15

1 15 1 15 15 15

4251 xcos3 تقسیم می کنیم  1نیزگ 1 صورت و مخرج کسر A را بر   2
x استفاده می کنیم:

x
tan

cos
+ =2

2
11 xx و 

x
sintan
cos

= و از اتحادهای 

 

x x x
x x xA

xx x
xx x

x x

x x

sin cos tan
cos cos cos

tansin cos
coscos cos

tan ( tan ) ( )

tan ( tan ) ( )

− −
= =

−−

− + − +
= = = =

+ − × + −

3 3
3 3 2

3
23 3

3 2 3 2

2 2

2 2

44 1

2 1 3 2 1 3 7 1
119 174 1 1 4 3 1 3 1

4261 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  2
x x x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

− = − + +

= − +

3 3 2 2

1
x را پیدا کنیم. توجه کنید که xsin cos بنابراین باید حاصل 

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9

. در ای�ن صورت حاصل عبارت م�ورد نظر برابر  x xsin cos = 5
18

بنابرای�ن 

. x xsin cos ( )( )− = + = × =3 3 2 5 2 23 231
3 18 3 18 27

است با 

x را به توان سه می رسانیم xsin cos− =2
3

راه حل دوم طرفین تساوی 

 

x x

x x x x x x

x x x x x

(sin cos ) ( )

sin sin cos sin cos cos

sin cos sin cos (sin cos)

− =

− + − =

− − − =

3 3

3 2 2 3

3 3

2
3

83 3
27

83
27

 

x را پیدا کنیم. توجه کنید که xsin cos بنابراین باید حاصل 

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9

 

، در نتیجه x xsin cos = 5
18

بنابراین 

 x x x xsin cos sin cos− − × × = ⇒ − =3 3 3 35 2 8 233
18 3 27 27

 

4271 a اس�تفاده  1نیزگ 1 b a b ab a b( ) ( )− = − + −3 3 3 3 از اتح�اد   4

می کنیم: 

 x x x x

x x x x

tan cot (tan cot )

tan cot (tan cot )

− = −

+ −

3 3 3

3

، پس x xtan cot− =3 x و  xtan cot چون 1=

 x xtan cot− = + × × =3 3 33 3 1 3 36

4281  و  1نیزگ 1
t

cotα=1 ، آن گاه  t tan= α اگ�ر ف�رض کنی�م   3

 t درمی آید. دو طرف این معادله را در t
t

− =2 2 معادلۀ داده شده به صورت 

ضرب کرده و آن را حل می کنیم:

 t t t t t ±− = ⇒ − − = ⇒ =2 2 2 102 2 2 2 0
2

 tan −α= <2 10 0
2

α در ربع اول است، پس  چون انتهای کمان نظیر زاویۀ 

 . tan +α= 2 10
2

قابل قبول نیست، در نتیجه 

، در نتیجه tan ( )+α= 1 52
2

بنابراین 

( )
tan

+ +α= = = +
2

2 1 5 6 2 5 3 5
2 2

 

4291 ابتدا صورت و مخرج کسر دوم را ساده تر می کنیم: 1نیزگ 1  3
x x x x x x

xx x x x x
x

sin sin cos sin cos sin

sincos ( tan ) cos ( ) cos sin
cos

− = + − = −

− = − = −

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2
2

1 2 2

1 1

در نتیجه دومین کسر برابر با 1 است. بنابراین حاصل عبارت برابر است با
x x x
x x x x

sin cos sin
sin cos sin cos

+ + =
− −

21

xcos معلوم می ش�ود که کس�ر برابر  با تقس�یم صورت و مخرج این کس�ر بر 

. x
x

tan
tan −
2

1
است با 
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4301 . عبارت به  1نیزگ 1 xsin− 21 xcos2 قرار می دهیم  به جای   3
شکل زیر است:

A x x x x

x x

sin sin (sin sin )

(sin ) (sin )

= − − = − + + −

= − + + = − +

2 2

2 2

1 2 1 2 1 1

1 1 1 2 1
، پس xsin− ≤ ≤1 چون 1

x x x

x A

sin (sin ) (sin )

(sin )

≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

0 1 2 0 1 4 4 1 0

2 2 1 2 2 2
بنابراین اختلاف حداکثر و حداقل مقدار A برابر 4 واحد است.

4311 xtan نتیج�ه می ش�ود  1نیزگ 1 =1
3

راه ح��ل اول از تس�اوی   1

xcos قرار  . در عبارت A ب�ه جای  x xcos sin=3 ، یعن�ی  x
x

sin
cos

=1
3

. x x xA
x x x

sin sin sin
sin sin sin

+= = =
+

2 3 5 1
9 10 2

. در این صورت xsin3 می دهیم 

 A تقس�یم می کنیم تا xcos راه ح��ل دوم ص�ورت و مخرج عب�ارت A را بر 
xtan نوشته شود: برحسب 

x x
xx xA

x x x
x x

sin cos
tancos cos

sin cos tan
cos cos

+
+= =
++

2
2 1

3 3
 

xtan در عبارت فوق، مقدار A به دس�ت  1 به ج�ای 
3

اکن�ون با ق�رار دادن 

 . A
+

= =
+

2 1
13

1 23
3

می آید 

4321 sintan و  1نیزگ 1
cos

=
00
0

1515
15

راه ح��ل اول توج�ه کنی�د که   2

. بنابراین coscot
sin

=
00
0

1515
15

 

A

cos cos
cot cos sin

tan sin sin sin
cos

cos ( sin )cos cos sin

sin sin

sin sin cos sin ( cos )

cos cos

cos

sin

−
−= =
− −

−−

= =
− −

=

2 0 2 0
2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0
2 0

2 0 2 02 0 2 0 2 0

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0

4 0

2

15 15
15 15 15
15 15 15 15

15
15 1 1515 15 15

15 15
15 15 15 15 1 15

15 15
15
1 cos cot

sin sin

cos

= =
6 00 6 0

4 0 6 0

2 0

155 15
15 15
15

 

راه حل دوم کسر را به صورت زیر می نویسیم:

  

A
cot ( sin )cot cos

tan sin tan ( cos )

cot cos coscot ( )
sin(sin )

cot

cot cot cot

−−= =
− −

= =

= =

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 04 0
2 02 0

2 0

4 0 2 0 6 0

15 1 1515 15
15 15 15 1 15
15 15 1515

1 1515
15
15 15 15

4331 می توان نوشت 1نیزگ 1  2
sin( tan )( sin ) ( )( sin )

cos cos cos

( sin )( sin ) ( sin )
cos cos

(cos ) cos
cos

+ − = + −

= + − = −

= =

00 0 0
0 0 0

0 0 2 0
0 0

2 0 0
0

1 1 2020 1 20 1 20
20 20 20
1 11 20 1 20 1 20
20 20

1 20 20
20

4341 راه حل اول فرض کنید  1نیزگ 1  3
 B cos cos= + + −0 01 36 1 36

در نتیجه
B cos cos ( cos )( cos )

cos sin sin

= + + − + − +

= + − = + = +

2 0 0 0 0

2 0 2 0 0

1 36 1 36 2 1 36 1 36

2 2 1 36 2 2 36 2 2 36
. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر  B ( sin )= + 02 1 36 ، پ�س  B>0 چون 

2 است. برابر با 
راه حل دوم می دانیم )درس ششم این فصل را ببینید(

 x x      x x

x x x

cos cos , cos sin

sin sin cos

+ = − =

=

2 21 2 2 1 2 2

2 2
 

بنابراین

 

cos cos

sin

cos sin

sin cos sin cos

(cos sin ) (cos sin )

sin cos(sin cos )

+ + −

+

+=
+ +
+ +

= = =
++

0 0

0

2 0 2 0

2 0 2 0 0 0

0 0 0 0

0 00 0 2

1 36 1 36
1 36

2 18 2 18
18 18 2 18 18

2 18 18 2 18 18 2
18 1818 18

 

4351 راه حل اول معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1
( cos ) cos cos cos− α − α+ = ⇒ α+ α− =2 23 1 5 5 0 3 5 8 0

 t t+ − =23 5 8 0 ، می توانیم معادله را به ش�کل  t cos= α اگ�ر ف�رض کنیم 
بنویسیم که چون مجموع ضرایب معادله صفر است، پس یکی از جواب های آن 

−=cosα قابل قبول نیس�ت، پس  8
3

t اس�ت. چون  −= 8
3

t=1 و دیگری 

 . cos α=6 1 cosα=1 و در نتیجه 
 cos α6 α=0 در معادله صدق می کند، پس کافی است مقدار  راه حل دوم 

α=0 حساب کنیم، که برابر 1 می شود. را به ازای 

4361 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم: 1نیزگ 1  3

 
x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



. اکن�ون دو ط�رف این تس�اوی را به توان س�ه  x xtan cot+ =2 2 3 پ�س 
می رسانیم:

x x

x x x x x x

x x x x x x

(tan cot )

tan tan cot tan cot cot

tan cot tan cot (tan cot )

+ =

+ + + =

+ + + =

2 2 3 3

6 4 2 2 4 6

6 6 2 2 2 2

3

3 3 27

3 27

x نتیجه می شود xtan cot+ =2 2 x و 3 xtan cot =2 2 با توجه به اینکه 1
 x x x xtan cot tan cot+ + = ⇒ + =6 6 6 69 27 18



)79(

4371 xcos2 تقسیم می کنیم: 1نیزگ 1 دو طرف تساوی داده شده را بر   2

 x x x x
x x x x

sin cos sin cos

cos cos cos cos
+ − =

2 2

2 2 2 2
3 2 2

، تس�اوی  x
x

tan
cos

+ =2
2

11 xx و 
x

sintan
cos

= با توج�ه به اتحادهای 

xtan وجود داشته باشد: قبلی را طوری می نویسیم که در آن فقط 
 x x x x xtan tan ( tan ) tan tan+ − = + ⇒ + − =2 2 23 2 2 1 2 1 0

 . xtan =− ±1 2 بنابراین 

4381 عبارت را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

A sin ( sin ) sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α − α = − α α

= − α α = − α α

2 2 2 2

2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

 . sin cosα α>0 و در نتیجه cosα<0  ، sinα<0 پس ،α= 0200 چون 
بنابراین عبارت A به شکل زیر درمی آید:

 
A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos | |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α = −

2 2

2 0 0

1 2 2

200 200

. A sin cos= −0 0200 200 . بنابراین sin cos− >0 0200 200 توجه کنید که 0

4391 ابتدا صورت و مخرج کسر را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3
صورت کسر

sin cos

(sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

−

= − + +

= − +

3 0 3 0

0 0 2 0 0 0 2 0

0 0 0 0

40 40

40 40 40 40 40 40

40 40 1 40 40
مخرج کسر

 cos cos sin cos ( cos sin )+ = +0 2 0 0 0 0 040 40 40 40 1 40 40
بنابراین حاصل کسر برابر است با

 sin cos sin tan
cos cos

− = − = −
0 0 0 0

0 0
40 40 40 1 40 1

40 40
tan است.  040 در نتیجه حاصل عبارت مورد نظر برابر 

4401 توجه کنید که بنابر اتحاد چاق و لاغر، 1نیزگ 1  2

 

x x
x x
x x x x x x

x x
x x

tan cot
tan cot

(tan cot )(tan tan cot cot )

tan cot

tan cot

−
−
− + +

=
−

= + + =

3 3

2 2

2 21 7
. در نتیجه x xtan cot+ =2 2 6 بنابراین 

 
x x

x x
x x

cot tan
sin cos

tan cot

+ = + + +

= + + = + =

2 2
2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 6 8

4411 =ππ رادیان  1نیزگ 1
0

0
36

5180
036 برابر با  ابت�دا توجه کنید ک�ه   2

) که  )π π ππ− + =3
5 10 2

اس�ت. بنابراین اندازۀ زاویۀ س�وم مثلث برابر اس�ت با 

این زاویه از بقیه بزرگ تر است.

4421 اگر اندازۀ زاویه برحسب درجه برابر D و برحسب رادیان  1نیزگ 1  4

. R
D
π= 5

4
، بنابراین  D R π× =5

4
برابر R باشد، آن گاه 

. بنابراین D R=
π0180

از طرف دیگر، 

 D DD D D
D

π

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
π

02 0
0 0

5
5 9004 15

4 4180 180
015 است.  بنابراین اندازۀ این زاویه برابر 

4431 با توجه به شکل زیر، چهارضلعی حاصل ذوزنقه است. 1نیزگ 1  4

4441 π را اضافه یا  1نیزگ 1 می دانی�م اگر به زاویه ای مضرب های زوج   1
از آن کم کنیم، زاویۀ جدید، با زاویۀ اولیه هم انتها است. اکنون توجه کنید که 

 − + π=− + =0 0 0 0560 4 560 720 160  
− با هیچ یک از زاویه های داده ش�دۀ دیگر  0560 از ط�رف دیگ�ر، چون اختلاف 

π نیست، پس با هیچ یک از آن ها هم انتها نیست.  مضربی زوج از 

4451 π رادیان اس�ت. از  1نیزگ 1 π=2
20 10

زاویۀ بین هر دو کابین متوالی   4

. وقتی چرخ وفلک 4 دور کامل  π π π= π+ = π+ ×48 88 8 16
5 5 10

طرف دیگر، 

π8 رادیان می چرخد، هر کابین در جای اولیۀ خود قرار می گیرد.  می زن�د، یعنی 

π×16 رادیان دیگر دوران می کند که کابین شمارۀ 
10

سپس چرخ وفلک به اندازۀ 

یک به مکان فعلی 16 کابین جلوتر، یعنی کابین هفدهم منتقل می شود.
4461 با توجه به ش�کل زیر، واضح است که عرض نقطه ای که  1نیزگ 1  3

انتهای کمان نظیر زاویۀ 4 رادیان است، کوچک تر از عرض بقیۀ نقاط است، پس 
sin4 از بقیه کوچک تر است. 

4471 1 دور  1نیزگ 1
12

راه حل اول در هر س�اعت عقربۀ ساعت ش�مار   3

π رادیان است. بنابراین π=2
12 6

می چرخد که معادل 

 x
x

¾£Ã¤j

π

= ⇒ =
π

60 6 225
5
8

π رادیان 
360

) یا  / )00 5 راه حل دوم می دانیم در هر دقیقه، عقربۀ ساعت شمار 

. x  ¾£Ã¤j

π

= =
π

5
8 225

360

 ، بنابراین 
x
1

π

=
π

360
5
8

طی می کند، پس 



فصل دوم: آزمون ها
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4481 . از ط�رف دیگر  1نیزگ 1 πα4 ط�ول کم�ان AB برابر اس�ت با   2
ط�ول کم�ان ACB برابر اس�ت با محیط دای�ره منهای طول کم�ان AB یعنی 

. بنابراین π − πα28 4

 π − πα= πα+π⇒ α= π− ⇒α=π−2 18 4 4 8 8 1
8

4491 16 کابی�ن در این چرخ و فلک وجود دارد. پس زاویۀ بین  1نیزگ 1  1

 P P0 1 π اس�ت. بنابراین زاوی�ۀ متناظر به کمان  π=2
16 8

دو کابی�ن متوالی برابر 

π7 است. بنابراین
8

برابر 

 P P r oT¶
π= θ= × = π0 1

740 35
8

4501 با توجه به شکل زیر، 1نیزگ 1  3

 
MH AM

OH AH

 sin ,

cos

π π= = = × = π

π= = ⇒ = − =

6 3 9 6 3 2 3
3 3

6 3 3 3 6 3 3 3 3 3
3

بنابراین اندازۀ محیط قسمت رنگی برابر است با
 ( )+ + π= + + π9 3 3 2 3 9 3 3 2

4511 0400 را به رادیان تبدیل می کنیم:  1نیزگ 1 ابتدا   1

 R R π= ⇒ =
π

0

0
400 20

9180
بنابراین اگر اندازۀ زاویۀ بزرگ تر برحسب رادیان برابر x و اندازۀ زاویۀ کوچک تر 

برحسب رادیان برابر y باشد، آن گاه

 
x y x

yx y

π π+ = =  ⇒ 
ππ  =− =  

20 4
9 3

84
99

π4 است. 
3

پس اندازۀ زاویۀ بزرگ تر برحسب رادیان 

4521 ف�رض می کنیم ان�دازۀ زاویه برحس�ب درج�ه برابر D و  1نیزگ 1  2

. از ط�رف دیگر،  R Dπ π= − 5
80 36

برحس�ب رادی�ان برابر R باش�د. بنابراین 

، بنابراین  D R=
π0180

 

D
D D D

D D

π π−
×= ⇒ = −

π

= ⇒ =

0 0

0

0 0

5
180 5 18080 36
80 36180

5 25 20
4

4531 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل  1نیزگ 1  1
مقابل، چهارضلعی حاصل مستطیل است. 

4541 π را اضافه یا از آن کم  1نیزگ 1 اگ�ر ب�ه زاویه ای مضرب�ی زوج از   3
کنی�م، زاوی�ۀ جدی�د ب�ا زاوی�ۀ اولی�ه هم انته�ا اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د که 

. بنابراین انتهای کمان های نظیر زاویه های  π π= π+31 5
6 6

π و  π= π+28 9
3 3

داده ش�ده مانند شکل روبه رو است. از روی شکل معلوم است که انتهای کمان 

− یکسان است. π2
3

π28 و 
3

نظیر زاویه های 

4551 توجه کنید که  1نیزگ 1  4
sk s s

s
k s s

s
k s s

     

     

     

( )

( )

π π π= ⇒ α= + = π+

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

33
3 4 4
3 13 1

3 4 3 4
3 2 23 2

3 4 3 4
بنابرای�ن انتهای کمان نظیر زاویه های مورد نظر مطابق ش�کل زیر رأس های یک 

شش ضلعی منتظم هستند. 

4561 tan بزرگ تر از اعداد دیگر است. 1نیزگ 1 3 با توجه به شکل زیر   2

4571 1  1نیزگ 1
12

راه حل اول چون عقربۀ ساعت ش�مار در هر ساعت   1

π رادیان را طی می کند. بنابراین  π=2
12 6

دایره را طی می کند، پس در هر ساعت 

π رادی�ان را ط�ی می کن�د، یعنی از س�اعت ۹ تا  π× =20
60 6 18

در ه�ر 20 دقیق�ه، 

: ک�ه ی�ک س�اعت و 20 دقیق�ه زم�ان گذش�ته اس�ت، عقربۀ  ′10 20 س�اعت 

π رادیان را طی می کند، یعنی زاویه ای به  π+
6 18

ساعت ش�مار زاویه ای به اندازۀ 

π2 رادیان. 
9

اندازۀ 



)81(

π رادیان طی 
360

) یا  / )00 5 راه حل دوم می دانیم عقربۀ ساعت ش�مار در هر دقیقه 

: برابر 80 دقیقه است، پس ′10 20 می کند. از طرف دیگر از ساعت ۹ تا ساعت 

 x rad
x

π
π π= ⇒ = × =1 2360 80

80 360 9
 

4581 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 R R radπ= ⇒ =
π

0

0
25 5

36180

CD. پس  π= ×59
36

AB و  π= ×56
36

بنابراین 

 CD AB π π π π− = − = =45 30 15 5
36 36 36 12

4591 راه حل اول با توجه به شکل، 1نیزگ 1  4

 
MH AM r

OH AH OA OH

      sin ,

cos cos

= θ = θ=θ

= θ⇒ = − = − θ1
. P sin cos= θ+θ+ − θ1 بنابراین محیط قسمت رنگی برابر است با 

 1
4

. در این ص�ورت ناحیۀ رنگی م�ورد نظر  πθ=
2

راه ح��ل دوم فرض کنی�د 

π است. π+ + = +1 1 2
2 2

دایره ای به شعاع 1 است و محیط آن برابر 

=πθ به دست می آوریم:
2

اکنون مقدار گزینه ها را به ازای 

 sin cos+ θ+ θ=1 2 گزینۀ )1( 
 sin cos+ θ− θ=1 2 گزینۀ )2( 

 sin cos π−θ+ θ+ θ= −1 2
2

گزینۀ )3( 

 sin cos π+θ+ θ− θ= +1 2
2

گزینۀ )4( 

4601 π رادیان، ریسمان  1نیزگ 1
9

020 یا  با جابه جایی نقطۀ A به اندازۀ   4

l س�انتی متر جابه جا می شود. در نتیجه اگر فرض  r π π= θ= × =88
9 9

به اندازۀ 

α رادیان جابه جا شده است، معلوم می شود کنیم چرخ کوچک به اندازۀ 

 π π= α⇒α=8 46
9 27

 

بنابراین اندازه ای که چرخ کوچک تر جابه جا شده است برحسب درجه برابر است با

 D R RD= ⇒ = × = × =
π π

00 0
0

4 80180 180
27 3180

 

4611 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1
 cot( ) cot , sin( ) sin−α =− α −α =− α  

بنابراین
A tan cot ( sin ) cos

tan cot sin cos

=− α α+ − α + α

=− α α+ α+ α=− + =

2 2

2 2 1 1 0
 

4621 ، پس 1نیزگ 1 cos( ) cos−α = α چون   2

 x x xcos( ) cos( ) sin− = − =0 090 90  
، پس  cot( ) cot−α =− α همچنین، 

x x xcot( ) cot( ) cot− − =− + =−0 0180 180

بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 
 x x xsin ( cot ) cos− =−  

4631 می توان نوشت 1نیزگ 1  4

 
A

cos( ) cos( )
sin cos

sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ + π+θ
θ− θ= =

π−θ + π−θ θ+ θ

θ− θ= = − θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

 . A
tan /

= − = − =−
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 4 4

بنابراین 

4641 .پس  1نیزگ 1 x y xπ+ = +2 3
2

، در نتیجه  x y π+ =3
2

چون   2

x y x xtan( ) tan( ) cotπ+ = + =−2 3
2

4651 و  1نیزگ 1  x xcos( ) sinπ− =−3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   3

. در نتیجه x xsin( ) cosπ+ =5
2

 x x xsin cos tan− = ⇒ =−2 2

4661 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
cos cos( ) cos

cos( ) cos

= + =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0

510 360 150 150

3180 30 30
2

 

4671 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 cos cos( ) cosπ π π= π+ =− =−43 37
6 6 6 2

 

4681 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan

cot( ) cot cot( ) ( cot )

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

π π π= π− =− =−

π π π π− =− =− π− =− − =

23 14
6 6 6 2

16 15
3 3 3 2

35 9 1
4 4 4
43 43 11 1

4 4 4 4

 

.( )( )( )( )− − − =−1 1 11 1
2 2 4

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)82(

4691 .  1نیزگ 1 sin sinα= β α+β=π، آن گاه  توجه کنید که اگر   2
بنابراین

     sin sin , sin sinπ π π π π π π π+ =π⇒ = + =π⇒ =4 4 2 3 3 2
5 5 5 5 5 5 5 5

 . A
sin sin

sin sin

π π−
= =−

π π−

2
5 5 1
2
5 5

در نتیجه 

4701 آن گاه  1نیزگ 1  ،α+β=π اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
. اکنون توجه کنید که cos cosα+ β=0 ، در نتیجه  cos cosβ=− α

 
cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ + =

π π π π+ =π⇒ + =

4 4 0
5 5 5 5
2 3 2 3 0
5 5 5 5

 

. A=0 پس 

4711 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
     sin( ) sin , sin( ) sin , sin( ) sinπ−α = α π+α = α π+α =− α3 4 5

. A sin sin sin sin= α+ α− α= α3 4 5 2 بنابراین 

4721 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
         

      

tan( ) cot , cot( ) tan

tan( ) cot , cot( ) tan

π π−α = α −α = α

π π+α =− α +α =− α

2 2

2 2

 

. A cot cot cot cot
tan tan tan

α− α α= = = α
α− α α

23 2 2
2

بنابراین 

4731 ابتدا تساوی داده شده را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  4

 

sin( ) sin( )
cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α + π−α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π+α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2

2 3 6

5 5

. tan( ) tan( ) cotπ πα− =− −α =− α=−5 5 1
2 2 5

بنابراین 

4741 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 cot cot( ) tanπ πα= +β⇒ α= +β =− β3 3
2 2

 

بنابراین

 

cot tan
cot cot tan cot ( tan )( cot )

tan cot tan cot
cot tan tan cot tan cot

+ β+ + β+ = + =
− α + β + β + β + β + β

+ β+ β + β+ β= = =
+ β+ β+ β β + β+ β

1 11 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 1
1 2

 

4751 . در نتیجه  1نیزگ 1 sin( ) cosπ+α =− α3
2

توجه کنید ک�ه   4

. اکنون توجه کنید که cosα=−12
13

از فرض مسئله نتیجه می شود

 tan tan
cos

+ α= = ⇒ α=
α

2 2
2

1 169 251
144 144

. tanα=− 5
12

. بنابراین tanα<0 α در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس  چون 

4761 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

cos( ) cos cos( )

cos cos

cot cot( ) cot

tan tan( ) tan tan

sin( ) sin sin( ) sin

− = = × −

= =− =−

= × − =− =−

= × − =− = =

− =− =− − = =

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

600 600 2 360 120

1120 60
2

675 2 360 45 45 1

945 3 360 135 135 45 1

1330 330 360 30 30
2

 .
− −

=−
−

1 1
2 3

11
2

بنابراین حاصل کسر مورد نظر برابر است با 

4771 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 

a

a
a

a

tan tan( ) cot

tan tan( ) cot

tan tan( ) tan

tan tan( ) cot

= − = =

= + =− =−

= − =− =−

= − = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

175 90 15 15

1105 90 15 15

165 180 15 15

1255 270 15 15

 

 . a a aA
a a aa

a a

( )

( )

−
−= = = =

− − − − +− −
2 2 2

1 1 12
1 1

1 3 1 3 1 3 13
بنابراین 

4781 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) cos( ) cos

π π π π π −= − = π− =− =

π π π π π= − = π− =− =−

101 102 334
3 3 3 3 3 2

98 99 133
3 3 3 3 3 2

 

. A ( ) ( )= − − − = + =23 14 2 3 1 4
2 2

بنابراین 

4791 از نماد گذاری شکل  1نیزگ 1  3
روبه رو استفاده می کنیم. توجه کنید که

 tan tan( ) tanα= −β =− β0180  

. اکن�ون توج�ه کنید که  tan cotβ= γ =β+γ، پس  090 از ط�رف دیگ�ر 

 . tanα=−2 . بنابراین  cot γ= =4 2
2

4801 آن گاه  1نیزگ 1  ، πα+β=
2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   1

 . tan tan tan cotα β= α× α=1 نتیج�ه  در  و   tan cotβ= α

بنابراین

 

tan tan

tan tan

tan tan

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

6 6 1
14 14 2 14 14
2 5 2 5 1
14 14 2 14 14
3 4 3 4 1
14 14 2 14 14

 

. A=1 پس 



)83(

4811 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 
     

   

tan( ) tan , tan( ) tan

tan( ) tan , tan( ) tan

π−α =− α π+α = α

π−α =− α π+α = α2 2
 

. A tan tan tan
tan tan tan

− α+ α α= = =−
− α− α − α

3 2 1
2

بنابراین 

4821 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
 

 

sin( ) cos , tan( ) cot

cos( ) sin , cot( ) tan

π π π π π π+ = = − = =

π π π π π π− =− =− + =− =−

5 1 5 3
2 3 3 2 2 3 3 3
7 1 7 3
2 6 6 2 2 6 6 3

. A
( ) ( )

( ) ( )

−
= =

− −

1 14 2
12 2

3 3 3 33 6
3 3

بنابراین 

4831 090  1نیزگ 1 راه حل اول در مثلث قائم الزاویه اندازۀ یکی از زوایا   2
. در این  Âcos =0 Âsin و  =1 . پ�س  Â= 090 اس�ت. مثلًا ف�رض کنید 
، بنابراین  C Bˆ ˆsin cos=2 2 ص�ورت زاویه های B و C متمم یکدیگرند، پس 

ساده شدۀ عبارت به شکل زیر است:
A B C C C
A B C B B

ˆ ˆ ˆ ˆˆcos cos cos sin cos
ˆ ˆˆ ˆ ˆsin sin sin sin cos

+ + + + += = =
++ + + +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0 0 1 1

1 1 21
راه حل دوم مثلث ABC را با زاویه های زیر در نظر بگیرید:
 A B C            
ˆ ˆˆ, ,= = =0 0 090 45 45  

 . A B C
A B C

ˆ ˆˆcos cos cos
ˆ ˆˆsin sin sin

+ +
+ + = =
+ + + +

2 2 2

2 2 2

1 10
12 2

1 1 21
2 2

در این صورت 

4841 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 a b b a b b      sin sin( ) cos , tan tan( ) cotπ π= − = = − =5 5
2 2

بنابراین
a a b b b b

b a b b a a
b b b
b b

sin tan tan cos cot tan

sin cos cos sin cos sin
cos cos cot
sin sin

+ − + −=
− − + − − +

+ −= = =
− +

2 2 2 2
1 1

1 1
1 1
1 1

4851 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 a aa b a a b a b a b( ) ( ) ( )π π+ =π⇒ + + =π⇒ + + = ⇒ = − +3 2 2
2 2 2 2

 

. a a b a bsin sin( ( )) cos( )π= − + = + =3
2 2 5

بنابراین 

4861 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
sin sin( ) sin sin( ) cos

sin sin( ) sin

= + = = − =

= + =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

410 360 50 50 90 40 40

400 360 40 40
بنابراین

 sin sin cos sin+ = + =2 0 2 0 2 0 2 0410 400 40 40 1
. بنابراین tan tan( ) tan= × + =0 0 0 0731 2 360 11 11 همچنین 

 tan cot tan cot× = × =0 0 0 0731 11 11 11 1
بنابراین مقدار کسر مورد نظر برابر است با 1.

4871 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 

cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

= + =−

= − =−

= + =

= − =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

115 90 25 25

155 180 25 25

295 270 25 25

335 360 25 25

. ص�ورت و مخ�رج کس�ر A را ب�ر  A sin cos

sin cos

− +=
+

0 0

0 0
25 3 25

3 25 25
بنابرای�ن 

sin تقسیم می کنیم:  025

a aA
a a

sin cos
cotsin sin

sin cos cot

sin sin

− +
− + − + −= = = =

+ +++

0 0

00 0

0 0 0

0 0

25 3 25
1 3 25 1 3 3 125 25

3 33 25 25 3 25
25 25

4881 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 

sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π+ = =

π π π= π− = =

11 12
6 6 6 2
5 1
4 4 4

9 2 1
4 4 4
5 12
3 3 3 2

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین 

4891 آن گاه  1نیزگ 1  ، πα+β=
2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   2

. بنابراین sin cosβ= α

cos sin

cos sin

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

7 7
16 16 2 16 16
3 5 5 3
16 16 2 16 16

پس

A cos cos sin sin

(sin cos ) (sin cos )

π π π π= + + +

π π π π= + + + = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3
16 16 16 16

3 3 1 1 2
16 16 16 16

4901 آن گاه  1نیزگ 1  ،α+β= 0180 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   2
. بنابراین cos cosβ=− α

cos cos=−0 0179 1   , cos cos , ,=−0 0178 2 

 cos cos , cos cos=− =−0 0 0 092 88 91 89              

. A cos cos cos

cos cos cos

+ + += =−
− − − −

0 0 0

0 0 0
1 2 89 1
1 2 89





پس 

4911 . بنابراین 1نیزگ 1 x x xcos cos sin= −2 22 توجه کنید که   1

 x x x x x x
x x x x

x x

cos cos sin cos sin cos
tan sin cos sin

cos cos

− −= = =
− −−

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
1 1



فصل دوم: آزمون ها
)84(

4921 می توان نوشت 1نیزگ 1  2

 
cos sin (cos sin )(cos sin )

cos( ) cos

π π π π π π− = + −

π π= × × = =

4 4 2 2 2 2
8 8 8 8 8 8

21 2
8 4 2

 

4931 بنابرای�ن  1نیزگ 1  ، + =0 0 015 75 90 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
، در نتیجه  cos sin=0 015 75

 cos sin0 015 75 cos cos cos= =0 0 2 015 15 15
، پس  x xcos cos= −22 2 از طرف دیگر، 1

 cos cos cos= − ⇒ = −0 2 0 2 0330 2 15 1 2 15 1
2

. +3 2
4

. در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با  cos +=2 0 3 215
4

پس 

4941 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
sin cos cos

cos cos
π<θ<π

θ+ θ= ⇒ + θ=

θ= → θ=−

2 2 2

2 2

161 1
25

9 3
25 5

 

بنابراین
 sin sin cos ( )θ= θ θ= × × − =−4 3 242 2 2

5 5 25
 

4951 و  1نیزگ 1  sintan
cos

αα=
α

اتحاده�ای  از  اول  راه ح��ل   2

coscot نتیجه می شود
sin

αα=
α

 

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

sin

α α α+ αα+ α= + =
α α α α

= = =
α ×

2 2

1 1 8
1 1 12
2 2 4

tan استفاده می کنیم. بنابراین cot
sin

α+ α=
α

2
2

راه حل دوم از اتحاد 

 tan cotα+ α= =2 8
1
4

 

4961 و  1نیزگ 1  x x xsin sin cos=2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
، پس x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x xA x
x x xx

sin sin cos sin tan
cos cos cotcos

= = = = = =
+ 2

2 2 1 1
1 2 32

 

4971 cos اس�تفاده می کنی�م.  1نیزگ 1 sin− α= α21 2 2 از اتح�اد   3
توجه کنید که

 cos sin sin tan
sin sin cos cos

− = = =
0 2 0 0 0

0 0 0 0
1 40 2 20 20 20

40 2 20 20 20
 

4981 ، بنابراین 1نیزگ 1 cos cos sinα= α− α2 22 توجه کنید که   2
cos( )cos sin sin

cos sin cos sin

cos sin sin (cos sin ) sin
cos sin

cos

×
− = −

− −
−= − = + −
−

=

00 0 0
0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0
0 0

0

2 4080 40 40
40 40 40 40

40 40 40 40 40 40
40 40

40

4991 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

A x x xsin cos sin= + = −4 4 211 2
2

. A ( )= − = − =21 1 1 171 1
2 3 18 18

بنابراین 

5001 ، بنابراین 1نیزگ 1 x x xsin sin cos=2 2 توجه کنید که   3

 

x x x
x x x x x x

x x
x

sin sin sin
sin sin sin sin cos ( cos )

cos cos
( cos )

= =
− − −

− += =
−

3 3 2

2
2 2 2 2 2 1

1 1
2 1 2

 

. در نتیجه  xcos = − =4 11
3 3

+xcos پس  =1 2
2 3

بنابراین 

x xcos cos= − = − =−2 2 72 2 1 1
9 9

5011 sin نتیجه  1نیزگ 1 sin cosα= α α2 2 راه حل اول از اتحاد   2
می شود

sin cossin (tan cot ) sin cos ( )
cos sin

sin cos (sin cos )

α αα α+ α = α α +
α α

= α+ α= α+ α =2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
 

، پس  tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

راه حل دوم توجه کنید که 

 sin (tan cot )α α+ α =2 2  

5021 و  1نیزگ 1  x xcos cos− =22 1 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه   4
. بنابراین x x xsin cos sin=2 2

 
sin ( cos ) sin cos

sin cos sin sin

π π π π− =

π π π π= = = = × =

2 22 1
12 24 12 24

1 2 1 1 1 1
12 12 2 12 2 6 2 2 4

 

5031 .  1نیزگ 1 sin sin( ) cosπ π π π= − =3
8 2 8 8

توج�ه کنی�د ک�ه   1

. cos sin cosπ π π= 23
8 8 8

بنابراین 

. پس  xx coscos +=2 1 2
2

از طرف دیگر می دانیم 

cos( ) cos
cos

π π+ × + +
π += = = =2

21 2 1 1
2 28 4 2

8 2 2 2 4
5041 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x xx x
x x

tan tansin , cos
tan tan

−= =
+ +

2

2 2
2 12 2

1 1

. x xx x
x

( )
tan tansin cos

tan

+ −
+ −+ = = =

+ +

2

2

1 12 1
2 1 73 92 2

1 51 1
9

بنابراین 

5051 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

¡.¡.— IÄ

cos cos cos
cos

cos cos cos (. ) cos

θ+ = ⇒ θ+ = θ
θ

θ− θ+ = ⇒ θ= θ=

2

2

19 10 9 1 10

19 10 1 0 1
9

. cos cos ( )θ= θ− = − =−2 21 792 2 1 2 1
9 81

بنابراین 



)85(

5061 x و  1نیزگ 1 xcos cos= −22 2 توجه کنید که 1  3
asin sin( ) cos cos( ) cos= − = = × = − = −0 0 0 0 0 2 0 284 90 6 6 2 3 2 3 1 2 1

5071 تساوی داده شده را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

sin cos sin

sin sin

α+ α= ⇒ − α=

α= ⇒ α=± =±

4 4 2

2

2 1 21 2
3 2 3

2 2 62 2
3 3 3

α در  sin و انتهای کمان روبه رو به زاویۀ  sin cosα= α α2 2 با توجه به اینکه 
 . sin cosα α<0 ، در نتیجه  cosα>0 sinα<0 و  ربع چهارم اس�ت، پس 

. sin α=− 62
3

. پس  sin α<2 0 یعنی 

5081 sin  1نیزگ 1 sin( ) cos= − =0 0 0 050 90 40 40 توجه کنید که   1
. بنابراین x x xsin cos sin=2 2 و 

sin
sin sin cos sin

cos cos cos

sin( ) cos

cos cos

= =

−
= × = × =

0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

1 80
50 40 40 40 2

10 10 10
90 101 1 10 1

2 2 210 10

 

5091 ، آن گاه  1نیزگ 1 x π=
24

توجه کنید که اگر   4

x x x π+ = =10 2 12
2

، در نتیجه  x x xcos cos( ) sinπ= − =10 2 2
2

پس 

 
x x x x xcos cos sin cos sin

sin( ) sin ( )

= =

π π= × = = =

110 2 2 2 4
2

1 1 1 1 14
2 24 2 6 2 2 4

 

5101 راه حل اول توجه کنید که 1نیزگ 1  1

tan tan( ) cot= − =0 0 0 050 90 40 40

بنابراین

 

cos sintan tan cot tan
sin cos

cos( )cos sin cos

sin cos sinsin( )

cot cot( ) tan

− = − = −

×−= = =
×

= = − =

0 00 0 0 0
0 0

02 0 2 0 0

0 0 00

0 0 0 0

40 4050 40 40 40
40 40

2 4040 40 2 80
140 40 802 40
2

2 80 2 90 10 2 10

. tan tan tan− =
0 0 050 40 10
2

بنابراین 

cot استفاده می کنیم: tan cotα− α= α2 2 راه حل دوم از اتحاد 

tan tan cot tan cot tan− −= = =
0 0 0 0 0 050 40 40 40 2 80 10
2 2 2

5111 x فاکتور می گیریم 1نیزگ 1 xsin cos از عبارت   1

A x x x x x x xsin cos (cos sin ) sin cos sin= − = =2 2 1 12 2 4
2 4

 

5121 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم: 1نیزگ 1  3

x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

5131 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 cos sin cos ( )πα= − α= − = ⇒ α=− <α<π2 2 16 9 31 1
25 25 5 2

 

به این ترتیب

 
sin sin cos ( )( )

cos cos

α= α α= − =−

α= α− = × − =−2

4 3 242 2 2
5 5 25

9 72 2 1 2 1
25 25

 

 . sintan
cos

αα= =
α

2 242
2 7

بنابراین 

5141 . دو طرف  1نیزگ 1 x xsin cos=5
2

راه حل اول بناب�ر فرض   3

xsin ضرب می کنیم: این تساوی را در 

 x x xsin cos sin ( )=2 5 1
2

 xcos . دو طرف این تساوی را در  x xcos sin=2
5

همچنین، بنابر فرض، 

ضرب می کنیم: 

 x x xcos sin cos ( )=2 2 2
5

اگر دو طرف تساوی های )1( و )2( را با هم جمع کنیم، به دست می آید

 x x x x x xsin cos sin cos sin cos= + ⇒ =5 2 291 1
2 5 10

 . xsin =202
29

x و در نتیجه  xsin cos =10
29

بنابراین 

x را به توان دو می رسانیم: xsin cos=2 5 راه حل دوم دو طرف تساوی 
 x xsin cos=2 24 25

x نتیجه می شود xsin cos+ =2 2 1 با توجه به 

x x x x

x x x

x x x

sin ( sin ) sin sin

cos sin cos

sin cos sin

= − ⇒ = ⇒ =

= − = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2
2

254 25 1 29 25
29

25 4 1001
29 29 29

10 202
29 29

xcos هم علامت هستند و  xsin و  توجه کنید که با توجه به فرض مس�ئله 
x مقداری مثبت دارد. xsin cos

، پس xtan =5
2

x نتیجه می شود  xsin cos=2 5 راه حل سوم از 

 xx
x

tansin
tan

×
= = =
+ +

2

52
2 2022

25 291 1
4

5151 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 yx x x x x x
y y y y y y x

sinsin sin cos sin cos cos
sin sin cos sin cos sin cos

= = × = × =
42 2 4

2 2 3 3



فصل دوم: آزمون ها
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5161 ابتدا دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم: 1نیزگ 1  2

 
x x x x x x

x x x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

− = ⇒ + − =

− = ⇒ =−

2 2 216 162
9 9

7 72
9 18

اکنون می توان نوشت

 

x xA
x x
x x x x x x

x x x x

x x
x x

cos sin

cos sin

(cos sin )(cos sin sin cos )

(cos sin )(cos sin )

sin cos
cos sin

+=
−
+ + −

=
− +

+
−= = =−

− −

3 3

2 2

2 2

71
1 2518

4 24
3

5171 sin 1نیزگ 1 sin( ) cos= + =0 0 0 0110 90 20 20 توجه کنید که   2

، بنابراین cos sin cosα− α= α2 2 2 و 

cos( )sin sin cos sin cos

sin sin sin sin

×− −= = =
02 0 2 0 2 0 2 0 0

0 0 0 0
2 20110 20 20 20 40

50 50 50 50

. بنابرای�ن  cos cos( ) sin= − =0 0 0 040 90 50 50 از ط�رف دیگ�ر می دانی�م 

مقدار عبارت مورد نظر برابر 1 است.

5181 بنابرای�ن  1نیزگ 1  ، x xcos cos+ = 21 2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه   3

پ�س   ، + =0 0 055 35 90 دیگ�ر،  ط�رف  از   . cos cos+ =0 2 01 40 2 20

. به این ترتیب cos sin=0 055 35

 cos cos cos cos

cos cos sin cos sinsin( )

+ = = =
×

0 2 0 2 0 2 0

0 0 0 0 00
1 40 2 20 2 20 4 20

155 35 35 35 702 35
2

. در نتیجه  cos sin=0 020 70 ، پس  + =0 0 020 70 90 اکنون توج�ه کنید که 

. cos cos
cos

=
2 0 0

0
4 20 4 20

20
کسر مورد نظر برابر است با 

5191 می توان نوشت 1نیزگ 1  3

 
a a a a a

a

a a a a

cos cos sin cos cos
sin

sin cos sin sin

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

1 12 2 2
16 8
1 1 1 12 2 4 4
8 2 8 4

. a acos sin ( )= − = − =2 21 78 1 2 4 1 2
4 8

در نتیجه 

5201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

x x x

x x

sin cos sin

sin sin

+ = −

= − ⇒ =

6 6 2

2 2

31 2
4

4 3 41 2 2
5 4 15

 . x xcos sin= − = − =2 2 4 112 1 2 1
15 15

بنابراین 

5211 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 x x xA
x x x

cos cos cos

cos cos cos

−= − = −
− − −

2 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

 

x نتیجه می شود xcos cos= −22 2 بنابراین از اتحاد 1

 
x xxA

x x
x x

( cos )( cos )cos

cos cos

cos cos

− +−= − = −
− −

= + − =

2 2 1 2 12 1 1 1
2 1 2 1
2 1 1 2

 

5221 و  1نیزگ 1  x xcos sin− = 21 2 2 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4

. بنابراین x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x x
x x

cos sin tan tan
cos cos

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±
+

2 2
2

1 2 22 2 2 2
1 2 2

2 قابل قبول نیست. پس ، مقدار  xπ< <π
2

چون 

 x xtan cot=− ⇒ =− 22
2

. x xtan cot+ =− − =−2 2 2 2 2 در نتیجه 

5231 cos ق�رار دهی�م  1نیزگ 1 cos+ α= α21 2 2 اگ�ر در اتح�اد   2

xxcos به دست می آید. پس cos+ = 21 2
2

، اتحاد  xα=
2

A cos ( cos ) cos

|cos | cos ( cos )

cos |cos | cos

π
π π= + + = + + = + ×

π π π= + = + = +

π π π= × = =

2

2

82 2 2 2 2 1 2 2 2
8 8 2

2 2 2 2 2 1
16 16 16

2 2 2 2
32 32 32

5241 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

sin cos sin

sin

π π π+ = −

π= − = − =

4 4 2

2

1 21
12 12 2 12

1 1 71 1
2 6 8 8

5251 راه حل اول توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 

x x x x x x

x x x x
x x x x

xx

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos sin cos( ) ( )
cos sin cos sin

( )
sinsin

+ = + −

+= + − = −

= − = −

2 2 2

2 22 2

2
2

2

2 2

1 42 2
1 22
2

 

، به دست می آید x π=
8

اگر در این تساوی قرار دهیم 

tan cot
sin

π π+ = − = − =
π

2 2
2
4 42 2 6

8 8 1
4 2

 



)87(

x استفاده می کنیم:   x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دوم از اتحاد 

 

tan cot (tan cot ) ( )
sin

π π π π+ = + − = −
π

= − = − =

2 2 2 222 2
8 8 8 8 2

8
4 2 8 2 6
1
2

 

5261 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

cot tan cot , cot tan
sin

α− α= α α+ α=
α

22 2
2

=xα استفاده کنیم، می توان نوشت
2

بنابراین، اگر اتحادهای فوق را برای 

x x x x x xA

xx
x x

tan cot (tan cot )(tan cot )

cot( cot )
sin sin

= − = + −

= × − =−

2 2
2 2 2 2 2 2

2 42

از طرف دیگر،
x

x

  x  

x
x x

x x

cot
tancot

sin sin

sin sin

= =

π< <

+ = → + =

= → =

1 3
42

2 2

0
2 2

1 9 11 1
16

16 4
25 5

. A
− ×

= =−

34
154

4 4
5

بنابراین 

5271 cos نتیجه می شود  1نیزگ 1 cosα= α−22 2 1 از اتحاد   3

 

cos cos

cos cos

( cos )( cos )
cos

cos

cos cos( ) sin

−+ = +
+ +
+ −

= + = − +
+

= = − =

0 2 0

0 0

0 0
0

0

0 0 0 0

20 2 10 11 1
2 10 1 2 10 1

2 10 1 2 10 1 1 2 10 1 1
2 10 1

2 10 2 90 80 2 80

5281 راه حل اول ابتدا توجه کنید که حاصل ضرب جواب های  1نیزگ 1  1
m−2 است. بنابراین 1 معادله برابر 

 m m mtan cotα α= − ⇒ = − ⇒ =2 1 1 2 1 1
m+3 است. پس اکنون توجه کنید که مجموع جواب های معادله برابر 

 

m sin costan cot
cos sin

sin cos sin
sin cos sin

α αα+ α= + = ⇒ + =
α α

α+ α= ⇒ = ⇒ α=
α α α

2 2

3 4 4

1 14 4 2
1 22
2

sin می توانیم از اتحاد زیر استفاده کنیم:  α2 راه حل دوم برای تعیین 

tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

بنابراین

 mtan cot sin
sin

α+ α= + = ⇒ = ⇒ α=
α

2 13 4 4 2
2 2

 

5291 راه حل اول تساوی داده شده را به شکل زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  2

 

x x x x x x

x xx x
x x

x x
x x x

x
x

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos(tan cot ) ( )
cos sin

sin cos( ) ( )
sin cos sin

sin
sin

+ = ⇒ + − =

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
2

5 2 5

7 7

17 7
1 2
2

4 47 2
72

x استفاده می کنیم:  x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دوم از اتحاد 

 
x x x x

x
x x

tan cot (tan cot )

( ) sin
sin sin

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2 2
2

5 2 5

2 4 42 5 7 2
2 72

 

5301 با استفاده از اتحادهای 1نیزگ 1  1

 
cos sin

cos cos

sin sin cos

 α= − α


α= α−
α= α α

2

2

2 1 2

2 2 1

2 2
نتیجه می شود

sin cos ( sin )sin cos

sin cos sin cos cos

sin (cos sin )sin cos sin

sin cos cos cos (sin cos )

sin tan
cos

+ − −+ − =
+ + + + −

++= =
+ +

= =

0 0 2 00 0

0 0 0 0 2 0

0 0 00 0 2 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0
0

1 2 20 20 1 2 201 40 40
1 40 40 1 2 20 20 2 20 1

2 20 20 202 20 20 2 20
2 20 20 2 20 2 20 20 20

20 20
20

5311 y را رس�م می کنیم و قرینۀ  1نیزگ 1 xcos= ابت�دا نم�ودار تابع   4

قس�مت هایی را ک�ه پایین محور طول ها قرار دارد نس�بت به محور طول ها رس�م 
می کنیم. سپس قسمت هایی را که پایین محور طول ها قرار دارند حذف می کنیم 
y به دس�ت آید. نمودار به دس�ت آمده را نس�بت به   x|cos |= تا نمودار تابع 

y به دس�ت آید و در نهایت  x|cos |=− محور طول ها قرینه می کنیم تا نمودار 

نمودار را یک واحد به بالا انتقال می دهیم.
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5321 )  1نیزگ 1 , )π 0
3

) و  , )π −2 1
4

چ�ون نم�ودار تاب�ع از نق�اط   4

می گذرد، پس
af a b b

af a b b

( ) cos

( ) cos

π π= − ⇒ − = − ⇒ − = −

π π= ⇒ − = ⇒ =

22 1 2 1 2 1
4 4 2

0 0
3 3 2

در نتیجه 

 a b b b b b( )− = − = − = − ⇒ =2 2 2 1 2 1 1
2

 

. پس مقدار ab برابر 2 است. a b= =2 2 بنابراین 

5331 با توجه به هر یک از شکل های زیر می توان فهمید که اگر  1نیزگ 1  4

. پس  xcos− < <3 3
2 2

، آن گاه  xπ π< <5
6 6

 

 m m− < < ⇒− < <3 3 1 13
2 2 2 2

5341 ، پس 1نیزگ 1 xsin− ≤ ≤1 چون 1  2

 
x x

x f x

sin sin

sin ( )

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

0 1 0 5 5

3 5 3 2 3 2
 

3− و 2 هس�تند ک�ه  بنابرای�ن کمتری�ن و بیش�ترین مق�دار تاب�ع ب�ه ترتی�ب 

 . f( )π =2
2

)f و  )=−0 3 6− است. توجه کنید که  حاصل ضرب آن ها 

5351 ، بنابراین 1نیزگ 1
k| |
π2 دورۀ تناوب تابع f برابر است با   3

 k k
k k

| |
| |
π π= ⇒ = +

+
2 4 2

2 1
، آن گاه  k>0 اگر 

 k k k    (.¡.¡.ù)= + ⇒ =− 24 2
3

، آن گاه  k<0 اگر 
 k k k− = + ⇒ =− 24 2

5
5361 از روی نمودار تابع f در ش�کل زیر معلوم اس�ت که دورۀ  1نیزگ 1  3

 . ( )π π π− − =
8 8 4

تناوب آن برابر است با 

5371 a−2 است  1نیزگ 1 ابتدا توجه کنید که کمترین مقدار تابع برابر   2
1− است. پس که با توجه به نمودار تابع برابر 

a a− =− ⇒ =2 1 1

− است. پس =45 5 5
8 8

از طرف دیگر با توجه به نمودار دورۀ تناوب تابع برابر 

T  b  b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 5 5 5
2

f که در این صورت تابع  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

، آن گاه  b=−5 اگر 

b=5 و  x=0 نزولی باشد که این طور نیست. پس  باید در همس�ایگی راس�ت 
. b a− =4 در نتیجه 

f و  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

، آن گاه  b=−5 اگ�ر  توج�ه کنی�د ک�ه 

)f که با توجه به شکل این طور نیست. )=5 1
8

5381 x به دس�ت  1نیزگ 1 k{ }π π≠ π+
2 2

دامن�ۀ تاب�ع از نامس�اوی   3

. fD x x k k { | , }= ∈ ≠ + ∈2 1  می آید. پس 

5391 آن گاه  1نیزگ 1  ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

. بنابراین xtan ≥− 3 xtan و در نتیجه  tan( )π≥ −
3

m m m− ≥− ⇒ − ≥− ⇒ ≤2 3 2 3 5
3

پس حداکثر مقدار m برابر 5 است. 

5401 π واحد به سمت راست  1نیزگ 1
3

y را  xtan= اگر نمودار تابع   1

f به دس�ت می آید که به صورت  x x( ) tan( )π= −
3

منتقل کنیم، نمودار تابع 

) اکیداً صعودی است و حداقل  , )π π5 11
6 6

زیر است. بنابراین تابع f روی بازۀ 

π5 است.
6

مقدار a برابر 

5411 ضابطۀ تابع به شکل زیر است: 1نیزگ 1  3

 
x x x x

f x
x x x x x

sin sin
( )

sin sin sin

− ≤ ≤π ≤ ≤π  = = + π< ≤ π π< ≤ π  

0 0 0
2 2 2

] نمودار تابع  , ]π π2 بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است. توجه کنید که در بازۀ 

y به دست آمده است. xsin= از دو برابر کردن عرض نقاط روی نمودار تابع 



)89(

5421 )f و کمترین مقدار تابع برابر 1  1نیزگ 1 )=0 2 با توجه به ش�کل   2
. ب�ا توجه به  f a b a bmin | |= − − +2 f و  a b( )= − =0 2 2 اس�ت. بنابراین 

xsin مثب�ت اس�ت، پ�س مینیم�م تاب�ع براب�ر اس�ت ب�ا  ش�کل ضری�ب 

 نتیجه 
a b

a b

− =


− =

2 2

2 1
. از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای  a b a b a b− − − = −2 2

f که بیش�ترین مقدار آن  x x( ) sin= +2 . بنابرای�ن  b=0 می ش�ود a=1 و 
برابر 3 است.

5431 ، آن گاه  1نیزگ 1 xπ π− < <
6 6

ب�ا توج�ه به ش�کل های زیر، اگ�ر   4

. بنابراین xsin− < <1 1
2 2

 
m m m

m m m
m m  m  

| |

| | | |,

+ + +− < < ⇒− < < ⇒ <

+ < ≠

1 1 1 1 11 1 1
2 2 2

1 0

در نتیجه
 m m m m+ + < ⇒ <−2 2 12 1

2
 

5441 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3
 f x x x x x( ) sin cos cos cos= + + = +2 2 2 22 1 2  

، پس xcos− ≤ ≤1 1 چون 
 x x x f xcos cos cos ( )≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 20 1 0 2 2 1 1 2 3 1 3 

]# است. , ]1 3 بنابراین برد تابع بازۀ 

5451 a اس�ت ک�ه وقتی  1نیزگ 1 a− 23 کمتری�ن مق�دار تاب�ع f برابر   1
axcos اتفاق می افتد. بنابراین  =−1

a a a a a   a,− = ⇒ − + = ⇒ = =2 23 2 3 2 0 1 2

، آن گاه دورۀ تناوب این تابع  a=1 است. پس اگر 
a| |
π2 دورۀ تناوب تابع f برابر 

π است. ، آن گاه دورۀ تناوب آن برابر  a=2 π2 است و اگر  برابر 

5461 xx استفاده  1نیزگ 1 coscos +=2 1 2
2

توجه کنید که از اتحاد   1

می کنیم. بنابراین

 x xf x x cos cos( ) cos + += + =1 4 3 4 14
2 2

 . π π=2
4 2

در نتیجه، دورۀ تناوب تابع f برابر است با 

5471 ضابطۀ تابع به ش�کل زیر اس�ت. توجه کنید که از اتحاد  1نیزگ 1  2

xx استفاده می کنیم. coscos +=2 1 2
2

x x xf x xcos( ) sin ( ) cos ( ) cosπ += + = = = +2 2 12 2 2 1
2 2 2 2

] یک واحد به بالا  , ]π0 2 را در بازۀ  y xcos= بنابراین کافی است نمودار تابع 
انتقال دهیم.

5481 ب�ا توجه به ش�کل حداکثر مقدار تابع برابر 1 اس�ت. این  1نیزگ 1  4

، پس  bxcos( )π− =1
2

مقدار زمانی به دست می آید که 

 a a+ = ⇒ =−2 1 1
در نتیجه

f x bx( ) sin=− +1 2  

π است. بنابراین π π− =13 2
18 18 3

با توجه به شکل دورۀ تناوب تابع برابر با 

 b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3

f به صورت صعودی ش�روع  x bx( ) sin=− +1 2 x>0 نم�ودار تابع  برای 
f و مقدار  x x( ) sin=− +1 2 3 b=3 قابل قبول است، یعنی  می ش�ود، پس 
آن گاه   ، b=−3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   .4 ب�ا  اس�ت  براب�ر   b a−

)f که با توجه به شکل این طور نیست. )π =−2
18

f و  x x( ) sin( )=− + −1 2 3

5491 ] اکیداً صعودی است،  1نیزگ 1 , ]π0
4

y روی بازۀ  xtan= تابع   3

پس 

 
x x

xx x  

tan tan tan

tantan tan

π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

−≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤ ≤

0 0
4 4

3 30 1 1 0 1
2 2

 

 . fR [ , ]= 31
2

بنابراین 

5501 xtan و اگر  1نیزگ 1 ، آن گاه 1< xπ π< <
4 2

توجه کنید که اگر   2

. بنابراین xtan <−1 ، آن گاه  xπ π< <3
2 4

 
m m m

m m m

− > ⇒ − > ⇒ >

− <− ⇒ − <− ⇒ <−

1 1 1 2 3
2

1 1 1 2 1
2
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5511 y را رسم می کنیم، سپس آن  1نیزگ 1 xcos= ابتدا نمودار تابع   1

 y xcos( )π= −
4

π به سمت راست انتقال می دهیم تا نمودار تابع 
4

را به اندازۀ 

به دس�ت آید. س�پس طول نقاط روی این نمودار را نصف می کنیم تا نمودار تابع 

y به دس�ت آید.در آخر قرینۀ قسمت هایی از نمودار به دست  xcos( )π= −2
4

آم�ده را ک�ه زیر مح�ور طول ها قرار دارند، نس�بت به این محور رس�م می کنیم و 
قس�مت هایی را ک�ه زیر محور طول ها ق�رار دارند، حذف می کنیم ت�ا نمودار تابع 

f به دست آید. x x( ) |cos( )|π= −2
4

5521 .  1نیزگ 1 f( )=0 2 ) عبور می کند، یعنی  , )0 2 نمودار تابع از نقطۀ   2
بنابراین

 f a b a a( ) sin= − = ⇒ =0 2 0 2  
f اس�ت. بیشترین مقدار تابع  x b x( ) sin= −2 2 پس ضابطۀ تابع به صورت 
 xsin =−1 xsin به دست می آید یا به ازای  برابر 6 اس�ت که یا به ازای 1=
، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به ازای  b>0 )بس�تگی به علام�ت b دارد(. اگر 

 . b+2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =−1
بنابراین

 b b+ = ⇒ =2 2 6 2  
، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به  b<0 . اگر  f x x( ) sin= −2 4 و در نتیج�ه 

 . b−2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =1 ازای 
بنابراین

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2  
. ب�ا توج�ه ب�ه اینکه ب�رای xهای�ی که کمی  f x x( ) sin= +2 4 و در نتیج�ه 
 f x x( ) sin= +2 4 بزرگ تر از صفر هستند، مقدار تابع کمتر از 2 است، ضابطۀ 

. ab=4 b=2 و در نتیجه  قابل قبول نیست. بنابراین 

5531 ، آن گاه  1نیزگ 1 xπ π− < <
3 3

ب�ا توجه به ش�کل های زی�ر اگ�ر   2

. بنابراین xcos< ≤1 1
2

m m m m| |+< ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤
2 2 21 1 1 2 1 4 1 3 1 3

2 4

5541 f  1نیزگ 1 x x( ) (sin )= + −2 21 ضابط�ۀ تاب�ع را ب�ه ش�کل 1  1
، پس xsin− ≤ ≤1 می نویسیم. چون 1

 
x x x

x f x

sin sin (sin )

(sin ) ( )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2 2 2

2 2

0 1 1 1 2 1 1 4

0 1 1 3 0 3
 

] است. , ]0 3 بنابراین برد تابع بازۀ 

5551  است. بنابراین  1نیزگ 1
a| |
π
π

2 دورۀ تناوب تابع f برابر   4

 a  
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 14
2

a است. بنابراین  b| | | |− کمترین مقدار تابع f برابر 

a b  b   b  | | | | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =1 73 3
2 2

. + =1 7 4
2 2

a است که برابر است با  b| | | |+ بیشترین مقدار تابع f برابر 

5561 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
f x ax ax ax ax ax ax

axax ax

( ) cos ( cos ) cos sin (cos sin )

cos( sin ) sin ( )

= − = =

−= = =

2 2 2 2 2

2 2

1

1 1 1 1 42 2
2 4 4 2

 است. پس
a| |
π2

4
بنابراین دورۀ تناوب تابع f برابر 

 a a
a

| |
| |
π π= ⇒ = ⇒ =±2 2 2

4 4
5571 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 f x x x x x( ) |sin cos | | sin | | sin |= = =14 4 2 2 2
2

y را رس�م می کنیم، س�پس طول نقاط آن را  xsin= بنابراین ابتدا نمودار تابع 
  y xsin=2 2 نص�ف و ع�رض نق�اط آن را دو براب�ر می کنی�م تا نم�ودار تابع 
به دس�ت آید. س�پس قرینۀ قس�مت هایی از نمودار را که زیر مح�ور طول ها قرار 
دارند، نس�بت به این محور رس�م می کنیم و در آخر قسمت هایی را که زیر محور 

طول ها قرار دارند، حذف می کنیم.



)91(

 [ , ]π0
2

اکن�ون کافی اس�ت نمودار تابع را فقط در ی�ک دورۀ تناوب مثلًا در بازۀ 

رسم کنیم. 

5581 |a   1نیزگ 1 |−1 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه کمترین مقدار تاب�ع برابر   1
1− است: است که با توجه به نمودار تابع، برابر 

 a a a| | | |− =− ⇒ = ⇒ =±1 1 2 2  

)f مثبت است: )0 از طرف دیگر با توجه به نمودار مقدار 

af a a( ) sin π> ⇒ + > ⇒ + > ⇒ >−20 0 1 0 1 0 2
4 2

a=2 قابل قبول اس�ت. با توجه به نمودار تابع، دورۀ تناوب تابع  بنابراین فقط 

− است. بنابراین =9 1 4
2 2

برابر 

 b  b

b

| |
| |

π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 4 2 2

f در یک همس�ایگی صفر  x x
b

( ) sin( )π π= + +1 2
4

ب�ا توج�ه به اینکه تاب�ع 

. توجه کنید  a b+ =4 b=2 قابل قبول است. پس  صعودی است، فقط مقدار 

)f ک�ه با  )=1 1
2

f و  x x( ) sin( )π π= + − +1 2
2 4

، آن گاه  b=−2 ک�ه اگ�ر 

توجه به شکل این طور نیست.

5591 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 x xx π π π π π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤0 2 0
4 2 3 4 3 6

 

] اکیداً صعودی است، پس  , ]π π−
3 6

y روی بازۀ  xtan= از طرف دیگر تابع 

تابع f روی این بازه اکیداً نزولی است. بنابراین 

 x f xtan tan( ) tan( ) ( )π π π π− ≤− − ≤− − ⇒− ≤ ≤3 3
6 4 3 3 3

 . fR [ , ]= − 3 3
3

پس 

5601 y را  1نیزگ 1 xtan= برای رسم نمودار تابع f ابتدا نمودار تابع   3

 ضرب می کنیم. پس 
π
4 رس�م می کنیم، سپس طول نقاط روی این نمودار را در 

)a اکیداً  , )2 حداکث�ر مق�دار a ب�رای اینکه تاب�ع f روی دامن�ه اش یعنی ب�ازۀ 
صعودی باشد برابر 6 است.

5611 جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند 1نیزگ 1  1

 
x k x x k k

kx k x x k

  

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

3 2 2 2

23 2 2
5





 

kπ2 هم هستند )مثلًا  kπ2 شامل جواب های به صورت 
5

جواب های به صورت 

π2 به دس�ت می آید که از قرار  ، آن گاه جواب  k=5 kπ2 قرار دهید 
5

اگ�ر در 

kπ2 حاصل می ش�ود(. پس جواب های کلی معادله به صورت  k=1 در  دادن 

k هستند.  k  ,π ∈2
5



5621 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

 xsin sin π= =1
4 42

 

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x k k

  

  

,

,

π= π+ ⇒ = π+π ∈

π= π+π− ⇒ = π+ π ∈

2 8
4 4

2 8 3
4 4





 

5631 اگ�ر نم�ودار تابع f محور طول ه�ا را در نقطه ای با طول x  1نیزگ 1  3
. پس f x( )=0 قطع کند، 

 
x x k

k
x k x k 

sin( )

( )
,

π π− = ⇒ − = π

+ ππ= π+ ⇒ = ∈

2 0 2
3 3

3 12
3 6



) را به دست می آوریم:  , )π π− 3
2 2

اکنون جواب های واقع در بازۀ 

 k
k k

( )+ ππ π− < < ⇒− < + < ⇒− < <
3 1 3 4 83 3 1 9

2 6 2 3 3
k=2 چهار مقدار برای x به دست  k=1 و   ، k=0  ، k=−1 بنابراین به ازای 

می آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع f با محور طول ها هستند.

5641 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π+ =− ⇒ + = +
5 5 2

 

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x k k

x k x x k k

     ¡.¡.ù

  

, (. )

,

π π π+ = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π+ = π− − ⇒ = π− ∈

32 2
5 2 10

72
5 2 20





 

5651 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2
 x x xsin (cos ) sin− = ⇒ =2 2 1 0 2 0 xcos یا  =2 1  

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:
kx k x , k       x k x k k   , ,π= π⇒ = ∈ = π⇒ = π ∈2 2 2
2

 

جواب های معادلۀ دوم جزء جواب های معادلۀ اول هس�تند، بنابراین جواب های 

kx است. k  ,π= ∈
2

 معادلۀ اصلی 



فصل دوم: آزمون ها
)92(

5661 ، آن گاه معادله به صورت  1نیزگ 1 t xsin= 2 اگر ف�رض کنی�م   2
 t=1 t درمی آید و از حل این معادلۀ درجۀ دوم نتیجه می شود  t− + =22 7 5 0

. بنابراین t=5
2

و 

 
x x k x k k

x   ¡.¡.—

sin ,

sin (. )

π π= ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

=

2 1 2 2
2 4

52
2



5671 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x xsin cos sin sin (cos )= ⇒ − =22 2 2 2 2 2 2 2 0
2

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
kx x k x k

x x k x k k

  

  

sin ,

cos ,

π= ⇒ = π⇒ = ∈

π π= ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

2 0 2
2

22 2 2
2 4 8





. پس معادله  , , , ,π π ππ 70
2 8 8

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

پنج جواب در این بازه دارد.

5681 cos معادله  1نیزگ 1 cosα= α−22 2 1 ب�ا اس�تفاده از اتح�اد   3
به صورت زیر درمی آید:

 x x x xcos cos cos ( cos )− = − ⇒ − =22 1 1 2 1 0  
] به صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 x x x xcos , , cos ,π π π π= ⇒ = = ⇒ =3 1 50
2 2 2 3 3

 

5691 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1
x x x x x x

x

cos sin sin sin sin sin

sin

+ = ⇒ − + =

=

2 2 22 2 2 1 2 2 2

2 1
بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 x k x k k  ,π π= π+ ⇒ = π+ ∈2 2
2 4

  

5701 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  4

 

x x x x

x x x x

x x x x x x x

sin ( sin ) cos ( cos )

sin cos cos sin

sin cos (cos sin ) sin (cos sin )

− − − =

− =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

1 1 0

0

10 2 0
2

 

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 
kx x k x k

x x x k k

 

 

sin ,

cos sin ,

π= ⇒ = π⇒ = ∈

π= ⇒ = π+ ∈

2 0 2
2

4





 

π و 
4

 ، π2  ، π3
2

 ، π  ، π
2

] عبارت اند از صفر،  , ]π0 2 جواب های واقع در بازۀ 

. π13
2

π5 که مجموع آن ها برابر است با 
4

5711 راه حل اول جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند: 1نیزگ 1  1

 
x k x x k k

kx k x x k

   

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

5 2 4 2

25 2 4
9





kπ2 هم هستند )مثلًا  kπ2 شامل جواب های به صورت 
9

جواب های به صورت 

π2 به دس�ت می آید که از قرار  ، آن گاه جواب  k=9 kπ2 ق�رار دهید 
9

اگ�ر در 

kπ2 حاصل می ش�ود(. پس جواب های کلی معادله به صورت  k=1 در  دادن 

k هستند.  k ,π ∈2
9



x=0 جواب معادله است، پس گزینه های )2( و )4( رد می شوند  راه حل دوم 
، آن گاه  k=9 x=0 به دس�ت نمی آی�د(. اگر   ، k )ب�ه ازای هیچ مقدار صحیح 

x=π جواب معادله نیست، پس گزینۀ )3( هم رد می شود. ، اما  kπ=π
9
5721 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x xsin sin sin sin( )π=− ⇒ =− ⇒ = −32 3
2 3

 

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

x k x k x k x k    , ( ) ,π π π π= π− = π+π− − ⇒ = π− = π+42 2 2 2
3 3 3 3

5731 ، نم�ودار تابع f حداکثر مقدار  1نیزگ 1 xsin =3 1 در نقاطی که   3
خود را دارد. پس

 k
x k x k

( )
,

+ ππ= π+ ⇒ = ∈
4 13 2

2 6


 
k

x

−

π π π π−

1 0 1 2

5 3
2 6 6 2

، چهار بار به حداکثر مقدار خود می رسد.  [ , ]−π π2 بنابراین نمودار تابع در بازۀ 
ب�رای پیدا کردن نقاطی که نم�ودار تابع در آن ها حداکثر می ش�ود، می توانیم به 

شکل زیر نیز عمل کنیم:

 
k

k
k k

k k

( )

{ , , , }
∈

+ π
−π≤ ≤ π⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤

− ≤ ≤ → ∈ −

4 1 2 6 4 1 12 7 4 11
6

7 11 1 0 1 2
4 4



5741 معادله را به صورت زیر می نویسیم 1نیزگ 1  1

 x x x xsin cos cos( ) cosπ= ⇒ − =2 2
2 3 2 2 3

 

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند

 
kx xk x k

x xk x k k

  

  

( )
,

,

− + ππ− = π+ ⇒ = ∈

π− = π− ⇒ = π− π ∈

12 322
2 2 3 7

22 12 3
2 2 3





 

) را مش�خص می کنیم. واضح اس�ت که  , )π0 2 اکن�ون جواب های واقع در بازۀ 
) قرار ندارند.  , )π0 2 x در بازۀ  k= π− π12 3 هیچ یک از جواب های به صورت 

k را بررسی می کنیم
x

( )− + π
=

12 3
7

پس جواب های به صورت 

 
k

x

−

π − π π

0 1 1

3 9 15
7 7 7

 

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادله فقط یک جواب در بازۀ 
)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



)93(

5751 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

 
x x x x

x xIÄ

sin sin sin ( sin )

sin sin

− = ⇒ − =

= =

22 0 2 1 0

20
2

π3 که 
4

π و 
4

 ، π ) عبارت اند از  , )π0 2 بنابرای�ن جواب ه�ای معادله در ب�ازۀ 

π2 است. مجموع آن ها برابر 
5761 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x x( sin ) sin sin sin− − − = ⇒ + + =2 22 1 3 3 0 2 3 1 0

t درمی آید. از  t+ + =22 3 1 0 ، معادله به ص�ورت  t xsin= اگر ف�رض کنیم 

. بنابراین t=− 1
2

t=−1 و  حل این معادله نتیجه می شود 

 x x x x      sin , sin ,π π π=− ⇒ =− =− ⇒ =− −1 51
2 2 6 6

) را مش�خص کرده ایم که  , )−π 0 توج�ه کنید که فقط جواب های واقع در بازۀ 

تعداد آن ها سه تاست.
5771 ، معادله به صورت زیر درمی آید: 1نیزگ 1 xsin ≠4 0 چون   1

x x x x x
x x
x x x x x

x

x x k x k k

x k x k k

¡.¡.—

sin cos sin cos cos
cos sin
sin cos cos cos ( sin )

cos (. )

sin ,

,

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ − =

=

π π= ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π= π+π− ⇒ = π+ ∈

1 1 4 2 2 2 2 2
2 4

2 2 2 2 0 2 2 2 1 0

2 0

12 2 2
2 6 12

52 2
6 12





، که مجموع آن ها برابر  π5
12

π و 
12

] عبارت اند از  , ]π0 جواب های واقع در بازۀ 

π است.
2

5781 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

 x x x x x x
x x

sin sin sin cos sin cos
cos cos

= ⇒ =2 3 2 3 2
2

 

 x xcos cos= −22 2 x و 1 x xsin sin cos=2 2 اکن�ون از اتحاده�ای 
استفاده می کنیم 

x x x x

x x x x x

sin cos sin ( cos )

sin ( cos cos ) sin ( cos )

− − =

− + = ⇒ − =

2 2

2 2 2

2 3 2 1 0

2 6 3 0 3 4 0
) به صورت زیر هستند: , π)0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
x x

x x x

sin

cos cos , , ,

= ⇒ =π

π π π π= ⇒ =± ⇒ =2

0

3 3 5 7 11
4 2 6 6 6 6

 

. π5 پس مجموع جواب های معادله در این بازه برابر است با 
5791 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

 

x x
x x

x x x x

x x x

cos sin

sin cos

sin cos ( sin cos )

sin sin sin

+ =

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2

2 2 2

2 2

16
3

16 3 4 2 3

3 34 2 3 2 2
4 2

 

) به صورت زیر هستند: , )π0 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
x x    x x

x x x x

       

       

,

,

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

22 2
3 6 3 3
4 2 5 52 2
3 3 3 6

 

. π2 ) برابر است با  , )π0 پس مجموع جواب های معادله در بازۀ 

5801 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x x x( ) ( )π π π π π π+ − − = ⇒ − = + −7 7
9 18 2 18 9 2

 

بنابراین معادله به صورت زیر ساده می شود

 

x x

x x

x x

x x x

sin ( ) sin ( ( ))

sin ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos( ) sin( )

π π π+ + − + + =

π π+ + + =

π π− + + + =

π π π+ = ⇒ + =± ⇒ + =

2 2

2 2

2 2

2

2 2
9 2 9

2 2
9 9

1 2 2
9 9

1 1 0
9 9 9

 

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر است:

 x k x k k  ,π π+ = π⇒ = π− ∈
9 9

  

5811 جواب های معادله به صورت زیر هستند: 1نیزگ 1  3

 
x k x x k k

kx k x x k

   

  

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π π= π+π− ⇒ = + ∈

5 2 3

5 2 3
4 8





 

5821 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 x xcos cos cos π=− ⇒ =1 2
2 2 2 3

 

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x k x k k  ,π π= π± ⇒ = π± ∈2 42 4
2 3 3

  

) را به دست می آوریم: , )−π π2 اکنون جواب های معادله در بازۀ 

 
k

x k

−

π π π π= π− − π− − π−

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3

 

 
k

x k

−

π π π π= π+ π+ − π+

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3

 

) دارد. , )−π π2 بنابراین معادلۀ فوق یک جواب در بازۀ 

5831 ، تابع f به حداقل مقدار خود  1نیزگ 1 xcos =4 در نقاطی ک�ه 1  3
می رسد. پس

 kx k x k      ,π= π⇒ = ∈4 2
2

  

 
k

x

−

π π π− π

1 0 1 2 3

30
2 2 2

 

] نمودار تابع 5 بار به حداقل مقدار خود می رسد. , ]π π− 3
2 2

بنابراین در بازۀ 

)غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.(

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



فصل دوم: آزمون ها
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5841 x  1نیزگ 1 xcos( ) cos( )π π− = +2 2
9 2

ابتدا معادله را به صورت   3

می نویسیم. پس جواب کلی معادله به صورت زیر است

x k x k k

kx k x x k

   (.¡.¡.ù)

  

,

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π π− = π− − ⇒ = − ∈

112 2 2 2
9 2 18

72 2 2
9 2 2 72





5851 جواب های معادله به صورت زیر به دست می آید: 1نیزگ 1  2

 
x x x x

x x      

cos cos cos ( cos )

cos , cos

− = ⇒ − =

= =±

3 22 0 2 1 0

20
2

 

) می خواهی�م، پس ای�ن جواب ها  , )π0 2 چ�ون جواب ه�ای معادل�ه را در ب�ازۀ 
به صورت زیر هستند:

 

x x

x x

x x

cos ,

cos ,

cos ,

π π= ⇒ =

π π= ⇒ =

π π=− ⇒ =

30
2 2

2 7
2 4 4

2 3 5
2 4 4

 

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادله شش جواب در بازۀ 

5861 x معادله را به صورت  1نیزگ 1 xsin( ) sinπ+ =− با توجه به   3
زیر می نویسیم:

 x x x xsin sin (sin )(sin )− − = ⇒ + − =2 2 0 1 2 0  
بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 
x x

x x x k k

    (.¡.¡.ù)

  

sin sin

sin sin ,

− = ⇒ =

π+ = ⇒ =− ⇒ = π− ∈

2 0 2

1 0 1 2
2



 

5871 راه حل اول معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3
 x x x xcos sin cos cos= − ⇒ =2 22 1 2  

x استفاده می کنیم:  xcos cos= −22 2 اکنون از اتحاد 1
 x x x xcos cos cos cos− = ⇒ = ⇒ =±2 2 22 1 1 1  

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:
 x k x k x k kIÄ ,= π = π+π⇒ = π ∈2 2 

. π2 π و  ] عبارت اند از صفر،  , ]π0 2 پس جواب های معادله در بازۀ 

x استفاده می کنیم. توجه کنید که  xcos sin− = 21 2 2 راه حل دوم از اتحاد 
معادله را می توان به صورت زیر نوشت: 

 
x  

x x x x x x

x k   k x  x  x[ , ]

cos sin sin sin sin sin

, , ,∈ π

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

= π ∈ → = =π = π

2 2 2 2

0 2

1 2 2 0 0

0 2

5881 معادل�ه را به صورت زیر س�اده می کنیم، س�پس از اتحاد  1نیزگ 1  4
cos استفاده می کنیم.  cosα= α−22 2 1

 

xxx x

x x x x

cos cos
cos cos

cos cos cos ( cos )

= −
+ =− →

+ =− + ⇒ + =

22 1
2

2

1
2

1 2 1 2 1 0
2 2 2 2

 

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است

 
x x k x k k

x x k x k k

  

  

cos ,

cos ,

π= ⇒ = π+ ⇒ = π+π ∈

π π=− ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

0 2
2 2 2

1 2 42 4
2 2 2 3 3





 

)  ق�رار ندارند، ولی از  , )π0 2 x هیچ ی�ک در بازۀ  k π= π−44
3

از جواب ه�ای 

 ( , )π0 2 x جواب های واقع در بازۀ  k π= π+44
3

x و  k= π+π2 جواب ه�ای 

π7 است.
3

π4 هستند و مجموع آن ها 
3

π و  به ازای k=0 به دست می آیند که 

5891 طرفین معادله را به توان دو می رس�انیم و آن را به صورت  1نیزگ 1  2
زیر می نویسیم:

x x  x

x x x x

x x
sin cos sin

sin cos sin cos

sin sin
=

+ − =

→ − = ⇒ =

2 2

2
2 2

2 1
2 2 2 2

1 1 0
 . x= π2 x=π و   ، x=0 ] عبارتند از  , ]π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 
x=0 در معادل�ۀ اصلی صدق نمی کند و قابل قبول  ول�ی توجه کنید که جواب 
نیس�ت. این جواب به دلیل اینکه طرفین معادله را به توان دو رسانده ایم، تولید 

] دو جواب دارد. , ]π0 2 شده است. بنابراین معادله در بازۀ 

5901 معادله را به صورت زیر س�اده می کنیم. توجه کنید که از  1نیزگ 1  3
cos استفاده می کنیم.  cos sinα= α− α2 22 اتحادهای چاق و لاغر و 

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

(cos sin )(cos sin cos sin ) cos sin

(cos sin )( sin cos ) (cos sin )(cos sin )

(cos sin )( sin cos sin cos )

(cos sin )( sin )( cos )

− + + = −

− + − − + =

− + − − =

− − − =

2 2 2 2

1 0

1 0

1 1 0

] به صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 

 
x x x

x x x x     

cos sin ,

sin , cos ,

π π= ⇒ =

π= ⇒ = = ⇒ = π

5
4 4

1 1 0 2
2

 

پس معادله در این بازه پنج جواب دارد.

5911 جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند: 1نیزگ 1  3

 
x k x x k k

kx k x x k

   

   

,

,

π π π− = π+ − ⇒ = π+ ∈

π π π π− = π+π− + ⇒ = + ∈

3 2
3 9 9

133 2
3 9 2 36





 

) را به دست می آوریم: , )π0 2 اکنون تعداد جواب های واقع در بازۀ 

 
k  

k  

k k k

k k k

{ , }

{ , , , }

∈

∈

π< π+ < π⇒− < < → ∈

π π −< + < π⇒ < < → ∈

1 170 2 0 1
9 9 9
13 13 590 2 0 1 2 3

2 36 18 18





) شش جواب دارد. , )π0 بنابراین معادله در بازۀ 

5921 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  2

 x xcos cos cos π= ⇒ =13 3
2 3

 



)95(

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 kkx k x
( )± ππ π π= π± ⇒ = ± =
6 123 2

3 3 9 9
 

) را معین می کنیم , )π0 اکنون جواب های واقع در بازۀ 
k

x k

k

x k

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)     (.¡.¡.ù)

( )

( )

π π π π= +

π π π π= − −

0 1 2

7 136 1
9 9 9 9

0 1 2

5 116 1
9 9 9 9

) برابر است با , )π0 بنابراین مجموع جواب های واقع در بازۀ 

 π π π π+ + =7 5 13
9 9 9 9

 

5931 ، معادله را  1نیزگ 1 cos cosα− = α22 1 2 با اس�تفاده از اتحاد   1
به صورت زیر می نویسیم:

 
x x

kx k x k      

cos( ) sin

,

π− = ⇒ =

π= π⇒ = ∈

3 0 3 0
2

3
3



 

5941 )xcos معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1 )π− ≠0
6

چون   2

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π− =− ⇒ − = +3 3
6 6 2

 

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:
x   

k  

x   

k  

x k x x k

k k k k

kx k x x

k k k  

( , )

( , )

{ }

{ , }

∈ π

∈

∈ π

∈

π π π− = π+ + ⇒ =− π− →

π<− π− <π⇒ <− < ⇒− < <− → ∈ −

π π π π− = π− − ⇒ = − →

π π< − <π⇒ < < → ∈

0

0

2 3
6 2 3

1 4 4 10 1
3 3 3 3 3

2 3
6 2 2 12

2 260 1 2
2 12 12 12





 π2
3

π11 که 
12

π5 و 
12

 ، π2
3

) عبارت اند از  , )π0 پس جواب های واقع در بازۀ 

قابل قبول نیس�ت زیرا باعث صفر ش�دن مخرج در معادلۀ اصلی می شود )توجه 

)xcos به  )π−
6

کنی�د ک�ه این جواب در اث�ر ضرب کردن طرفی�ن معادله در 

) دارد. , )π0 وجود آمده است(. بنابراین معادله دو جواب در بازۀ 

5951 ی�ا  1نیزگ 1  xcos =− 1
4

به ص�ورت  معادل�ه  جواب ه�ای   3

y و خطوط  xcos= xcos هس�تند. پ�س ب�ا توج�ه ب�ه نم�ودار تاب�ع  =3
5

] یک جواب و معادلۀ  , ]π30
2

xcos در بازۀ  =3
5

، معادلۀ  y=3
5

−=y و  1
4

xcos در ای�ن بازه دو جواب دارد. پ�س معادلۀ مورد نظر در بازۀ فوق  =− 1
4

سه جواب دارد.

5961 راه حل اول معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  2

 

x x x x
x x x x

x
x

sin cos sin cos
cos sin sin cos

sin
sin

++ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2
2 2

1 2 2 1
1 2
2

 

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 x k x k k      ,π π= π+ ⇒ = π+ ∈2 2
2 4

  

x به صورت  x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دوم معادله را ب�ه کمک اتحاد 

زیر می نویسیم: 

 x x k x k k
x

  sin ,
sin

π π= ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈2 2 2 1 2 2
2 2 4

  

5971 cos معادله را  1نیزگ 1 sin− α= α21 2
2

ب�ا توج�ه ب�ه اتح�اد   3

به صورت زیر ساده می کنیم:
x x x x

x x x x

cos cos cos cos

cos cos cos cos( )

− −+ = ⇒ − + − =

=− ⇒ = π−

1 2 1 8 1 1 1 11 2 8 1
2 2 2 2 2 2
8 2 8 2

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 

x k x x k k

x k x x k k

k

x k

k

x k

  

  

¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.—

( ) ,

( ) ,

( )

(. )

( )

(. ) (. )

π= π+π− ⇒ = + ∈

π= π−π+ ⇒ = − ∈

π π π π= +

π π π π= − −

8 2 2 2 1
10

8 2 2 2 1
6

0 1 2

32 1
10 10 10 2

0 1 2

2 1
6 6 6 2





 . π
6

π3 و 
10

 ، π
10

) قرار دارند عبارت اند از  , )π0
2

پس جواب های معادله که در بازۀ 

5981 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x x x x

x

cos sin (cos sin )(cos sin )

cos

− = ⇒ + − =

=

4 4 2 2 2 21 1

2 1
بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x k x k k  ,= π⇒ = π ∈2 2 

k به دس�ت می آین�د ک�ه   ,=1 2 ) ب�ه ازای  , )π0 3 جواب ه�ای واق�ع در ب�ازۀ 

π3 است.  π2 و مجموع آن ها برابر  π و  عبارت اند از 



فصل دوم: آزمون ها
)96(

5991 x و  1نیزگ 1 tsin = −2 21 ، آن گاه  t xcos= اگر فرض کنیم   3
t در می آید. بنابراین t( )( )− − + − =22 2 1 1 0 معادله به صورت 

 

t t t

t t

t t

t t      

( )( )( ) ( )

( )(( )( ) )

( )( ( ) )

,

− − + − − =

− − + − =

− − + − − =

− − += = = × =
− − +

2 2 1 1 1 0

1 2 2 1 1 0

1 2 2 2 2 1 0

2 1 2 1 2 2 21
22 2 2 2 2 2

 

) به صورت زیر هستند: , )π π−
2 2

پس جواب های معادله در بازۀ 

 x x x x       cos , cos π= ⇒ = = ⇒ =±21 0
2 4

 

)، سه است. , )π π−
2 2

بنابراین تعداد جواب های معادله در بازۀ 

6001 دو طرف معادلۀ داده ش�ده را به توان دو می رس�انیم و از  1نیزگ 1  2
x استفاده می کنیم.   x xsin cos sin=2 2 اتحاد 

 

x x x x x

x k x k k
x

x k x k k

  

  

(sin cos sin cos ) ( sin )

,
sin

,

+ + = ⇒ + =

π π = π+ ⇒ = π+ ∈= ⇒
π π = π+π− ⇒ = π+ ∈



2 22 2 3 2 1 2 3

2 2
1 6 122
2 52 2

6 12





π5 اس�ت، پس 
12

π و 
12

 ، k=0 )  ب�ه ازای  , )π0 جواب ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π است.
2

مجموع جواب ها برابر 

6011 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 x xsin( ) sin( )π π− = +
3 4

بنابراین جواب های آن به صورت زیر هستند: 

 
x k x k k

x k x x k k

    ¡.¡.—, (. )

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π− = π+π− − ⇒ = π+ ∈

72 2
3 4 12

132
3 4 24





) را به دست می آوریم: , )−π π2 اکنون جواب های واقع در بازۀ 

 

k

x

¡.¡.— ¡.¡.—(. ) (. )

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2

13 37 61 11 35
24 24 24 24 24

پس معادله سه جواب در بازۀ فوق دارد.
6021 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 xsin( ) sinπ π+ = =5 2
36 2 4

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 
x k x k k

x k x k

  ,π π π+ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π π+ = π+π− ⇒ = π+

5 22 2
36 4 18
5 112 2
36 4 18



پس i می تواند برابر 2 یا 11 باشد.

6031 معادله را به صورت زیر می نویسیم 1نیزگ 1  3

 x xsin ( ) sin( )π π− = ⇒ − =±2 1 15 5
3 4 3 2

 

با توجه به شکل زیر جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 

x k k

k kx k x k

kx k x k

  

  

  

,

,

,

π π− = π± ∈

π π π π π π= π+ + ⇒ = + = + ∈

π π π π= π− + ⇒ = + ∈

5
3 6

35
6 3 5 10 5 30

5
6 3 5 30







بنابرای�ن i می توان�د مقادیر 3 و 1 را 
داش�ته باش�د که مجموع آن ها برابر 

4 است.

6041 xcos2 ضرب  1نیزگ 1 ، طرفین معادله را در  xcos ≠2 چون 0  1
می کنیم 

 x x x xsin( ) cos sin( ) sin( )π π π+ = ⇒ + = −2 2
4 4 2

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 

k
x k x x k

k
x k x x k

  

  

( )
,

( )
,

+ ππ π+ = π+ − ⇒ = ∈

+ ππ π+ = π+π− + ⇒ =− ∈

8 12 2
4 2 12

8 12 2
4 2 4





) را به دست می آوریم: , )π0 اکنون جواب های واقع در بازۀ 

 

k

k
x

                                        

k

k
x       

 ¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.— ¡.¡.—

( )

(. )

( )

(. ) (. ) (. )

+ π π π π=

−

+ π π π π=− − −

0 1 2

8 1 3 17
12 12 4 12

0 1 1

8 1 9 7
4 4 4 4

π3 قابل قبول 
4

π3 ولی 
4

π و 
12

) عبارت اند از  , )π0 جواب ه�ای واقع در بازۀ 

نیست، زیرا باعث صفر شدن مخرج کسر در معادلۀ اصلی می شود )توجه کنید 

xcos2 به وجود آمده اس�ت(.  x در اثر ض�رب کردن معادله در  π=3
4

ک�ه 

) برابر یک است.  , )π0 پس تعداد جواب ها در بازۀ 

6051 . با  1نیزگ 1 xcos = 13
4

xsin ی�ا  = 3
4

توج�ه کنی�د که   2

xsin دو  = 3
4

، معادلۀ  y= 3
4

y و خط  xsin= توجه به نم�ودار تابع 

) دارد. , )π0 2 جواب در بازۀ 



)97(

همچنی�ن با توجه به نم�ودار تابع 

 ، y= 13
4

y و خ�ط  xcos=

دو   xcos = 13
4

معادل�ۀ 

) دارد.  , )π0 2 جواب در بازۀ 

)x هم�ان ج�واب معادل�ۀ  )3 ول�ی توج�ه کنی�د ک�ه یک�ی از ای�ن جواب ه�ا 

 .( ) ( )+ =2 23 13 1
4 4

، زیرا  x( )1 ) اس�ت  , )π0
2

xsin در ب�ازۀ  = 3
4

) دارد. , )π0 2 بنابراین معادلۀ مورد نظر مسئله سه جواب در بازۀ 

6061 راه حل اول معادله را به صورت زیر ساده می کنیم. توجه  1نیزگ 1  2

 . x  x xcos sin cos− =2 2 2 کنید که 

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x x k     k

kx k x x     k

,

,

= π+ ⇒ = π ∈
 π= π− ⇒ = ∈

2 2 2
22 2

3





kπ2 نیز می ش�وند، پس  kπ2 ش�امل جواب های 
3

واضح اس�ت که جواب های 

k هستند. k  ,π ∈2
3

 جواب های کلی به صورت 

x=0 جواب معادله است، پس گزینه های )3( و )4( رد می شوند.  راه حل دوم 
x=π جواب معادله نیست: π می شود، اما  ، گزینۀ )1( برابر  k=3 به ازای 

       sin cos , sin( ) sinπ ππ− π=− −π = =2 2 31 1
2 2

 

بنابراین گزینۀ )1( هم رد می شود.

6071 x کمک  1نیزگ 1 x xcos cos sin= −2 22 از اتح�اد مثلثاتی   4
می گیریم و معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 

 
x  x  x x
x  x
x x x x x x
x x

cos sin cos sin
cos sin
cos sin (cos sin )(cos sin )
cos sin

− = −
+
− = − +
+

2 2

 

x ضرب می کنیم    xcos sin+ طرفین معادله را در 

 
x x x x x x

x x

x x

(1)

(2)

cos sin (cos sin )(cos sin )
cos sin

(cos sin )

− = − +
− =

 + =

2

2
0

1

] به دست می آید: , ]π0 از معادلۀ )1( جواب های زیر در بازۀ 

 x x xcos sin π= ⇒ =
4

 

] به دست می آید: , ]π0 از معادلۀ )2( جواب های زیر در بازۀ 

 x

x   

x x kx x x x

kx   k x x x    

sin

[ , ]

sincos sin sin cos

, , ,∈ π

= ⇒ = π+ + = ⇒

π π= ∈ → = = =π

2 2

2
0

2 0 22 1

0
2 2





 

π7 است.
4

] برابر  , ]π0 پس مجموع جواب های واقع در بازۀ 

6081 راه حل اول معادله را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  3

 

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x

(sin cos )(sin sin cos cos ) sin

(sin cos )( sin cos ) sin

sin sin cos cos sin cos sin

cos ( sin sin cos )

cos (cos sin cos ) cos (cos sin )

+ − + =

+ − =

− + − =

− + − =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

2

2 2

1

1 0

0 0

 

] به صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 x x x x xcos , , cos sin ,π π π π= ⇒ = = ⇒ =3 50
2 2 4 4

 

] چهار جواب دارد. , ]π0 2 پس معادله در بازۀ 
راه حل دوم معادله را به صورت زیر می نویسیم:

x x x x x x

x x x x x x

x x
x x x

x x x

sin cos sin sin sin cos

sin ( sin ) cos sin cos cos

cos ,
cos (sin cos )

sin cos ,

+ = ⇒ − − =

− − = ⇒ − =

π π = ⇒ =
− = ⇒ π π = ⇒ =



3 3 3 3

2 3 2 3

2

0

1 0 0
30

2 20
5

4 4
] چهار جواب دارد. , ]π0 2 پس معادله در بازۀ 

6091 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  2

 
x  

x x x x

x x x x
x

x x x x

x x

cos

tan sin tan ( sin )

sin cos sin cos
cos

cos cos cos cos

(cos )( cos )

≠

= − ⇒ = −

= → =

− = ⇒ + − =

+ − =

2 2 2 2

2 02 2 4
2

2 4 4 2

2 2

2 2 2 1

2 2

1 2 2 1 0

1 2 1 0

 

، بنابراین xcos + ≠2 1 0 چون 

 x x x x k kcos cos cos ,π= ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π± ∈2 2 1 22 1
2 2 4



6101 )xcos نتیجه می شود  1نیزگ 1 sin )π =−2 1 از   2

 x k x k ksin sin ,π = π+π⇒ = + ∈12 2
2



1− را  −xsin نتیجه می ش�ود که k می تواند مقادیر صفر و  ≤ ≤1 با توجه به 1
] به صورت زیر هستند: , ]π0 2 داشته باشد. بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
k x x x

k x x x

sin ,

sin ,

π π= ⇒ = ⇒ = =

π π=− ⇒ =− ⇒ = =

1 50
2 6 6

1 7 111
2 6 6

 . π4 پس مجموع جواب ها برابر است با 

6111 از  1نیزگ 1 و در مخ�رج کس�ر   sin 025 از  در ص�ورت کس�ر   3

cos فاکتور می گیریم: 025

 A
sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

25 1 25 25 25 25 25
25 1 25 25 25 25



فصل دوم: آزمون ها
)98(

6121 sin را به ت�وان دو  1نیزگ 1 cosα+ α=1
3

دو ط�رف تس�اوی  1
می رسانیم:

 
sin cos sin cos

sin cos sin cos

α+ α+ α α=

+ α α= ⇒ α α=−

2 2 12
9

1 81 2 2
9 9

، آن گاه A sin cos= α− α اگر فرض کنیم 

 
A

A

(sin cos ) sin cos sin cos

( )

= α− α = α+ α− α α

= − − = ⇒ =±

2 2 2 2 2
8 17 171
9 9 3

sinα<0 و  α در ناحیۀ چهارم ق�رار دارد،  چ�ون انته�ای کمان نظی�ر زاوی�ۀ 

 . A=− 17
3

sin منفی است و در نتیجه  cosα− α . پس مقدار  cosα>0

6131 فرض می کنیم اندازۀ این زاویه برحس�ب درجه برابر D و  1نیزگ 1  3

تس�اوی  از   . D R= −
π

200 5 بنابرای�ن  باش�د.   R براب�ر  رادی�ان  برحس�ب 

D به دست می آید R=
π0180

R
R R R R R

−
ππ = ⇒ = − π⇒ = π⇒ =

π0

200 5
180 200 5 20 5

4180
6141 از نمودار داده شده مشخص است که سه برابر دورۀ تناوب  1نیزگ 1  3

f برابر 2 است: x a b x( ) sin( )= π برابر 6 است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 12 1 1

. a=±4 . در نتیجه  a  | |=4 از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر 4 است. پس
با توجه به نمودار که در شروع به صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

 
a

f x x  
b

( ) sin( )
= ⇒ = −π
=−

4
4

1

a
   f x x

b
, ( ) sin( )

=− ⇒ =− π
=

4
4

1

4− است.  در هر دو حالت مقدار ab برابر 

6151 توجه کنید که 1نیزگ 1  1
cot cot( ) tan= + =−0 0 0 0380 270 110 110

بنابراین

cot cot tan cot

cot tan

( tan )( cot )

tan cot

cot tan tan cot

tan cot

tan cot

+ = +
− + + +
+ + +=
+ +

+ +=
+ + +
+ += =
+ +

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

1 1 1 1
1 380 1 110 1 110 1 110

1 110 1 110
1 110 1 110

2 110 110
1 110 110 110 110
2 110 110 1
2 110 110

6161 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
a a a a a acos sinπ π π π+ = + = ⇒ = − ⇒ =7 97 9 9 7 9 7

32 32 2 2
به همین ترتیب

a a a a

a acos sin

π π π π π+ = + = = ⇒ = −

=−

21 27 48 3 321 27 27 21
32 32 32 2 2

27 21

. a a a a
a a a a

sin cos sin sin
sin cos sin sin

=− =−7 27 7 21 1
21 9 21 7

بنابراین 

6171 دو طرف تساوی داده شده را به توان دو می رسانیم و از اتحادهای  1نیزگ 1  3
cos استفاده می کنیم: sinα= − α22 1 2 sin و  sin cosα= α α2 2

 
x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

. x xcos sin ( )= − = − − =−2 23 14 1 2 2 1 2
4 8

بنابراین 

6181 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 A x x xsin cos cos= + = +4 4 3 1 4
4 4

. A= + × =3 1 1 5
4 4 3 6

بنابراین 

6191 x می نویسیم.  1نیزگ 1 xcos cos( )π= +2
4

معادله را به صورت   1

 k( )∈ بنابراین جواب ها به صورت زیر هستند: 

kx k x x k x k x x  ,π π π π π= π+ + ⇒ = π+ = π− − ⇒ = −22 2 2 2 2
4 4 4 3 12

π7 که مجموع آن ها برابر 
12

π و 
4

] عبارت اند از  , ]π0 جواب ه�ای واقع در ب�ازۀ 

π5 است.
6

6201 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 x x xsin (cos sin )+ = + 21 2

بنابراین معادله به صورت زیر ساده می شود:

 x x x x

x x x x

(cos sin ) cos sin

(cos sin )(cos sin )

+ = +

+ + − =

2

1 0

، آن گاه x xcos sin+ . اگر 1= x k π= π−
4

، آن گاه  x xcos sin+ =0 اگر 

x xcos sin− =1

sin به ازای  sin cosα= α α2 2 cos و  sin− α= α21 2 2 از اتحاده�ای 

=xα استفاده می کنیم:
2

 

x x x

x x k x k

x x x k x k

sin sin cos

sin

sin cos

=

 = ⇒ = π⇒ = π


π π = ⇒ = π+ ⇒ = π+

22 2
2 2 2

0 2
2 2

2
2 2 2 4 2

. π7
4

π3 و 
4

 ، π
2

) عبارت اند از  , )π0 2 بنابراین جواب های واقع در بازۀ 

6211 . بنابراین 1نیزگ 1 tan cotα α=1 می دانیم   4

 

A
tan cot tan cot

tan cot tan cot

tan cot (tan cot )

tan cot tan cot

π π π π− + −
=

π π π π+ − −

π π π π− + − − −
= = =−

π π π π+ − − −

1
5 5 5 5

1
5 5 5 5

1 1
5 5 5 5 1

1 1
5 5 5 5



)99(

6221 . بنابراین از فرض  1نیزگ 1 x
x

cot
tan

= 1 ابتدا توجه کنید که   1
مسئله نتیجه می شود

 

x
xx
xx

x

x x x

tan
tantan
tantan

tan

tan tan tan

−
−= ⇒ =
++

− = + ⇒ =

2

2

2 2 2

1
7 1 7

1 25 251

1625 25 7 7
9

 

x استفاده می کنیم. بنابراین
x

tan
cos

= + 2
2

1 1 از اتحاد 

 x
x

cos
tan

= = =
+ +

2
2

1 1 9
16 251 1
9

 

. xcos =3
5

، در نتیجه  xcos >0 چون x زاویه ای حاده است، پس 

6231 . در نتیجه 1نیزگ 1 x x ysin cos+ = فرض می کنیم   3

 yy x x x x x x(sin cos ) sin cos sin cos
−

= + = + ⇒ =
2

2 2 11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر درمی آید:

 y y y y−
= ⇒ − − =

2
21 2 1 0

2
x نمی تواند با  xsin cos+ ، پ�س  + >1 2 2 . ولی چون  y= ±1 2 پ�س 

 . x xsin cos+ = −1 2 این عدد برابر باشد و در نتیجه 

6241 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

cos cos ( ) cos

= − =

= − =

= − =

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

2 0 2 0 0 2 0

179 180 1 1

178 180 2 2

91 180 89 89



بنابراین

 A (cos cos cos ) cos cos= + + + + +2 0 2 0 2 0 2 0 2 02 1 2 89 90 180

cos و همچنین  =2 090 0 از طرف دیگر 

  ,   cos sin , cos sin , cos sin= = =2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 089 1 88 2 46 44

بنابراین

 
A

A
IU

     

cos

cos

(sin cos sin cos

sin cos cos ) cos

( )
=

=

= + + + +

+ + + +

→ = + + + + + =
2 0

2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

145
2

180 1 44

2 1 1 2 2
44 44 45 180

12 1 1 1 1 90
2







6251 آن گاه  1نیزگ 1  ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

 [ , )π π−
3 2

ب�ازۀ  روی   y xtan= تاب�ع  زی�را   ، xtan tan( )π≥ −
3

. بنابراین xtan ≥− 3 اکیداً صعودی است و در نتیجه 
 m m+ ≥− ⇒ ≥−2 3 3 3 3

3− است. 3 پس حداقل مقدار m برابر 

6261 2−  1نیزگ 1 بیش�ترین و کمترین مقدار تاب�ع به ترتیب برابر 2 و   4

) عبور می کند، بنابراین , )4 0
3

. نمودار تابع از نقطۀ  a| |=2 هستند. پس 

f a b b

b k b k

( ) sin( ( )) sin( ( ))

( )

= ⇒ π − = ⇒ π − =

π − = π⇒ = +

4 4 40 0 0
3 3 3

4 4
3 3

به ص�ورت  تاب�ع  ضابط�ۀ  بنابرای�ن   . b=7
3

پ�س   ، b< <2 3 چ�ون 

چ�ون  اس�ت.   f x x( ) sin( )π=− −π72
3

ی�ا   f x x( ) sin( )π= −π72
3

f اس�ت. در  x x( ) sin( )π= −π72
3

، پ�س ضابطۀ تابع به صورت  f( )>0 0

. a b+ =13
3

b=7 و 
3

 ، a=2 نتیجه 

6271 و  1نیزگ 1  cos cos sinα= α− α2 22 اتحاده�ای  از   2

coscos استفاده می کنیم. ابتدا توجه کنید که + αα=2 1 2
2

 

x x x
x x x
x x x x

x x
x x x

sin cos sin
tan cos cos
tan sin cos sin

cos cos

cos sin cos

−−
− = =
+ ++

= − =

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

1
1
1 1

2

 

ازای  ب�ه  اکن�ون   . x xA x
x

tan cos( ) cos
tan

− += = =
+

2 2 2
2

1 1 42
21

بنابرای�ن 

x مقدار عبارت A را به دست می آوریم: π=
16

 
cos ( ) cosπ π+ + +

+= = =

21 4 1 1
2 216 4 2

2 2 2 4
 

6281 .  1نیزگ 1 AB=4 ، پس  ABD̂sin sin= = =0 130
8 2

چ�ون   2

sinα=3 و 
5

. در نتیجه  AC=5 بنابرای�ن با اس�تفاده از قضی�ۀ فیثاغ�ورس، 

. sin sin cos ( )( )α= α α= =3 4 242 2 2
5 5 25

. بنابراین  cosα=4
5



فصل دوم: آزمون ها
)100(

6291 از روی نمودار تابع f در شکل زیر معلوم می شود که وقتی  1نیزگ 1  4
، پس f x( )=0 نمودار تابع f بر محور طول ها مماس می شود، 

x x

x k x k k

x k k k

sin( ) sin( )

,

− = ⇒ =

π π= π+ ⇒ = π+ ∈

π< < π⇒ < π+ < π⇒ < + < ⇒− < <

1 2 0 2 1

2 2
2 4

1 1 150 4 0 4 0 4
4 4 4 4



k=3 چه�ار مق�دار برای x به دس�ت  k=2 و   ، k=1  ، k=0 پ�س ب�ه ازای 
می آید که طول نقاط تماس نمودار تابع با محور طول هاست.

6301 . در ادامه معادله را  1نیزگ 1 π π π+ =3
8 8 2

ابت�دا دقت کنید ک�ه   1

به صورت زیر ساده می کنیم:

x x

x x

x x

x k x k

x k x k

sin( ) cos( )

sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π+ + − =−

π π π+ + − + =−

π π+ =− ⇒ + =−

π π π+ = π− = π−  ⇒ 
π π π + = π+π+ = π+ 

3 1
8 8

1
8 2 8

12 1
8 8 2

72 2
8 6 24

252 2
8 6 24

π25 ک�ه 
24

π41 و 
24

] عبارت ان�د از  , ]π0 2 پ�س جواب ه�ای معادل�ه در ب�ازۀ 

π11 است.
4

مجموع آن ها برابر 

6311 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

A
cos( ) cos( )

sin cos
sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ − π+θ
θ+ θ= =

π−θ − π+θ θ+ θ

θ+ θ= = + θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

ریاضی - 91  . A
tan /

= + = + =
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 2

بنابراین 

6321 و  1نیزگ 1  tan
cos

+ α=
α

2
2

11 اتحاده�ای  از   4

cot استفاده می کنیم و عبارت را به صورت زیر می نویسیم:
sin

+ α=
α

2
2
11

( tan )( cot ) cos sin sin cos

sin cos cos cos cos ( cos )

×
+ θ + θ θ θ θ θ= =
− θ− θ θ− θ θ − θ

2 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 2

1 1 1
1 1

1 1

sin استفاده می کنیم: sin cosα= α α2 2 اکنون از اتحاد 

sin
sin cos sinsin

−= = = θ
θ θ θθ

4
4 4 44

1 1 16 16 2
1 22

16
خارج از کشور ریاضی - 91  

6331 از نمودار داده ش�ده مش�خص اس�ت که س�ه برابر دورۀ  1نیزگ 1  1
y برابر 1 است:  a b xsin( )= π تناوب، برابر 3 است، پس دورۀ تناوب تابع 

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 21 1 2  

از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر 3 است. پس

a a| |= ⇒ =±3 3  

با توجه به نمودار که در شروع به صورت نزولی است، دو حالت زیر قابل قبول است:

a
y x

b

a
y x

b

sin( )

sin( )

= ⇒ = − π
=−
=− ⇒ =− π
=

3
3 2

2

3
3 2

2

6− است. ab برابر  در هر دو حالت مقدار 
خارج از کشور ریاضی - 92  

6341 اس�تفاده  1نیزگ 1  cot tan cotα− α= α2 2 اتح�اد  از   2

، آن گاه  xα=
2

می کنیم. اگر 

 x x x
x

tan cot cot
tan

−− =− =− = =−2 2 32
2 2 4 2

3

 

تجربی - 96  

6351 کافی اس�ت صورت و مخرج برابر باش�ند به ش�رطی که  1نیزگ 1  4
مخرج صفر نباشد:

 
k

x x x x

x k x x

k x x k

k

x

¡.¡.—)

  

(.

sin cos( ) sin sin

,

π= + ⇒ =

= π+ ⇒ = π

π π= π+π− ⇒ = + ∈






3

3 2
2 4

3 3
2

3 2



 

x مخرج کسر صفر می شود، پس این جواب غیرقابل قبول است  k= π به ازای 

kx است. π π= +
2 4

و جواب 

خارج از کشور تجربی - 93  

6361 x 1نیزگ 1 x xcos cos cos( )=− = π−3 معادله را به صورت   1
نوشته و حل می کنیم:

kx k xx k x

x k x x k x k

π π = π+π⇒ = += π+π−  ⇒ 
= π−π+ π  = π−π⇒ = π−

4 23 2 2 4
3 2 2 2

2

x غیرقابل قبول اس�ت. پس جواب  k π= π−
2

، جواب  xcos ≠0 با توجه به 

kπ است.  π+
2 4

کلی 

خارج از کشور تجربی - 94  



)101(

6371 . در ادامه معادله را به  1نیزگ 1 π π π+ =3
8 8 2

ابتدا دقت کنید که   1
صورت زیر ساده می کنیم:

x x x x

x k
x x

x k

     

sin( ) cos( ) sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π π π π+ + − = + + − + =

π π + = π+π π+ = ⇒ + = ⇒
π π + = π+π−



3 1
8 8 8 2 8

2
1 8 62 1

8 8 2 2
8 6

] به صورت زیر هس�تند که مجموع آن ها  , ]π0 2 پس جواب های معادله در بازۀ 

π3 است:
4

برابر 

  x      x x x,π π π π π π= − = − ⇒ + =π− =1 2 1 2
5 3

6 8 6 8 4 4
 

خارج از کشور ریاضی - 95  

6381 ، متمم زاویۀ x است، پس 1نیزگ 1 xπ−
2

زاویۀ   4

 

x x x x

x x x x

kx k x x      x k x x k

sin cos( ) sin sin

sin sin sin sin( )

, ( )

π+ − = ⇒ + =

=− ⇒ = −

π= π− ⇒ = = π+π+ ⇒ = + π

2 0 2 0
2

2 2

22 2 2 2 2 1
3

 

. π π2 و   ، π4
3

 ، π2
3

]  عبارت اند از 0،  , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

خارج از کشور تجربی - 96 π5 است.  مجموع این جواب ها برابر 

6391 معادل�ۀ داده ش�ده را ب�ا اس�تفاده از اتحاده�ای مثلثاتی،  1نیزگ 1  1
بازنویسی کرده و آن را حل می کنیم:

 

x x x x

x x x

x x x k

x   ( ¡.¡.—).

sin cos ( cos ) cos

cos cos cos

cos cos cos

cos

+ = ⇒ − + =

− ± +− + + = ⇒ =
−

π π =− ⇒ = ⇒ = π±

 =

2 2

2

2 3 0 2 1 3 0

3 9 162 3 2 0
4

1 2 22
2 3 3

2

 

تجربی - 95  

6401 x  1نیزگ 1 xcos cos= +22 2 راه حل اول با توجه به اتحاد  1  3
معادله را ساده می کنیم:

 

x x x x

x x

x k x k

cos cos cos cos

cos cos cos

+ = ⇒ + + =

π=− ⇒ =

π π= π± ⇒ = π±

22 2 0 2 2 1 0

1 22 2
2 3
22 2
3 3

 

x معادله را ساده می کنیم: xcos cos= −22 2 راه حل دوم با توجه به اتحاد 1

 

x x x x x

x x k
x

x x k

cos cos cos cos cos

cos cos
cos

cos cos

+ = ⇒ − + = ⇒ =

π π = = π±  =± ⇒ ⇒ 
π π = = π±  

2 2 2 22 2 0 2 1 2 0 4 1

2
1 3 3
2 2 22

3 3

 

k هستند. ππ±
3

این جواب ها همان 
تجربی - 96  

6411 sin  استفاده می کنیم.  1نیزگ 1 sin cosα= α α2 2 از اتحاد   1
ابتدا دو طرف عبارت داده شده را به توان دو می رسانیم:

 
(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α= ⇒ α=

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4

 

. cos( )π− α =−3 32
2 4

، بنابراین  cos( ) sinπ− α =− α3 2 2
2

چون 

تجربی - 95  

6421 020 می نویسیم: 1نیزگ 1 عبارت را برحسب نسبت های مثلثاتی زاویۀ   3

A
sin( ) sin( ) cos sin

cos( ) cos( ) cos sin

− + − − −= =
+ − + − +

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
270 20 720 20 20 20
540 20 90 20 20 20

cos تقسیم می کنیم: 020 سپس صورت و مخرج را بر 

A

cos sin
tancos

cos sin tan

cos

− − −− −
− −= = = = =

−− + − + − +

0 0

00

0 0 0

0

20 20 2 71
1 20 720 5 5

2 3 320 20 1 20 1
5 520

خارج از کشور تجربی - 94  

6431 با توجه به ش�کل حداکث�ر مقدار تابع برابر 1 اس�ت، این  1نیزگ 1  4

، پس bxcos( )π+ =−1
2

مقدار زمانی به دست می آید که 

 a a+ = ⇒ =−2 1 1  

. با توجه به ش�کل  y bx bxcos( ) sin( )π=− − + =− +1 2 1 2
2

در نتیج�ه 

π است. بنابراین π π− =13 2
18 18 3

دورۀ تناوب تابع برابر با 

  b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3
 

y به صورت صعودی ش�روع  bxsin( )=− +1 2 x نمودار تابع  π>
18

ب�رای 

y و مقدار  xsin( )=− +1 2 3 b=3 قابل قبول اس�ت، یعن�ی  می ش�ود، پس 

ریاضی - 95   . − + =1 3 2 a برابر است با  b+

6441 اتح�اد  1نیزگ 1 و  م�زدوج  اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا   4
cos معادله را به صورت زیر می نویسیم: cos sinα= α− α2 22

 

x x x x

x x x

x x

(sin cos )(sin cos ) sin ( )

sin cos sin cos

cos cos cos

π− + = π+

π− = ⇒− =

π=− ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2
4

12
4 2

1 22 2
2 3

 

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x k x kπ π= π± ⇒ = π±22 2
3 3

 

تجربی - 92  



فصل دوم: آزمون ها
)102(

6451 x  معادله را  1نیزگ 1 xcos cos= −22 2 با اس�تفاده از اتحاد 1  3
ساده می کنیم:

 

x xx x x
x x

x x x x

x x

cos sincos ( sin ) cos
sin cos

( cos ) cos cos cos

( cos )( cos )

= + = +

− = + ⇒ − − =

+ − =

2 2

2 2 4 4 1

2 2 1 4 1 4 4 3 0

2 1 2 3 0

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

     x x x k.¡.¡.—)(cos c, os − π= = ⇒ = π±3 1 22
2 2 3

 

خارج از کشور ریاضی - 92  

6461 cos  1نیزگ 1 cos sinα= α− α2 22 اتح�اد  از  اس�تفاده  ب�ا   2
معادله را به صورت زیر ساده می کنیم.

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2  
پس جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
x k x x k

kx k x x

= π+ ⇒ = π

 π= π− ⇒ =

2 2 2

22 2
3

 

kπ2 نیز می شود، پس جواب های  kπ2 شامل جواب 
3

واضح اس�ت که جواب 

تجربی - 91 kπ2 هستند. 
3

کلی به صورت 

6471 و  1نیزگ 1  cos cosα= α−22 2 1 اتحاده�ای  از   1
sin اس�تفاده می کنیم. ابتدا معادل�ه را به صورت زیر  sin cosα= α α2 2

می نویسیم:

x x x x x

x x x x

( cos ) sin cos cos sin

cos sin cos cos( )

− + = ⇒ + =

π=− ⇒ = +

22 1 2 0 2 2 0

2 2 2 2
2

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 
x k x k

kx k x x

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = −

12 2 2
2 4

2 2 2
2 2 8

 

 x xcos sin=−2 2 راه حل دوم برای به دست آوردن  جواب های کلی معادلۀ 
به کمک دایرۀ مثلثاتی متوجه می شویم:

kx k xπ π π= π− ⇒ = −2
4 2 8

تجربی - 94  

6481 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 1نیزگ 1  3

 
x x x x x x

x
x x x x x x

sin cos cos sin cos cos
cos

sin cos sin sin (cos sin )

= + ⇒ = −
−

= ⇒ − =

2

2

1 1
1

0
 

پس جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 x x k x x x k     sin , cos sin π= ⇒ = π − = ⇒ = π+0 0
4

 

x مخرج کس�ر صفر می ش�ود. پس جواب های  k= π2 دق�ت کنید که به ازای 

x هس�تند ک�ه روی دایرۀ مثلثاتی مطابق  k π= π+
4

x و  k( )= + π2 1 معادله 

خارج از کشور ریاضی - 91 شکل زیر مثلث قائم الزاویه تشکیل می دهند. 

6491 ابت�دا توج�ه کنید که برای تعریف ش�دن عبارت س�مت  1نیزگ 1  2
چپ معادله لازم است که 

 x x x kcos cos+ ≠ ⇒ ≠− ⇒ ≠ π+π1 0 1 2  
با شرط فوق معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:

 x x x x x xsin sin sin sin sin sin( )+ = ⇒ =− ⇒ = −3 2 0 3 2 3 2  
بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر است:

 
kx k x x k

x k x x k   (.¡.¡.ù)

,π = π− ⇒ = ∈

 = π+π+ ⇒ = π+π

23 2 2
5

3 2 2 2



 

خارج از کشور تجربی - 97  

6501 از اتحادهای  1نیزگ 1  3

       sin sin cos , cos cos sinα= α α α= α− α2 22 2 2  
و اتحاد مزدوج برای ساده کردن معادله استفاده می کنیم:

 
x x x x x x

x x x x x

sin cos (sin cos )(sin cos )

sin cos cos cos ( sin )

= − +

=− ⇒ + =

2 2 2 2

1
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 0



 

kx x k x

x k x k
x

x k x k

cos

sin

π π π = ⇒ = π+ ⇒ = +
 π π= π− = π−   − = ⇒ ⇒  π π = π+ = π+   

2 0 2
2 2 4

2 2
1 6 122

2 7 72 2
6 12

 π7
12

π11 و 
12

 ، π3
4

 ، π
4

] عبارت اند از  , ]π0 پ�س جواب ه�ای معادله در بازۀ 

ریاضی - 95 π است.  π=30 5
12 2

که مجموعشان برابر 



6511 a باشد. یعنی 1نیزگ 1 a( , )−2 2 x=2 عضو بازۀ  کافی است   4
 a a a a     ,− < ⇒ < > ⇒ >2 2 4 2 2 1  

. a< <1 4 بنابراین 

6521 ]x به دست می آید که به صورت  1نیزگ 1 ]≠2 دامنۀ تابع از شرط   3
زیر است:

 fD ( , ) [ , )= −∞ +∞2 3  

x=3 تعریف نشده است. بنابراین تابع در همسایگی چپ نقطۀ 

6531 ،  1نیزگ 1
x

f x
( )

lim ( )
+→ −

=
1

3  و
x

f xlim ( )
−→

=
2

4 توجه کنید که   4

بنابراین مقدار مورد نظر برابر ۷ است.
6541 . در نتیجه  1نیزگ 1

x
f xlim ( )

→
=

1
0 توجه کنید که   1

 
x  y

f x f ylim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
0 1

1 0  

. بنابراین  x +→3
3

، آن گاه  x +→9 از طرف دیگر، اگر 

 
x  t

xf f tlim ( ) lim ( )
+ +→ →

= =
9 3

1
3

 

بنابراین مقدار مورد نظر برابر 1 است. 

6551 .  1نیزگ 1 x[ ]=0 توجه کنید که در یک همس�ایگی چپ نقطۀ 1،   2
 .

x x
f x x flim ( [ ]) lim ( )

− −→ →
=

1 1
0

x
lim

−→
= =

1
2 2 بنابراین 

6561 با توجه به نمودار،  1نیزگ 1  4
 x f x( ) ( )− +→ − ⇒ →1 2  

 .
x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
− +→ − →

= =−
1 2

2 بنابراین 

6571 نمودار تابع به ش�کل زیر اس�ت. واضح است که تابع در  1نیزگ 1  3
) حد ندارد. , )−2 2 x=1 از بازۀ  x=0 و   ، x=−1 نقطه های 

6581 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x

x

f x a a

f x a b a b

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

−

+

→

→

= − = −

= − + = − +

5

2

5

2 5 3 10 3

5 5 25 5

، پس هر یک از حدهای بالا برابر 
x

f xlim ( )
→

=
5

17 اکن�ون توجه کنید که چون 

1۷ است: 

 
a a

ab
a b b

− = =  ⇒ ⇒ = 
− + = =  

10 3 17 2
4

25 5 17 2

فصل سوم

فصل دوم: آزمون ها

6591  وجود دارد.  1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→ 3

توجه کنید که بنابر قضایای حد،   1

از طرف دیگر،

 x
x

x x

x
x
f x f x f x

lim( )
lim

( ) lim ( ) lim ( )
→

→
→ →

+
+ = = =3

3
3 3

4
4 7 7

6

. بنابراین
x t

f x f tlim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
1 3

2 1 6 . همچنین 
x

f xlim ( )
→

=
3

6 بنابراین 

 
x

f x
x
( )

lim
→

+
= =

+ +1

2 1 6 2
2 1 2

6601 x=2 را حساب می کنیم: 1نیزگ 1 حد چپ و حد راست تابع در   2

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= − = − =

= − = − =

2 3

2 2
2 3

2 2

6 24 8 16

3 12 8 4

x=2 برابر 20 است. بنابراین مجموع حد چپ و حد راست تابع در 

6611 ابتدا نامعادله را حل می کنیم 1نیزگ 1  4
 x x x| |− < ⇒− < − < ⇒− < <1 2 2 1 2 1 3  

) مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادله اس�ت که همس�ایگی نقطۀ  , )−1 3 پس ب�ازۀ 
x=−2 نیست.

6621 با توجه به شکل می توان نوشت 1نیزگ 1  2
 
x a x a

f x a f x a f a a          lim ( ) , lim ( ) , ( )
+ −→ →

= = − =2 2  

بنابراین

 a a a a( )− − = + ⇒ =12 2 3 1
2

 

6631 )x  1نیزگ 1 ) −− →21 0 ، آن گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر   3

. بنابراین x( ) +− →21 0 ، آن گاه  x −→1 و اگر 

 
x x t t

f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − − +→ → → →

− − − = − = − =2 2

1 1 0 0
1 1 3 1 2

6641 .  1نیزگ 1 x  x| |=− ]x و  ]=−1 ، در س�مت راس�ت نقط�ۀ 1−  3

 .
x x x

x xf f f x
x( ) ( ) ( )

| |
lim ( ) lim ( ) lim ( )

[ ]+ + +→ − → − → −

−= = =−
−1 1 1

1
1

بنابراین 

6651 چون 1نیزگ 1  4
x f x x f x( ) ( ) , ( ) ( )+ + − −→ ⇒ → − → − ⇒ →1 1 1 1  

می توان نوشت

x t

x t

fof x f t

fof x f t
( )

( )

lim ( )( ) lim ( )

lim ( )( ) lim ( )

+ +

− −

→ → −

→ − →

= =−

= =
1 1

1 1

1

1
 

 .
x x

fof x fof x
( )

lim ( )( ) lim ( )( )
+ −→ → −

− =− − =−
1 1

1 1 2 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)104(

6661 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 
x x x f x

x x x f x

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

∈ ⇒ − =− ⇒ =

∉ ⇒ − =− − ⇒ =−

0

1 1





 

)  به ش�کل زیر اس�ت. با توجه به نمودار،  , )−3 3 بنابراین نمودار تابع f در بازۀ 
1− است.  تابع f در تمام نقاط این بازه حد دارد و حد آن برابر 

  

6671 x=2 و  1نیزگ 1  ح�د دارد، پس در  ای�ن تاب�ع در تمام نقاط   1
x=−2 نیز حد دارد. بنابراین باید حد چپ و حد راست تابع در هر یک از این 

نقاط برابر باشند:

 

x x

x x

x x

x x

f x ax x a

f x x b b

f x ax x a

f x x b b
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

+ +

− −

→ →

→ →

→ − → −

→ − → −

= + = +

= + = +

= + =− +

= + =− +

3 2

2 2

2 2
3 2

2 2

2 2

8 4

2

8 4

2

بنابراین

 
a b b a a

ab
a b b a b

+ = + = +  =  ⇒ ⇒ ⇒ =  
− + =− + =− +   =  

18 4 2 8 2
4 1

8 4 2 8 6 4

6681 ، طبق قضایای حد  1نیزگ 1
x

f x Llim ( )
→

=
2

اگر فرض کنیم   4

 
x

f x L L L L
f x L

( )
lim

( )→
= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =−

+ +2

2 23 3 2 3 3 3
1 1

 .
x

f x
f x
( ) ( )

lim
( )→

− × − −
= =

−2

2 1 2 3 1 7
3 3

در نتیجه 

6691 x=−2 را  1نیزگ 1 ابت�دا حد چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ   3
حساب می کنیم: 

 

x x x

x x x

f x ax x x ax x

a

f x ax x x ax x

a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

− − −

+ + +

→ − → − → −

→ − → − → −

= + = − +

= −

= + = − +

= −

2 2 2

2 2 2

3 7

14 2

3 6

12 2
بنابراین

 a a a a− + − = ⇒ = ⇒ =1514 2 12 2 11 26 15
26

 

6701 ابتدا حد چپ و حد راست تابع را در نقطۀ x=1 حساب  1نیزگ 1  2
 ، x −→1 x و اگر  +→2 2 x و  ( )−− → −1 ، آن گاه  x +→1 می کنی�م. اگر 

. در نتیجه x −→2 2 x و  ( )+− → −1 آن گاه 

x x x

x x x

f x x m x m m

f x x m x m m

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

− − −

+ + +

→ → →

→ → →

= + + − = + + − =−

= + + − = + + − =−
1 1 1

1 1 1

2 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2

در نتیجه
 m m m− =− ⇒ =2 0

6711 دامنۀ تابع را پیدا می کنیم: 1نیزگ 1  3

 x x x

x x x x x[ ] [ ]

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− ≠ ⇒ ≠ ⇒ ∉

2 24 0 4 2 2

0 

 

fD   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= − − −2 1 1 0 0 1 1 2   بنابرای�ن دامن�ۀ تابع به ص�ورت  
x=0 در دامنۀ تاب�ع قرار ندارند ولی همس�ایگی  x=±1 و  اس�ت، پس نق�اط 

محذوف آن ها در دامنۀ تابع قرار دارد. 

6721 .  1نیزگ 1 t x( ) −= − →1 2 ، آن گاه  x −→3 توج�ه کنید اگ�ر   1
، آن گاه  x +→0 . همچنین اگر 

x t
f x f tlim ( ) lim ( )

− −→ →
− = =−

3 2
1 1 بنابراین 

. بنابرای�ن 
x t

f x f t
 

lim ( ) lim ( )
+ +→ →

+ = =−
0 1

1 2 . بنابرای�ن  t x( ) += + →1 1

3− است. مقدار مورد نظر برابر 
6731 x=0 مقدارهای تابع f نزدیک  1نیزگ 1 در یک همسایگی راست   4

بنابرای�ن   . f x[ ( )]=1 و   f x( ) −→2 یعن�ی  هس�تند،  آن  از  کمت�ر  و   2

 f مقدارهای تابع x=0 . همچنی�ن در یک همس�ایگی چ�پ 
x

f x
 

lim [ ( )]
+→

=
0

1

 . f x[ ( )]=−2 f و  x( ) ( )−→ −1 نزدی�ک 1− و کمت�ر از آن هس�تند، یعن�ی 

، در نتیجه
x

f x
 

lim [ ( )]
−→

=−
0

2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] lim [ ( )] ( )
+ −→ →

− = − − =
0 0

2 2 2 4  

6741 ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  1

 
x x f x x

x x f x

x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < < ⇒ =− ⇒ =−

≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1

0 1 0 0

1 2 1

 

پس نمودار تابع به ش�کل روبه رو اس�ت و تابع 
)  ح�د  , )−1 2 فق�ط در نقط�ۀ x=1 از ب�ازۀ 

ندارد. 

6751 ، پس  1نیزگ 1 x>1 ،در یک همس�ایگی راس�ت 1 باش�د x اگ�ر  4
همچنی�ن   .

x y
f x f y alim ( ) lim ( )

+ −→ →
− = =

1 1
2 2 نتیج�ه  در   . x− <2 1

 .
x

f x a
f x a
( )

lim
( )+→

−
= =

1

2 2 2 . در نتیجه 
x

f x alim ( )
+→

=
1

6761 x حد دارند، پس  1نیزگ 1 a= چون تابع های f و g در   1

 x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 2

2 2

همچنین

  x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 3 2 3

2 3 6

، آن گاه 
x a

g x Llim ( )
→

= 2  و 
x a

f x Llim ( )
→

= 1 بنابراین اگر 

 
L L

L L
L L

,
− = ⇒ = =
− =

1 2
1 2

1 2

2 2
6 2

2 3 6

 .
x a x a x a

f x g x f x g x L Llim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
→ → →

= × = × =1 2 12 بنابراین 



)105(

6771 x=2 را  1نیزگ 1 ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع f در نقطۀ   1
به دست می آوریم:

 x x x

x x x

f x x x a x a a

f x b x x b x b

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

+ + +

− − −

→ → →

→ → →

= + = + = +

= − + = − + =− +
2 2 2

2 2 2

2 2 2 4 2

3 2 3 2 6

x=2 حد دارد، در نتیجه حد چپ و حد راس�ت تابع f در  چون تابع f در نقطۀ 
این نقطه برابرند:

a b a b a b+ =− + ⇒ + = ⇒ + =4 2 2 6 2 2 2 1

6781 y رس�م شده  1نیزگ 1 x x= + −2 2 3 در ش�کل زیر نمودار تابع   1

 ، x=−3 . اما در س�مت چپ 
x

x xlim ( )
→−

+ − =2
3

2 3 0 اس�ت. توج�ه کنید 

 ، x=−3 چ�پ  س�مت  در  نتیج�ه  در  هس�تند.  مثب�ت  تاب�ع  مقداره�ای 
. در نتیجه حاصل حد نیز صفر می شود. x x[ ]+ − =2 2 3 0

6791 ،  1نیزگ 1
x a

f x Llim ( )
→

= مطاب�ق قضیه های محاس�بۀ حد، اگر   3

x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) (lim ( ))

→
→

→

= =
+ + +2 2 21 1 1

آن گاه  

در بقیۀ گزینه ها ممکن است حد مخرج کسر تابع برابر صفر و حد صورت کسر 
برابر صفر نباشد و در نتیجه تابع حد نداشته باشد.

6801 در نقطه های�ی که مق�دار 2x عددی صحیح نش�ود، تابع  1نیزگ 1  3
y ح�د دارد. در نقطه های�ی ک�ه مق�دار 2x عددی صحیح ش�ود، تابع  x[ ]= 2

y حد ندارد. این نقطه ها را به دست می آوریم x[ ]= 2

 
kx k k x

k k k

      ,

{ , , , , }

= ∈ ⇒ =

< < ⇒ < < ⇒ ∈

2
2

0 3 0 6 1 2 3 4 5
2



) حد ندارد.  , )0 3 پس تابع در پنج نقطه از بازۀ 

6811 )x  1نیزگ 1 ) −− →31 0 ، آن گاه  x +→1 ابتدا توجه کنید که اگر   3

. بنابراین x( ) +− →31 0 ، آن گاه  x −→1 و اگر 

x x t t
f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

+ − − +→ → → →
− + − = + = + =3 3

1 1 0 0
1 1 4 2 6

6821 .  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=
1

3 ب�ا توجه ب�ه نم�ودار واضح اس�ت که   1

. از ط�رف دیگ�ر در یک همس�ایگی محذوف 
x

f x[lim ( )] [ ]
→

= =
1

3 3 بنابرای�ن 

 . f x( ) −→3 x=1 مقادی�ر تاب�ع f نزدی�ک 3 و کمت�ر از آن هس�تند، یعنی 
. بنابراین 

x x
f xlim[ ( )] lim

→ →
= =

1 1
2 2 ، پس  f x[ ( )]=2 بنابراین در این بازه 

x

x

f x

f x

lim[ ( )]

[lim ( )]
→

→

=1

1

2
3

6831 ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم: 1نیزگ 1  1

 

xxx f x x
x x

xxx f x x
x x

x xx f x x
x x

( )
( )

( )
( )

( )

− −
< ⇒ = + =− −

− −
− −

< < ⇒ = + = −
−

−> ⇒ = + = +
−

2

2

2

10 1
1

10 1 1
1

11 1
1

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است. پس تابع فقط در نقطۀ x=1 حد ندارد.

6841 x=−2 ممک�ن اس�ت ح�د  1نیزگ 1 x=2 و  تاب�ع f فق�ط در   1
نداشته باشد. حد چپ و حد راست تابع را در این نقاط حساب می کنیم:

 
x x x x

x x

x x

f x x       f x x x

f x x x

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

+ + − −

+ +

− −

→ → → →

→ − → −

→ − → −

= = = − =

= − =−

= =

2 3

2 2 2 2
3

2 2
2

2 2

4 2 4

2 4

4

x=−2 حد ندارد.  x=2 حد دارد ولی در  پس تابع در 

6851 . در نتیجه اگر x از  1نیزگ 1 x x x x( )− = −3 2 1 توجه کنید که   1

. بنابراین x x− >3 0 سمت چپ به صفر نزدیک شود، آن گاه 

 
x t t

f x x f t tlim ( ) lim ( ) lim ( )
− + +→ → →

− = = + =3

0 0 0
9 3

6861 x=2 را حساب می کنیم: 1نیزگ 1 حد چپ و حد راست تابع در   2

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

= + = +

2

2 2
2

2 2

3 4 3

3 4 3

x=2 برابر باشند، یعنی باید حد چپ و حد راست تابع در 
 a a a+ = + ⇒ =4 3 4 3 1

.
x x

f x x alim ( ) lim( )
→ →

= +2
3 3

3
x

xlim( )
→

= + =2
3

3 12 بنابراین 

6871 ، آن گاه 1نیزگ 1
x a

f x Llim ( )
→

= اگر فرض کنیم   3

 
x a

x a
x a

f xf x L
f x f x L

L L L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

= ⇒ = ⇒ =
+ + +

+ = ⇒ =−

33 31 1 1
4 2 4 2 4 2

4 2 3 2
بنابراین

 x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

−= = = =
− − − − −

2 2
3 3 3 2 3 5



فصل دوم: آزمون ها
)106(

6881 y  1نیزگ 1 x x[ ]= − y در تمام نق�اط حد دارد. تابع  x= تاب�ع   2
تاب�ع یعن�ی  ای�ن دو  نق�اط غی�ر صحی�ح ح�د دارد. پ�س ض�رب  در تم�ام 

f در تمام نقاط غیر صحیح حد دارد. x x x x( ) ( [ ])= −

y یکس�ان  x x[ ]= − در نق�اط صحی�ح غی�ر صفر ح�د چپ و حد راس�ت تابع 
x=0 چون حد تابع  نیس�تند پس تاب�ع f نیز در این نق�اط حد ندارد. ول�ی در 
y برابر صفر است، پس حد تابع f هم برابر صفر است. بنابراین تابع f در  x=

) حد ندارد. , )−2 2 x=−1 از بازۀ  x=1 و  نقاط 

6891 x=2 را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 ابتدا حد چپ و حد راست تابع در   3

 x x

x x

a af x  x  a
x
a af x  x  

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + = +

= + = +

2
22 2

2
22 2

4 4 4 4
4

3 3 4
4

بنابراین

 a aa a+ + + = ⇒ = ⇒ =3 7 84 4 10 2
4 4 7

6901 x حد داش�ته باشد،  1نیزگ 1 a= y در  x f x| | ( )= + اگر تابع   4

x حد داشته باشد. تفاضل  a= y باید در  x| |= آن گاه تفاضل این تابع و تابع 

x حد داش�ته باشد و  a= y اس�ت که باید در  f x( )= این دو تابع همان تابع 
x حد ندارد. a= y در  x f x| | ( )= + این خلاف فرض مسئله است. پس تابع 

 را در نظر بگیرید.
x

f x
x

( )
− <=

>

1 0

1 0
برای رد گزینه های )1( و )3(، تابع 

x=0 حد ندارد، ولی این تابع در 

x x x

x
f x

f x
| |

lim| ( )| lim , lim
( )→ → →

= = =
0 0 0

1 1 0  

 را در نظ�ر بگیری�د ک�ه در 
x

f x
x

( )

 <=
 ≥

1 0
3
1 0
2

ب�رای رد گزین�ۀ )2(، تاب�ع 

.
x x

f x
  

lim[ ( )] lim
→ →

= =
0 0

0 x=0 حد ندارد ولی0

6911 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x x x

x xx x x
x x xx

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− ++ − += = =
− + +−

2

21 1 1

1 43 4 4 5
1 1 1 21

 

6921 0   اس�ت. توج�ه کنید که 1نیزگ 1
0

ح�د مورد نظ�ر به ص�ورت   2

. بنابراین x x x x x x x x( ) ( )+ + = + + = +4 3 2 2 2 2 24 4 4 4 2

 
x  x  x  

x xx x x x
x x

( )
lim lim lim

( ) ( )→− →− →−

++ + = = =
+ +

2 24 3 2 2
2 22 2 2

24 4 4
2 2

6931 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 x x x x x x x      ( )( ) , ( )( )− = − + + − = − +3 2 28 2 2 4 4 2 2

بنابراین

 x x

x

x x xx 
x xx

x x
x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− + +− =
− +−

+ + + += = =
+ +

23

22 2
2

2

2 2 48
2 24

2 4 4 4 4 3
2 2 2

6941 . در نتیجه 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−

=
2

4 از روی شکل معلوم می شود که   3

 

x x

x

x

f x f x
f x f x

f x f x f x
f x

f x f x

( ) ( )
lim lim

( ) ( )

( ( ) )( ( ) ( ) )
lim

( )

lim ( ( ) ( ) )

→− →−

→−

→−

− −
=

− −

− + +
=

−

= + + = + × + =

3 3 3

2 2

2

2

2 2
2

64 4
4 4

4 4 16
4

4 16 4 4 4 16 48

 

6951 یک عامل x−1 را از صورت و مخرج ساده می کنیم 1نیزگ 1  3

 

x x

x

x x

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x
x x x x x

lim lim

( )( ) ( )
lim

( )( ) ( )

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→

→ →

− + − − +=
+ − − + −

− + + − −
=

− + + + −

− + − + −= = = =
− + + + +

3 3

3 31 1
2

21

2 2

2 21 1

3 2 1 3 3
3 4 1 3 3

1 1 3 1
1 1 3 1
1 2 2 0 0

61 4 4

 

6961 می توان نوشت 1نیزگ 1  4

 x x x

x x

x xx x
x x x x x x

x
x x x

( ) | |
lim lim lim

( )
lim lim

( )( )

− − −

− −

→ → →

→ →

− −− + = =
− + − + − +
− − −= = =−
− − −

22

2 2 22 2 2

2 2

2 24 4
3 2 3 2 3 2

2 1 1
2 1 1

 

6971 چون حد صورت کسر صفر است، باید حد مخرج آن هم  1نیزگ 1  3
صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. که این طور 

. پس b( )≠0 نیست 
 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4  

بنابراین

 x x

x x

x xb
x ax x x
x x x
x x x

lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− −= =
+ + − +
− + + += = = =
− − − −

2 2

2 23 3

3 3

9 9
3 4 3

3 3 3 3 3 3
3 1 1 3 1

 

 . a b+ =− + =−4 3 1 بنابراین 

6981 از اتحاد مزدوج نتیجه می شود 1نیزگ 1  2

 

x x

x x

x  

x xx
x x x

x x

x x x x

x

( )( )
lim lim

( )

( )
lim lim

( ) ( )

lim

→ →

→ →

→

− − + −− − =
+ −

− −
= =

+ − + −

= = =
++ −

3 33

3 3 30 0

3 3

3 3 3 30 0

30

1 1 2 1 1 21 1 2
1 1 2

1 1 2 2
1 1 2 1 1 2
2 2 1

1 11 1 2

 

6991 به کمک اتحاد مزدوج معلوم می شود 1نیزگ 1  4

x x

x

x

x

x x x xx x
x x x x x x

x x

x x x x
x

x x x x

x x x

( )( )
lim lim

( )( )
( )

lim
( )( )( )

( )
lim

( )( )( )

lim
( )( )( )

→ →

→

→

→

− − − − + −− − − =
− + − + − + −

− − −
=

− − − + −
− −

=
− − − + −

− − −= = =
+− − + −

2 25 5

5

5

5

1 2 4 1 2 41 2 4
6 5 6 5 1 2 4

1 4 4
1 5 1 2 4

3 5
1 5 1 2 4

3 3 3
4 2 2 161 1 2 4



)107(

7001 به کمک اتحادهای مزدوج و چاق و لاغر می توان نوشت 1نیزگ 1  1

x

x

x

x

x
x

x x x x
x x x x

x x
x x x

x

x x

lim

lim( )

lim( )

lim

→

→

→

→

−
+ −

− + + + += × ×
+ − + + + +
− + += ×
+ − + +

+ + += = =
+ ++ +

3

8
33 32

3 38 2

3 38 2

3 38 2

2
1 3

2 2 4 1 3
1 3 1 3 2 4
8 1 3

1 9 2 4
1 3 3 3 1

4 4 4 22 4

7011 0   است، توجه کنید که  1نیزگ 1
0 حد مورد نظر به صورت   3

 
x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + − = + + + + − + −

= + = +

3 3 3 2 3 2

3 2

2 1 2 1 8 12 6 1 8 12 6 1

16 12 4 4 3
 

بنابراین

 
x x x

x x x x
x

x x
( ) ( ) ( )

lim lim lim( )
→ → →

+ + − +
= = + =

3 3 2
2

0 0 0

2 1 2 1 4 4 3 4 3 3
4 4

 

7021 0   است. می توان نوشت 1نیزگ 1
0 حد مورد نظر به صورت   3

x x

x x

x xx x
x x

x x x
x x

x  

( )
lim lim

( )( )
lim lim ( ( ))

( ) ( )

→ →

→ →

−− =
− −

− +
= = +

−

= + =

2 24 2

3 3

2
2

3 3

2

3 33 9
3 3

3 3 3 3 3
3

3 3 3 3 18 3
7031 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )

( )( )

− = − = − + +

− − = − +

4 3 2

2

27 27 3 3 9

6 3 2
بنابراین

 x x

x

x x x xx x
x xx x

x x x
x

( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

→ →

→

− + +− =
− +− −

+ + + +
= = =

+ +

24

23 3
2

3

3 3 927
3 26

3 9 3 9 9 9 81
2 3 2 5

7041 می توان نوشت 1نیزگ 1  3

 
x x x

x x xx x x
x x x x x

( )( )
lim lim lim

( )→ → →

− + +− + += = =
− −

2 4 26 4 2

4 2 2 2 21 1 1

1 11 1 3
1

 

7051 ]x در س�مت چپ 3 مس�اوی 2  1نیزگ 1 ] ابت�دا توج�ه کنید که   1
است. پس

 x x

x x

x x x x x
x x x
x x x

x

[ ]
lim lim

[ ]

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

→ →

→ →

− − − −=
− −

− + += = =
−

2 2

3 3

3 3

3 2 3
6 2 6

3 1 1 2
2 3 2

 

7061 x 1نیزگ 1 x x x( )( )− = − + +3 28 2 2 4 بنابر اتحاد چاق و لاغر،   1
در نتیجه حد مورد نظر برابر است با

 

x

x x

x x

x
x x x

x x
x x x x

x
x x x

lim
( )( )

lim( ) (lim )

lim( ) lim( )
( )( )

→

→ →

→ →

+ −
− + +

+ − + += × ×
− + + + +
+ −= × = × = × =

− + + + +

22

22 2

2 2

2 2
2 2 4

2 2 2 2 1
2 2 2 2 4

2 4 1 1 1 1 1 1
12 12 4 12 482 2 2 2 2

7071 به کمک اتحاد مزدوج معلوم می شود که 1نیزگ 1  2

x x

x

x

x

x x x x x xf x
x x x x x x
x x x x

x xx x
x x x x

x x x x
x x x
x x x

lim ( ) lim( )

lim( )

( )( )
lim( )

( )( )

lim( )

→ →

→

→

→

− + + + + += × ×
− + + + + +
− − + += ×

+ +− −
− + + += ×
− + + +
+ + + += × = × =
+ ++ +

2 2
2

22

2

2

2 2 3 15 6
3 15 6 3 15 6 2

2 3 15 6
29 15 6

2 1 3 15 6
2 9 3 2
1 3 15 6 3 6 6 3

9 3 21 2 2 72

7081 .  1نیزگ 1 x t=6  است. فرض می کنیم 
  

0
0

حد مورد نظر به صورت  4

. اکنون می توان نوشت t>0 بنابراین ، t→2 آن گاه ، x→64 در این صورت، اگر 

 x t t

t

t t tx t
t ttx

t t
t

( )( )
lim lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− + +− −= =
− +−−

+ + + × += = =
+ +

23

3 264 2 2

2 2

2

2 2 48 8
2 244

2 4 2 2 2 4 3
2 2 2

 

7091 .  1نیزگ 1 t→1 و x t= 12 ، آن گاه  t x=12 اگ�ر فرض کنی�م   3
t>0 و می توان نوشت بنابراین 

 

x t t

t t

t

x x t t t t
t tx x t t

t t t t t t t
tt t

t t t t

lim lim lim

( ) ( )( )
lim lim

( )

lim( ( ))

→ → →

→ →

→

− − −= =
−− −

− − − − + + + +
= =

−−

= − + + + + =−

12 12 6 12

3 4 3 4 4 31 1 112 12

6 6 3 5 4

31 1

3 5 4
1

1 1 1
11

1 6





 

7101 چون حد صورت کسر برابر صفر است و حد مورد نظر صفر  1نیزگ 1  3

 در بیاید. بنابراین
  

0
0

نیست، باید حد مخرج آن هم صفر باشد، تا حد به صورت 

 
x

ax b b blim( )
→

+ − = ⇒ = ⇒ =
0

3 0 3 9  

اکنون به کمک اتحاد مزدوج، مقدار حد را به دست می آوریم

 
x x

x x

x x ax
ax ax ax

x ax ax
ax a a

 

lim lim( )

lim( ) lim

→ →

→ →

+ += ×
+ − + − + +

+ + + += × = =
+ −

0 0

0 0

9 3
9 3 9 3 9 3

9 3 9 3 6
9 9 1

 

. a b+ =21 . پس  a=12  و در نتیجه 
a
=6 1

2
بنابراین 

7111 ]     اس�ت، بنابراین  1نیزگ 1 , ) ( , ]−2 0 0 2 دامنۀ تابع f به صورت   1
x=−2 فقط  x=2 فق�ط پیوس�تگی چ�پ دارد، در نقطۀ  ای�ن تاب�ع در نقطۀ 
x=0 نه پیوس�تگی چپ دارد و نه پیوس�تگی  پیوس�تگی راس�ت دارد و در نقطۀ 

 .
x

f x flim ( ) ( )
→

= =
1

3 1 x=1 پیوسته است:  راست. تابع f در نقطۀ 

7121 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 x x

x x

f      f x x x

f x x x

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= = + = + =

= − = − =

2

2 2
2

2 2

2 4 4 2 6

4 2 2
 

x=2 نه با حد چپ آن در این نقطه برابر اس�ت  بنابراین مقدار تابع f در نقطۀ 
x=2 نه پیوس�تگی چپ دارد، نه  ن�ه با حد راس�ت آن. پس ای�ن تابع در نقطۀ 

پیوستگی راست. 
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7131 توجه کنید که  1نیزگ 1  3
 
x x

f x m x mlim ( ) lim ( )
− −→ →

= − = −2 2 2

3 3
7 7 9

، در نتیجه
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ +→ →

= = − =2

3 3
3 6 3 همچنین 

 m m m− = ⇒ = ⇒ =±2 2 27 9 3 9 4
3

− است.  4
9

بنابراین حاصل ضرب مقدارهای ممکن m برابر 

7141  پیوس�ته اس�ت، پس در x=−1 هم  1نیزگ 1 چون تابع روی   1
پیوسته است. بنابراین حدهای چپ و راست تابع و مقدار تابع در این نقطه برابرند:

x x

x x

a af x
x

x a af f x a
x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim

( ) lim ( ) lim

− −

+ +

→ − → −

→ − → −

= =
− −

+ − +− = = = = −
+ − +

1 1

1 1

2 3
2 1 21 2 1
2 1 2

بنابراین
  aa a− =− ⇒ =32 1

3 7
7151 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 x x x

x x

f a f x x x x

f x x b b

     ( ) , lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= = − = − =

= + = +
2 2 2

2 2

2 3 3 1 5

2 2 2

 . ab=15
2

b=3 و در نتیجه 
2

، پس  b+ =2 2 5 a=5 و  بنابراین 

7161 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 

x x

x x x

x

f f x ax a a a

x x xxf x
x x x x

x x

x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )( )
lim ( ) lim lim

( )

( )( )
lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

= = − + = − + =

− + +−= =
− −

+ +
= =

2

1 1
2

1 1 1

1

1 4 4 4

1 1 11
1

1 1 4

x=1 پیوسته است. زیرا: بنابراین به ازای هر مقدار a تابع f در 
  

x x
f x f x flim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 4

7171 3  1نیزگ 1

 x x x x
x xx x ( )( )

− −≥ ⇒ ≥
− −− +

2 2

2
4 40 0

1 23 2
به جدول تعیین علامت زیر توجه کنید:

 
x

x x
x x

−∞ +∞

− + − + − +
− +

2

2

0 1 2 4

4 0 0
3 2

) پیوس�ته اس�ت و  , ]−∞ 0 )  و  , )1 2  ، [ , )+∞4 بنابرای�ن تاب�ع f روی بازه های 
حداکثر مقدار a برابر صفر است.

7181 f و  1نیزگ 1 x( )=0 ]x و  ]≥0 ، آن گاه  x≥0 توج�ه کنید که اگر  1
. بنابراین تابع f در نقاط صحیح مثبت  f x x( ) [ ]=2 ]x و  ]<0 ، آن گاه  x<0 اگر
 ، x=−1 ، x=0 پیوس�ته اس�ت ولی در نق�اط صحیح نامثب�ت، یعن�ی در نقاط 

) ناپیوسته است. , )−4 4 x=−3 از بازۀ  x=−2 و 

ت
ن

ت
ن

7191 x+1 عددی صحیح  1نیزگ 1
4

راه حل اول در نقطه هایی که مقدار   2

xy ناپیوسته است: [ ]+= 1
4

شود، تابع 

 x k x k k,+ = ⇒ = − ∈1 4 1
4



k−4 تابع ناپیوس�ته اس�ت. پ�س تابع روی بازۀ  یعنی در نقطه هایی به صورت 1
 ( , )3 7 x=3 ناپیوسته است. سپس روی بازۀ  )  پیوس�ته اس�ت و در  , )−1 3

پیوسته است، یعنی حداکثر مقدار k برابر 3 است.
راه حل دوم  

 x kx k x k+ ÷ + +− < < → < + < + → < <1 4 1 11 0 1 1 0
4 4

 

. k=3 ، پس  k+ =1 1
4

]x در این بازه پیوسته باشد، باید  ]+1
4

برای اینکه 

7201 x عددی صحیح ش�ود تابع  1نیزگ 1 در نقطه های�ی که مقدار   3
y ناپیوسته است. x[ ]=

 x k x k= ∈ ⇒ = 2


x=9 و … ناپیوس�ته اس�ت،   ، x=4  ، x=1 ، x=0 پ�س تابع در نقطه های 
x=4 ناپیوسته است سپس روی  )  پیوسته است، در  , )1 4 یعنی تابع روی بازۀ 

) پیوسته است. پس حداکثر مقدار k برابر ۹ است. , )4 9 بازۀ 

7211 )f و 1نیزگ 1 ) [ ] [ ]= + − = − =4 44 2 2 0
2 2

توجه کنید که   4

 
x x

f x f x    lim ( ) , lim ( )
+ −→ →

= − =− = − =−
4 4

2 3 1 1 2 1  

x=4 نه پیوستگی چپ دارد و نه پیوستگی راست. تابع در این  بنابراین تابع در 
نقطه حد دارد ولی پیوسته نیست. 

7221 x  1نیزگ 1
2

x=64 مق�دار عب�ارت  x=16 و   ، x=4 در   2

xf در این نقطه ها پیوسته نیست.  x( ) [ ]=
2

عدد صحیح می ش�ود. پس تابع 

 xy [ ]=
2

x عدد صحیح نیست، پس تابع 
2

x=9 مقدار عبارت  در نقطۀ 

در این نقطه پیوسته است.
7231 .  1نیزگ 1

x x
f x x

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

− −→ − → −
= − =

1 1
2 3 5 توجه کنید که  1

. در نتیجه
x

f f x a a
( )

( ) lim ( ) | | | |
+→ −

− = = − − = +
1

1 3 3 همچنین 

 a  a   a a   aIÄ IÄ| |+ = ⇒ + = + =− ⇒ = =−3 5 3 5 3 5 2 8
6− است. بنابراین مجموع مقدارهای ممکن a برابر 

7241 f و  1نیزگ 1 ab( )π = +1
4

توجه کنید که   2

 
x x

x x

f x x a  a a

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim (sin ) sin

lim ( ) lim ( sin ) sin

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π= − = − = −

π= − − =− − =−

4 4

4 4

2 1
2

2 2 2 3
2

. در  a ab− = − = +3 1 1 x پیوسته باشد، باید  π=
4

برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 . a b+ =3 . پس  b=−1 بنابراین ، ab b+ = + =−1 1 4 3 a=4 و  نتیجه 



)109(

7251 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

x x x x
f x f x x ax b

a b        

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( )

− + − +→ − → − → − → −
= ⇒ = −

− =− −

1 1 1 1
3

3 1
همچنین

 x x x x
f x f x ax b x

a b         

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( )

− + − +→ → → →
= ⇒ − = −

− =

2

2 2 2 2
1

2 3 2

 . a
b
=2 . پس  b=1 a=2 و  از تساوی های )1( و )2( به دست می آید 

7261 مخ�رج نبای�د هیچ  جا صفر ش�ود، در نتیج�ه باید دلتای  1نیزگ 1  3
x منفی باشد: x m− + + =2 6 1 0 معادلۀ 

 m m( )∆= − + < ⇒ >36 4 1 0 8
پس m مقادیر طبیعی 1 تا 8 را نمی تواند داشته باشد.

7271 مجموع�ۀ نقطه ه�ای ناپیوس�تگی تاب�ع f مقدارهایی از x  1نیزگ 1  1
3− و  ، به ازای آن ها صفر است. بنابراین  x ax b− +2 است که مخرج، یعنی 

4 ریشه های مخرج هستند. به این ترتیب 
a IÀ¾zÄn#“¼µ\¶= = − =4 3 1                    
b IÀ¾zÄn#Jo†®‚Ie= # ( )= − =−4 3 12

 . a b+ =−11 بنابراین 

7281 x+12 مق�داری صحیح  1نیزگ 1
2

ای�ن تاب�ع در تمام نقاط�ی که   2

داشته باشد، ناپیوسته است:

 kx k  k x k x, −+ = ∈ ⇒ = − ⇒ =1 1 2 12 2
2 2 4

  

k−2 باش�ند و k عددی صحیح باش�د، این  1
4

پس در تمام نقاطی که به صورت 

)   چند نقطه به این  , )−1 2 تابع ناپیوس�ته اس�ت. برای اینکه معلوم شود در بازۀ 
−x را حل کنیم: < <1 2 صورت است، کافی است نامعادلۀ 

 
k k k

                   k           { , , , , , }

−− < < ⇒− < − < ⇒− < <

∈ −

2 1 3 91 2 4 2 1 8
4 2 2

1 0 1 2 3 4
 

)   ناپیوس�ته اس�ت ک�ه این نقاط  , )−1 2 بنابرای�ن تاب�ع f در ش�ش نقطه از بازۀ 
به صورت زیر هستند: 

 
k

x

−

− −

1 0 1 2 3 4

3 1 1 3 5 7
4 4 4 4 4 4

 

7291 ، یعنی 1نیزگ 1 ∆≤0 . در نتیجه  x kx+ + ≥2 4 0 باید   3
 k k− ≤ ⇒− ≤ ≤2 16 0 4 4

 پیوسته است.  بنابراین اگر k یکی از عددهای صحیح زیر باشد، تابع f روی 
 , , , , , , , ,− − − −4 3 2 1 0 1 2 3 4  

7301 باید 1نیزگ 1  2
 x x x x| | | |− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤7 2 0 2 7 7 2 7 5 9

] پیوسته است.   , ]−5 9 f روی بازۀ  بنابراین تابع 

7311  و در یک همسایگی  1نیزگ 1
x

f x
 ( )
lim ( )

−→ −
=

2
0 توجه کنید که   1

.
x f x( )

lim
( )−→ −

=−∞
2

4 2− مقادیر تابع f منفی هستند. بنابراین چپ نقطۀ 

7321 |x  1نیزگ 1 |−3 ، و چون مقادیر 
x

xlim| |
→

− =
3

3 0 توجه کنید که   4

.
x x
lim

| |→
=+∞

−3
3

3
در یک همسایگی محذوف 3 مثبت اند، پس 

7331 نتیج�ه  1نیزگ 1 در  و   x ( )+− → −1 آن گاه   ، x −→1 اگ�ر   3

.
x x

x
x x
[ ]

lim lim
− − −→ →

− − −= = =+∞
− −1 1

1 1
1 1 0

. بنابراین  x[ ]− =−1

7341 توجه کنید که مخرج کسر تابع f سه ریشه دارد: 1نیزگ 1  3
x x x x x x 2( ) ,− = ⇒ − = ⇒ = =±3 24 0 4 0 0

دیگ�ر، ط�رف  از  نیس�تند.  تاب�ع  کس�ر  ص�ورت  ریش�ه های  اع�داد  ای�ن 
x=0 حد چ�پ نامتناهی دارد.  . پ�س تاب�ع f در نقط�ۀ 

x
f xlim ( )

−→
=−∞

0
x=2 حد چپ تابع f نامتناهی است. x=−2 و  همین طور در نقطه های 

7351 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x

x x
x xx x x x   

lim lim lim
( )( )− − −→ → →

= =
−− −3 2 20 0 0

1
11

 

x مثبت  x( )−1 ، مقادیر  x −→0  و اگر 
x

x x
 

lim ( )
−→

− =
0

1 0 از طرف دیگر، 

.
x x

x
x xx x  

lim lim
( )− −→ →

= =+∞
−−3 20 0

1
1

هستند، پس 

7361  و  1نیزگ 1
x x

x xlim sin lim sin
+ −→π →π

= =0 توج�ه کنی�د که   4

 xsin ، مقادیر  x −→π xsin منفی ان�د و اگ�ر  ، مقادی�ر  x +→π اگ�ر 
 .

x
f xlim ( )

−→π
=+∞  و 

x
f xlim ( )

+→π
=−∞ مثبت اند. بنابراین 

7371 . بنابراین 1نیزگ 1 xcos ( )+→ −1 ، آن گاه  x +→π اگر   2

 
x x

x
x x

[cos ]
lim lim

cos cos+ + −→π →π

− −= = =+∞1 1
0

2 2
7381 x=−3 باید برابر صفر  1نیزگ 1 x=2 و  f در  x( ) حد مخرج   2

ax هستند.  bx+ + =2 2 0 x=−3 جواب های معادلۀ  x=2 و  باش�د، یعنی 
با توجه به مجموع و حاصل ضرب جواب ها معلوم می شود:

 a
b
a

( )

( )

 × − =

 + − =−

22 3

2 3

. پس b=− 1
3

−=a و  1
3

بنابراین 

 
x

xf x f x
x x

( ) lim ( )
→

+ += ⇒ = =
− − + − − +

2

12
1 1 1 3

1 1 1 1 22 2
3 3 3 3

7391 x→2 صفر است و حد مورد نظر  1نیزگ 1 چون حد مخرج وقتی   4
0   دربیاید. 

0 وج�ود دارد، پس حد صورت هم باید صفر باش�د، ت�ا حد به صورت 
x−2 یکی از عامل های صورت است و صورت را می توان این طور نوشت  بنابراین 
. به این ترتیب، حد مورد نظر برابر است با x mx n x x k( )( )+ + = − +22 2 2

 
x

x x k k k
x x

( )( )
lim

( )( )→

− + × += ⇒ = ⇒ =
− + +2

2 2 5 2 2 5 6
2 2 2 2 2 2

 

 . x mx n x x x x( )( )+ + = − + = + −2 22 2 2 6 2 2 12 اکنون می توان نوشت 
. m n− =14 ، و در نتیجه  n=−12 m=2 و  پس 
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7401 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

x x x x
f x f x

x x
    lim ( ) lim , lim ( ) lim

+ + − −→ → → →

− −= =+∞ = =+∞
− −1 1 1 1

4 3 0 3
1 1

x=1 به صورت زیر است: بنابراین نمودار تابع f در اطراف خط 

7411  و مقادی�ر f در یک  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
−→

=
4

0 توج�ه کنی�د ک�ه   3

. بقیۀ 
x f x
lim

( )−→

− =+∞
4

2 همس�ایگی چپ نقط�ۀ 4 ، منفی هس�تند. بنابراین 

گزینه ها نادرست هستند.

7421 توجه کنید که  1نیزگ 1  3
 
x x

x x x
 

    

( ) ( )
lim ( ) , lim ( )

+ +→ − → −
+ =− + =2

1 1
2 1 1 0  

هس�تند  منف�ی   x x+2 مقادی�ر   ، x ( )+→ −1 وقت�ی  دیگ�ر،  ط�رف  از 

 .
x

x
x x( )

lim
+→ −

+ =+∞
+21

2 1 ، پس 
 

x x x x
Âÿ¹¶ SLX¶

  ( ( ))+ = +2 1

7431 f و در  1نیزگ 1 x
x

( )=
−
2

2
]x و  ]=2 ، آن گاه  x +→2 اگ�ر   1

 f x
x

( ) −=
−
1
2

]x و  ، آن گاه 1=[ x −→2 . اگر 
x

f xlim ( )
+→

=+∞
2

نتیج�ه 

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
2

و در نتیجه 

7441 در ریش�ه های مخرج ممکن است تابع حد چپ نامتناهی  1نیزگ 1  1
x=2 هستند. از طرف دیگر، x=1 و  داشته باشد. ریشه های مخرج 

x x xf x x
x x x

      

( )
( ) ,

( )( )

−
= = ≠

− − −

2 21 1
1 2 2

x=2 حد  . بنابراین تابع فقط در 
x x

xf x
x

lim ( ) lim
− −→ →

= =−∞
−

2

2 2 2
پ�س 

چپ نامتناهی دارد.

7451 ، آن گاه 1نیزگ 1 x≠1 ابتدا توجه کنید که اگر  3
x xx x x

xx x x

( )( )

( )( )

− −− + −= =
− −− + − − −

2

2 2
1 23 2 2

2 12 4 2 2 1

.
x x

x x x
xx x

lim lim
( )− − +→ →

− + − −= = =−∞
− −− + −

2

21 1

3 2 2 1
2 12 4 2 0

بنابراین 

7461 ، آن گاه 1نیزگ 1 x ( )+→ 1
3

اگر   2

x x( ) cos( ) ( )+ −ππ → ⇒ π → 1
3 2

.
x

x
x

 ( )

lim
cos( )+ −

→

+ = =−∞
π −1

3

3 1 2
2 1 0

بنابراین 

7471 x را در اطراف نقطۀ  1نیزگ 1 x− +2 3 بای�د علامت عب�ارت   3
x=1 تنه�ا ج�واب معادل�ۀ  x=1 مش�خص کنی�م. ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه 

x است. x− + =2 3 0

 x x x x x x ¡.¡.—, (. )= + ⇒ − − = ⇒ = =−2 32 3 4 3 0 1
4

x را می توانیم با عددگذاری مشخص کنیم.  x− +2 3 بنابراین علامت عبارت 
4− است که عددی مثبت است  5 ، آن گاه مقدار عبارت برابر  x=2 مثلًا اگر 

− است که عددی منفی است. 3 ، آن گاه مقدار عبارت برابر  x=0 و اگر 

 
x

x x

− +∞

− +− +

3 1

02 3

.
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

در یک همسایگی چپ x=1 مقدار عبارت منفی است، پس 

x=1 مقدار عبارت مثبت است، پس  در یک همسایگی راست 

x
f xlim ( )

+→
=+∞

1

7481 ax در  1نیزگ 1 x b+ +2 6 ، پس باید 
x

xlim( )
→

− =−
2

3 1 چون   3

x=2 عددی منفی  x=2 براب�ر صفر ش�ود و مقدار این عبارت در دو ط�رف 
ax باشد،  x b+ + =2 6 0 x=2 ریش�ۀ مضاعف معادلۀ  باش�د. بنابراین باید 

، پس  a<0 a باشد. چون  x( )− 22 یعنی این عبارت باید به صورت 

ax ax a ax x b     a a      b a, ,− + = + + − = ⇒ =− = =−2 2 34 4 6 4 6 4 6
2

 . ab=9 پس 
7491 چ�ون ح�د مخرج وقت�ی x→1 برابر صفر اس�ت و حد  1نیزگ 1  3

   0
0 م�ورد نظر وج�ود دارد، باید حد صورت هم صفر باش�د، تا ح�د به صورت 

دربیاید. بنابراین

x
x a x b  a b b alim( )

→
+ − + = ⇒ + = + ⇒ = +

1
2 0 2 1 1

اکنون به کمک اتحاد مزدوج مقدار حد را حساب می کنیم

x

x

x

x a x a
x

x a x a x a x a
x x a x a

x a x a
x x a x a a

lim

lim( )

lim( )

→

→

→

+ − + +
−

+ − + + + + + += ×
− + + + +

+ − − −= × =
− + + + + +

1

1

1

2 1
1

2 1 2 1
1 2 1

2 1 1 1
1 2 1 2 2

بنابراین
 a a

a
= ⇒ + = ⇒ =

+
1 1 2 3 7

62 2
 

. ab=56 b=8 و در نتیجه  پس 

7501 ابتدا ضابطۀ تابع f را ساده می کنیم:  1نیزگ 1  4
x xx xf x x
x x xx x

 

( )( )
( ) ,

( )( )

− +− += = = ≠
− − −− +

2

2
2 24 2 2
2 1 13 2

بنابراین 

x x
f x f x      lim ( ) , lim ( )

+ −→ →
=+∞ =−∞

1 1

x=1 به صورت مقابل است: پس نمودار تابع f در اطراف خط 

7511 f  1نیزگ 1 x( )−2  و مقادیر 
x

f x
 

lim( ( ) )
→

− =
0

2 0 توجه کنید که   2

در یک همسایگی محذوف نقطۀ صفر منفی هستند. زیرا در این همسایگی مقادیر 

.
x f x
lim

( )→
=−∞

−0
1

2
f کمتر از 2 هستند. بنابراین  x( )

نت



)111(

7521 توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 
x x

x x x
  

     lim( ) , lim( )
→ →

− =− − =3 2
0 0

1 1 2 0  

مقادی�ر   ، x→0 وقت�ی   ، x x x x( )− = −3 2 22 2 چ�ون  دیگ�ر،  ط�رف  از 

.
x

x
x x 

lim
→

− =+∞
−3 20

1
2

x منفی هستند. پس  x−3 22

7531  و  1نیزگ 1
x

xlim ([ ] )
−→

− = − =−2

5
25 16 25 9 توج�ه کنید که   4

x−5 در ی�ک همس�ایگی چ�پ 5 منفی ان�د.   و مقادی�ر 
x

xlim ( )
−→

− =
5

5 0

.
x

x
x

[ ]
lim

−→

−
=+∞

−

2

5

25
5

بنابراین 

7541 ابت�دا توجه کنید که اعداد صحیح، ریش�ۀ مخرج کس�ر  1نیزگ 1  2
ضابطۀ تابع f هستند:

 x x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ∈0 

 f x( ) x=0 و x=1 ریشۀ صورت  اکنون دقت کنید که از اعداد صحیح فقط 

هستند. حد چپ و حد راست تابع در این نقاط را به دست می آوریم.

 

x x x

x x

x x x

x x x

x x
f x x

x

x x
f x

x

x xf x x
x

x xf x x
x

( )
lim ( ) lim lim ( )

( )
lim ( ) lim

lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim ( )

+ + +

− −

+ + +

− − −

→ → →

→ →

→ → →

→ → →

−
= = − =−

−

−
= =

+

−= = =
−

−= = − =

0 0 0

0 0
2

1 1 1
2

1 1 1

1 1 1
0
1 0

1

1
1

1 0

x=1 حد چپ متناهی و حد راست متناهی  x=0 و  بنابراین تابع در نقطه های 
دارد. در بقیۀ اعداد صحیح حد صورت کسر صفر نیست، درحالی که حد راست 

مخرج کسر صفر است، پس تابع f در این نقاط حد راست نامتناهی دارد.

7551 x  1نیزگ 1 +→0 . در این صورت اگر  x t=6 ف�رض می کنیم   2

t و +→0 آن گاه 

x t t

t

x x t t t
x x t t t t

t t t

lim lim lim
( )

lim
( )

+ + +

+

→ → →

→

− − −= =
− − −

= =+∞
+ +

3 3 2

6 3 30 0 0

20

1
1

1
1

7561 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

f x
x x x x x

( )
sin cos sin sin (cos )

= =
− −

1 1
2 2 2 1

. از طرف دیگر اگر  xcos − ≤1 0 xcos همواره نامثبت است. یعنی  عبارت 1−

. بنابراین xsin +→0 ، آن گاه  x +→0 xsin و اگر  −→0 ، آن گاه  x −→0

x x

x x

f x
x x

f x
x x

  

  

lim ( ) lim
sin (cos )

lim ( ) lim
sin (cos )

− −

+ +

→ →

→ →

= =+∞
−

= =−∞
−

0 0

0 0

1
2 1

1
2 1

7571 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  4

 
x x x x x x

x x x x x

( )( )

( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − +

= − − − = − −

3 2 2

2

4 5 2 1 3 2

1 1 2 1 2
 

: x −→1 x و  +→1 بنابراین در هر دو حالت 
 x x x( ) ( ) ( )+ −− → ⇒ − − →2 21 0 1 2 0

 .
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

 و 
x

f xlim ( )
+→

=−∞
1

پس 

7581 ]x برقرار  1نیزگ 1 ]=2 x=2 تساوی  در یک همس�ایگی راست   1

.
x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
+ +→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 6
2 2

است. پس 

. k>−6 +k و در نتیجه  >6 0 ، پس  x( ) +− →2 0 چون 
]x برقرار است. پس x=2 تساوی 1=[ در یک همسایگی چپ 

 
x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
− −→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 3
2 2

 . k− < <−6 3 ، بنابراین  k<−3 +k و در نتیجه <3 0 ، پس x( ) −− →2 0 چون

7591 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x x

x  x x     

( ) ( )

lim ( ) , lim (sin cos )
− −π π→ →

π= − =

4 4

0
4

 

 xcos مقادی�ر  از   xsin مقادی�ر   x ( )−π→
4

وقت�ی  دیگ�ر،  ط�رف  از 

x منفی اند. در نتیجه xsin cos− کوچک ترند، پس مقادیر 

x

x
x x( )

lim
sin cos−π→

=−∞
−

4

 

7601 توجه کنید که  1نیزگ 1  1

x  x  
f x f x      

( ) ( )
lim ( ) , lim ( )

+ −+ −→ − → −
= =+∞ = =−∞

2 2

4 4
0 0

x=−2 به صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 

7611  و  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−∞

=1 از روی ش�کل معل�وم اس�ت ک�ه   3

. بنابراین مقدار مورد نظر برابر 2 است.
x

f xlim ( )
→+∞

=1

7621 . بنابراین  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

ابتدا توجه کنید که   4

tx x
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

− − →−∞→ →
= = =−

1 1
2

7631 توجه کنید که 1نیزگ 1  4

x  x  

x  x  

x x x xxx x xx x
xx

x x
x x x x x x

x x x x x

( )
( )

lim lim

lim lim
( )( )

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

− + − +
+ + −− =

−−

− + − − + −= = = =
− − − − +

2 32

2

3 2 3 2

2 3 2

3 1 113 11
1 2 12

4 3 1 4 3 1 4 2
22 1 1 2 2 1



فصل دوم: آزمون ها
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7641 x−1  1نیزگ 1 3 ، مقادیر  x→−∞ ابت�دا توجه کنید که وقت�ی   4
مثبت اند. بنابراین

x x x

x x x x x
x x x
| | ( )

lim lim lim
→−∞ →−∞ →−∞

− − − − −= = =
− − −

2 1 3 2 1 3 5 1 1
5 3 5 3 5 3

7651 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

x  x  

x  

x x x x

x x x

x
x

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

− + − +
=

− + +

× − ×= = =
+

4 2 2 4 4 2 4

4 3 2 2 8

4 2 8 4 2

2 8 2

3 2 4 1 3 4
6 2 1 6
3 4 3 4 36

6 6

 







7661 n+3 و  1نیزگ 1 4 n عددی طبیعی باش�د،  توج�ه کنید که اگر   1
n+2 از 1 بیشترند، بنابراین 6

n n n n
nx x x

x x x x
x x

( )lim lim lim
+ + − + −
+→+∞ →+∞ →+∞

+ + = =
− +

3 4 3 4 2 6 2
2 6

1
1

، بنابراین فقط n=1 ویژگی  n<2 ، یعنی  n− <2 0 اگر این حد صفر باشد، باید 
مورد نظر را دارد.

7671 ، مقادیر  1نیزگ 1 x→+∞ m عددی مثبت باش�د، وقتی  اگ�ر   2
mx−1 منفی اند و حد مورد نظر برابر است با

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +

1 2 1 2 2 2
3 1 3 1 3

m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی  . اگ�ر  m=7 ، پ�س  m+ =2 3
3

بنابرای�ن 

mx−1 مثبت اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − −= =
+ +

1 2 1 2 2
3 1 3 1 3

 2
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگر  m=−7 ، پ�س  m− =2 3
3

بنابرای�ن 

7− هس�تند و  m عددهای ۷ و  می ش�ود که درس�ت نیس�ت. بنابراین مقادیر 
49− است. حاصل ضرب آن ها 

7681 ∞− ش�ده اس�ت، پس باید  1نیزگ 1 چ�ون حد م�ورد نظر برابر   4
درجۀ مخرج از درجۀ صورت کمتر باش�د و ضریب بزرگ ترین جمله در صورت 
بای�د منفی باش�د. برای اینک�ه درجۀ مخ�رج از درجۀ صورت کمتر باش�د، باید 
، بزرگ ترین جملۀ صورت  a=5 . توجه کنید که اگ�ر  a=5 ، یعن�ی  a− =5 0

∞− است. −x می شود، بنابراین حد مورد نظر برابر  2

7691 چون درجۀ مخرج کسر داده شده برابر 2 است، اگر در صورت  1نیزگ 1  3
 +∞ ∞− یا  x3 وجود داشته باشد، حد مورد نظر برابر  این کسر جملۀ شامل 
 . a=3 x3 در صورت کسر داده شده صفر است، یعنی  می شود. بنابراین ضریب 

.
x

b x x b
x

( )
lim
→+∞

+ − + +=
−

2

2
2 3 4 2

33 1
در نتیجه حد مورد نظر برابر است با 

. a b+ =16 . به این ترتیب  b=13 ، پس  b+ =2 5
3

بنابراین 

7701 .  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−∞

=1  و 
x

f xlim ( )
→+∞

=1 توجه کنید که   4

آن گاه   ، x→+∞ اگ�ر   . xf x  
x x

( ) −= = −
+ +

1 41
3 3

دیگ�ر  ط�رف  از 

، پ�س 
x

−→
+
4 0

3
، آن گاه  x→−∞ . اگ�ر  f x( ، پ�س 1>(

x
+→

+
4 0

3

f پایین تر از خط y=1 قرار دارد و در  ∞+ نمودار تاب�ع  . پ�س در  f x( )>1
y=1 قرار دارد. f بالاتر از خط  ∞− نمودار تابع 

7711 ،  1نیزگ 1 x→+∞ . در این صورت اگر  t x= −1 فرض می کنیم   3
. اکنون از روی شکل معلوم است که t→−∞ آن گاه 

x t
f x f tlim ( ) lim ( )

→+∞ →−∞
− = =−1 2

7721 . از طرف دیگر  1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→+∞

=2 ابتدا توجه کنی�د که   2

. بنابراین f x( )>2 ، آن گاه  x→+∞ اگر 

x x t
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

+→+∞ →+∞ →
= = =+∞

2

7731 و  1نیزگ 1  
x  

f xlim ( )
→+∞

=1 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   2

و   f x( )>1 آن گاه   ، x→+∞ اگ�ر  همچنی�ن   .
x  

f xlim ( )
→−∞

=−2

. بنابراین  f x[ ( )]=−3 f و  x( )<−2 ، آن گاه  x→−∞ f و اگر  x[ ( )]=1
 
x  

f xlim [ ( )] ,
→+∞

=1
x  

f xlim [ ( )]
→−∞

=−3

.
x x

f x f xlim [ ( )] lim [ ( )]
→−∞ →+∞

− =− − =−3 1 4 پس 

7741  و  1نیزگ 1
x

+→1 0 ، آن گاه  x→+∞ ابت�دا توجه کنید که اگر   2

.
x x x

x x
x

lim ( [ ]) lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

= = =1 0 0 0 ، بنابراین
x

[ ]=1 0 در نتیجه 

g مس�اوی اند و حد آن ها  x( )=0 f و تابع  x x
x

( ) [ ]= 1 ∞+ تابع  در واقع در 

برابر صفر اس�ت.

7751 x و  1نیزگ 1  ، x2 ، مقادیر  x→−∞ ابت�دا توجه کنید که اگر   3
x−3 همگ�ی منفی ان�د. بنابرای�ن 1

x x x

x x x x x
x x x x x
| | | |

lim lim lim
| | | | ( )→−∞ →−∞ →−∞

+ − − −= = =
− − − − − − +

2 2 3 3
3 1 2 1 3 2 1

7761 ، آن گاه مقدار ح�د برابر صفر  1نیزگ 1 n=1 توج�ه کنید ک�ه اگر   4
، آن گاه n>1 اس�ت که وجود دارد. اگر

n n n
x x x

x x x x
x x

lim lim ( ) lim
− − − −

→+∞ →+∞ →+∞

− = =
− +

1 1 4 5
4

3 2 3 3
1

. بنابراین  n≥6 ، یعنی  n− ≥5 1 برای اینکه این حد وجود نداش�ته باشد، باید 
کوچک ترین عددی که ویژگی مورد نظر را دارد، 6 اس�ت.

7771 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 x x

x  

mx x m x x
x x

m x
m

x

| | | || |
lim lim

| | | |

( | | )
lim | |

→−∞ →−∞

→−∞

− + −
=

− −
= = +

−

2 1 2

2 2
 

بنابراین
m m m| | | |+ = ⇒ = ⇒ =±2 6 4 4  

4− ویژگی مورد نظر را دارند و حاصل ضرب آن ها  به این ترتیب، عددهای 4 و 
16− است. برابر 



)113(

7781 x2 وجود  1نیزگ 1 اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ ش�امل   2
 x2 ∞+ می شود. بنابراین ضریب  ∞− یا  داش�ته باش�د، حد مورد نظر برابر 
. در این صورت، حد مورد نظر  a=−1 پ�س ، a+ =1 0 باید صفر باش�د، یعنی 

، در نتیجه 
b
− =
−
5 1
2 2

. بنابرای�ن 
x

x
b x b

lim
( )→−∞

− + −=
− − −
5 4 5
2 1 2

برابر اس�ت با 

. ab=8 . به این ترتیب،  b=−8

7791 ابتدا توجه کنید که اگر در صورت کس�ر داده شده جملۀ  1نیزگ 1  4
∞+ می ش�ود.  ∞− یا  x3 وجود داش�ته باش�د، حد مورد نظر برابر  ش�امل 
 ، a− =2 1 x3 در صورت کسر داده شده صفر است، درنتیجه 0 بنابراین ضریب 

 .
x

x
x x

lim
→+∞

− = =
+ +

2

2
4 1 4 2

22 1
. به این ترتیب حد مس�ئله می شود  a=1

2
پس 

. a b+ =5
2

b=2 و  در نتیجه 

7801 .  1نیزگ 1
x  x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→+∞ →−∞

= =0 توج�ه کنی�د ک�ه   2

 . f x( ، آن گاه 0>( x→−∞ f و اگر  x( )>0 ، آن گاه  x→+∞ همچنین اگر 
∞+ بالای  f در  بنابراین نم�ودار تابع 
 y=0 ∞− پایین خط  y=0 و در  خط 

قرار دارد.

7811  1نیزگ 1
x x

f x f xlim ( ) lim ( ( ))
→−∞ →−∞

= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )1(   4

.
x f x
lim

( )→−∞
=+∞

−
4

1
f مثبت اند. بنابراین  x( )−1 ، مقادیر  x→−∞ و اگر 

x
f xlim ( )

+→
=+∞

1
گزینۀ )2(  

 
x x

f x x f xlim ( ) lim (( ) ( ))
− −→ →

=−∞⇒ + =−∞
1 1

2 گزینۀ )3(  

x x
f x f xlim ( ) lim ( ( ))

→+∞ →+∞
= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )4(  

 .
x f x
lim

( )→+∞

− =+∞
−

4
1

f منفی اند. بنابراین  x( )−1 ، مقادیر  x→+∞ و اگر 

پس گزینۀ )4( درست نیست.

7821 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3
 
x  x  

f x f x      lim ( ) , lim ( )
→−∞ →+∞

=− =2 2

، بنابراین f x( )<−2 ، آن گاه  x→−∞ اگر 
 
x x t

fof x f f x f t
( )

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
−→−∞ →−∞ → −

= = =−∞
2

. بنابراین f x( )>2 ، آن گاه  x→+∞ از طرف دیگر اگر 
 
x x t

fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+→+∞ →+∞ →

= = =+∞
2

بنابراین
 
x x

fof x fof xlim ( )( ) lim ( )( ) ( ) ( )
→−∞ →+∞

− = −∞ − +∞ =−∞

7831   1نیزگ 1
x

−− →1 0 ، آن گاه  x→+∞ ابتدا توجه کنید که اگر   2

، بنابراین
x

[ ]− =−1 1 و در نتیجه 

x x x

x
x xx

x x x

[ ]
lim lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

− −
− − −= = =−

+ +

1 1
1 1

2 1 2 1 2 2

7841 توج�ه کنید ک�ه جملۀ دارای بزرگ ترین ت�وان در صورت  1نیزگ 1  4
x اس�ت و جمل�ۀ دارای بزرگ ترین  x x( ) ( )− =−3 2 2 3 62 3 23 کس�ر براب�ر 
x است. پس حد مورد نظر برابر  x x( ) =2 2 2 63 9 توان در مخرج کس�ر برابر 

.
x

x
x

lim
→−∞

− =−
6

6
23 23

99
است با 

7851 ،  1نیزگ 1 x −23 ، مقادیر 1 x→−∞ ابت�دا توجه کنید ک�ه اگر   1
x مثبت اند، پس x−25 x و  −22 3

x x x

x x x x x
x x x x x x x

| | | |
lim lim lim

| |→−∞ →−∞ →−∞

− − − − − += = =
− − − −

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
3 1 2 3 3 1 2 3 1

45 5 4

7861 m≠0 و 1نیزگ 1 توجه کنید که باید   4

x x

x

x mx x m x

mx x m x x

m x m m
m x m

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( ) ( ) ( )( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

+ + + +
=

− − − −

+= = =
× + × ×

5 7 5 5 7 7

4 8 4 4 4 8 8

5 7 12 5 7 3

4 8 4 12 4 8 4 12 3

3 1 2 3
2 1 6 1 2 6

3 3
2 6 2 6 2 3

 

 





. m=−48 ، پس  m =−
×

3

12 3
1

2 3
بنابراین 

7871 n+3 و  1نیزگ 1 2 توج�ه کنید که اگ�ر n عددی طبیعی باش�د،   2
n+2 از 2 بیشتر هستند، بنابراین 5

n n n n
nx x x

x x x x
x x

( )lim lim lim
+ + − + −
+→+∞ →+∞ →+∞

+ + = =
− +

3 2 2 3 2 2 5 3
2 5 2

1
1

n=1 و  ، بنابراین فقط  n<3 ، یعن�ی  n− <3 0 اگ�ر این حد صفر باش�د، باید 
n=2 ویژگی مورد نظر را دارند.

7881 ابتدا توجه کنید که اگر در صورت کسر داده شده جملۀ شامل  1نیزگ 1  2
∞+ می شود. بنابراین ضریب  ∞− یا  x3 وجود داشته باشد، حد مورد نظر برابر 

. به  a=1
2

، پس  a− =2 1 x3 در صورت کس�ر داده ش�ده صفر است، در نتیجه 0

. در 
x x

x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− = =
+ +

2 2

2 2
3 1 3 1

3 1 3
این ترتیب حد مس�ئله می ش�ود 

. a b+ =3
2

b=1 و  نتیجه 

7891 ،  1نیزگ 1 n=3 ، اگر 
n

nx

xL
x

lim
→+∞

= ، آن گاه 1= n>3 اگ�ر   3

 ، n<3 اگ�ر   .
x x

x x xL
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

+ −= = =−
− + −

3 3 3

3 3 3
4 1 5 5
2 1

آن گاه 

L وجود دارد. ، پس سه مقدار مختلف برای 
x

xL
x

lim
→+∞

= =−
−

3

3
4 2
2

آن گاه 

7901 آن گاه  1نیزگ 1  ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   4

x x

bxf x a a a
f x ax b a a

( )
lim lim

( )

−

→+∞ →+∞

−
= = =

+

1

2

1 1
1 . بنابراین  bf x x  

a a
( )− = −1 1

. ب�ه ای�ن ترتیب  a=− 1
4

a منف�ی اس�ت، پ�س  . چ�ون 
a

=
2

1 16 بنابرای�ن 

 . b=15
4

. در نتیج�ه  b− + =3 3
4

، پ�س  f( )=3 3 f و x x b( )=− +1
4

. f( )− =1 4 ، پس  f x x( )=− +1 15
4 4

بنابراین 
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7911 نتیج�ه  1نیزگ 1 در  و   f x( ) ( )−→ −1 آن گاه   ، x +→2 اگ�ر   1

. بنابراین f f x( ( )) −→2

 
x x t

fof x f f x tlim [( )( )] lim [ ( ( ))] lim [ ]
+ + −→ → →

= = =
2 2 2

1

7921 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 f x a x b x c f x ax bx c      ( ) ( ) ( ) , ( )+ = + + + − = + −2 21 1 1 3 9 3

بنابراین

 
x

x

f x a b c a b c

f x a b c a b c

lim ( ) ( ) ( )

lim ( )

→

→

+ = + + + − = + −

= × + × − = + −

2
0

2
1

1 0 1 0 1

3 9 1 3 1 9 3

. یعن�ی  a b c a b c+ − = + −9 3 بنابرای�ن از ش�رط مس�ئله نتیج�ه می ش�ود 

. a
b
=− 1

4
، پس  a b=−8 2

7931 آن گاه  1نیزگ 1  ، x −→3 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4

. پس x[ ]− =−3 ]x و  ]=2 x و در نتیجه  ( )+− → −3

 
x x

xx x    
x x x

[ ]
lim ( ) lim ( ) /

[ ]− −→ →

− −− = − = + = =
2 2

3 3

3 9 3 11 5 5
2 2 3 2

7941 x=1 را حساب می کنیم: 1نیزگ 1 حد چپ و حد راست تابع در   3

x x  x  

x  

x  x  

x xx xf x
x x

x

af x a
x

( )( )
lim ( ) lim lim

lim ( )

lim ( ) lim

+ + +

+

− −

→ → →

→

→ →

− −− += =
− −

= − =−

= =−
−

2 24 2

2 21 1 1

2

1

1 1

1 45 4
1 1

4 3

2

چون حد تابع در x=1 وجود دارد، پس حد چپ و حد راست آن در این نقطه برابرند:
 a a− =− ⇒ =3 3

7951 x→3 صفر اس�ت، باید حد  1نیزگ 1 چون حد صورت کس�ر وقتی   3
مخرج آن هم صفر باشد، زیرا در غیر این صورت حد کسر برابر صفر خواهد شد. پس

 
x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4

بنابراین

 
x x

x x

ax a xb
x ax x x

x
x x x

lim lim

( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− − += =
+ + − +
− − −= = =−
− − −

2 23 3

3 3

3 4 12
3 4 3

4 3 4 2
3 1 1

 . a b+ =−6 بنابراین 

7961 راه حل اول چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود  1نیزگ 1  4

0   در بیاید.
0 دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

، حد مورد نظر می شود a=−2 اگر 

 

x x

x x

x x x

x x x xx x
x x x x x

x x
x x x x

x xx x x
x x

( )( )
lim lim

( )( )( )

lim lim
( ) ( ) )

( )( )
lim lim lim( )

( ) ( )

→ →

→ →

→ → →

+ − − + − ++ − − =
− + − + − +

+ − −= ×
− + + − +

− ++ −= × = × = + =
− −

2 22

2 22 2

2

22 2

2

2 2 2

2 2 2 22 2
4 2 2 2 2
2 4 1

2 2 2 2
2 36 1 1 1 53

2 16 2 16 16 16

 . b= 5
16

در نتیجه 

راه ح��ل دوم چون حد مخرج صفر اس�ت و حد مورد نظ�ر وجود دارد، پس حد 

 0  در بیاید. بنابراین

0 صورت هم باید صفر باشد، تا حد به صورت 

 
x

x x a a alim( )
→

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ =−2 2
2

2 0 2 2 2 0 2  

اکنون برای به دست آوردن مقدار حد می توانیم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم 
)به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x x

x
x x x x

xx
lim lim
→ →

+

+ − − + −= = =
−

2 2

22 2

2 1 5
2 2 52 2 4

2 4 164
 

7971 ، بنابراین تابع f فقط در  نقطۀ  1نیزگ 1 fD = توج�ه کنید که   4
x=1 ممکن اس�ت ناپیوس�ته باش�د. در این نقطه حد چپ، حد راست و مقدار 

تابع را به دست می آوریم:

 

x x

x x x

x

xf f x
x

x x x xxf x
x x x x

x x x
x x

( ) lim ( ) lim

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

+= = =
+

− + + +−= =
− − + +

+ + += =
+ +

21 1
3 24

3 21 1 1
3 2

21

3 41
32 1

1 11
1 1 1

1 4
31

 

x=1 پیوسته است و نقطۀ ناپیوستگی ندارد. بنابراین تابع f در 

7981 . بنابرای�ن  1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   1

 ، f x( )<3 ، آن گاه  x→−∞ . از ط�رف دیگر اگر 
x

f x
 

[ lim ( )] [ ]
→ −∞

= =3 3

. پس 
x x

f x
  

lim [ ( )] lim
→ −∞ → −∞

= =2 2 f و در نتیجه  x[ ( )]=2 بنابراین 

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] [ lim ( )]
→ −∞ → −∞

− = − × =−2 2 2 3 4

7991 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )

− = − = − +

− + = − + = −

2 2

3 2 2 2

2 50 2 25 2 5 5

10 25 10 25 5
بنابراین

x x x

x x xx
x xx x x x x

( )( ) ( )
lim lim lim

( )( )− − −→ → →

− + +− = = =−∞
−− + −

2

3 2 25 5 5

2 5 5 2 52 50
510 25 5

8001 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

  
f x x x x x

f x x x x x x x

( ) ( )

( )

− = − − = − −

+ − = − + − = − −

2 2

2 2 2 2

2 1 3 2 2 1 12 2 1

3 1 3 3 1 6 1
 

. 
x x

x x x
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

− − = =
− −

2 2

2 2
12 2 1 12 2
6 1 6

بنابراین حد مورد نظر برابر است با  
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8011 .بنابراین  1نیزگ 1 xsin ( )−→ − 2
2

، آن گاه  x ( )+π→ 5
4

اگر   2

.
tx

x t
( )( )

lim [ sin ] lim [ ]
−+π → −→

= =−
5 1
4

2 2 ، پس  xsin ( )−→ −2 1

8021 راه حل اول ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 x x

x x

x x x x  
x x x

x x 
x x

lim lim( )

lim lim

→ →

→ →

+ − − − + − − −= −
− − −

+ − − −= −
− −

2 2 25 5

2 25 5

4 4 2 4 3 4 1
25 25 25

4 3 4 1
25 25

اکنون از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم:

x x

x x

x x

x x x x
x xx x

x x
x x x xx x

  
x x x x

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )
( )( ) ( )( )

lim lim
( )( ) ( )( )

→ →

→ →

→ →

+ − + + − − − +× − ×
+ + − +− −

+ − − −= × − ×
− + − ++ + − +

= − = − =−
+ + + − + +

2 25 5

5 5

5 5

4 3 4 3 4 1 4 1
4 3 4 125 25

4 9 1 4 1 1
5 5 5 54 3 4 1

1 1 1 1 1
60 20 304 3 5 4 1 5

راه ح��ل دوم از قاع�دۀ هوپیتال اس�تفاده می کنی�م )به درس آخ�ر فصل چهارم 
مراجعه کنید(:

 
x x

  
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − − − + −= = =−

−25 5

1 1 1 1
4 4 2 16 22 4 2 4

2 10 3025

8031 . در این صورت  1نیزگ 1 x t=3 راه حل اول ف�رض می کنی�م   3
. بنابراین t=2  ، x→8 وقتی 

 

x t

t

t

t

x x t t
x t

t t t t

t t t

t t t
t t t

t t t

t t t t t

lim lim

( ) ( )
lim( )

( )

lim( )

( )( ) ( )
lim( )

( )( )

→ →

→

→

→

+ − − + − −=
− −

+ − + + + +
= ×

− + + +

+ − − −= ×
− + + +

− + × +
= × = × =

+ + + +− + + + + +

3 3

38 2

3 3

3 32

3 2

3 32

2 32

1 1 1 1
8 8

1 1 1 1
8 1 1

1 2 1 1
8 1 1

2 1 2 2 11 1 1
4 4 4 3 2 1 122 2 4 1 1

راه حل دوم

 

x x

x x

x x

x x

x x x x  
x x x

x x x x x
x xx x x

x x
x xx x x

 
x x x

  

lim lim( )

lim( ) lim( )

lim( ) lim( )

lim lim

→ →

→ →

→ →

→ →

+ − − + − −= −
− − −

+ − + + − + += × − ×
− −+ + + +

+ − −= × − ×
− −+ + + +

= −
+ + + +

= −
+ +

3 3

8 8

33 32

3 38 8 2

3 38 8 2

3 38 8 2

1 1 1 3 2
8 8 8

1 3 1 3 2 2 4
8 81 3 2 4

1 9 1 8 1
8 81 3 2 4

1 1
1 3 2 4

1 1
3 3 4 4

  = − =
+

1 1 1
4 6 12 12

راه حل سوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر فصل چهارم مراجعه کنید(:

 
x  x  

  
xx x x   

x
lim lim
→ →

−
++ − − = = − =

− × ×

33 2

8 8

1 1
2 11 1 1 1 13

8 1 2 3 3 4 12

8041 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 
x  x  

x  x  

f ab f x a x a

f x x b b

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( sin )

lim ( ) lim (cos )

+ +

− −

π π→ →

π π→ →

π = − = =

= + =− +
2 2

2 2

1
2

2 1
 

. بنابراین
ab a
a b
− =

 = −

1
1 x پیوسته باشد باید  π=

2
برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
b  aab a a a a

a a a a a

( )= +− = → + − =

+ − = ⇒ = ⇒ =±

1

2 2
1 1 1

1 1 1
 

 . a b+ =3 b=2 و  ، آن گاه  a=1 اگر
. a b+ =−1 b=0 و  ، آن گاه  a=−1 اگر 

8051 ، پ�س تابع g  1نیزگ 1 f g f g g( ) ( )+ − − =2 3 توج�ه کنید که   4
 f پس تابع ، f g g f( )− + = x پیوسته است. به این ترتیب چون  a= در نقطۀ 
x پیوس�ته اس�ت. چون ب�رد تابع ه�ای f  و g مجموعۀ اعداد  a= هم در نقطۀ 

 هی�چ گاه صفر 
f g+

1  و 
g
1  ،

f
1 حقیق�ی مثب�ت اس�ت، پس مخ�رج کس�رهای 

 x a= نمی شود و دامنۀ این توابع مجموعۀ اعداد حقیقی است و چون f و g در 

 ممکن 
f g−

1 x پیوس�ته اند. ولی دامنۀ تابع  a= پیوس�ته اند، این توابع هم در 

x تعریف نشود. )کافی است  a=  نباش�د و این تابع ممکن است در  اس�ت 

x پیوسته نباشد. a=  ممکن است در 
f g−

1 (، پس تابع  f a g a( ) ( )=

8061 x=0 را پیدا می کنیم. توجه کنید که 1نیزگ 1 ابتدا حد تابع در   4

 
x x x

xf x x
x x

lim ( ) lim ( ) lim
→ → →

+ −= + − =
33

0 0 0
1 27 327 3

 x t= −3 27 . در نتیجه  x t+ = 327 . پس  x t+ =3 27 فرض می کنیم 
. بنابراین حد مورد نظر می شود t→3 x→0 ، آن گاه  همچنین اگر 

 
t t t

t t
t t t t t t

lim lim lim
( )( )→ → →

− −= = =
− − + + + +3 2 23 3 3

3 3 1 1
2727 3 3 9 3 9

. a=27 در نتیجه 

8071 . بنابراین 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=+∞
2

ابتدا توجه کنید که   3

 
x x t

fof x f f x f tlim( )( ) lim ( ( )) lim ( )
→ → →+∞

= = =
2 2

1

f در مثب�ت بی نهای�ت بزرگ ت�ر از ی�ک هس�تند. پس x( ) همچنی�ن مقادی�ر 

.
x fof x
lim

( )( )→
=−∞

−2
1

1
، در نتیجه  fof x( )( ) +→1

8081 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  3

x xf x
x x x x x

( )
( )

= = =
− − −

1
1 1

 .
x

f xlim ( )
− −→

= =−∞
1

1
0

 و 
x

f xlim ( )
+ +→

= =+∞
1

1
0

بنابراین 

x=1 به صورت مقابل است. پس نمودار تابع f در اطراف خط 
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8091 ، مقادیر  1نیزگ 1 x→+∞ اگر m عددی مثبت باشد، وقتی که   2
mx−3 منفی اند و حد مورد نظر برابر است با

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +

3 1 1 4 1
3 1 3 1 3

. اگ�ر m ع�ددی منف�ی باش�د، وقت�ی که  m=1 پ�س ، m+ =1 2
3 3

بنابرای�ن 

mx−3 مثبت اند و حد مورد نظر برابر است با ، مقادیر  x→+∞

 
x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − + −= =
+ +

3 1 1 2 1
3 1 3 1 3

 1
3

، ح�د مورد نظ�ر برابر  m=0 . اگ�ر  m=−1 پ�س ، m− =1 2
3 3

بنابرای�ن 

1− هستند. پس  می شود و قابل قبول نیست. بنابراین مقادیر m عددهای 1 و 

m دو مقدار مختلف می تواند داشته باشد.

8101 آن گاه 1نیزگ 1  ، f x ax b( )= + اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه   4

. بنابراین  bf x x  
a a

( )− = −1 1

 
x  x  

f x ax b a a
bf x x

a a a

( )
lim lim

( )−→+∞ →+∞

+= = =
−

2
1 1 1

 

، و چون ش�یب خط مثبت اس�ت، بنابراین a مثبت اس�ت، پس  a =2 9 بنابراین 
f و  x x b( )= +3 . به این ترتیب  a=3

 f b b( )= ⇒ + = ⇒ =3 10 9 10 1  

. f( )=1 4 ، پس  f x x( )= +3 بنابراین 1

8111 x=π را پیدا  1نیزگ 1 ابتدا حد چپ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ   1

، بنابرای�ن  x ( )−π→
2 2

، آن گاه  x −→π می کنی�م. توج�ه کنی�د ک�ه اگ�ر 

بنابرای�ن   ، x ( )−→ π2 2 و   
x

xlim [cos ]
−→π

=0
2

پ�س   ، xcos +→0
2

. در نتیجه
x

xlim [sin ]
−→π

=−2 1 ، پس  xsin −→2 0

x x

xf x xlim ( ) lim (sin cos ( )) cos
− −→π →π

= × − × − = π=−0 1 1
2

 ، xcos −→0
2

. بنابراین  x ( )+π→
2 2

، آن گاه  x +→π از ط�رف دیگر، اگر 

، پس  xsin +→2 0 . بنابراین  x ( )+→ π2 2  و 
x

xlim [cos ]
+→π

=−1
2

پس 

x
xlim [sin ]

+→π
=2 0

در نتیجه 

x x

xf x xlim ( ) lim (sin ( ) cos ) sin
+ +→π →π

π= × − − × =− =−1 0 1
2 2

خارج از کشور ریاضی - 95   .
x

f xlim ( )
→π

=−1 پس 

8121 چون حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و حد مورد نظر وجود  1نیزگ 1  1

0   دربیاید. بنابراین
0

دارد، پس حد صورت هم باید صفر باشد تا حد به صورت 

 
x

ax b a b a b b alim( )
→

+ − = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −
1

2 0 2 4 4  

اکنون با استفاده از اتحاد مزدوج نتیجه می شود

 

x x

x

x x

ax b ax b ax b
ax bx x

ax b
x x ax b

ax a a a
x x x

lim lim( )

lim
( )( )( )

lim lim
( )( )

→ →

→

→ →

+ − + − + += ×
+ +− −

+ −=
− + + +

−= × = × =
− + + +

2 21 1

1

1 1

2 2 2
21 1

4
1 1 2

1 1
1 1 2 2 1 4 8

 

خارج از کشور ریاضی - 95  . b=−8 ، پس  a=12 a و در نتیجه  =3
8 2

بنابراین 

8131 . بنابراین باید مخرج  1نیزگ 1
x

x
x ax b

lim
→

− =−∞
+ +23

4
2

چون   3

∞− است، پس  کس�ر به صفر میل کند. همچنین چون حد چپ و راست برابر 
x=3 باید ریشۀ مضاعف مخرج کسر باشد. بنابراین

x ax b x x ax b x x

a  b a b

( )

,

+ + = − ⇒ + + = − +

=− = ⇒ + =

2 2 2 22 2 3 2 2 12 18

12 18 6
ریاضی - 93  

8141 بای�د تع�داد نقاط�ی را پی�دا کنی�م ک�ه ب�ه ازای آن ه�ا  1نیزگ 1  1

: x( )− ∈1 1
3



x   

x x x

x
( )

( ) { , }
− ∈

< < ⇒ < < ⇒− < − <

→ − ∈
1 1
3

1 10 9 0 3 1 1 2
3 3

1 1 0 1
3



 x−3 ، عامل صف�ر کنندۀ  x− =1 1 0
3

x=3  که ب�ه ازای آن  ول�ی در نقط�ۀ 

) ناپیوسته  , )0 9 موجب پیوس�تگی می شود. پس تابع f فقط در یک نقطۀ از بازۀ 
ریاضی - 85 است.  

8151 ب�رای آنکه تاب�ع روی دامنه اش پیوس�ته باش�د، باید در  1نیزگ 1  2
x پیوسته باشد. پس a=

 x a x a

af x x a a
a

a a a a

lim ( ) lim f( )

( )

− +→ →
= ⇒ = − ⇒ = −

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2

1 1 4 4
4

4 4 0 2 0 2
 

خارج از کشور ریاضی- 95  

8161 x=2 بای�د برابر  1نیزگ 1 ح�د چپ و حد راس�ت تاب�ع در نقطۀ   3
مقدار تابع در این نقطه باشند، بنابراین

 x x

x x

f x x bx b b

f x ax b a b

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ + =

2

2 2

2 2

5 1 5 4 2 1 5 1

5 5 2 5
 

. a=2 ، یعنی  a+ =2 1 5 ، در نتیجه  b=1 چون 
خارج از کشور تجربی - 91  



)117(

8171 ، پیوستگی آن  1نیزگ 1 برای برقراری شرط پیوستگی تابع روی   2
x=±1 را بررسی می کنیم: در نقاط 

x

x

x

x

f f x a b
a b

f x

f f x a b

a b
f x

( )

( )

( ) lim ( )

lim ( ) [ ]

( ) lim ( )

lim ( ) ( ) [( ) ]

+

−

−

+

→
−

→

→ −

+

→ −

= = + 

⇒ + =

= × = 


− = =− + 
⇒− + =

= − × − = 


1

1

1

1

1
0

1 1 0

1

1
1 1 1

 ، f x x( )=− +1 1
2 2

  ، x| | . در نتیجه به ازای 1≤ b=1
2

−=a و  1
2

بنابرای�ن 

ریاضی - 90   . f( )=−3 1 پس 

8181 .  1نیزگ 1 x x[ ] [ ]+ − =−1 ، آن گاه  x∉ توج�ه کنید که اگ�ر   1

 a=−1 اس�ت و ب�ه ازای 
x

f x
a x

( )
− ∉=

∈

1 



بنابرای�ن تابع به صورت 

ریاضی - 96 روی مجموعۀ عددهای حقیقی پیوسته است. 

8191 ، باید حد چپ و حد راس�ت تابع با هم  1نیزگ 1 x=−1 در نقطۀ   2
برابر باشند:

x x x

x

x xf x
x

f x a
( ) ( ) ( )

( )

lim ( ) lim lim

lim ( )

− − −

+

→ − → − → −

→ −

− − −= = =
+

=− +
1 1 1

1

1
2 3 12 3

1 1 4
1

بنابراین
a a=− + ⇒ =1 31

4 4
 

خارج از کشور ریاضی - 87  

8201 ، باید حد تابع با مقدار تابع برابر باش�د.  1نیزگ 1 x=0 در نقط�ۀ   4
توجه کنید که

x x x

x x

x xxf x
x x x

x x
x

x

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )
lim lim( )

→ → →

→ →

+ −
= =

− − − − + −

+ −
= = + − =

− +

0 0 0

0 0

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1

تجربی - 96 x=0 پیوسته است.  ، تابع در نقطۀ  f a( )= =0 2 بنابراین اگر 

8211 چ�ون حد مورد نظر براب�ر عددی غیر صفر و حد صورت  1نیزگ 1  2
برابر صفر است، باید حد مخرج هم صفر باشد. بنابراین

 
x

ax b a b b alim( )
→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
2

0 2 0 2  

اگر از اتحاد مزدوج استفاده کنیم، حد مورد نظر می شود

 
x x

x

x x x x x x
ax a x x a x x x

x x
a aa x x x

lim( ) lim
( )( )

( )( )
lim

( )( )( )

→ →

→

− − + − − +× =
− + − − + −

− −
= = =

+− + −

2

2 2

2

3 2 3 2 3 2
2 3 2 2 3 2

2 1 1 1
2 2 42 3 2

 

بنابراین 
 a

a
= ⇒ =1 1 1

4 2 2
 

خارج از کشور تجربی - 95  . b=−1 پس ، b a=−2 چون 

8221 توجه کنید که  1نیزگ 1  2

 

x x

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x

x x x x
x x

x x x
x

| | | || |
lim lim

| || |
lim ( )

| || ||( )
lim

( )

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )
lim

( )

− −

−

−

−

−

→ →

→

→

→

→

− − − +
=

− + − +

− + + += ×
− + + +

− + + +
=

−

− − + + +
=

− +

− + + +
=

+

2

2 22 2

2

2 22

2

22

2

2

2

2

2 2 1

2 12 2 12

2 1 2 12
2 12 2 12

2 1 2 12
3 4

2 1 2 12
3 2 2

1 2 12
3 2

( )− ×
= =−

×
3 8 2
3 4

 

ریاضی - 90  

8231 ،  1نیزگ 1
x

x
aax

| |
lim
→±∞

= =−
2

2
1 از فرض س�ؤال نتیجه می شود 1   4

x=−2 دقت کنید که به  . برای محاس�بۀ حد راس�ت عبارت در  a=−1 پس
x منفی اس�ت، بنابراین باید حاصل حد زیر را  −2 4 ، عبارت  x− < <2 2 ازای 

حساب کنیم:

x x

x

x xx
x xx x

x
x

( ) ( )

( )

( )( )
lim lim

( )( )

lim

+ +

+

→ − → −

→ −

− +− =
+ − +− − +
−= =

− +

2

22 2

2

2 24
2 12

2 4
1 3

خارج از کشور ریاضی - 90  

8241 xcos با مقدارهای کوچک تر از  1نیزگ 1 π  ، x ( )+→ 1
6

وقت�ی   1

3 نزدیک می شود، پس
2

3 به 
2

 x x xcos ( ) cos [ cos ]− −π → ⇒ π → ⇒ π =2 23 4 3 4 2
2

 

بنابراین

x x

x x x
ax b ax b( ) ( )

[ cos ]
lim lim

+ +→ →

π − −= =
+ +

2

1 1
6 6

4 12 2 12 1
2

 

چون حد صورت برابر صفر است، حد مخرج کسر نیز باید صفر شود تا حد به صورت 

0   دربیاید، زیرا در غیر این صورت حاصل حد برابر صفر می شود. 
0

در نتیجه
 
x  

aax b b a b
( )

lim ( )
+→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
1
6

0 0 6
6

 

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم:

 
x  x  x  

xx x
ax b bx b b x b( ) ( ) ( )

( )
lim lim lim

( )+ + +→ → →

−− −= = =
+ − + −1 1 1

6 6 6

2 1 62 12 2 12 2
6 1 6

. a=−24 ، پس  a b=−6 . چون  b=4 ، یعنی 
b
=2 1

2
بنابراین 

خارج از کشور ریاضی- 92  . a b+ =−20 در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
)118(

8251 x=3 را  1نیزگ 1 ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقط�ۀ   4
حساب می کنیم: 

x x

x x

x

x x

x

x

f x ax a  a a  

x xf x
x

x x x x
x x x

x x
x x x

x x x x
x x x

x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

lim ( )

lim lim

lim ( )

( ) ( )
lim

− −

+ +

+

+ +

+

+

→ →

→ →

→

→ →

→

→

= − − = − − =−

− − +=
−

− − + + − += ×
− + − +

− + += ×
− + − +

− + + − − += × ×
− − − +

− − +
=

3 3

3 3

3

3 3

3
2

3

3 3 33 3 3
8 8 8

1 1
3

1 1 1 1
3 1 1

1 1 1
3 1 1

1 1 1 1 1
3 21 1

1 1
x

x

x x x
x x

x

lim

( )
lim

+

+

→

→

× ×
− − − +

−
= × × = × × =−

− − −

3

3

1 1
3 21 1

3 1 1 1 1 33
3 4 2 4 2 8

 x=3 . بنابراین تابع به ازای هر مقدار a در نقطۀ  f( )=− 33
8

از ط�رف دیگ�ر 

خارج از کشور ریاضی - 94 پیوسته است.  

8261 برای اینکه تابع f در نقطۀ x=1 پیوس�ته باشد، باید حد  1نیزگ 1  4

تابع در این نقطه برابر a باشد، پس

 
x x x

x

x x xf x
x xx

x

lim ( ) lim( ) lim
( )

lim
( )

→ → →

→

− + −= × =
− − −+

= =−∞
− −

3 3 3

3 31 1 1

3 3 21

1 1 1
1 2 11
1

2 1

 

با توجه به اینکه تابع f در نقطۀ x=1 حد نامتناهی دارد، پس هیچ مقداری برای 

a پیدا نمی شود.
خارج از کشور ریاضی - 92  

8271 x=2 را  1نیزگ 1 ابت�دا ح�د چ�پ و حد راس�ت تاب�ع در نقط�ۀ   3

به دست می آوریم:

x

x x

x

f x a f

a x x x
f x

x x x x
a x a

x x x x

lim ( ) ( )

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( )

( )
lim

( ) ( ( ) )

−

+ +

+

→

→ →

→

= − =

+ − − − + −
= ×

− − − + −

+ − −= =
− × − − + −

2
3 3 3 2

2 3 3 22 2

3 3 22

2 2

1 1 1 1 1
2 1 1 1

1 1
62 1 1 1

برای اینکه تابع f همواره پیوس�ته باش�د، باید حد چپ و حد راست تابع در نقطۀ  

x=2 برابر باشند، بنابراین

 a a a a a a /− = − ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =2 12 6 12 5 2 4
6

 

ریاضی - 94  

8281 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 

xx x f x

xx x f x

xx x f x

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

π− ≤ < ⇒ =− ⇒ =−

π≤ < ⇒ = ⇒ =

π≤ < ⇒ = ⇒ =−

1 0 1
2

0 1 0
2

1 2 1
2

x=0 و x=1 را بررس�ی می کنیم تا گزینۀ درست  پیوس�تگی تابع در نقطه های 
مشخص شود:

 

x x

x x

x x

x x

xf f x

xf x

xf f x

xf x

      

     

( ) , lim ( ) lim ( sin( ))

lim ( ) lim sin( )

( ) , lim ( ) lim sin( )

lim ( ) lim ( sin( ))

− −

+ +

− −

+ +

→ →

→ →

→ →

→ →

π= = − =

π= =

π=− = =

π= − =−

0 0

0 0

1 1

1 1

0 0 0
2

0
2

1 1 1
2

1
2

x=0 پیوسته و در x=1 ناپیوسته است. به همین ترتیب این تابع در  پس تابع در 
تمام نقطه های زوج پیوسته و در تمام نقطه های فرد ناپیوسته است.

ریاضی - 93  

8291 x=0 پیوس�ته است. حد  1نیزگ 1 نش�ان می دهیم تابع gof در   3
x=0 را به دست می آوریم: چپ و حد راست تابع gof در نقطۀ 

x  t

x  t  

x f x g f x g t

x f x x g f x g t

( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

−

+ +

−
−→ →

+ +

→ →

−→ =− ⇒ = =− × =

→ = → ⇒ = =

10
2

0 0

1 10 2 1
2 2

0 2 0 1

x=0 پیوس�ته اس�ت.  gof در نقطۀ  ، تابع  g f( ( ))=0 1 ب�ا توج�ه به اینک�ه 
ناپیوستگی توابع دیگر نیز به همین ترتیب ثابت می شود. )بررسی سایر گزینه ها 
خارج از کشور  ریاضی - 86 بر عهدۀ خواننده( 

8301 ، باید 1نیزگ 1 f x x x( ) [ ] [ ]= − = −2 23 3 ب�ا توج�ه ب�ه آنک�ه   2

x )که  n=± y روی این بازه پیوسته باشد. تابع مورد نظر در نقاط x[ ]= 2

=x ناپیوسته است و در  5 x=2 و ( ناپیوس�ته است. پس در نقاط  n∈

ریاضی - 88   . k= −5 2 ] است، بنابراین  , )2 5 نتیجه بازۀ مورد نظر 



8311 x ش�یب خط مم�اس بر نمودار  1نیزگ 1 c= x و  b= در نق�اط   1
x ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f مثبت و  d= تابع f صفر اس�ت. در نقطۀ 
x ش�یب خ�ط مماس ب�ر نم�ودار تابع f منف�ی اس�ت. بنابراین  a=  در نقط�ۀ 

x از بقیه کوچک تر است. a= مشتق تابع f در 

8321 . از  1نیزگ 1 f ( )′ 4 ابتدا توجه کنید که شیب خط d برابر است با   4

fAB است. به این ترتیب 
BC

( )
tanα= =

4
7

طرف دیگر، شیب خط d برابر با 

، پس f
f

( )
( )′ =

44
7

 f
f f f f

( )
( ) ( ) ( ) ( )′+ = ⇒ + = ⇒ =

4 74 4 2 4 2 4
7 4

 

8331 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

x x x

f x f f x f f x f
x x x

f

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
lim lim lim

( )
→ → →

− − −
= =

− − −
′= =

2 2 2

2 2 2 2 2 22
2 2 2

2 2 6

8341 راه حل اول اگر به جای 2 در صورت کس�ر داده ش�ده،  1نیزگ 1  1
)f را قرار دهیم، نتیجه می شود )2

 

x x

x

x x

f x f x f
x xx x

f x f f x f
x x f x f

f x f
x f x f x

f f
f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )
lim( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))

( ) ( )
( ( ) ( )) ( )

→ →

→

→ →

− −
=

−−
− +

= ×
− +

−
= ×

− +

×′ ′= × = × = × =
−+

22 2

2

2 2

2 2
22

2 2
2 2

2 1
2 2

1 1 2 2 1 12 2
2 1 22 2 2 4 2 4 4

راه ح��ل دوم از قاعدۀ هوپیتال اس�تفاده می کنیم. )درس هش�تم همین فصل را 
ببینید.(

x x

f x
f x f x f

x fx x

( )

( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )→ →

′ ×
′− −= = = =

− × ×−−22 2

2 2
2 2 2 12 1

2 2 2 2 2 22 2 4 22

8351 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 h  h  

f h f f h f
h hh h

f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( )

→ →

+ − + −
= ×

++

′= × = =
+

20 0

3 3 3 3 1
3 22 3

1 63 2
3 0 3

فصل چهارم

فصل دوم: آزمون ها

8361 k و در نتیجه 1نیزگ 1 −→0 ، آن گاه  h→0 h و  k− =2 اگر   2

 h  k  

k  

f h f f k f
kh

f k f
f

k

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim ( )

−

−

→ →

−
→

− − + −
=

−
+ − ′=− =− =−

2

20 0

0

1 1 1 1

1 1 1 2
 

8371 می توان نوشت 1نیزگ 1  4

 x x

x

f x f x x x
f

x x
x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( ) ( ) ) ( ) ( )

→ →

→

− − + +′ = =
− −

= + + = + + =

2 2 2

1 1
2 2 2 2 2

1

1 1 1 11
1 1

1 1 1 1 1 1 16

8381 x=0 را به کمک تعریف به دست  1نیزگ 1 مشتق تابع f در نقطۀ   1
می آوریم:

 
x  x  x  

x
f x f x

f
x x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim lim

| |→ → →

−
− +′ = = = =
− − +0 0 0

0
0 1 10 1

0 0 1
 

x=0 مشتق پذیر است. بنابراین تابع f در نقطۀ 

8391 با اس�تفاده از تعریف، مشتق چپ و مشتق راست تابع در  1نیزگ 1  4
x=2 را به دست می آوریم:

 x x

x x

x
f

x x

x
f

x x

( )
( ) lim lim

( )
( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− −′ = = =+∞
− −

− −′ = = =−∞
− −

3 2

32 2
3 2

32 2

2 0 12
2 2

2 0 12
2 2

8401 x=0 را به دست  1نیزگ 1 مش�تق چپ و مشتق راس�ت تابع f در   1
می آوریم:

 x  x  x  

x  x  x  

x x x xf x
x x

x x x xf x
x x

| |
( ) lim lim lim

| |
( ) lim lim lim ( )

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

−′ = = = =
−

− −′ = = = − =
−

3 3 3

0 0 0
3 3 3

0 0 0

00 0
0

00 0
0

f و نمودار تابع در این نقطه، خط مماس موازی محور طول ها دارد. ( )′ =0 بنابراین 0

8411 )B  1نیزگ 1 , )4 4 )A و  , )−1 3 ش�یب خط�ی ک�ه از نقطه ه�ای   2

. از طرف دیگر، مشتق تابع f در نقطۀ 1−  B A

B A

y y
x x

−
=

−
1
5

می گذرد، برابر است با 

 . f ( )′ − =11
5

با شیب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ A برابر است. بنابراین 

8421 ، آن گاه ش�یب خطی که نقطه های A و B را  1نیزگ 1 x→3 اگر   2
x=3 نزدیک و  به هم وصل می کند، به ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در 

نزدیک تر می شود. بنابراین 

 
x

k k k
x

lim
→

= ⇒ = ⇒ =
3

2 2 6
3
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8431 )f را قرار دهیم، آن گاه 1نیزگ 1 )1 اگر به جای 4 مقدار   3

 
x x

x

xx
f x f x f f x f f

x

( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

→ →

→

−− = = = = =
′− − −

−
1 1

1

2 12 2 2 2 2 1
4 1 1 1 4 2

1
8441 توجه کنید که 1نیزگ 1  2

x x

x x

f x f f x f
x xx

f x f
f

x x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
(lim )(lim ) ( )

→ →

→ →

− −
=

− +−
− ′= = × × = × × =
− + +

23 3

3 3

3 3 3 33
3 39

3 1 1 13 3 3 3 4 2
3 3 3 3 6

 

8451 h→0 و در نتیجه 1نیزگ 1 ، آن گاه  x h= −2 اگر فرض کنیم   4

 
x h h

h

x h h
f x f f h f f h f

f h f
h

lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim

→ → →

→

− − −= =−
− − − − −

=− =−
− −

2 0 0

0

2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
2 2 4

 

8461 f و از تعریف  1نیزگ 1 ( )3 1 راه حل اول به جای 8 قرار می دهیم   4
x=1 استفاده کنیم: مشتق در نقطۀ 

 
h  h  

f h f h f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

+ − + −
=

3 3 3

0 0

1 8 1 1  

توجه کنید که به کمک اتحاد چاق و لاغر می توان نوشت:

 

h  h  

h  

h  h  

f h f h f
h h

f h f f h f f h f
h

f h f
f h f h

h
f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))
lim

( ) ( )
lim lim( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) ) ( )( )

→ →

→

→ →

+ − + −
=

+ − + + + +
=

+ −
= × + + + +

′= × + + = + + + =

3 3 3

0 0
2 2

0

2
0 0

32

1 8 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 4

1 1 2 1 4 1 1 4 4 4 24

 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم. )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

h  h  

f h f h f h
f f

h
( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( )

( )

→ →

′+ − + + ′= =

= × + × =

3 2
2

0 0
3 2

1 8 3 1 1 3 1 1
1

3 1 1 2 24

8471 . اکنون با اس�تفاده از تعریف  1نیزگ 1 f( )=2 0 توج�ه کنید ک�ه   3
f را به دست می آوریم: ( )′ 2 x=2 مقدار  مشتق در نقطۀ 

 x x

xx x
xxf x

x x

( )
( ) lim lim(( ) )

( )

→ →

+− + −
++′ = = −

− +

= − =

2

2 2

23 2 0
272 1

2 7
4 22 1
9 3

8481 x=0  1نیزگ 1 مقدار مش�تق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ   3
را به کمک تعریف به دست می آوریم:

 x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

+
→ →

→

+ + − + +′ = =
−

= + + = + =

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 3

x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

− −

−

−
→ →

→

+ + − − +′ = =
−

= − + = − =−

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 1

. f f( ) ( )+ −′ ′− =0 0 4 بنابراین 

8491 x=1 مشتق ندارد، زیرا 1نیزگ 1 f در نقطۀ  x x( )= −3 1 تابع   4

 x

x

xf
x

x

( ) lim

lim
( )

→

→

− −′ =
−

= =+∞
−

3

1

3 21

1 01
1

1
1

 

ولی خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه وجود دارد و موازی محور عرض ها است.

8501 تاب�ع f در نقط�ۀ 3 پیوس�ته نیس�ت، پ�س در ای�ن نقطه  1نیزگ 1  3
مش�تق پذیر نیس�ت. تابع در نقطۀ 4 نیز مشتق پذیر نیس�ت، زیرا مشتق چپ و 
مشتق راست آن در این نقطه با هم برابر نیستند. در بقیۀ نقاط، دامنۀ تابع مشتق 

وجود دارد. بنابراین مجموع مورد نظر برابر ۷ است.

x=1 در دامنۀ تابع قرار ندارد. توجه کنید که نقطۀ 

8511 ]  پاره خط�ی اس�ت ک�ه  1نیزگ 1 , ]0 2 نم�ودار تاب�ع f روی ب�ازۀ   1

 − =
−

1 0 1
2 0 2

)  را به هم وصل می کند، پس شیب آن برابر  , )2 1 )  و  , )0 0 نقطه های 

]  پاره خطی اس�ت که  , ]2 4 . نمودار تابع f روی بازۀ  f ( )′ =11
2

اس�ت، در نتیجه 

 [ , )+∞4 . نم�ودار تاب�ع f روی ب�ازۀ  f ( )′ =3 0 ش�یب آن صف�ر اس�ت، پ�س 

)  می گذرد، پس شیب آن برابر  , )6 5 )  و  , )4 1 نیم خطی است که از نقطه های 

 . f f
f

( ) ( )

( )

+′ ′+
= =

′

1 01 3 12
5 2 4

. بنابراین  f ( )′ =5 2 − است، در نتیجه  =
−

5 1 2
6 4

8521 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 
x x

f x f f x
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
→ →

− −′ = = =
− −2 2

2 32 3
2 2

بنابراین

 

x x

x x

f x f x f x
x xx

f x f x f
f

x x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→ →

→ →

− − +
=

− +−
− + +′= × = ×
− + +

+= × =

2

22 2

2 2

9 3 3
2 24

3 3 2 32
2 2 2 2

3 3 93
4 2

8531 راه حل اول ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 
x x

f x f f x
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
→ →

− −′ = = =
− −1 1

1 31 6
1 1

 



)121(

بنابراین

 

x x

x x

f x f x f x f x x

x x x
f x

f x f x x
x

f f f

( ) ( ( ) )( ( ) ( ) )( )
lim lim

( )( )

( )
lim lim(( ( ) ( ) )( ))

( ) ( ( ) ( ) )( ) ( )

→ →

→ →

− − + + +
=

− − +

−
= × + + +

−
′= × + + + = + + × + × =

3 2

1 1

2
1 1

2 2

27 3 3 9 1
1 1 1
3 3 9 1

1
1 1 3 1 9 1 1 3 1 3 3 3 3 9 2 324

 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم: )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

x  x  

f x f x f x

x
x

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′− × + ×= = =
−

×

3 2 2

1 1

27 3 3 3 1 3 3 324
1 11

2 12

8541 ، آن گاه h→0 و  1نیزگ 1 x h= −2 راه حل اول اگر فرض کنیم   4
در نتیجه

x  h  h  

h  

h  

h h h hx
f x f f h f f h f

h h
f h f

h

( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

lim( ) ( )
( ) ( )

lim

→ → →

→

→

− − − + −− = =
− − − − −

= × − + − = × − =−
− −

3 23

2 0 0

2
0

0

2 8 12 68
2 2 2 2 2

1 112 6 12 3
2 2 4

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم: )درس هشتم همین فصل را ببینید.(

  
h  h  

f h f f h
f f

h
( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( )
→ →

′− − − − ′ ′= =− = ⇒ =−
0 0

2 2 2 2 4 2 4
1

بنابراین

 
x x

x x
f x f f x f

lim lim
( ) ( ) ( ) ( )→ →

− = = = =−
′ ′− −

3 2

2 2
8 3 12 12 3

2 2 4

8551 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
h  

f h f h
f

h
( ) ( )

lim ( ( )) ( )
→

+ − − ′= − −
0

3 2 3 2 1 3

 . f ( )′ =3 4 ، در نتیجه  f ( )′ =3 3 12 بنابراین 

8561 توجه کنید که حد خواس�ته ش�ده برابر مشتق چپ تابع در  1نیزگ 1  4
نقطۀ x=1 است، ولی چون تابع در این نقطه پیوستگی چپ ندارد، پس مشتق چپ 
هم ندارد و این حد وجود ندارد. به صورت مس�تقیم هم می توان حاصل این حد 

را به دست آورد:

h  h  h  

f h f h h
h h h

( ) ( ) ( )
lim lim lim

− − −→ → →

+ − − + − − −= = =+∞
0 0 0

1 1 2 1 1 2 3  

8571 . پس 1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→

=−
0

2 )g و  )=0 0 توجه کنید که   3

 
x  x  x  

x
g x g x f x

g
x x x f x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim

( )→ → →

− −′ = = = =
− −0 0 0

0 2 1 10
0 2 4

8581 x=2 را به  1نیزگ 1 مش�تق راست و مش�تق چپ تابع f در نقطۀ   3
کمک تعریف به دست می آوریم:

x x x

x x x

f x f x x x
f

x x x
f x f x x x

f
x x x

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

− − −′ = = = =
− − −
− − − −′ = = = =−
− − −

2 2 2

2 2 2

2 2 2 22 2
2 2 2

2 2 22 1
2 2 2

. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 2 3 بنابراین 

8591 f تساوی های داده شده برقرار هستند: 1نیزگ 1 x x( )= 3 2 برای تابع   2

 x  x  

x  x  

xf
x x

xf
x x

( ) lim lim

( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

−′ = = =+∞
−

−′ = = =−∞
−

3 2

30 0
3 2

30 0

0 10
0

0 10
0

 

برای توابع دیگر توجه کنید که 

 

  f x x f f

  f x x f f

  f x x f f

(1) â¾¹Äq¬ :

(3) ¾â ¹Äq¬ :

(4) ¾â ¹Äq¬ :

( ) ( ) ( )

( ) | | ( ) , ( )

( ) ( ) ( )

+ −

+ −

+ −

′ ′= ⇒ = =+∞

′ ′=− ⇒ =−∞ =+∞

′ ′=− ⇒ = =−∞

3

3

3

0 0

0 0

0 0

 

8601 نمودار تابع به شکل زیر است.  1نیزگ 1  3

x=−2 مشتق ناپذیر است. x=2 و   ، x=0 بنابراین تابع در نقاط 

8611 ، پس 1نیزگ 1 f x x( )′ = −23 3 توجه کنید که   2

 f ( )′ = × − = − =−1 1 1 83 3 3
3 9 3 3

 

8621 بنابر قاعدۀ ضرب،  1نیزگ 1  2
 f x a x ax ax a( ) ( )′ = − + + = − +3 1 2 3 1  

در نتیجه 
 

f a
a

f

( )

( )

′ =− + ⇒ =−
′ =

1 1
4

1 5
 

8631 بنابر قاعدۀ تقسیم، 1نیزگ 1  3

 

x x x x x x
f x

x
x x x x x

x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

− + − − − −′ =

− − − −
=

2

4

2

4

4 2 2 2 4

2 6 2 2 4
 

. f
( ) ( )( )

( )
− + − −′ − = =

10 4 4 4 6 72
16 2

در نتیجه 

8641 .  1نیزگ 1 x x k x x
f x

x k

( ) ( )( )
( )

( )

+ −′ =
+

2 2 3

2 2
3 2 توجه کنید که   3

در نتیجه 
 k
f k k

k
.¡.¡.ù

( )
( ) , ( )

( )

+ −′ − = ⇒ = ⇒ = =−
+ 2

3 1 25 5 11 3
8 8 51

 

8651 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 f x   

x xx x
( )′ = × + × = +

3 32 2
1 1 1 12 3

2 3
 

. f ( )−
− −

′ = + = + =6 3 4
36 12

1 12 2 2 24
2 2

در نتیجه 
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8661 .   1نیزگ 1 f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

1 1 1 11
1

بنابر قاعدۀ تقسیم،   4

)g و )=− 11
2

 ، f( )=1 1 از طرف دیگر، 

 f x f g x x x g
x

      ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ⇒ = = = ⇒ =1 1 11 2 1 1
2 22

 

. f
g

( )
( ) ( )

× − − ×
′ = =−

1 1 1 1
2 21 5

1
4

بنابراین 

8671 توجه کنید که  1نیزگ 1  3

 

   

 

x xf x  x x
x x x

x x

( )
− −

−

−= = − = −

= −

1 1 1
2 3 3

3 3 3

1 1
6 3

6 24 6 24 6 24

6 24

 . f ( )′ = + =1 1 8 9 ، پس 
  

f x x  x( )
− −

′ = +
5 4
6 36 24

6 3
بنابراین 

8681 x−4  1نیزگ 1 توجه کنید که در یک همسایگی نقطۀ 3 علامت عبارت   1
 . f x x x x( ) ( )=− − + = +4 2 4 منفی است، بنابراین در یک همسایگی نقطۀ 3، 

. f ( )′ =3 1 f و  x( )′ =1 در نتیجه 

8691 >x ،  1نیزگ 1 + <1 1 2
2

 ، 1
2

توجه کنید که در یک همسایگی نقطۀ   3

]x برابر 1 است، و در نتیجه  ]+1
2

، مقدار  1
2

پس در یک همسایگی نقطۀ 

 f x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =2 13 1 6 3
2

 

8701 x=64 برابر با صفر  1نیزگ 1 x−8 ب�ه ازای  توج�ه کنید که   2
1 است:

16
x=64 برابر  است. پس عامل صفر کننده است و مشتق آن به ازای 

 y x y y
x

( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =1 18 64
162

 

x=64 برابر است با بنابراین مشتق تابع f در نقطۀ 

 ( )( )× + = × × =3 41 164 4 64 8 2 2 2
16 16

 

8711 توجه کنید که 1نیزگ 1  2
 xf x x x x( ) ( )( ) ( )′ = + − + = + − +

2 23 3 2 2 2 2 3 2 2
3

 

 . f ( ) ( )′ = + − + = + − + =
2

2 2 2 3 2 2 2 2 2 6 4 2 2 6 بنابراین 

8721 ، در نتیجه 1نیزگ 1 xf x
x

( ) −=
+2
1
1

توجه کنید که   2

 x x x
f x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

+ − −′ =
+

2

2 2
1 1 2 1

1
 

 . f ( ) −′ − = =−2 4 11
4 2

در نتیجه، 

8731 ابتدا مشتق تابع g را به دست می آوریم:  1نیزگ 1  3

 xf x x f x
g x

f x

( ) ( )
( )

( )

′−′ =
2

2
2  

 . f f
g

f

( ) ( ) ( )
( )

( )

′− − −′ = = =
2

4 2 4 2 12 8 202
9 92

بنابراین 

8741 بنابر قاعدۀ تقسیم، 1نیزگ 1  3

 x a x af x
x a x a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

+ −′ = =
+ +2 2

1 1  

در نتیجه

 af a
a

( )′ = ⇒ = ⇒ =
2

1 10 3
3 3

 

8751 بنابر قاعدۀ ضرب، 1نیزگ 1  4

  f x x x x
x

( ) ( ) ( )( )′ = + + −21 1 1 2
2

 

. f ( ) ( ) ( )( )′ = + − =
×
1 494 17 2 1 8

2 2 4
بنابراین 

8761 بنابر قاعدۀ تقسیم، 1نیزگ 1  4

 
x x

x xf x
x

( ) ( )( )
( )

( )

− − − +
′ =

− 2

1 11 1
2 2

1
 

.
 

f
 

( ) ( )
( )

( )

− + +
′ = =

− 2

2 1 2 11 1
1 2 2 2 2 8
4 11

2

در نتیجه 

8771 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم: 1نیزگ 1  1

 f x xx x x x( ) ( )= + = +
111 1 3
62 3 22 2

بنابراین

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
5 1
6 211 11 293 1 3

6 6 6
8781 ، در یک همسایگی نقطۀ 2  1نیزگ 1 x x x x( )− = −3 22 2 چون   2

x مثبت است، بنابراین  x−3 2 علامت عبارت 
 f x x x x x x x( ) ( )= + − = + −2 3 3 22 2

. f ( )′ =2 14 f و  x x x( )′ = + −23 2 2 در نتیجه 

8791 ]x  1نیزگ 1 ] 3 مقدار 
2

توج�ه کنید که در یک همس�ایگی نقط�ۀ   3

برابر 1 است و در نتیجه
x x xx x xf x f x f

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − +′ ′= ⇒ = = ⇒ =
+ + +

2 33 3 2

2 2
3 5 2 15 3 162

5 2 1695 5

8801 x منفی است  1نیزگ 1 −2 ، علامت عبارت 1 4
5

در نزدیکی نقطۀ   2

. بنابراین x[ ]=2 1 ، 4
5

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 2 2 و 

 x
f x x

x
( )

( ) ( )
− −

= =− −
+

2 1 1
1

 

. f ( )′ =−4 1
5

f و  x( )′ در نتیجه 1−=

8811 . بنابراین 1نیزگ 1 f x ax ax( )′ = − +23 2 4 توجه کنید که   1

 f a a a( )′ − = ⇒ + + = ⇒ =12 12 12 4 4 12
2

 

. f ( )′ =91
2

. پس  f x x x( )′ = − +23 4
2

در نتیجه 
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8828 ابت�دا ضابط�ۀ تاب�ع را س�اده می کنی�م و مش�تق آن را ن8زگ -82  2
به دس�ت  می آوریم:

 f x x x x x x x f x x x( ) ( )( ) ( )′= − − = − + ⇒ = − +2 2 5 3 4 21 2 3 2 5 9 2
بنابراین

 
x

f x x x
x

( )

 +=′ = ⇒ − + = ⇒
− =

2
4 2

2

9 41
100 5 9 2 0

9 41
10

x مشتق تابع f برابر صفر  −=± 9 41
10

x و  +=± 9 41
10

پس در نقاط 

. 2
5

است. حاصل ضرب این اعداد برابر است با 

8838 توجه کنید کهن8زگ -82  1
 f x x x x x x x( ) − − −= + + + + + + + +10 9 1 2 101 

 . f x x x x x x( ) − − −′ =− − − − + + + +11 10 2 910 9 1 2 10  بنابرای�ن 
 . f ( )′ =− − − − + + + + =1 10 9 1 1 2 10 0  در نتیجه 

8848 توجه کنید کهن8زگ -82  1
x x x x x x

f x x   x
x x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − + + − +
= = = − ≠−

+ +

5 2 3 2 3 3
2

3 3

1 1 1
1 1

1 1

 . f ( )−′ = −2 1 2 1
2

x2 است و  در نتیجه برای هر x≠−1 مشتق تابع f برابر 

8858 توجه کنید کهن8زگ -82  2

 x m x x x x mx
f x

x x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + + − + − +′ =
+ +

2 2

2 2
2 5 3 2 5 4

5 3
در نتیجه 

f m m m( ) ( )( ) ( )( )′ − = ⇒ − − − + − − + + + = ⇒ =−131 0 2 1 5 3 2 5 1 4 0
2

8868 x ب�ه ازای x=1 برابر صفر ن8زگ -82 x−3 توج�ه کنید ک�ه   4
است، پس عامل صفر کننده است. از طرف دیگر، 

 y x x y y
x x

( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =3
3 2

1 1 1 1 11
2 3 62 3

 

. f ( )′ = × =
+

1 1 11
6 1 1 12

در نتیجه 

8878 ضابطۀ تابع را به صورت زیر می نویسیم:ن8زگ -82  1

 f x xx xx x x( ) ( )= + = +
171 1 4
63 2 31  

بنابراین

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
11 1
6 317 4 17 4 251

6 3 6 3 6
 

8888 ، ن8زگ -82 x=−1 g ق�رار دهیم  x x
f x x
( )

( )
−=

2 1
2

اگ�ر در تس�اوی   2

. اگر از دو طرف تس�اوی داده  g( )− =1 0 ، به دس�ت می آی�د  f( )− =1 1 چون 
شده مشتق بگیریم، به دست می آید 

 g x f x f x g x x x x

f x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

′ ′− − −
=

2

2 2
2 2 2 1

4

، بنابراین  g ( )′ − −
=

1 0 1
1

، به دست می آید  x=−1 اگر در این تساوی قرار دهیم
g ( )′ − =1 1

8898 x منفی ن8زگ -82 x−2 3 x=2 مقدار عبارت  در یک همسایگی   3
x مثبت اس�ت. بنابرای�ن ضابطۀ تاب�ع در این  x+2 3 اس�ت و مق�دار عبارت 

f است. بنابراین x x x x x x( )=− + − − =−2 2 23 3 2 همسایگی به صورت 
 f x x f( ) ( )′ ′=− ⇒ =−4 2 8  

8908 اگر ضابطۀ تابع را به صورتن8زگ -82  3

 f x x( ) ( )= −2 49 xx xx

g x

( )( )( )( )

( )

−− −− 22 22 4820 2150 



بنویسیم، در این صورت
 f x x g x f x xg x x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = + −2 249 2 49  

 x g x( ) ( )′−2 49 f را حس�اب کنیم، مقدار عبارت  ( )′ 7 واضح اس�ت که اگر 
xg را حساب کنیم: x( )2 صفر می شود و کافی است مقدار عبارت 

f g( ) ( ) ( )( )( ) ( )

!

′ = × = × × − − − −

=− ×

7 2 7 7 2 7 49 50 49 20 49 21 49 48

14 29



 

8918 توجه کنید که ن8زگ -82  2
 f x x x x x x( )′ = − + − + + −2 3 48 491 2 3 4 49 50  

 . f ( )′ − = + + + + + + =1 1 2 3 4 49 50 1275 بنابراین 
8928 ابت�دا توجه کنید که چ�ون مقدار x+1 به ازای x=−1 ن8زگ -82  3

x ب�ه ازای  x x ax( )( )( )( )+ + + +1 2 3 4 صف�ر اس�ت، پس مش�تق عب�ارت 
. بنابراین a a( )( )( )− + − + − + = −1 2 1 3 4 8 2 x=−1 برابر است با 

a a− = ⇒ =8 2 2 3  
8938 . در این صورتن8زگ -82 f x ax b( )= + فرض می کنیم   3

 f x a f x f x a x ab x( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = + = −2 4 8
a a f a f      , ( ) ( )′ ′= ⇒ =± = ⇒ =±2 4 2 3 3 2 بنابراین 

8948 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم: ن8زگ -82  3

 

x xf x
x mx

x x mx x m x x
f x

x mx

( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

− +=
+ +
− + + − + − +′ =

+ +

2

2

2 2

2 2

1
1

2 1 1 2 1
1

 

. در نتیجه m
f m

( )( ) ( )( )
( )

− −′ = =− −
2

1 1 10 1
1

بنابراین 

 m m m− − = ⇒ =− 11 2
3

 

8958 توجه کنید کهن8زگ -82  3

 g x
f x x f x g x

x

( )
( ) ( ) ( ) ( )

−
= ⇒ + = −

+
2

2
1 1 1
1

 

، به دست می آید x=1 اگر از دو طرف این تساوی مشتق بگیریم و قرار دهیم 
x f x x f x g x f f g g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + = ⇒ =22 1 2 1 2 1 1 1 12

8968 توجه کنید کهن8زگ -82  4

 
h h

f h f f h f
f

h h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 2 2 2 2 22 2 2
3 3 2 3

، پس f x x x( ) −= +2 22 8 از طرف دیگر، 

 f x x x x  
x

( ) ( ) −′ = + − = −3
3

164 8 2 4

. × =2 6 4
3

f و مقدار حد مورد نظر برابر است با  ( )′ = − =2 8 2 6 بنابراین 
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8971 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2
x xf x
x x

x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

2

33

3 32 3 3 2

33 2

33 2 2
3 2

33 2

1 12 3
2 3

، نتیجه می شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

 f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =−

+ 2

1 12 1 1 3 1 1
52 31

121 1
 

8981 توجه کنید که 1نیزگ 1  4
f g x f x g x g x f x

f g f g g f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

′ ′ ′× = +

′ ′ ′× = +1 1 1 1 1

f را به دست می آوریم: g× ابتدا ضابطۀ تابع 

f g x f x g x x x x x x x

x x x x x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

× = = + + − +

= + + − + = − − =−

2 4 2 9 2 4 2 9

2 4 2 2 4 2 9 4 4 2 9 18

بنابراین
 f g x x x f g( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′× = − =− ⇒ × =− × =−18 17 1718 1 18 1 18

8991 x  1نیزگ 1 x x− 22 در یک همسایگی نقطۀ x=1 علامت عبارت   4
x=4 علامت این عبارت منفی است.  مثبت اس�ت و در یک همس�ایگی نقطۀ 

بنابراین در یک همسایگی نقطۀ 1، 

f x x x x x x f x  x f  ( ) ( ) ( )′ ′= − = − ⇒ = − ⇒ = − =−
5 3

2 2 25 5 12 2 2 1 2
2 2 2
و در یک همسایگی نقطۀ 4، 

 f x x x x x x f x x

f

( ) ( )

( )

′=− + =− + ⇒ =− +

′ =− + × =

5 3
2 2 252 2 2

254 2 8 18
2

 

 . f f( ) ( )′ ′ =−1 4 9 بنابراین 

9001 21 مق�دار  1نیزگ 1
2

توج�ه کنی�د ک�ه در ی�ک همس�ایگی نقط�ۀ   1

x−10 مثب�ت و مق�دار عبارت ه�ای  x−2 و … و   ، x−1 ، x عبارت ه�ای 
x−20 منفی است. بنابراین ضابطۀ تابع در همسایگی  ، … و  x−12  ، x−11

این نقطه به شکل زیر است:
x x x( ) ( ) ( )− − − − − −11 12 20f x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= + − + − + + − −1 2 10

. f ( )′ =21 1
2

، که k مقداری ثابت است. بنابراین  f x x k( )= + در نتیجه 

9011 ، بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که   2

 
f x x x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

− −′ ′ ′= − − − − −

= − − −

3 1 4 1

2 3

3 3 2 3 2 4 2 3 2 3

3 3 3 2 4 2 2 3
 

 f ( ) ( ) ( )′ − = − − − − − = × + × = ×2 3 2 3 21 9 3 2 8 2 3 9 5 8 5 49 5 در نتیجه 

9021 ، 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 بنابر قاعدۀ ضرب و اینکه   1

 

f x x x x x

x x x x x

x x x x x

( ) (( ) ) ( ) ( ) (( ) )

( ( )( ) )( ) ( ) ( ( )( ) )

( )( ) ( ) ( )

− −

′ ′ ′= − + + − +

= − + + − +

= − + + − +

2 2 4 2 2 4

2 2 1 4 2 2 4 1

2 4 2 2 3

1 2 1 2

2 2 1 2 1 4 1 2

4 1 2 4 1 2

 

. f ( ) ( )( )′ = + =30 0 4 1 2 32 بنابراین 
9031 . از  1نیزگ 1 gof f g f( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′=1 1 1 بناب�ر قاعدۀ زنجیری،   3

بنابرای�ن   . f x x( )′ = −23 1 ، در نتیج�ه  f x x x( )= − +3 1 ط�رف دیگ�ر، 
. همچنین f ( )′ =1 2 )f و  )=1 1

 g x x g x x g f g( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= − ⇒ =− ⇒ = =−22 2 1 1 2  
 . gof( ) ( ) ( )′ = × − =−1 2 2 4 بنابراین 

9041 ، بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که   1

 f x  x
xx

( ) ( )( )( )−′ = − − + 4
2

1 13 3 3  

. f ( )′ =−128 1 3 . بنابراین  f ( ) ( )( )( )− −′ = − =4 31 3 2 4
128

در نتیجه، 

9051 ، بنابراین 1نیزگ 1 gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجه کنید که   4

 xf x f
x

( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ =
+3 2 2

2 105
273 2

 

9061 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 xf x  f  
xx

( ) ( )′ ′= − ⇒ = − =
×−2

2 1 4 1 134
2 2 122 92 7

 

9071 f طبق  1نیزگ 1 x x x( )=− + +22 3 4 اگر از دو طرف تس�اوی   3
قاعدۀ زنجیری مشتق بگیریم، به دست می آید

 x

x f x x f x x

f f

( ) ( ) ( )

( ) ( )=

′ ′ ′=− + ⇒ =− +

′ ′→ =− + ⇒ =−2

2 2 2 3 2 2 2 3

12 4 4 3 4
2

 

9081 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به دست می آید 1نیزگ 1  4

 f x f x
x x xx

( ) ( ) ( )
( )

−′ ′ ′= ⇒ =
− − −− 2

1 1 3 16 6
3 1 3 1 3 13 1

 

 . f ( )− ′ =3 1 6
4 2

، به دست می آید  x=1 اگر در این تساوی قرار دهیم 

. f ( )′ =−1 8
2

پس 

9091 . از طرف  1نیزگ 1
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−2

2 2
2

توج�ه کنید ک�ه   1

دیگر، اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به دست می آید

 
x

f x x f f( ) ( ) ( )
= −

′ ′ ′− − = + →− =− ⇒ =
1

1 6 1 2 5 2 5  
بنابراین مقدار حد مورد نظر برابر 5 است.

9101 g مش�تق  1نیزگ 1 x f x( ) ( )= 2 3 تس�اوی  از دو ط�رف  اگ�ر   4
بگیریم، به دست می آید

 g x f x f x x f x f x x f x f x( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= = =3 3 2 3 3 2 3 32 2 3 6
، به دست می آید x=2 اگر در این تساوی قرار دهیم 

 g f f( ) ( ) ( )′ ′= × × = × × =12 6 4 8 8 6 4 4
6
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9111 بنابر قاعدۀ زنجیری،  1نیزگ 1  1
 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′− = − −1 1 1  

از طرف دیگر، 

 g x x x g x x g( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ − =3 23 3 3 1 0  

. fog( ) ( )′ − =1 0 بنابراین 

9121 ، بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که   3

 
f x x x

x x x x x x

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ( )( ) )( ( ) ) ( )( ( ) )

−

−

′ ′= + + + +

= + + + = + + +

2 2 2 2 3 1

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 1 2

3 2 2 2 1 2 12 2 1 2

. f ( )′ = × × × =21 12 1 3 10 3600 بنابراین 

9131 ، بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجه کنید که   3

 f x    x
xx x x

( ) ( )( )′ = − + + − + 2
2 4 3

1 3 1 13 1  

. f ( )′ =1 9 در نتیجه 

9141 ، بنابراین 1نیزگ 1 gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجه کنید که   4

 xf x f
x x

( ) ( )
( )( )

− −′ ′= ⇒ = =−
− +3 2 2

2 3 1 11
3 1 33 3 1

 

9151 بنابر قاعدۀ ضرب،  1نیزگ 1  2

 xf x x x x x
x

( ) ( ) ( )′ = + + + +
+

2 2
2

22 3 3 3
2 3

 

. f ( )′ = × + × =11 5 2 4 12
2

بنابراین 

9161 . اگ�ر از دو طرف این  1نیزگ 1 xf x
x

( ) +=
+

2 2 1
2

توج�ه کنی�د که   4

، به دست می آید x=1 تساوی مشتق بگیریم و قرار دهیم 

 x x
f x f x f f

x

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

+ − + −′ ′= ⇒ = =
+ 2

2 2 1 2 1 6 3 12 2 1 1
9 32

 

. f f( ) ( )′ =11 1
6

بنابراین 

9171 )g و 1نیزگ 1 ) += =2 14 1
3

توجه کنید که   1

 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= =4 4 4 4 1  

از طرف دیگر
x x x x x x xf x f

x x
xx  x

x xg x
x

 
g

   

( )( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+ + − + − + +′ ′= = = =
+ +

− − +
−′ =

−

× − ×
′ = =−

2 2 2

2 2 2 2

2
2

2

2 1 1 2 2 1 2 11
4 21 1

1 27 1
2 2 7

7
1 83 3

134 64
9 36

 . fog( ) ( ) − −′ = × =1 13 134
2 36 72

بنابراین 

9181 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 
ax x  ax a

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1
2 3 1

3 1
 

بنابراین

 
aa  a a

f a
( )( ) ( )

( )
− +

×′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3 52 2
21 21 21 212 2 21
8 4 8 4 8 5

 

9191 f مش�تق  1نیزگ 1 x g x x( ) ( )= +2 2 اگ�ر از دو طرف تس�اوی   1

. اگر در این تساوی  f x x g x x( ) ( ) ( )′ ′= + +22 2 2 بگیریم، به دس�ت می آید 
 . g ( )′ =15 9 ، پس  f g( ) ( )′ ′=3 8 15 ، به دست می آید  x=3 قرار دهیم 

9201 اگر از دو طرف تس�اوی داده ش�ده طب�ق قاعدۀ زنجیری  1نیزگ 1  4
. اگر در  xf x f x( ) ( )′ ′− = − +24 2 4 3 3 5 مش�تق بگیریم، به دس�ت می آی�د 

، به دست می آید x=1 این تساوی قرار دهیم 
 f f f( ) ( ) ( )′ ′ ′− = − + ⇒ − =4 2 3 2 5 2 5  

9211 توجه کنید که 1نیزگ 1  3

 x x x x xf x f
x x

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

− − − −′ ′= ⇒ − =
− −

2 2 3 3

2 2 2
3 1 2 1 12 2 0

1 1
 

9221 ) روی نم�ودار تاب�ع f اس�ت، پ�س  1نیزگ 1 , )2 3 چ�ون نقط�ۀ   1
) گذش�ته است، شیب آن  , )5 0 ) و  , )2 3 . چون خط d از نقطه های  f( )=2 3

. اکنون توجه کنید که  f ( )′ =−2 1 . بنابراین  − =−
−

3 0 1
2 5

برابر است با 

 
g x f x x f x

g f f

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

′ ′= − + −

′ ′= + = − =−

3 4 3 3 4

2 2 6 2 3 6 3

9231 بنابر قاعدۀ ضرب، 1نیزگ 1  1

 f x x x
x x

( ) ( ) ( )′ = + − + − +
− +

1 14 1 1 2
2 1 2 4

 

. f ( ) ( )′ = + × =
× ×
1 1 75 2 4

2 2 2 3 6
در نتیجه 

9241 f و  1نیزگ 1 x x x x( ) (( )( ))= + +3 22 2 توج�ه کنی�د ک�ه   4

، بنابراین  n ng ng g( ) −′ ′= 1

f x x x x x x x x
x

( ) (( )( ) ( )( ))( )( )′ = + + + + + +2 3 312 3 2 2 2 2 2
2

 . f ( ) ( ( ) ( ))( )( )′ = + + =11 2 3 3 3 2 3 3 297
2

در نتیجه 

9251 . بنابراین 1نیزگ 1 x af x
x ax

( )
( )

+′ =
+

2

3 3 2
3 3

3 3
توجه کنید که   2

 f a a( )′ = ⇒ × + = ⇒ =−22 0 3 2 3 0 4  
9261 توجه کنید که  1نیزگ 1  4

 
fog x f g x x

x x x

( )( ) ( ( )) ( )

| |

= = − +

= − + = =

3 2 3

2 2

1 1

1 1

بنابراین

 xg x f g x fog x x
x

( ) ( ( )) ( ) ( ) (| |)
| |

′ ′ ′ ′= = =  
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9271 طبق قاعدۀ مشتق تابع مرکب: 1نیزگ 1  2

 
y f x x y x x f x x

x x x

x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′= + + ⇒ = + + + +

− + + − −= + × = × =
+ + + + + + +

2 2 2

2

2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 11
1 1 1 1 1

9281 .  1نیزگ 1 f f g( ) ( ( ))= −2 1 ، پس  g( )− =1 2 توجه کنید که چون   2

بنابراین

 x  x  

f g x f f g x f g
x x

fog g f g f

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

→− →−

− − −
=

+ − −
′ ′ ′ ′= − = − − = × = × − =−

1 1

2 1
1 1

1 1 1 5 2 5 3 15
 

9291 ابتدا از دو طرف تساوی داده شده مشتق می گیریم: 1نیزگ 1  1

 

f x x f xxg x x g x
f x f x

f x x f x
g x

x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

′−′= ⇒ =

′−′ =

2 2 2
3 2 3

2 2 2

2 2 2
3

2 2 2

23

2
3

x=2 و نتیجه می شود اکنون در تساوی فوق قرار می دهیم 

 f f
g

f

( ) ( )
( )

( )

− ×′−′ = = =−
×2

131 84 8 4 88 1
12 112 4

9301 ابتدا توجه کنید که 1نیزگ 1  2

 x k kf x f x
x x

( ) ( )
( )

+ −′= ⇒ =
+ + 2

2
2 2

 

بنابراین

 
g x fof x g x f x f f x

kg f f f f f

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′= =0 0 0 0
2

 

در نتیجه

 

k k kk
k

kk k

k kk

( ) ( )
( )

( )

( )

− −× = ⇒ − = +
+

 − = + =− ⇒ 
=− − =− +

2 2
2

2 2 4 2 16 2
4 22

2

2 4 2 22
102 4 2

2

 

پس حاصل ضرب مقادیر ممکن برای k برابر 20 است.

9311 x=1 پیوس�ته  1نیزگ 1 تواب�ع گزینه ه�ای )1(  و )3(  در نقط�ۀ   4
نیستند،  پس مشتق پذیر نیستند. 

x=1 پیوسته است: در گزینۀ )2(، ابتدا توجه کنید که تابع در 

x  x  
f f x f x( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 1

بنابراین
x xx x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 >≥ ′= ⇒ =  <<  

2

23
2 11
3 11

چ�ون   .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 3 3 و   

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 2 2 همچنی�ن 

x=1 مشتق ندارد.  ، پس این تابع هم در نقطۀ  f f( ) ( )+ −′ ′≠1 1

x=1 پیوسته است و  در گزینۀ )4( تابع در نقطۀ 
x xx x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 >− ≥ ′= ⇒ = 

<<  

2

23

6 13 1 1
6 12 1

چ�ون   .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 6 6 و   

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 6 6 همچنی�ن، 

x=1 مشتق پذیر است. ، پس تابع گزینۀ )4( در نقطۀ  f f( ) ( )+ −′ ′=1 1

9321 توجه کنید 1نیزگ 1  4

 
h  

f h f
f

h
( ) ( )

lim ( )
+ +

→

− + − − ′= −
0

1 1 1

x=−1 پیوس�تگی راس�ت ندارد، پس مش�تق راس�ت هم  چون تابع  f در نقطۀ 
ندارد. بنابراین حد فوق وجود ندارد. دقت کنید که می توانیم بدون اس�تفاده از 

مفهوم مشتق هم نشان دهیم این حد وجود ندارد:

 
h h

f h f h
h h

( ) ( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− + − − − + −
= =−∞

3

0 0

1 1 2 1 3

9331 x=−1 مش�تق پذیر اس�ت، پس در  1نیزگ 1 چون تابع در نقطۀ   3
این نقطه پیوسته است. یعنی

 x  x  
f f x f x

a a b a b
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ − → −

− = =

− + =− + = − ⇒ − =
1 1

1

2 2 1 1
 

، بنابراین
ax x

f x
x b x

( )
 >−′ =

+ <−

23 1

2 1
از طرف دیگر 

x  
 f x b b

( )
, ( ) lim ( )

−−
→ −

′ − = + =− +
1

1 2 2
x  

f ax a 
( )

( ) lim ( )
++

→ −
′ − = =2

1
1 3 3

f f a b( ) ( )+ −′ ′− = − ⇒ = −1 1 3 2

 b=− 5
2

−=a و  3
2

 نتیجه می شود 
a b

a b

− =


− =−

1

3 2
از حل دستگاه معادلات 

 . a b+ =−4 و در نتیجه 

9341 x=1 پیوس�ته و  1نیزگ 1 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ   2
مشتق پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
f ( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = = > ′ = ⇒ 
′+ < = + =  

1 1
22

1

1

1 2

1 3 33 1

2 1 1 1 2 1 3

 

. از طرف دیگر f ( )′ =1 3 بنابراین 

  
x x x

f x f x f
f

x xx

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )
→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−21 1 1

2 1 1 1 1 31 3
1 1 2 2 21

 

9351 )f و  1نیزگ 1 )=1 2 توجه کنید که   2

 
x x x x

f x x x f x xlim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim
+ + − −→ → → →

= + = = =3

1 1 1 1
2 4 4  

f وجود ندارد، از طرف دیگر ( )−′ 1 x=1 پیوستگی چپ ندارد و  پس تابع در 

 
x x

f x
x

( )
 + >′ =

<

23 1 1

4 1
 

 .
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ ++

→ →
′ ′= = + =2

1 1
1 3 1 4 بنابراین 



)127(

9361 x=2 پیوس�تگی چپ ندارد،  1نیزگ 1 توج�ه کنید که تاب�ع f در   3
پس مشتق چپ هم ندارد. از طرف دیگر

 

x x x

x

x

x

x x x xxf
x x x
x

x f x x f x x f x

x f x x f x x f x

[ ] ( )( )
( ) lim lim lim

lim ( )

( ) ( ) lim ( )

( ) ( ) lim ( )

+ + +

+

+

−

+
→ → →

→

→

→

− − +−′ = = =
− − −

= + =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2

2
2

2
2

2

8 2 2 22 82
2 2 2

2 2 8

2 3 2 4 8

1 2 2 4

 

9371 . 1نیزگ 1 g g( ) ( )′= =2 2 ، آن گاه0 g x x x( ) ( )( )= + − 21 2 اگر  4
x=2 مشتق پذیر است.  f در نقطۀ  x g x( ) | ( )|= بنابراین تابع 

9381 x باید  1نیزگ 1 x m+ +2 24 چندجمله ای داخل قدرمطلق یعنی   2
دو ریشۀ متمایز داشته باشد. پس

 m m m∆= − > ⇒ < ⇒− < <2 216 4 0 4 2 2  

9391 f  1نیزگ 1 x x x x( ) ( )|( )( )|= − − −2 2 3 به ص�ورت  را  تاب�ع   2
x=3 مشتق ندارد،  x=2 و  y در نقاط  x x|( )( )|= − −2 3 می نویسیم. تابع 

)x در پش�ت قدرمطلق باعث می ش�ود که تابع f در   )−2 ولی عامل صفر کنندۀ 

x=3 مشتق ندارد.  x=2 مشتق پذیر باشد. پس تابع f فقط در نقطۀ  نقطۀ 

9409 x دو ن9زگ -90 x x( ( )( ))− = − +2 4 2 2 عبارت داخل قدرمطلق   1

2− دارد. برای آنکه تابع مورد نظر مش�تق پذیر باش�د، باید  ریش�ۀ س�ادۀ 2 و 

x=2 برابر صفر شود: x=−2 و  x به ازای  ax b+ +2

x a b a b

x a b a b( ) ( )

 = ⇒ + × + = ⇒ + =−


=− ⇒ − + − + = ⇒− + =−

2

2

2 2 2 0 2 4

2 2 2 0 2 4
 

 . a b+ =−3 4 ، بنابراین  b=−4 a=0 و  پس 

9419 . چون ن9زگ -90
x x

f x
x

( )
− <′ =

>

4 3 3

9 3
توج�ه کنی�د ک�ه   3

) مش�تق پذیر اس�ت،  , )−∞ 3 ) پیوس�ته و روی بازۀ  , ]−∞ 3 تابع f روی بازۀ 

) مشتق پذیر است و , )+∞3 ] پیوسته و روی بازۀ  , )+∞3 همین طور روی بازۀ 

 x x

x x

f x x

f x

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

′ = − =

′ = =
3 3

3 3

4 3 9 1

9 9 2
 

f اس�ت، و چون  ( )+′ 3 f و مقدار حد )2( برابر  ( )−′ 3 پس مقدار حد )1( برابر 

. f ( )′ =3 9 این دو مقدار برابرند، پس 

9429 . بنابراینن9زگ -90
x x

f x
x x

( )
+ >′ =

<
2

2 2 2

3 2
توجه کنید که   1

 x x

x x

f f x x

f f x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = = × =
2 2

2

2 2

2 2 2 4 2 6

2 3 3 4 12
 

  . f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 6 12 6 در نتیجه 

9439 )f ون9زگ -90 )=2 3 توجه کنید که   4

x x

x x

f x x

f x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + =

= − =

2

2 2
3

2 2

1 5

1 7

x=2 نه پیوستگی چپ دارد و نه پیوستگی راست. بنابراین  پس تابع f در نقطۀ 
مشتق چپ و مشتق راست تابع در این نقطه وجود ندارند.

9449 x=2 مش�تق پذیر اس�ت، پس در ن9زگ -90 چون تابع f در نقطۀ   4
این نقطه پیوسته است. یعنی 

 x x

x x

f f x f x

b x ax cx c b a c     I

( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

+ −

+ −

→ →

→ →

= =

= + = + ⇒ = + =
2 2

3 2

2 2

2

8 2 5
 

از طرف دیگر

 

x x

x x

I

x a x
f x

cx x

f f x x a a

f f x cx c

f f a c a c

c c c

f c

( )

( )

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )

( )

( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

+ −

 + >′ =
<

′ = = + = +

′ = = =

′ ′= ⇒ + = ⇒ = −

→ + − = ⇒ =

= =

2

2

2 2

2 2

3 2

2 2

2 3 12

2 2 4

2 2 12 4 4 12

168 2 4 12 5
3

802 5
3

 

9459 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x a x

f x
ax x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2

پس

 x x

x x

f f x x a a

f f x ax a

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = +

′ ′= = + = +
2 2

2

2 2

2 2 4 4 4

2 3 2 12 2

x=2 مشتق پذیر است، پس چون تابع در 

 f f a a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒ + = + ⇒ =12 2 4 4 12 2
4

. f a f a( ) ( )′ ′= = + = + =3 114 1 3 2 2
4 4

بنابراین 

9469 x=1 ن9زگ -90 x=0 و  نمودار تابع به شکل زیر است و در نقاط   4
 x=1 x=0 و  . توجه کنید که  fD { , }′ = − 0 1 نقطۀ گوش�ه ای دارد. پس 

ریشه های سادۀ عبارت های داخل قدرمطلق هستند.



فصل دوم: آزمون ها
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9479 تابع در نقطۀ x=1 مشتق چپ و مشتق راست نابرابر دارد:ن9زگ -90  3

 

x f x x x x x x

f x x x f

x f x x x x x x

f x x x f    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

≥ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =

≤ ≤ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =−

2 3 2

2

2 2 3

2

1

3 2 1 3 2 1

0 1

2 3 1 2 3 1

 

x=0 مشتق پذیر است: ولی در نقطۀ 

 
x  x  x  

f x f x x x
f x x

x x
( ) ( ) | |

( ) lim lim lim| |
→ → →

− −′ = = = − =
−

2
2

0 0 0

00 0
0

 

g مشتق ندارد.  x( )=0 y در ریش�ه های س�ادۀ  g x| ( )|= توجه کنید که تابع 

 y x x x| |= −2 x=0 و x=1 مشتق ندارد ولی تابع  y در  x x| |= −2 پس 

 x=0 به دلیل وجود عامل صفرکنندۀ x که در قدرمطلق ضرب ش�ده است در 
مشتق پذیر است.

9489 توجه کنید که ضابطۀ تابع به صورت زیر است:ن9زگ -90  1
 f x x x x x x x( ) | | | ( )| | |= − = − = −3 2 2 21 1  

بنابراین تابع فقط در x=1 مشتق پذیر نیست، زیرا عبارت داخل قدرمطلق فقط 
x=1 دارد. یک ریشۀ سادۀ 

9499  مش�تق پذیر باش�د، بای�د ن9زگ -90 ب�رای اینک�ه تاب�ع f روی   1
y ریش�ه نداشته باش�د یا ریشۀ مضاعف داشته  x x m= − +2 2 چندجمله ای 
باش�د. زیرا اگر این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باش�د، آن گاه تابع f در این دو 

ریشه مشتق پذیر نیست. بنابراین
 m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥0 4 4 0 1 

9509 برای اینکه تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق پذیر باشد،  باید ن9زگ -90  2
دو عامل x−1 در آن وجود داشته باشد. یعنی باید

 x ax b x x x a( )+ + = − = − + ⇒ =−2 2 21 2 1 2  

9511 f است. 1نیزگ 1 ( )′ 2 شیب خط مماس برابر   1

 f x f
x

( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
2

1 1 51 2 1
4 4

)f می گذرد. پس معادلۀ خطی را می خواهیم که  , ( ))2 2 خط مورد نظر از نقطۀ 

5 باشد، یعنی
4

) عبور کرده و شیب آن برابر  , )32
2

از نقطۀ 

 y  x x y( )− = − ⇒ − − =3 5 2 5 4 4 0
2 4

9529 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

 f x x x( )= ⇒ − = ⇒ =2 1 2 5  

) را می خواهیم: , )5 2 بنابراین معادلۀ خط مماس در نقطۀ 

 f x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
−

1 15
42 1

 

1 است و معادلۀ آن به صورت زیر است:
4

بنابراین شیب خط مماس مورد نظر برابر 

 y x y x( )− = − ⇒ − =12 5 4 3
4

 

9539 در نقاط�ی ک�ه خ�ط مم�اس ب�ر نم�ودار م�وازی مح�ور ن9زگ -90  2
طول هاست، مقدار مشتق تابع برابر صفر است. بنابراین

 f x x  x x
x

( )′ = − = ⇒ = ⇒ =±2 4 4
2

1 1 13 0
3 3

 

بنابرای�ن معادل�ۀ فوق دو ج�واب دارد و در دو نقطه، خط مم�اس بر نمودار تابع 
موازی محور طول هاست.

9549 y برابر ۹ است، پس مشتق تابع f ن9زگ -90 x= −9 1 ش�یب خط   4
در نقطۀ مورد نظر باید برابر ۹ باشد:

 
f x x x f x x x

x x x  x(.¡.¡.ù)  

( ) ( )

,

′= − + ⇒ = − =

− − = ⇒ =− =

3 2 2

2

3 15 3 6 9

3 6 9 0 1 3
 

مقدار تابع در نقطه ای با طول مثبت مد نظر است، پس
 f( )= − + =3 27 27 15 15  

9559 در نقطه ای که نمودار تابع بر محور طول ها مماس اس�ت، ن9زگ -90  4
مقدار تابع و مقدار مشتق آن صفر است. بنابراین:

 
f x x m m x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = + = ⇒ =−

= ⇒ + − − = ⇒ =− ⇒ =−

2 2

3 2 3

3 0 3

0 3 54 0 27 3
. m=−27 بنابراین 

9569 1− است، بنابراین مقدار ن9زگ -90 y برابر  x b=− + شیب خط   2
1− است: x=2 برابر با  مشتق تابع f به ازای 

 a x ax a af x f a
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − + − −′ ′= = ⇒ = =− ⇒ =−
+ + +2 2 2

1 3 3 32 1 6
1 1 2 1

9579 2 اس�ت. بنابراین مقدار ن9زگ -90
9

y برابر  x= +2 1
9

ش�یب خط   1

2 است.
9

x=1 برابر  مشتق تابع f به ازای 

 x m x x mx
f x

x

( )( ) ( )
( )

( )

− + − − +′ =
+

2

2
2 2 1

2

 m m m
f

( )( ) ( ) ( )
( )

( )

− − − −′ = =
+ 2

2 3 2 2 21
91 2

 

بنابراین

 m
m m

( )−
= ⇒ − = ⇒ =

2 2 2 2 1 1
9 9

9589 تاب�ع ن9زگ -90 نم�ودار  روی  منف�ی  ط�ول  ب�ا  نقط�ه ای  ابت�دا   3
f پی�دا می کنیم که ش�یب خ�ط مماس بر نم�ودار در آن نقطه  x x x( )= −3 2

y یعنی 1 باشد: x k= + برابر شیب خط 

 
x

f x x x x x
x

  (.¡ï.¡ï.ù)

( )
=

′ = − = ⇒ − − = ⇒
=−

2 2
1

3 2 1 3 2 1 0 1
3

)A ب�ر نم�ودار تابع مماس  , )− −1 4
3 27

y در نقطۀ  x k= + بنابرای�ن خ�ط 

می شود و نقطۀ A روی این خط قرار دارد. یعنی 

 k k− =− + ⇒ =4 1 5
27 3 27

 



)129(

9599 باید ش�یب خط یعن�ی a بتواند با مش�تق تابع برابر ش�ود. ن9زگ -90  3
. a≥−1 بنابراین x − ≥−23 1 . واضح است که 1 f x x a( )′ = − =23 1 بنابراین 

9601 y را k واحد به بالا انتقال دهیم، به  1نیزگ 1 x=− 2 اگر نمودار تابع   3

. می خواهی�م خ�ط  k( )>0 f تبدی�ل می ش�ود  x x k( )=− +2 نم�ودار تاب�ع 
y ب�ر نمودار تابع f مماس ش�ود. ابت�دا نقطه ای از نمودار تاب�ع f را پیدا  x= +2 3
می کنیم که شیب خط مماس بر نمودار در آن نقطه برابر شیب این خط یعنی 2 باشد:

 f x x x y( )′ =− = ⇒ =− ⇒ =2 2 1 1
)A نقط�ۀ م�ورد نظ�ر اس�ت ک�ه بای�د روی نم�ودار تابع  , )−1 1 پ�س نقط�ۀ 

f باشد. پس x x k( )=− +2

 k k− + = ⇒ =1 1 2

9619 ) و ن9زگ -90 , )0 3 نقط�ۀ برخ�ورد نمودار تابع f ب�ا محور عرض ها   2

f است. ( )′ 0 شیب خط مماس بر نمودار تابع f در این نقطه برابر 

 f x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
+

1 10
42 4

) عبور می کند، می نویسیم. , )0 3 1 را که از نقطۀ 
4

بنابراین معادلۀ خطی با شیب 

 y x y x( )− = − ⇒ = +1 13 0 3
4 4

9629 f ن9زگ -90 ( )′ 2 )f و )=32
2

با توجه به ش�کل معلوم می شود که   4

) می گ�ذرد، پ�س  , )4 0 )  و  , )0 3 براب�ر اس�ت ب�ا ش�یب خط�ی ک�ه از نق�اط 

. بنابراین ش�یب خط مماس بر نمودار تابع g در نقطه ای  f ( ) −′ = =−
−

3 0 32
0 4 4

به طول 2 به صورت زیر به دست می آید:
g x f x x g x f x f x g f f

gtIµ¶ ‰i KÃ{

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = +

−′= = × × + =−

24 8 1 2 8 2 2 1

3 32 8 1 8
4 2

. بنابرای�ن می خواهیم معادلۀ  g f( ) ( ) ( )= + = + =2 232 4 2 2 4 2 11
2

همچنی�ن 

) می گذرد: , )2 11 8− را بنویسیم که از نقطۀ  خطی با شیب 

 y x y x( )− =− − ⇒ =− +11 8 2 8 27

9639 . ن9زگ -90 f x  
x

( )′ = −
2

21 )f و  )=1 3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   3

)  به صورت  , )1 3 f و در نتیجه معادلۀ خط مماس در نقطۀ  ( )′ =−1 1 بنابراین 
زیر است:

 y x y x( )− =− − ⇒ =− +3 1 4  
B قطع می کند.   ( , )4 0 A و   ( , )0 4 ای�ن خط محورهای مختص�ات را در نقاط 

. × =4 4 8
2

بنابراین مساحت مثلث OAB برابر است با 

9649 چ�ون A نقط�ه ای به طول صفر روی س�همی ب�ه معادلۀ ن9زگ -90  1
. چون خط d از  y=2 y است، پس عرض آن برابر است با  x bx=− + +2 2
) گذش�ته اس�ت، پ�س ش�یب آن براب�ر اس�ت ب�ا  , )3 0 )  و  , )0 2 نقطه ه�ای 

. چ�ون خ�ط d در نقطه ای به طول صفر بر س�همی مماس اس�ت،  − =−
−

2 0 2
0 3 3

x=0 برابر با شیب خط d است: ′y به ازای  مقدار 

 xy x bx y x b b=′=− + + ⇒ =− + → =−02 22 2
3

 

9659 x باشد. در این صورت ن9زگ -90 y( , )0 0 فرض کنید نقطۀ تماس   4

. اکنون  f x( )′ =0 y است، یعنی 1 x= +2 f برابر با ش�یب خط  x( )′ 0 مقدار 

توجه کنید که
f x x x f x x x x  x( ) ( ) ,′ ′= + − ⇒ = ⇒ + − = ⇒ =− =2 2

0 0 0 0 01 1 2 0 2 1

y اس�ت، پ�س  x= +2 x روی خ�ط  y( , )0 0 ، چ�ون نقط�ۀ  x =−0 2 اگ�ر 

) روی نمودار تابع f است، پس , )−2 0 y و چون نقطۀ  =0 0

 k k=− + + + ⇒ =−8 4 40 2
3 2 3

k=19 که قابل قبول نیست زیرا 
6

y و نتیجه می شود  =0 3 ، آن گاه  x =0 اگر 1

 . k<0 طبق فرض سؤال باید 

9669 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x

y
y x

=− ⇒ =−
= +

1
2

3 1

بنابراین
 f a b( ) ( )− =− ⇒− + =−1 2 2 1

y برابر 3 اس�ت و چون نم�ودار تابع f در  x= +3 از ط�رف دیگر، ش�یب خط 1
. در نتیجه f ( )′ − =1 3 x=−1 بر این خط مماس است، پس  نقطۀ 

f x ax bx f a b a b   ( ) ( ) ( )′ ′= + + ⇒ − = − + = ⇒ − =23 2 2 1 3 2 2 3 3 2 1 2
 ، b=−5 a=−3 و  از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای )1( و )2( نتیج�ه می ش�ود 

. a b+ =−8 بنابراین 

9679 2− است. پس شیب خط ن9زگ -90 x برابر  y+ =2 3 شیب خط   3

1 است. بنابراین باید نقاطی را پیدا کنیم که مقدار 
2

مماس بر نمودار تابع f برابر 

1 است. پس
2

مشتق تابع در آن ها برابر 

 

x x
f x

x x

x x  x

x f

x f

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

( )

( )
( )

+ − +′ = = =
+ +

+ = ⇒ = =−

× += ⇒ = =
+
× − +

=− ⇒ − = =
− +

2 2

2

5 2 5 2 8 1
22 2

2 16 2 6

5 2 22 2 3
2 2

5 6 26 6 7
6 2

)B هستند که فاصلۀ آن ها برابر است  , )−6 7 )A و  , )2 3 پس نقاط مورد نظر 

. AB ( ) ( )= − − + − =2 26 2 7 3 80 با 
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9689 )  را به هم وصل ن9زگ -90 , )−1 0 )  و  , )1 0 معادلۀ خطی که نقاط   4
y=0 اس�ت. یعنی می خواهیم بدانیم تابع در چه نقطه ای بر  می کند، به صورت 

محور طول ها مماس است. بنابراین

 f x x x x x ( ) ,′ = − = ⇒ = =3 2 14 2 0 0
2

 

)  بر مح�ور طول ها  , )0 0 ، پ�س نم�ودار تاب�ع در  f x( )=0 ، آن گاه  x=0 اگ�ر 

، پس نمودار تابع در این نقاط  f x( )=− 1
4

، آن گاه  x =2 1
2

مماس اس�ت. اگر 

 f x( )′ =0 f و  x( )=0 بر محور طول ها مماس نیست. توجه کنید که شرط های 
برای نقاطی که در آن ها نمودار تابع f بر محور طول ها مماس است، برقرار است.

9699 )  ن9زگ -90 , )α α−α22 راه حل اول اگر مختصات نقطۀ تماس را   4
y f x( ) ( )( )′− α−α = α −α22 در نظر بگیریم، معادلۀ خط مماس به صورت 

 . y x( ) ( )( )− α−α = − α −α22 2 2 ، پس  f ( )′ α = − α2 2 اس�ت. چ�ون 
) در معادلۀ فوق صدق می کند. پس , )4 1 نقطۀ 

     

( ) ( )( )

( )( ) ,

− α−α = − α −α ⇒ − α+α = − α− α+ α

α − α+ = ⇒ α− α− = ⇒α= α=

2 2 2

2

1 2 2 2 4 1 2 8 2 8 2

8 7 0 1 7 0 1 7
. بنابراین  f ( )′ α =−12 α=7، آن گاه  f و اگ�ر  ( )′ α =0 اگ�ر α=1، آن گاه 

12− است. مجموع شیب های خطوط مماس برابر 
)A می گ�ذرد در نقط�ۀ  , )4 1 راه ح��ل دوم ف�رض کنی�د خط�ی ک�ه از نقط�ۀ 
B بر نمودار تابع مماس ش�ود. در این صورت شیب این خط برابر  f( , ( ))α α

f اس�ت. پس  ( )′ α )f اس�ت. از طرف دیگر، ش�یب این خط برابر  )α −
α−

1
4

با 

f را به دست می آوریم: ( )′ α مقدار 

 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ α = − α22 2 2 2 2  
بنابراین

 

f( )

( )( ) ,

α − α−α −= − α⇒ = − α
α− α−
α−α − = α− − α + α⇒α − α+ =

α− α− = ⇒α= α=

2

2 2 2

1 2 12 2 2 2
4 4

2 1 2 8 2 8 8 7 0

1 7 0 1 7

 

. بنابراین  f ( )′ α =−12 α=7، آن گاه  f و اگ�ر  ( )′ α =0 اگ�ر α=1، آن گاه 
12− است. مجموع شیب های خطوط مماس برابر 

9709 )  ن9زگ -90 , )α+α
α−

5 1
1

راه حل اول اگر مختصات نقطۀ تماس را   3

در نظر بگیریم، معادلۀ خط مماس به صورت زیر است:

y  f x( )( )α+ ′− = α −α
α−

5 1
1

. y  x( )
( )

α+ −− = −α
α− α− 2

5 1 6
1 1

، پس  f ( )
( )

−′ α =
α− 2

6
1

چون 

)  در معادلۀ فوق صدق می کند. پس , )0 2 نقطۀ 
 

 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

α− − α+ − − αα+ −− = −α ⇒ =
α− α−α− α−

α− − α− α α= ⇒− α− = ⇒− α − α+ =
α− α−α−

2 2

2
2

2 1 5 1 65 1 62 0
1 11 1

2 2 5 1 6 63 3 3 6 3 0
1 11

α ک�ه از معادل�ۀ فوق حاصل می ش�وند، طول نقاط تماس هس�تند که  مقادی�ر 
2− است. مجموع آن ها 

B بر نم�ودار تابع  f( , ( ))α α راه ح��ل دوم ف�رض کنید این خط ه�ا در نقطۀ 
f خواهد بود. بنابراین ( )′ α مماس شوند. در این صورت شیب این خط ها برابر 

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − −′ ′= ⇒ = ⇒ α =
− − α−2 2

5 1 6 6
1 1 1

 

 B f( , ( ))α α )A و  , )0 2 از ط�رف دیگ�ر، ش�یب این خط ه�ا ک�ه از دو نقطۀ 

. بنابراین f( )α −
α−

2
0

می گذرند برابر است با 

 
f( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

α+ −α − − −α−= ⇒ =
α αα− α−

α+ −= ⇒ α+ α− =− α⇒α + α− =
α α− α−

2 2

2
2

5 1 22 6 61
1 1

3 3 6 3 1 1 6 2 1 0
1 1

α ک�ه از معادلۀ فوق به دس�ت می آیند، طول نقاط تماس هس�تند که  مقادی�ر 
2− است. مجموع آن ها 

9719 ]  برابر است بان9زگ -90 , ]−1 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازه   2

 f f ( )( ) ( )

( )

− −− −
= =

− −

302 1 12
2 1 3 2

 

9729 براب�ر  ن9زگ -90  a[ , ]1 ب�ازۀ  f در  تاب�ع  تغیی�ر متوس�ط  آهن�گ   1

 است. بنابراین
 f a f aa

a a a a a
( ) ( )

( )

−− −= = =−
− − −

1 11 1 1
1 1 1

 a
a

− =− ⇒ =1 2 3
3 2

 

9739 ]a براب�ر  ن9زگ -90 , ]4 آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ   2

f است. بنابراین a f a
a a

( ) ( )− −=
− −

4 2
4 4

a a a a a a a a
a

a a a a a a       .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− = ⇒ − = − ⇒ = + ⇒ = + +
−
− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2

2

2 1 6 12 4 6 8 36 16 64
4 6
20 64 0 16 4 0 16 4

9749 ب�ازۀ ن9زگ -90 در   f x
x

( )=
−
1

4
تاب�ع  متوس�ط  تغیی�ر  آهن�گ   3

f است: a f a
a

( ) ( )− −
2

a برابر  a[ , ]−

 
  f a f a a aa a

a a a a a

( ) ( )

( )

−− − − − − +− − −= = =
− −2 2

1 1
4 4 14 4

2 2 2 16 16
 

بنابراین
 a a      a
a

.¡.¡.ù, ( )−= ⇒ = ⇒ = =−
−

2
2
1 1 9 3 3

716
 

9759 a برابر ن9زگ -90 a[ , ]−1 آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ   1

f است: a f a
a a

( ) ( )− −
− +

1
1

a  a  f a f a a a
a a a a

a a a a
a a a a

a a a  

( )( ) ( )

( )( ) ,

− − − −− − −−= = + + = +
− −

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ − − =
− −

− + = ⇒ =−

2

2 2
2 2

1 111 1 1 11 1 1
1 1 1

1 3 1 11 2 2 0
2 2

2 1 0 1 2
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9769 ] برابر است بان9زگ -90 , ]−3 0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

 f f( ) ( ) ( )

( )

− − − −
= =

− −
0 3 0 30 10
0 3 3

 

 . f a( )′ x برابر است با  a= آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در نقطۀ 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= + ⇒ = +2 23 1 3 1 

بنابراین

a a a      a(.¡.¡.ù) ,+ = ⇒ = ⇒ = =−2 23 1 10 3 3 3  

9779 ] برابر اس�ت با ن9زگ -90 , ]0 1 آهنگ تغییر متوس�ط تابع f در بازۀ   3

. آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در نقطۀ x=1 برابر است با  f f
k

( ) ( )−
= −

−
1 0 1
1 0

 xf x x kx f k( ) ( )=′ ′= − → = −123 2 1 3 2

بنابراین
k k k− = − ⇒ =3 2 1 2  

9789 اگر S مساحت و P محیط دایره ای به شعاع r باشد، آن گاهن9زگ -90  1

 S SS r r P r S      ,=π ⇒ = = π = π = π
π π

2 2 2 2  

بنابراین

 P S S P S
S S

( ) ( ) π′= π ⇒ = π× =12 2
2

 

1 است.
2

P خواسته شده که برابر  ( )′ π4 مقدار 

9799 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
 S x x S x x x S x x( ) ( ) ( )′= − ⇒ = − ⇒ = −26 6 6 2  

S خواسته شده که برابر 2 است. ( )′ 2 مقدار 

9809 ابتدا توجه کنید که با اس�تفاده از قضیۀ فیثاغورس عرض ن9زگ -90  4

. پس x− 225 مستطیل برابر است با 

 
P x x x

x xP x   
x x

( ) ( )

( ) ( )

= + −

′ = − = −
− −

2

2 2

2 25

2 22 1 2
2 25 25

 

. P  ( )′ = − =−
−

8 24 2
325 16

P خواسته شده که برابر است با  ( )′ 4 مقدار 

  

9819 ابتدا مشتق اول و دوم تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −23 2 1 6 2

x را مش�خص  x x x− + = −2 23 2 1 6 2 بنابراین باید تعداد جواب های معادلۀ 
کنیم:

 x x= ⇒ =±2 13 1
3

f برقرار است. x xf x( ) ( )′ ′′= پس در دو نقطه تساوی 

9829 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x

x

f x x ax b a b

f x x a a

( )

( )

=

=

 ′ = + + → = + +

 ′′ = + → = +

13

12

4 2 14 4 2

12 2 16 12 2

. a b+ =8 ، پس b=6 a=2 و  از این دستگاه معادلات نتیجه می شود 

9839 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

f x x k x

f x x k x x k

f x x x k x k

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + −

′ = + − + +

′′ = − + + + +

2

2

1

2 1

2 1 2 2

                                          

f   f k ( )( ) ( ) ′′ =′′ = + + →2 22 2 4 2 k k( )+ + = ⇒ =−2 4 2 2 2

9849 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  3

 

x x x xf x f x
x x x

x x x x x
f x

x

x x x x x x
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

+ − − +′= ⇒ = =
+ + +

− + − + − +′′ =
+

− + − − + −= =
+ +

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2 3

2 3 2 3

4 2 4
4 4 4

2 4 4 4 4
4

2 4 4 4 2 24
4 4

بنابراین
 f x x x x x( ) ,′′ = ⇒ − = ⇒ = =±30 2 24 0 0 12

پس در سه نقطه مشتق دوم تابع f برابر صفر است.

9859 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 x x xf x x x
x x x x x

( )= + + + = + + +
6 4 2 4 2
2 2 2 2 2

1 11  

بنابراین

 
f x x x f x x

x x
f

( ) ( )

( )

′ ′′= + − ⇒ = + +

′′ = + + =

3 2
3 4

2 64 2 12 2

1 12 2 6 20
 

9869 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
   

  

f x x x x x x

f x x x  x

f x x  x x

( ) ( )( )

( )

( )

− − −

− − −

= − + = + − −

′ = + −

′′ =− − +

51 1 1 1
63 2 3 2

1 2 1
6 3 2

7 5 3
6 3 2

1 1 1

5 1 1
6 3 2

5 2 1
36 9 4

. f ( )′′ =− − + =−5 2 1 11
36 9 4 9

بنابراین

9879 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  4

 

x xf x
x x

xx  
x xxf x

x x x x x

( )

( )
( ) ( )

′ = =
+ +

+ −
+ −+′′ = = =

+ + + + +

2 2

22
2 22

2 2 2 2 2

2
2 1 1

21
1 12 1

1 1 1 1 1

 

 . f ( )
( )

′′ = =
+ +

1 13
83 1 3 1

بنابراین 
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9889 اگر از دو طرف تساوی داده شده مشتق بگیریم، به دست ن9زگ -90  1
. اگر ب�از هم از دو طرف این تس�اوی  f x x ax b( )′ − = + +22 2 3 3 2 می آی�د 
. اگر در این تساوی  f x x a( )′′ − = +4 2 3 6 2 مش�تق بگیریم، به دس�ت می آید 

، به دست می آید x=1 قرار دهیم 
 f a a a( )′′ − = + ⇒ × = + ⇒ =4 1 6 2 4 4 6 2 5  

9899 ابتدا توجه کنید که  ن9زگ -90  4

 
x x x

f x f x f f
x x x

            ( ) , ( ) , ( ) ( )+ −

≥ >  ′ ′ ′= = ≠ 
− < − <  

0 1 0
0 0

0 1 0
 

x=0 مشتق اول ندارد، پس مشتق دوم هم ندارد. چون تابع در نقطۀ 
9909 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

 
f x x ax x

f x x ax x ax

( )

( ) ( )

′ = + +

′′ = + + = + +

3 2

2 2

4 6 12

12 12 12 12 1

x نباید جواب داشته باشد: ax+ + =2 1 0 پس معادلۀ 
 a  a  | |∆= − < ⇒ <2 4 0 2

9919 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  4

x  x  

x x
x x

lim lim
→− →−

+ = =
+

5 4

7 61 1
1 5 5

71 7
9929 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  2

x  x  

x x x x x
x x x x x

lim lim
→− →−

+ − − + −=
+ + + + +

3 2 2

4 3 3 21 1
1 3 2 1
1 4 3 1

0   اس�ت. بنابراین باز ه�م از قاعدۀ 
0 توج�ه کنی�د که این ح�د هم حالت مبهم 

هوپیتال نتیجه می شود

x  x  

x x x
x x x x

lim lim
→− →−

+ − + − += = =−
−+ + +

2

3 2 21 1
3 2 1 6 2 6 2 2

12 6 34 3 1 12 6
9939 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  3

x x

x x x x
xx

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

− − − − − − −= = =−
−

4 4 3 3

22 2

1 2 3 4 1 8 2 3 4 8 1
2 44

9949 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  2
n n

x x

x nx n n
xx

lim lim
−

→ →

− = = = ⇒ =
−

1

21 1
1 10 20

2 21
9959 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  2

 
x x

x x
x

x

lim lim
→ →

− − − ×= = =
+ −

×+
3 3

4 4
4 8 2 2 4 8 2 2 2

5 55 10 5
2 52 5 10

9969 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  1

 
x x

xx
x x

( )
lim lim
→ →

++ − ×= = =
×−

3 23

3 22 2

1 1
3 66 2 13 4

3 4 1448 3
9979 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  2

 
x x

x x x
x

x

lim lim

( )

→ →

− −
+ − += = =−
+ −

×+

32 2
3 2

1 12 2
14 2 4052 14 8

1 1 825 3
3 93 25

9989 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  3

x x

 
xx x x  

x
lim lim
→ →

−
+− + = = − =

− ×

33 2

1 1

2 1
2 32 3 2 1 53

1 1 3 2 2 12

9999 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ن9زگ -90  4

 

x x x  

x
x x x x

x x  x x x x

lim lim lim

−

→ → → − −

− −
− −= = = =
− −− −

1
1 2
2

3 4 2 3 1 11 1 12 3
3 4 3 4

1 11 1
2 2 6

2 32 3
3 43 4

10009 با استفاده از قاعدۀ هوپیتال مقدار حد را به دست می آوریم.ن9زگ -90  4

 
x  x  

a
ax a aax

x
lim lim
→ →

+ − += = =
0 0

9 3 2 9
1 62 9

 . a=24 a و در نتیجه  =4
6

پس 

10019 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

x  x  x  

f x f x f x f
f

x x x
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

lim lim lim ( )
( )→− →− →−

− − − − ′= = = −
+ + − −2 2 2

2 6 2 3 22 2 2
2 2 2

f برابر ش�یب خط مم�اس بر نمودار تابع f در نقطۀ  ( )′ −2 از طرف دیگر، مقدار 

d اس�ت. اکن�ون توجه کنید که چ�ون خط d از  ، یعنی ش�یب خط  A( , )−2 3

 . − =−
− −
3 0 1
2 1

) می گذرد، شیب آن برابر است با  , )1 0 )A و  , )−2 3 نقطه های 

. f ( )′ − =−2 1 2 f و حد مورد نظر برابر است با  ( )′ − =−2 1 بنابراین 

10029 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  1

 x x

f x f f x f
x x

f f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )

→− →−

− − − −
=

+ − −

′ ′= − = − −

3 3 3 3

2 2

3 2

2 2
2 2

2 3 2 2

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

 f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

. ( )− × =−25 453 3
6 2

به این ترتیب، مقدار حد مورد نظر برابر است با 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

x  x  

f x f f x f x
x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→− →−

′− −
=

+

3 3 2

2 2

2 3
2 1

 

، پس  xf x
x x

( ) −′ =
− +2

2 1
2 3

)f و  )− =2 3 از طرف دیگر، 

f ( ) −′ − = =−5 52
62 9

 .
x

f x f x f flim ( ( ) ( )) ( ) ( )
→−

′ ′= − − =−2 2
2

453 3 2 2
2

پس 



)133(

10039 H ن9زگ -90 −→0 ، آن گاه  H h=− 2 راه حل اول اگر فرض کنیم   4
و در نتیجه

 
h H

H H

f h f f H f

h h H H

f H f
f

H H

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim lim ( )

−

− −

→ →

−
→ →

− − + −
=

− − −

+ − − ′= × =− =
+

2

2 4 20 0

0 0

2 2 2 2

2 2 1 2 6
1

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم )به درس آخر این فصل مراجعه کنید(:

 h  h  h  

H  

f h f hf h f h

h h h h h
f H

f
H

( ) ( ) ( ) ( ( ))
lim lim lim

( ( ))
lim ( )

+

→ → →

−
→

′ ′− − − − − −
= =

− − −
′− − ′= =− =
−

2 2 2

2 4 3 20 0 0

0

2 2 2 2 2
2 4 1 2

2 2 6
1 2

. H h= 2 توجه کنید که 

10049 . بنابراینن9زگ -90
x x

f x
x x x

( )
+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2
توجه کنید که   1

 
x x

x x

f f x x

f f x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = + = + =

2 2

2

2 2

2 2 4 4 4 8

2 3 2 12 4 16

. f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 8 16 8 و در نتیجه 

10059 توجه کنید که بنابر اتحاد چاق و لاغر،ن9زگ -90  1

 x x x x xxf x x
x x x x x x x x

( )( )
( )

+ − + − ++= = = +
− + − + − + − +

4 3 25

4 3 2 4 3 2
1 11 1

1 1
 

. f ( )′ =1000 1 f و  x( )′ =1 بنابراین 

10069 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
ax x ax

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1 2
2 3 1

3 1
بنابراین

a a
f

a a a a

( )( ) ( )
( )

( )

− +
×′ = ⇒ =

− + = ⇒ = ⇒ =

32 2 2
7 72 21

16 4 16
16 3 2 7 13 13 1

10079 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

xx x
x xxf x

x x x

g xx x

( )
( ) ( )

( )( )

−− −
− +−′ = =

− − −

= =
− −

2
2 22

2 2 2 2

32 2

21
12 1

1 1 1
1 1

1 1

 . x xg x f x
x x

( ) ( )− −′ = = =−
− −2 2
2

2 1 1
از طرف دیگر 

بنابراین
f x

f x g x f x
g x g x

( )
( ) ( ) ( )( ( ))

( ) ( )
′ ′ = − =−

3 3
1

10089 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 f x x g x f x x g
x xx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = ⇒ + + =−3 2 3
2

4 4 43 1

، نتیجه می شود x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 
 f g f g( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′=− ⇒ =− =4 2 4 4 2 4 4

10099 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

a x x ax ax x af x
x x

ax x x x ax x a
f x

x

ax x x ax x a

x

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )

+ − − − + +′ = =
+ +

− + + − + − + +′′ =
+

− + + − − + +
=

+

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2

2 3

1 2 1 2
1 1

2 2 1 4 1 2
1

2 2 1 4 2
1

. در نتیجه  a a a af
( )( ) ( )

( )
− + − − + + − −′′ = = =

3
2 2 2 4 2 11 4

22
بنابراین 

a=−9

10109 ]a برابر است بان9زگ -90 , ]0 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

 f f a a a a
a a

( ) ( )− −= =− +
− −

20 2 2
0

]a برابر است با , ]+0 1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 f a f a a a a
a a a

( ) ( ) ( ) ( )+ − − + + + − += = =− +
+ − + +

2 21 0 1 2 1 1 1
1 0 1 1

a a a a( ) ( )− + + − + = ⇒− = ⇒ =− 12 1 4 2 1
2

بنابراین 

10119 ، پسن9زگ -90 f( )=1 0 راه حل اول توجه کنید که   3

 
x x

x

f x f x x x x
f

x x
x x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim( ( )( )( ) ( ))

( )( )( )( ) ( ) !

→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − −

= × − − − − = ×







1 1

1

1 2 2 1 2 2 2 12 01
1 1

4 2 1 2 3 2 4 2 12

4 11 1 2 3 10 4 10
x−2 به ازای x=1 برابر صفر اس�ت،  2 راه ح��ل دوم با توجه به اینک�ه مقدار 
عب�ارت  مق�دار  در  را   2 یعن�ی  عب�ارت  ای�ن  مش�تق  اس�ت  کاف�ی 

x=1 ضرب کنیم. x به ازای  x x x x( )( )( ) ( )− − − −2 2 1 2 3 2 4 2 12
f ( ) ( )( ) ( ) !′ = × × × − − − = ×1 2 2 1 1 2 10 4 10

10129 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  3

 

x xf x
x x

x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

3

32

3 33 2 2 3

32 2

32 2 3
3 2

32 2

1 13 2
2 3

، نتیجه می شود: x=1 اگر در تساوی فوق قرار دهیم 

f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =

+ 2

1 13 1 1 2 1 1
72 31

121 1



فصل دوم: آزمون ها
)134(

10139 x منفی ن9زگ -90 x−2 ، علام�ت عب�ارت  1
2

در نزدیک�ی نقط�ۀ   2

 x x x x| |− = −2 2 1 تساوی های 
2

، پس در نزدیکی نقطۀ  x< <1 3 2 است و 

]x برقرارند و  ]=3 و 1

 x xx x xf x x
x x x x x x

( )
( ) ( )

( )( )

− −− −= = = ≠
− − + + + +

2

3 2 2
1 1

1 1 1 1
در نتیجه

x x x x xf x
x x x x

f

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

+ + − + −′ =− =
+ + + +

−
′ = =−

+ +

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 1
1 1

1 1
1 124
2 1 1 491

4 2
10149 x=1 پیوس�ته و ن9زگ -90 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع در نقطۀ   3

مشتق پذیر است:

 
x x

x

x

f f x f x

f xx x
f x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = + = + > ′ = ⇒ 
′< = =  

1 1
22

1

1

1 4

1 3 3 63 3 1

6 1 1 6 6

، از طرف دیگر f ( )′ =1 6 بنابراین 

x x x

f x f x f
f

x x xx x

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )

( )→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−31 1 1

4 1 1 1 11 6 3
1 1 2 2

10159 به کمک تعریف مشتق می دانیم:ن9زگ -90  3

 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

پس
 
x

f x
f f

x
( )

lim ( ) , ( )
→

+ ′= ⇒ =− =
−4

5 5 4 5 4 5
4

از طرف دیگر،

 f x xf xxg x g x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′−′= ⇒ =
2

2 2 2
2 2

. f f
g

f

( ) ( )
( )

( ) ( )

′− − − ×′ = = =−
−2 2

4 4 4 5 4 52 1
4 5

بنابراین 

10169 ، آن گاهن9زگ -90 x≥0 ضابطۀ تابع gof را به دست می آوریم. اگر   3

 
f x x x x

gof x g x x x x x x

( )

( )( ) ( ) ( ) | |

= + =

= = − = − =

4 5

5 4 5 5 20 5 15

f و x x x x( )= − =4 3 ، آن گاه  x<0 اگر 
 gof x g x x x  x x x( )( ) ( ) ( ) | |= = − = + =3 4 3 3 12 3 15

. gof( ) ( )′ =0 15 gof و  x( ) ( )′ =15 gof و در نتیجه  x x( )( )=15 بنابراین 

10179  مش�تق پذیر باش�د، باید تابع ن9زگ -90 ب�رای اینکه تابع f روی   3
y ریش�ه نداشته باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد، زیرا اگر  x x m= − +2 6
این تابع دو ریش�ۀ متمایز داش�ته باشد، آن گاه تابع f در این دو ریشه مشتق پذیر 

نیست. بنابراین
 m m∆= − ≤ ⇒ ≥36 4 0 9
پس m مقادیر طبیعی 1 تا 8 را نمی تواند داشته باشد.

10189 هم�انن9زگ -90  a نقط�ۀ  در   f تاب�ع  لحظ�ه ای  تغیی�ر  آهن�گ   4
f است: a( )′

 k kf x f a
x a

( ) ( )′ ′=− ⇒ =−
2 2

] برابر است با , ]3 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ 

 
k k

f f k( ) ( )
−− −= =

−
6 3 6 3
6 3 3 18

، در  a [ , ]∈ 3 6 a و ب�ا توج�ه به اینک�ه  =2 18 k پ�س  k
a

− =−
2 18

بنابرای�ن 

. a= 18 نتیجه 

10199 )A بر ن9زگ -90 , )1 6 y در نقطۀ  x= +4 2 ابتدا توجه کنی�د که   4

، بنابراین  f x x a( )′ = −23 3 نم�ودار تاب�ع f مم�اس اس�ت. از ط�رف دیگ�ر 

. پس f ( )′ =1 4 )f و  )=1 6

 
a b a

a b

− + = =− ⇒ 
− =  = 

11 3 6
3

3 3 4 4

10209 ) گذش�ته اس�ت، پس ن9زگ -90 , )2 0 ) و  , )0 4 خط d از نقطه های   3

y اس�ت. چون خط d در نقطه ای به طول 1 بر  x=− +2 4 معادلۀ آن به صورت 

f به ازای x=1 برابر با شیب خط d است: x( )′ سهمی مماس است، پس مقدار 

 f x ax c f x ax f a a( ) ( ) ( )′ ′= + ⇒ = ⇒ = =− ⇒ =−2 2 1 2 2 1

y اس�ت، پس ع�رض آن برابر اس�ت با  x=− +2 4 چ�ون نقط�ۀ A روی خط 

f اس�ت، پ�س x x c( )=− +2 )A روی س�همی  , )1 2 . چ�ون نقط�ۀ  y=2

. c=3 ، یعنی  c=− +2 1 ، بنابراین  f( )=1 2

10219 f است. پس ابتدا ن9زگ -90 ( )′ 2 مقدار حد خواس�ته ش�ده، همان   1
f را حساب می کنیم: x( )′

 x xf x f x
x x x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

+ + − −′= ⇒ = ×
− − −

3 1
2 2

2
2 3 2 3 4

2 3 2 2 3 2 3
 

تجربی - 95  . f ( ) ( )′ = × × − =−32 4 7 21
2

بنابراین 

10229 x=−2 پیوسته باشد:ن9زگ -90 تابع f باید در نقطۀ   2

 x x
f x f x f

a b a b
( ) ( )
lim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ − → −
= = −

− + =− + ⇒ − =−
2 2

2

4 2 4 8 2 2 5
 

x=−2 مشتق پذیر است، پس مشتق چپ  از طرف دیگر چون تابع f در نقطۀ 
و مشتق راست آن در این نقطه با هم برابرند:

 
ax b x

f x f f a b
x x

( ) ( ) ( )+ −

+ ≥−′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒− + =
− ≤−

2

2 2
2 2 4 11

3 1 2
 

a=−3 و   نتیجه می ش�ود 
a b

a b

− =−

− + =

2 5

4 11
بنابراین از حل دس�تگاه معادلات 

تجربی - 97  . f a b( )= + + =1 4 0 b=−1 و در نتیجه 



)135(

10239 . از ن9زگ -90 a b+ =2 تابع باید در x=1 پیوسته باشد، بنابراین   4
طرف دیگر مشتق چپ و مشتق راست آن در این نقطه باید برابر باشند:

x x x xf x f x
ax b xax bx x

f
a b

f a b

( ) ( )

( )

( )

− −

+

−

 
 ≥ − >′= ⇒ = 
  + <+ < 

′ =− ⇒ + =−
′ = +

1 3
2 2

2

2 1 1

2 11

1 1
2 1

1 2

. b=5 a=−3 و   نتیجه می شود 
a b

a b

+ =


+ =−

2

2 1
از حل دستگاه 

خارج از کشور ریاضی - 89  

10249 ابتدا مقدار جزء صحیح و علامت تابع قدرمطلق را در یک ن9زگ -90  2
x=−3 مشخص می کنیم:  همسایگی راست نقطۀ 

 x x       x x f x x x( ) [ ] , | | ( ) ( )+→ − ⇒ =− =− ⇒ = − 33 3 3 9  

. پس  f x x x
x

( ) ( )
( )

′ = + −3
3 2

99 3
3 9

بنابراین 

f ( ) ( )+′ − =− + − =−
×
93 3 6 5

3 9
ریاضی - 93  

10259 f نش�ان ن9زگ -90 x x x( ) | |= ضابطۀ تابع را می توانیم به صورت   1

x=0 پیوس�ته اس�ت. همچنی�ن تاب�ع در ای�ن نقطه  دهی�م ک�ه به وض�وح در 
مشتق پذیر است، زیرا

x x x

x x x x
f x f

x x
   

    

| | | |
( ) lim lim | | , ( ) lim

+ + −+ −
→ → →

− −′ ′= = = = =
− −0 0 0

0 00 0 0 0
0 0

ریاضی - 87  

10269 نمودار تابع را رسم می کنیم:ن9زگ -90  4

از نمودار تابع مش�خص اس�ت که س�ه نقطۀ گوش�ه ای )و بنابراین مشتق ناپذیر( 
ریاضی - 86 وجود دارد. 

10279 از قاعدۀ زنجیری استفاده می کنیم:ن9زگ -90  1

f x  x f x  x   
x x x x

f

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

′= − ⇒ = − − −

′ − = − − − + =−

3 32 2 2
2 3

16 16 16 22
3

1 28 2 2 4 1
4 6

ریاضی - 88  

10289 f را بیابی�م، ن9زگ -90 x g x( ) (f( ))′ ′× به ج�ای اینک�ه حاص�ل   2
gof را به دست می آوریم: مشتق تابع 

 

x x

x xgof x g f x x
x

xx

( )( ) ( ( )) − −= = = =

+
−−

2 2

2
22

1 1
11

11
خارج از کشور ریاضی - 92   . gof x( ) ( )′ =1 بنابراین 

10299 ] برابر ن9زگ -90 , / ]4 6 25 آهن�گ تغییر متوس�ط تاب�ع f در ب�ازۀ   1
است با

f f( / ) ( ) / /
/ / /

− − −= = = =
− −

1
6 25 4 6 25 4 2 5 2 22
6 25 4 6 25 4 2 25 9 9

4
f است: ( )′ 4 x=4 برابر  اما آهنگ تغییر لحظه ای تابع در نقطۀ 

f x f       
x

 oÊº jn¼¶ nHk£¶( ) ( ) , −′ ′= ⇒ = = − = =1 1 1 2 9 8 14
4 4 9 36 362

خارج از کشور تجربی - 93  

10309 باید معادلۀ برخورد خط و نمودار ریشۀ مضاعف داشته باشد:ن9زگ -90  2

m x mx x m x m x

m m

m m m m m m

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ,

∆=

+ + = − ⇒ + + − + =

→ − − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2 2

0 2

2
1 2

3 2 4 3 2 4 0

2 16 3 0

20 44 0 22 2 0 22 2

 

ریاضی - 90  

10319 به کمک تعریف مشتق می دانیم:ن9زگ -90  3

 
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

 
پس

 
x

f x
f f

x
 

( )
lim ( ) , ( )
→

+ ′=− ⇒ =− =−
−4

7 3 34 7 4
4 2 2

 

بنابراین 

 
y f x y f x f x

x xx

y f f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =− + ×

′ ′=− + × = − =

2
1 1 12 2 2 2

1 1 7 6 12 4 2 4
4 2 4 4 4

 

ریاضی - 96  

10329 x=1 باید پیوس�ته باشد و مشتق چپ و ن9زگ -90 تابع f در نقطۀ   3
مشتق راست آن در این نقطه برابر باشند:

x

x

x x

f x f
a b

f x a b

 x
f x f x f x ax

x a x
    

lim ( ) ( )

lim ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

+

−

+ −

→

→

→ →

= =
 ⇒ + + =

= + +


− − >′ ′ ′= = ⇒ = +
 + <

1

1

2
1 1

1 0
1 0

1

11 1
2 2

2 1

، پس b=−1 و a=0 a نتیجه می شود  b+ + =1 0 =a و  +2 2 از دو شرط 

f a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − − = −21 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 2 2
خارج از کشور ریاضی - 92  



فصل دوم: آزمون ها
)136(

10339 ، پسن9زگ -90 f( )=0 0 چون   3

x  x  

f x xf
x x

( )
( ) lim lim

− −−
→ →

− −′ = =
−

2

20 0

1 10

−x قرار دهیم. بنابراین 2 x می توانیم  ، به جای  x<0 دقت کنید که چون 

x  

x  x  

x x
f

x x

x

x x x

( )( )
( ) lim

( )

lim lim
( )

−

− −

−
→

→ →

− − + −′ =−
+ −

− +=− =− =− =−
+ − + −

2 2

2 20

2

2 2 20 0

1 1 1 10
1 1

1 1 1 1 2
221 1 1 1

ریاضی - 89  

10349 ب�ه دلیل حض�ور جزء صحیح ه�ا در هر نقط�ه ای که تابع ن9زگ -90  4
x∈ یا  ناپیوس�ته باش�د، مش�تق ناپذیر اس�ت. یعنی باید نقاطی را بیابیم که 

]x پیوس�ته و  ]+1
3

]x و  ] . در ه�ر ی�ک از این نقاط یکی از دو تابع x+ ∈1
3

دیگری ناپیوس�ته اس�ت، بنابرای�ن مجموع آن دو نیز ناپیوس�ته اس�ت. در بازۀ 

خارج از کشور ریاضی - 86  { , , , , }2 5 81 2
3 3 3

) این نقاط عبارت اند از:  , )0 3

10359 . اکنون نمودار ن9زگ -90 f f x x( ( )) | || |= − −1 1 توج�ه کنید ک�ه   3
این تابع را رسم می کنیم:

x=0 و x=±1 مشتق ناپذیر  y در سه نقطۀ    x| || |= − −1 1 با توجه به نمودار، 
خارج از کشور ریاضی -88 است. 

10369 ابتدا تابع های f و g را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  2

x xx x
f x       g x

x xx x
( ) , ( )

 ≥≥ = = 
≤ ≤ 

3 5 00
5

3 00

در  و   
f x x x x

fog x f g x
f x x x x

( )
( )( ) ( ( ))

( )

≥ ≥  = = = 
≤ ≤  

5 0 3 0

3 0 3 0
بنابرای�ن 

تجربی - 94   . fog x( ) ( )′ =3 نتیجه 

10379 ابتدا از دو طرف تساوی داده شده مشتق می گیریم:ن9زگ -90  2

x

f x x g x f x g x g x

f g g g g

  ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=

′ ′= + + ⇒ = +

′ ′ ′ ′→ = + ⇒ = + ⇒ =

5 4

0 4

1 1 5 1

0 1 5 0 0 1 1 5 0 0 0
اکنون از دو طرف تساوی )1( مشتق می گیریم:

x  

f x g x g x g x g x

f g g

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′′ ′′ ′= + +

′′ ′′ ′′→ = × + × × =

4 2 3

0 4

0 5 20

0 5 0 1 20 0 1 5 0
خارج از کشور ریاضی - 91  

10389 ] برابر است ن9زگ -90 , / ]1 1 44 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

. آهنگ تغییر لحظه ای تابع در x=1 نیز  f f
/

( / ) ( ) /
/ /

−−
= =

−

0 44 01 44 1 51 2
1 44 1 0 44 6

ب�ا 

این گونه به دست می آید:

f x x  f
x x x x

( ) ( ) ( )′ ′ ′= − = + ⇒ = + =1 1 1 1 11 1
2 22 2

خارج از کشور تجربی - 94 با کمی تغییر 1 است. 
6

اختلاف این دو مقدار 

10399 ) را می نویسیم ن9زگ -90 , )α−α
α+
2 1

1
معادلۀ خط مماس گذرنده از   4

)A را در آن قرار می دهیم: , )−1 0 و مختصات 

A   

y m
x

y xtIµ¶ â¾²jI÷¶ 

( , )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

−

+′= ⇒ =
+ α+

α−→ − = −α
α+ α+

α−→− = − −α ⇒ α− = ⇒α=
α+ α+

2 2

2

1 0
2

2 1 3
1 1

2 1 3
1 1

2 1 3 1 2 1 3 2
1 1

 

خارج از کشور ریاضی - 87  

10409 m است. پس ن9زگ -90
m+2

m برابر  y mx( )+ =2 ش�یب خط   1

 m
m+2

x0 واق�ع بر منحن�ی برابر  y در نقطۀ  x= + 21 بای�د مش�تق تاب�ع 

باشد. یعنی

 

x xm my x
m x mx

mm x m m x x
m

( )
( )

( )
( )

′ = = ⇒ =
+ + ++

+ = + ⇒ = ≥
+

2 20 0
0 2 22

00
22 2 2 2 2 2

0 0 0

2 1 21

2 0
4 1

 

ریاضی - 95  . m>−1 پس m+ >1 0 بنابراین 

10419  هم�ان تعریف ن9زگ -90
h  

f h f
h

( ) ( )
lim
→

+ −
0

1 1 توج�ه کنید ک�ه   1

f را به دست می آوریم: x( )′ مشتق تابع f در نقطه ای به طول یک است. پس ابتدا 

 xf x f x
x x x

x

( ) ( )
( )

+ × − ×′= ⇒ = ×
+ + +

+

2
4 5 1 4 3 5 1

3 4 5 32
3

 

خارج از کشور تجربی - 95  . f ( )′ = × = × =1 7 1 7 71
16 3 16 4892

4

بنابراین 

10429 x=1 مش�تق پذیر باشد، ابتدا ن9زگ -90 برای آنکه تابع f در نقطۀ   2
لازم است در این نقطه پیوسته باشد و همچنین، مشتق چپ و مشتق راست تابع 

در این نقطه برابر باشند:
a b a b

x f
f x x

f ax a x

a a b

Â«Tw¼ÃQ#‡o{ : 

 

( )
( )

( )

,

+

−

− = + + ⇒ + =−

 ′− > =− ′ = ⇒ 
′ = + + <

+ =− ⇒ =− =

2

3 5 1 3

3 1 1 3

1 22 1

2 3 5 2
خارج از کشور تجربی - 93  



)137(

10439 ، پس ن9زگ -90 f x x x( )= −3 4  ، 2 در یک همسایگی راست   4

f x x f( ) ( )+′ ′= − ⇒ = × − =23 4 2 3 2 4 2 در این همسایگی،  
خارج از کشور تجربی با کمی تغییر - 94  

10449 g طبق قاعدۀ زنجیری ن9زگ -90 x f x x( ) ( )= + + 21 با فرض   3
نتیجه می شود

xg x f x x
x

x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + + × +
+

+ += × =
+ + + +

2
2

2

2 2 2

1 1
1

1 1 1
1 1 1

خارج از کشور ریاضی -85  

10459 y ن9زگ -90 f g x( ( ))= حاص�ل مورد نظ�ر هم�ان مش�تق تابع   2

 x xy f g x y
x x x

( ( )) − − − ′= = = ⇒ =
+ − 2

1 2 3 3
1 1

است. پس، 

ریاضی - 92  

10469 ابتدا ضابطۀ تابع های f و g را ساده می کنیم:ن9زگ -90  1

 
a x xx x

f x g x
x x a x x

( )
( ) , ( )

( )

 + ≥≥  = = 
≤  − ≤

3 04 0 4
2 0 3 0

4

 

اکنون تابع gof را به دست می آوریم:

 
a x x

gof x
a x x

( )
( )( )

( )

 + × ≥=
 − × ≤

3 4 0
4

3 2 0
4

 

در نهایت از تابع به دست آمده مشتق می گیریم:

 
a x

gof x
a x

( ) ( )
+ ≥

′ =
− ≤

4 3 0

3 2 0
2

 

x=0 نتیجه می شود:  از برابری مشتق چپ و مشتق راست تابع gof در نقطۀ 

 a a a a+ = − ⇒ =− ⇒ =−3 3 14 3 2 6
2 2 4

 

خارج از کشور ریاضی - 93  

10479 ] و سپس آهنگ ن9زگ -90 , ]4 12 ابتدا آهنگ تغییر متوسط در بازۀ   2
x=4 را به دست می آوریم:  تغییر لحظه ای در نقطۀ 

f f

f x x f

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
−

− − − −= = = − −− ⇒ − =
 − ′ ′=− + ⇒ =


3
2

1 1 2
12 4 15 3 15

1 1 1112 4 8 8 60
60 27 540

12 1 4
27

تجربی - 93  

10489 ) ن9زگ -90 , )−1 3 ) و  , )1 2 ابت�دا معادلۀ خط گذرنده از دو نقطۀ   2
را می نویسیم:

y x y x y x( ) ( )− − −− = − ⇒ − = − ⇒ = +
− −
3 2 1 1 52 1 2 1
1 1 2 2 2

x=3 بر نمودار تابع f مماس است، پس در این نقطه با تابع  این خط در نقطۀ 
مشترک است و شیب این خط، همان مشتق تابع در این نقطه است:

f f  ( ) , ( )− − −′= × + = + = =1 5 3 5 13 3 1 3
2 2 2 2 2

بنابراین

x x

x x

f x f x f x f x
x x

f x f
f x

x

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( ) ( )
lim lim( ( ) )

( ) ( ( ) ) ( )

→ →

→ →

+ − − +
= ×

− − −
−

= × − −
−

′= × − − =− − − =

2

3 3

3 3

4 5 1 5
3 3 1

3 5
3

13 3 5 1 5 3
2

  

خارج از کشور ریاضی - 92  

10499 y برابر 5 است. پس ابتدا نقطه ای ن9زگ -90 x a= +5 شیب خط   2

f را مش�خص می کنیم که ش�یب خ�ط مماس بر  x x x( )= − +22 3 6 از تابع 
نمودار تابع در آن نقطه )یعنی مشتق تابع( برابر 5 باشد:

 f x x x( )′ = − = ⇒ =4 3 5 2  
)f بر نمودار تابع مماس اس�ت. این نقطه متعلق به  , ( ))2 2 پ�س خط در نقطۀ 

خط هم هست، پس در معادلۀ خط صدق می کند:
 f a a a a( )= × + ⇒ × − × + = + ⇒ = + ⇒ =−22 5 2 2 2 3 2 6 10 8 10 2  

خارج از کشور تجربی - 97  
10509 . ن9زگ -90 B   a( , )− − +1 3 A و   a( , )+1 3 دو نقطه عبارت اند از   1

B را به دست می آوریم: A و  معادلۀ خط گذرنده از 

AB
a a

m

AB y a x y x a â¾²jI÷¶

( )

( )

: ( ) ( )

+ − − +
= =

− −

− + = − ⇒ = +

3 3 3
1 1

3 3 1 3

. ب�رای آنکه خط بر  g x x ax x( )= + +3 2 2 f و  x x a( )= +3 ف�رض کنید 
منحنی مماس باشد باید دو شرط زیر برقرار باشد:

g x f x x ax

g x f x x ax x x a

x x a x a x a x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

′ ′= ⇒ + + =

= ⇒ + + = +

+ − + = ⇒ + − =

2

3 2

2 2

3 2 2 3

2 3

0 1 0

 

x=±1 که با جای گذاری این نتایج  x یا  a=− از ش�رط دوم نتیجه می گیریم 
a به دست می آید: در معادلۀ اول مقدار 

x a a
a

x a a a a a

=± ⇒ ± = ⇒ =± ⇒ =±
=− ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

1 3 2 1 1
1

3 2 1 1 1
 

ریاضی - 90  
10519 با توجه به تعریف مشتق، مشتق تابع f در x=−1 مورد ن9زگ -90  1

نظر است. برای به دست آوردن مشتق تابع f در نقطۀ x=−1 از تعریف مشتق 
استفاده می کنیم:

x  x  

x  

f x f x x x x
f

x x

x x x

( ) ( ) ( )( )
( ) lim lim

lim (( ) )

→− →−

→−

− − + − −′ − = =
+ +

= − − =−

3 2

1 1
3 2

1

1 1 2 71
1 1

2 7 6
 

ریاضی - 92  

10529 تابع f در نقطۀ x=1 پیوس�ته و مش�تق پذیر است. پس ن9زگ -90  2
می توان نوشت:

x x
f f x f x a b

ax b x
f x f f a b

x
x

      

( ) lim ( ) lim ( )

( ) , ( ) ( )

+ −→ →

+ −

= = ⇒ + =

 + ≤
′ ′ ′= = ⇒ = +

≥
 −

1 1
2

1 2

3 1
1 1 4 34 1

4 3
ریاضی - 92  . b=1 از حل دستگاه معادلات بالا نتیجه می شود a=1 و 



فصل دوم: آزمون ها
)138(

10539 x=0 ن9زگ -90 ب�ا توجه ب�ه ضابطه، نقط�ۀ مش�تق ناپذیری تابع   3
است. توجه کنید که

x   f

xx x xf x f x
x x x

x

f
f f

f

nj 

oÄmQ¢Tz¶

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

+ =
+ −

−

 > + >   +′= ⇒ = 
−− <  <

 −
 ′ = ′ ′→ − =
 ′ =−

0

1 01 0 2 1
11 0 0

2 1
10
2 0 0 1

10
2

خارج از کشور ریاضی - 85  

10549 . ن9زگ -90
x

[ ]=−1 ، بنابرای�ن 1
x

> >−10 ، آن گاه 1 x<−1 اگ�ر   4

) تابعی ثابت و مشتق پذیر است. گزینه های )1( و )2(  , )−∞ −1 پس تابع f روی بازۀ 

 در نامتناهی نقطه از آن ها مقدار صحیح می شود. 
x
1 به راحتی رد می شوند، زیرا 

 f پس تابع .
x x

f x f
x x

( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− −= =−∞
− −1 1

1 1
1 1

همچنین در گزینۀ )3(، 

ریاضی - 91 ] مشتق پذیر نیست.  , )+∞1 روی بازۀ 

10559 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

f g

fog g f

D D

xD x D g x D x
x

x x x x
x

      { } , { }

{ | ( ) } { { }| { }}

= − − = −

+= ∈ ∈ = ∈ − ∈ − −
−

+ =− ⇒ + =− + ⇒ =
−

 

 

3 4

24 3
4

2 53 2 3 12
4 2

 

 x=5
2

x=4 و  . پ�س تاب�ع fog در نق�اط  fogD { , }= − 54
2

بنابرای�ن 

ریاضی - 84 مشتق پذیر نیست. 

10569 چون حد مخرج کس�ر صفر اس�ت، حد ص�ورت نیز باید ن9زگ -90  4

0   دربیاید. یعنی باید
0

صفر باشد تا حد به صورت 

h  h  
 f h f h flim ( ( ) ) lim ( ) ( )

→ →
− + + = ⇒ − + =− ⇒ − =−

0 0
2 3 0 2 3 2 3

x=−2 است: پس حد داده شده همان تعریف مشتق تابع f در نقطۀ 

h  

f h
f

h
( )

lim ( )
→

− + + ′= − =
0

2 3 12
2

پس 

 g x x f x g x x f x xf x x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ = = +

′ ′− =− − + − = + =

2 2 22

2 4 2 4 2 12 2 14
 

خارج از کشور ریاضی - 96  

10579 . همچنی�ن اگر ن9زگ -90 f ( )′ =− 12
3

ب�ا توجه ب�ه فرض س�ؤال   2

، x=−1 ، در یک همسایگی  g x f x( ) ( | | )= +3 فرض کنیم 

x

g x f x g x f x
x

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )=−

−′ ′= − ⇒ = − ×
−

′ ′→ − =− =1

13 3
2 3

1 11 2
4 12

ریاضی - 87  

10589 ، آن گاه طبق قاعدۀ زنجیری،ن9زگ -90 g x f xf x( ) ( ( ))= اگر   2

x

g x f xf x f x xf x

g f f f f

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))=

′ ′ ′= × +

′ ′ ′→ = × +2 2 2 2 2 2 2

. پس f ( )′ =− 12
4

، پس  f x
x

( )′ =−
+

1
2 2

)f و  )=− 12
2

چون 

f f f g( ( )) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′= − =− =− ⇒ =− × − + × =
− +
1 1 1 1 1 12 2 1 2 2

2 2 2 4 22 1 2
ریاضی - 89  

10599 f را در ب�ازۀ ن9زگ -90 x x( )= آهن�گ تغیی�ر متوس�ط تاب�ع  1

. اکن�ون  / / /
/ / /

− −= = =
−

1 21 1 1 1 1 0 1 10
1 21 1 0 21 0 21 21

] محاس�به می کنی�م: , / ]1 1 21

x=1 حساب می کنیم: آهنگ تغییر لحظه ای f را در نقطۀ 
xf x f

x
( ) ( )=′ ′= → =11 11

22
بنابراین اختلاف آهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه ای برابر است با

−− = =1 10 21 20 1
2 21 42 42

تجربی - 94 با کمی تغییر  

10609 راه حل اول شیب نیمس�از ناحیۀ اول برابر 1 است. پس ن9زگ -90  1

f را پیدا می کنیم  x x m x m( ) ( )= + + + +22 1 6 ابتدا نقطه ای از نمودار تابع 

که شیب خط مماس بر نمودار در آن نقطه )مشتق( برابر یک باشد:
mf x x m x( )′ = ⇒ + + = ⇒ =−1 4 1 1
4

m بر نمودار تابع f مماس شده است.  m( , )− −
4 4

y در نقطۀ  x= بنابراین خط 

این نقطه روی نمودار تابع f است، پس مختصات آن در معادلۀ تابع صدق می کند:
m m mm m

m m m m m m  

( ) ( )( )

( )( ) ,

− = − + + − + +

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2

2

2 1 6
4 4 4

8 48 0 12 4 0 12 4

 ( , )− −3 3 m=12 قاب�ل قبول نیس�ت، چ�ون در این ص�ورت نقط�ۀ تماس 

می شود که در ناحیۀ اول قرار ندارد.
راه حل دوم ش�رط آنکه یک تابع بر یک خط مماس باش�د آن اس�ت که معادلۀ 

حاصل از تلاقی آن ها ریشۀ مضاعف داشته باشد. پس

y x m x m
x m x m x

y x

x mx m m m

m m m m m m

m x x x x x

m x x x x x

 (.¡.¡.ù)

( )
( )

( )

( )( ) ,

∆=

 = + + + + ⇒ + + + + =
=

+ + + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

 = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ =−


=− ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =

2
2

02 2

2

2 2

2 2

2 1 6
2 1 6

2 6 0 8 6 0

8 48 0 12 4 0 12 4

12 2 12 18 0 6 9 0 3

4 2 4 2 0 2 1 0 1

چون نمودار تابع بر نیمساز ناحیۀ اول مماس است، پس باید طول نقطۀ تماس مثبت 
خارج از کشور تجربی - 93 m=−4 قابل قبول است.  باشد. پس x=1 و در نتیجه 



10619 توجه کنید کهن9زگ -90  1
f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − − = − − = − +2 23 3 6 3 2 3 2 1

x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − +

1 2

0 0

) اکیداً صعودی اس�ت و روی دیگ�ر بازه ها  , )3 4 f روی ب�ازۀ   بنابرای�ن تاب�ع 
اکیداً صعودی نیست.

10629 تابع مشتق تابع f را تعیین علامت می کنیم:ن9زگ -90  1

 f x x x f x x   x( ) ( ) ,′ ′=− + − ⇒ = ⇒ = =2 1 29 9 2 0
3 3

 
x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

1 2
3 3
0 0

b برابر  a− ] صعودی اس�ت و بیش�ترین مقدار  , ]1 2
3 3

بنابراین تابع f روی بازۀ 

1 است.
3

10639 . ن9زگ -90 f x( )′ ≥0  صعودی باشد باید  f روی  برای اینکه تابع   4
مشتق توابع گزینه ها را پیدا می کنیم:

 y x x y x′= − + ⇒ = − ⇒∆= >3 21 3 1 12 0 گزینۀ )1(  

 y x x y x x′= + + ⇒ = + ⇒∆= >3 2 21 3 2 4 0 گزینۀ )2(  

 y x x x y x x′= + − + ⇒ = + − ⇒∆= >3 2 21 3 2 1 16 0 گزینۀ )3(  

 y x x x y x x′= + + − ⇒ = + + ⇒∆=− <3 2 21 3 2 1 8 0 گزینۀ )4(  

x همواره مثبت  x+ +23 2 واضح است که مشتق تابع گزینۀ )4( یعنی عبارت 1
است و تابع صعودی است.

10649 توجه کنید کهن9زگ -90  4

f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −2 4 3 2 4

 
x

f x

  

 ( )

−∞ +∞

′′ − +

2

0

) اکیداً صع�ودی اس�ت و روی دیگر بازه ها  , )3 5 f روی ب�ازۀ  ′  بنابرای�ن تاب�ع 
اکیداً صعودی نیست. 

10659 . ن9زگ -90 fD = ، پس  x x− + >23 1 توجه کنید که همواره 0  2

. xf x
x x

( ) −′ =
− +2

6 1
2 3 1

از طرف دیگر، 

x

f x( )

−∞ +∞

′ − +

1
6
0

) اکیداً نزولی است. , )−∞ 1
6

f روی بازۀ  پس تابع 

فصل پنجم

فصل دوم: آزمون ها

10669 fD و ن9زگ -90 [ , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که   2

 xf x  f x x
x x

( ) , ( )−′ ′= − = = ⇒ =4 21 0 4
2

f به صورت زیر است: ′ بنابراین جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

+∞

′ + −

0 4

0

] نزولی است و حداقل مقدار a برابر 4 است. , )+∞4 یعنی تابع f روی بازۀ 

10679 fD ون9زگ -90 ( , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که   2

x xf x
x x x x

f x x x x x x x 

( )

( ) ,

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

2

2 2

2 4

1 1 2 2
2 2 2 2
0 2 2 8 0 2

f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 
 x

 f x( )

+∞

′ − +

0 2

0

] صعودی اس�ت و  , )+∞2 ) نزولی و روی بازۀ  , ]0 2 f روی بازۀ  بنابراین تابع 
a برابر 2 است. حداکثر مقدار 

10689 fD ون9زگ -90  [ , ]= −1 2 ابتدا توجه کنید که   3

x xf x
x x x x

f x x x x x x

( )

( )

− − − +′ = + =
− + + −

′ = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

1 1 2 1
2 2 2 1 2 1 2

10 2 1 2 1
2

f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 x

 f x

   

( )

−

′ + −

11 2
2
0

 ) f ( )′ >0 0 )ب�رای تعیین علامت می توانی�د از عددگذاری اس�تفاده کنید. مثلًا 

] نزولی اس�ت. در  , ]1 2
2

]  صعودی و روی بازۀ  , ]− 11
2

f روی بازۀ  پ�س تابع 

3 است.
2

b برابر  a− نتیجه حداکثر مقدار 

10699 مشتق تابع به صورت زیر است:ن9زگ -90  1

xx
x xxf x

x x x x x
( )

( ) ( )

+ −
+ −+′ = = =

+ + + + +

22
2 22

2 2 2 2 2

21
1 12 1

1 1 1 1 1

f و در نتیجه تابع همواره صعودی است. x( )′ >0 پس 

10709 f است. ن9زگ -90 x x ax( )′ = − +23 2 3 مش�تق تابع به صورت   2
برای اینکه تابع اکیداً صعودی باشد باید مشتق آن همواره نامنفی باشد. پس

a a a∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 24 36 0 9 3 3



فصل دوم: آزمون ها
)140(

10719 f توجه کنید:ن9زگ -90 ′ به جدول تعیین علامت تابع   2
x x xf x

x x
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + −

1 1

0 0

b برابر  a− ]  صعودی است و حداکثر مقدار  , ]−1 1 f روی بازۀ  بنابراین تابع 
2 است.

10729 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1
x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − + − = − − − −

= − − + = − − − = − −

3 2 2 2 2

2 2

4 5 2 1 3 5 2 1 3 2 1

1 3 2 1 1 2 1 2
. از طرف دیگر، fD [ , )= +∞2 بنابراین 

 x xx xf x
x x x x x x

( )( )
( )

− −− +′ = =
− + − − + −

2

3 2 3 2

3 5 13 8 5
2 4 5 2 2 4 5 2

] ن�دارد و روی این ب�ازه همواره مثبت  , )+∞2 f ریش�ه ای در بازۀ  ′ بنابرای�ن 

] اکیداً صعودی است. , )+∞2 است. بنابراین f روی بازۀ 

10739 fD ون9زگ -90 { }= − 0 توجه کنید که   4

 
xf x  

x xx

f x x x x

( )

( )

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 4

3 2 22

3 44 4

1 1 3
33

0 3 27 27
f به صورت زیر است: ′ پس جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − − +

4 427 0 27

0 0

] صعودی اس�ت و  , )+∞4 27 ) و  , ]−∞ −4 27 پ�س تاب�ع f روی بازه های 

 a نزولی است. بنابراین کمترین مقدار ( , ]40 27 ] و  , )−4 27 0 روی بازه های 

4 است. 27 برابر 

10749 fD و ن9زگ -90 [ , )= − +∞3 ابتدا توجه کنید که   1

 x xf x x  
x x

( ) + −′ = − =
+ +

8 2 3 42
2 3 3

مخرج کس�ر فوق مثبت اس�ت، پس بای�د صورت آن را تعیی�ن علامت کنیم تا 
f معلوم ش�ود. بدین منظور ابتدا ریش�ه های صورت کسر فوق را  x( )′ علامت 

به دست می آوریم:

 

xx x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x x    x (.¡.¡.ù)

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ,

>+ − = ⇒ + = → + =

+ − = ⇒ − + − =

− + + + − + =

− + + = ⇒ − + = ⇒ = =−

0 2

3 2 3 2

2

2 2

2 3 4 0 3 2 3 4

3 4 0 1 3 3 0

1 1 3 1 1 0

1 4 4 0 1 2 0 1 2

f به صورت زیر است: ′ بنابراین جدول تعیین علامت تابع 

 
x

f x( )

− +∞

′ − +

3 1

0

]  صعودی است و کمترین مقدار a برابر 1 است. , )+∞1 پس تابع f روی بازۀ 

ت
ن

10759 x>0 ن9زگ -90 fD و برای هر   [ , )= +∞0 توجه کنید که   1

 

f x x x f x x x

f x x x x x

x x x

( ) ( )

( )

( )

− −

− − − −

− −

′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

1 1 1 2
2 3 2 3

1 2
3 42 3

6 6

6 3 6 4 6

1 1
2 3

1 1 1 10
2 3 2 3

23 2
3

 

f به صورت زیر است. x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x   

( )

( )

+∞

′ − +

620
3
0

 

( بنابراین تابع  f ( )′ >1 0 )برای تعیین علامت می توانی�د عددگذاری کنید، مثلًا 

) است. )62
3

] اکیداً نزولی است و حداکثر مقدار a برابر  ,( ) ]620
3

روی بازۀ 

10769 مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

xf x x x f x
x x

f x x x x

( ) ( )

( )

−′= − ⇒ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 23
3 32 2

3 2 2

1 13 1

0 1 1 1

f به صورت زیر است: x( )′ پس جدول تعیین علامت 

x

f x

   

 ( )

−∞ − +∞

′ − + + −

1 0 1

0 0

) f ( )′ =− 18
2

)برای تعیین علامت می توانید از عددگذاری استفاده کنید، مثلًا 

  [ , ]−1 1 ]  نزولی و روی بازۀ  , )+∞1 ) و  , ]−∞ −1 f روی بازه های  پس تابع 

a برابر 1 است. صعودی است. بنابراین حداکثر مقدار 

10779 تابع مشتق تابع f را به دست می آوریم و تعیین علامت می کنیم:ن9زگ -90  3

x x
x x x xxf x f x

x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ −
+ − −′= ⇒ = = =

+ + + +2 2 2

1 1
1 2 12

1 1 2 1 2 1

 f x( )′ ب�ا توج�ه به مثب�ت بودن مخرج کس�ر ف�وق، ج�دول تعیی�ن علامت 

به صورت زیر است:

x

f x( )

+∞

′ + −

0 1

0

]  نزولی است. , )+∞1 ] صعودی، سپس در بازۀ  , ]0 1 بنابراین ابتدا تابع در بازۀ 

10789 ) ن9زگ -90 , )1 3 از  روی ش�کل معلوم اس�ت که تاب�ع f روی بازۀ   4

 f همچنین، مقادیر تابع . f x( )′ >0 مشتق پذیر و اکیداً صعودی است، بنابراین 

منفی اند، بنابراین گزینه های )1(، )2( و )3( درست اند. در مورد گزینۀ )4( توجه 

. پس گزینۀ )4( درست نیست. f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )′ ′= <2 2 0 کنید که 

ت
ن



)141(

10799 ، ن9زگ -90 f به جز در ریشه های مخرج ضابطۀ تابع   3
ax x bx b x b ax x b

f x
x bx b

ab x b a x b b

x bx b

( )( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( )

+ + + − + + +′ =
+ +

− + − + −
=

+ +

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 3 2 6 2
3 2

6 2 2 3 4
3 2

f تابعی ثابت باش�د، مشتق آن صفر اس�ت. بنابراین چندجمله ای صورت  اگر 
f بای�د چندجمل�ه ای ثاب�ت صفر باش�د. در نتیج�ه ضریب های این  ′ ضابط�ۀ 

چندجمله ای صفرند:
ab b a b b            , ( ) ,− = − = − =26 0 2 2 3 0 4 0

−ab درس�ت نیس�ت.  =6 0 ، تس�اوی  b=0 ، زیرا اگر  b≠0 توج�ه کنی�د که 

. بنابراین  a=3
2

، یعن�ی  a− =2 3 0 بنابرای�ن از معادل�ۀ دوم نتیج�ه می ش�ود 

 . a b+ =11
2

. به این ترتیب،  b=4 ، یعنی  b− =3 6 0
2

10809 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 x a x x a x ax af x
x a x a

( )
( )

( ) ( )

+ − + − − +′ = =
+ +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2  

اگ�ر مش�تق تابع f نامنفی باش�د، آن گاه تاب�ع f اکیداً صعودی اس�ت. پس باید 
x نامنفی باشد: ax a− − +2 22 عبارت 

 
x ax a x ax a x a a

a x a a a x a

( )

( ) ( )

− − + ≥ ⇒ + − ≤ ⇒ + ≤

− ≤ + ≤ ⇒− + ≤ ≤ −

2 2 2 2 2 22 0 2 0 2

2 2 2 1 2 1
 

 [ , ]0 1 ب�ازۀ  f روی  تاب�ع  ت�ا   a( )− ≥2 1 1 و   a( )− + ≤2 1 0 بای�د   پ�س 

 a( )− + ≤2 1 0 اکی�داً صعودی باش�د که چ�ون a عددی مثبت اس�ت، پس 
برقرار است و در نتیجه

 a a a( )− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ +
−

12 1 1 2 1
2 1

 

10819  مشتق پذیر است و ن9زگ -90 ابتدا توجه کنید که f در تمام نقاط   1
 f x x x f x x x x  x( ) ( ) ( ) ,′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ = =3 2 24 12 0 4 3 0 0 3  
x=3 نقطۀ بحرانی دارد و مجموع مقادیر تابع f در  x=0 و  بنابراین تابع f در 

این نقاط را باید حساب کنیم:
 f       f       f f( ) , ( ) , ( ) ( )= =− + =−0 1 3 26 0 3 25  

10829  مشتق پذیر است ون9زگ -90 f در تمام نقاط  تابع   2
f x x x x x x x( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =±3 24 8 4 2 0 0 2

     » ,( , ) ( , ) ( , )− − −2 4 2 4 0 0 بنابراین 
نقاط بحرانی تابع هس�تند و مساحت مثلثی 

که تشکیل می دهند برابر است با 

 × =2 2 4 4 2
2

10839 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
x x

f x
x x

( )
 ≥=
− ≤

2

2

0

0

 مش�تق پذیر  f به صورت مقابل اس�ت و تابع در تمام نقاط  پس نمودار تابع 
x=0 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع است. . پس  f ( )′ =0 0 است و 

10849 x=0 ن9زگ -90 f در  f به صورت زیر اس�ت. تابع  نم�ودار تابع   1
) و  , )0 2 . بنابرای�ن  f ( )′ − =1 0 پیوس�ته نیس�ت، پ�س مش�تق پذیر نیس�ت و 

f هستند که فاصلۀ آن ها برابر است با  )  نقاط بحرانی تابع  , )−1 0

( ) ( )− − + − =2 21 0 0 2 5

10859 x=0 مشتق پذیر نیست )نقطۀ گوشه ای دارد(. ن9زگ -90 تابع در   3
 . f( )=0 3 عرض نقطۀ بحرانی برابر است با 

10869 راه حل اول ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

 
x x x

f x x x f x x

x xx x x

  ( ) ( )

 − ≥ >
  ′= − < < ⇒ = − < < 
 

+ <+ ≤ 
2

2 1 1 1

0 1 1 0 1

2 2 02 0

 

x=1 مشتق پذیر نیست. زیرا  x=0 و  تابع f در نقاط 

 

x x

x x

x x

x x

f f x

f f
f f x x

f f x

f f
f f x

 

 

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+ +

− −

+
→ →

+ −
−

→ →

+
→ →

+ −
−

→ →

′ ′= = − =−
 ′ ′⇒ ≠
′ ′= = + =


′ ′= = =


′ ′⇒ ≠ ′ ′= = − =−



0 0

0 0

1 1

1 1

0 1 1

0 0
0 2 2 2

1 1 1
1 11 1 1

 

از طرف دیگر 
 f x x x( )′ = ⇒ + = ⇒ =−0 2 2 0 1  

 f نقطه ه�ای بحران�ی تابع  ( , )− −1 1 )  و  , )0 0  ،  ( , )−1 1 بنابرای�ن نقطه ه�ای 
2− است. هستند که مجموع عرض هایشان برابر 

x=0 و  راه حل دوم نمودار تابع f به صورت زیر اس�ت و این تابع در نقطه های 
 ( , )− −1 1 ) و  , )−1 1  ،( , )0 0 . پس  f ( )′ − =1 x=1 مش�تق پذیر نیس�ت و 0

2− است. نقاط بحرانی تابع هستند، که مجموع عرض های آن ها برابر 

10879 تابع f در تمام نقاط دامنه اش مشتق پذیر است ون9زگ -90  4
xf x  

x x
f x x x x

( )

( )

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =

2 1 21
1 1

0 1 2 0 1 4 3
. −5 x=3 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع است که عرض آن برابر است با  پس 

10889 . ن9زگ -90 xf x
x

( )
( )

′ =
−3 2 2

2
3 1

fD و  = توج�ه کنید که   3

. پس تابع س�ه  f ( )′ =0 0 x=−1 مش�تق پذیر نیس�ت و  x=1 و  f در  تابع 
نقطۀ بحرانی دارد.
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10899 توجه کنید کهن9زگ -90  2
f x x x x x x x

x x x
f x  

x x x

x x x
f x f x x   x

x x x
      

( ) | ( )| | || | | |

( )

( ) , ( ) ,

= − = − = −
 − ≥=
− + ≤

 − >′ ′= = ⇒ = =
− + <

2 2 2

3 2

3 2

2

2

3 3 3
3 3

3 3
3 6 3

0 0 2
3 6 3

x=3 مش�تق پذیر نیست. پس  f در  همچنین تابع 
و  تابع ان�د  بحران�ی  نق�اط   ( , )3 0 و   ( , )2 4  ،( , )0 0

مساحت مثلثی که تشکیل می دهند برابر است با 
× =3 4 6
2

10909 ، x=−1 و x=1 مشتق پذیر ن9زگ -90 x=0 تابع f در نقطه های   3
نیست. از طرف دیگر،

 

x x x

x x x
f x

x x x

x x x

( )

− + − ≤−

− − + − < ≤=

− + < ≤
 + − >

2

2

2

2

1 1
1 1 0

1 0 1
1 1

بنابراین

 

x x
x x

f x
x x
x x

( )

− + <−
− − − < <′ = − < <
 + >

1 2 1
1 2 1 0

1 2 0 1
1 2 1

در نتیجه
 f x x x( ) ,′ = ⇒ =− =1 10

2 2
بنابراین تابع f پنج نقطۀ بحرانی دارد.

10919  مشتق پذیر است ون9زگ -90 f در تمام نقاط  تابع   1
f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

)  هس�تند ک�ه مجم�وع  , )−1 3 )  و  , )−1 1 پ�س نق�اط بحران�ی تاب�ع نق�اط 
عرض های آن ها برابر 2 است.

10929 ابتدا توجه کنید که چون تابع f همه جا مشتق پذیر است، ن9زگ -90  4
f هستند. از طرف دیگر x( )′ =0 طول نقاط بحرانی آن ریشه های معادلۀ 

f x x x x x f x x  x x( ) ( ) ( ) , ,′ ′= − = − ⇒ = ⇒ = =− =3 2 1 18 2 2 4 1 0 0
2 2

A و   ( , )− −1 1
2 8

 ، O( , )0 0 بنابرای�ن نقطه ه�ای بحران�ی تاب�ع f نقطه ه�ای 

B هستند. از روی شکل زیر معلوم است که  ( , )−1 1
2 8

 AB     OA OB,= = = + =
2 2

1 1 171
88 2

. + × = +17 171 2 1
8 4

بنابراین محیط مثلث OAB برابر است با 

10939 f در تمام نقاط دامنه اش مشتق پذیر است ون9زگ -90 تابع   2
x xf x x  

x x

f x x x

( )

( )

−′ = − − =
− −

′ = ⇒ = ⇒ =±

2 22
2 2

2

1 21
1 1

1 20
2 2

− دارد. 2
2

2 و 
2

بنابراین تابع دو نقطۀ بحرانی به طول های 

10949 ، آن گاهن9زگ -90 fx D∈ fD و اگر  ( , )= +∞2 توجه کنید   4

 f x
x x x x

( )
( )( )

= =
− − − +2

1 1
1 2 3 2

بنابراین

 

x

xx xf x     f x x
x x

x x

( )

( ) , ( )
( )

( )

− −

−− +′ ′= =− = ⇒ =
− +

− +

2

2 3
2 2

2 3
2 3 32 3 2 0

23 2
2 3 2

3 در دامنۀ تابع f نیس�ت و تابع f در همۀ نقاط دامنه اش مش�تق پذیر 
2

و چون 

است، پس تابع f نقطۀ بحرانی ندارد.

10959 f در ن9زگ -90 . تابع  xf x
x x

( )
( )

−′ =
−3 2 2

4 2
3 4

توج�ه کنید ک�ه   3

. پس این تابع سه نقطۀ بحرانی دارد. f ( )′ =2 x=4 مشتق پذیر نیست و 0 x=0 و 

10969 . تابع f در ن9زگ -90 xf x x
x

( )
( )

′ = +
−3 2 2

22
3 1

توجه کنید که  3

. پس تابع f س�ه  f ( )′ =0 0 x=1 مش�تق پذیر نیس�ت و  x=−1 و  نقطه های 
نقطۀ بحرانی دارد.

10979 نم�ودار تاب�ع f به صورت ن9زگ -90  1
x=0 مشتق پذیر  مقابل است و این تابع در نقطۀ 
 ( , )−2 4 ) و  , )0 3 . پ�س  f ( )′ =2 0 نیس�ت و 
نقاط بحرانی تابع هستند، که مجموع عرض های 

1− است. آن ها برابر 
10989 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

x f x x x x

x f x x x x

( ) | |

( ) | | | |

≥ ⇒ = + + = +

≤ ⇒ = − + = +

0 2 1 3 1

0 2 1 1

f به صورت روبه رو اس�ت و  پ�س نمودار تاب�ع 
x=0 و x=−1 مش�تق  این تابع در نقطه های 
ندارد )نقطۀ گوش�ه ای( و هیچ جا مشتق آن صفر 

نیست. پس تابع f دو نقطۀ بحرانی دارد.
10999 و ن9زگ -90 f x x( ) | |= −2 1 ، آن گاه  x≥0 ابتدا توجه کنید که اگر  2

. بنابراین نمودار تابع f به صورت  f x x x( ) | |= − − = +2 21 ، آن گاه1 x<0 اگر 

زیر اس�ت. پس تابع f در نقطۀ x=1 مش�تق ندارد )نقطۀ گوش�ه ای( و در نقطۀ 
x=0 مشتق تابع f برابر صفر است. پس این تابع دو نقطۀ بحرانی دارد.

4�

2

4
x

y

3
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11009 توجه کنید کهن9زگ -90  2
x x

f x x x

x x

( )

 − < <−
= − − ≤ <


≤ <

2 1

1 0

0 1

 x=−1 و x=0 f در  f به صورت زیر اس�ت و تاب�ع  بنابرای�ن نم�ودار تابع 
نقطۀ بحرانی دارد، زیرا در نقطۀ x=−1 پیوسته نیست و مشتق پذیر هم نیست 
x=0 مشتق چپ و مشتق راست نابرابر دارد، پس مشتق پذیر نیست. و در نقطۀ 

1�2�

1�
2�

1

1

x

y

11019 به ترتی�ب ن9زگ -90  x=2 و   x=0 نقطه ه�ای  در   f تاب�ع   1
f دو نقطۀ اکسترمم نسبی دارد. ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی دارد. بنابراین 

11029 ، 2 و 5 برابر صفر است ن9زگ -90 −1  ، −4 f در نقطه های  ′ تابع   3
1− و 2 تغیی�ر علامت می دهد. در نتیج�ه، این نقطه ها،   ، −4 و در نقطه ه�ای 

f هستند و حاصل ضرب آن ها برابر 8 است. نقطه های اکسترمم نسبی تابع 

11039 f به صورت زیر اس�ت. واضح اس�ت که تابع ن9زگ -90 نمودار تابع   1
x=0 مینیمم نسبی دارد و در هیچ نقطه ای ماکزیمم نسبی ندارد. فقط در نقطۀ 

11049 توجه کنید کهن9زگ -90  1
x

f x( )

−∞ +∞

′ + − − + +

1 2 3 4

0 0 0 0

x=3 از منفی به مثبت  f در نقط�ۀ  ′ f و تغییر علام�ت تابع  ( )′ =3 0 چ�ون 
x=3 مینیمم نسبی دارد. f در نقطۀ  است، پس تابع 

11059 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

f x x x f x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =±

5 3 4 2 2 25 5 15 5 3

0 0 3

و   x= 3 در  ول�ی  نمی ده�د  تغیی�ر علام�ت   x=0 در   f x( )′ عب�ارت 
f دو نقطۀ اکس�ترمم نس�بی به  −=x تغیی�ر علامت می دهد. پس تابع  3

3− است. − دارد و حاصل ضرب طول آن ها برابر  3 3 و  طول های 

11069 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
x x x x xf x f x x

x x
      

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = = ⇒ =
− +

2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 4 0 0

1 1
f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 
x

f x( )

−∞ +∞

′ + −

0

0

)f است. )=−0 x=0 ماکزیمم نسبی دارد و این ماکزیمم برابر 1 f در  پس تابع 

11079 fD ون9زگ -90 [ , ] [ , )= − +∞3 0 3 توجه کنید که   3
xxf x      f x
xx x

(.¡.¡.ù)

( ) , ( )
=−′ ′= = ⇒
=−− 

2

3

13 3 0
12 3

f اس�ت که با توجه به صورت مس�ئله   پس x=−1 طول اکس�ترمم نس�بی تابع 
)f مقدار ماکزیمم نسبی تابع است. )− =1 2 طول ماکزیمم نسبی است. بنابراین 

11089 fD ون9زگ -90 [ , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که   3

xf x f x x x
x x

       ( ) , ( )−′ ′= − = = ⇒ = ⇒ =2 21 0 2 4

x=4 طول اکسترمم )مینیمم( نسبی تابع است و مقدار تابع در این نقطه  پس 
. f( )=−4 4 مورد سؤال است که برابر است با 

11099 f هم�ه جا مش�تق پذیر اس�ت، پ�س نقاط ن9زگ -90 چ�ون تاب�ع   2
f هستند. توجه کنید که x( )′ =0 f جواب های معادلۀ  اکسترمم نسبی تابع 

f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
x

f x ( )

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

f در نقطۀ 1 ماکزیمم نس�بی و در نقطۀ 3 مینیمم نس�بی دارد.  بنابرای�ن تاب�ع 
. a b− =2 ، پس  b=1 a=3 و  یعنی 

11109 f روی دامن�ه اش مش�تق پذیر اس�ت، پس ن9زگ -90 چ�ون تاب�ع   1
f هس�تند. بنابراین  x( )′ =0 نقطه های اکس�ترمم نس�بی آن جواب های معادلۀ 

. اکنون توجه کنید که f ( )′ =1 0

x a x x ax x x af x
x x

af a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
+ +

+ −′ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2
2 1 1 2

1 1
1 21 0 0 3

4
11119 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x

f x( )

−∞ − − +∞

′ − + − + +

2 1 0 3

0 0 0 0

، 1− و صف�ر براب�ر صف�ر اس�ت و در ای�ن نقطه ه�ا  −2 f در نقطه ه�ای  ′  تاب�ع 
، 1− و صفر اکسترمم نسبی  −2 تغییر علامت می دهد. بنابراین تابع f در نقطه های 

3− است. دارد. مجموع طول این نقطه ها 

11129 ابتدا طول نقاط ماکزیمم نسبی تابع را پیدا می کنیم:ن9زگ -90  1
f x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − + = − + = − −3 2 24 12 8 4 3 2 4 1 2

 
x

f x( )

−∞ +∞

′ − + − +

0 1 2

0 0 0

 x=1 مینیم�م نس�بی و در نقط�ۀ x=2 x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه ه�ای 
. f( )=−1 1 ماکزیمم نسبی دارد. مقدار ماکزیمم نسبی تابع برابر است با 

11139 ابتدا طول نقاط اکسترمم نسبی تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  4

 
x x x x xf x

x x
f x x     x

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − + − − +′ = =
+ +

′ = ⇒ =− =

2 2

2 2 2 2
3 2 1 2 3

3 3
0 3 1

x=1 اکسترمم نسبی دارد. x=−3 و  پس تابع f در نقاط 

 f f( ) ( )− =− × =−2 2 13 1
12 4 12
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11141 fD وی1گ -114 [ , )= +∞0 توجه کنید که   ۴
x x x xf x x f x x

x x x
( ) , ( )− + − −′ ′= + = = = ⇒ =3 2 3 3 3 0 1

2 2 2
f است و مقدار تابع در  پس x=1 طول نقطۀ اکس�ترمم )مینیمم( نس�بی تابع 

. f( )=−1 2 این نقطه مورد سؤال است که برابر است با 

11151 fD وی1گ -114 [ , )= +∞0 توجه کنید که   ۱

x x
x xxf x f x x

x x x

( )
( ) ( )

( ) ( )

+ −
+ −′ ′= = ⇒ = ⇒ =

+ +2 2

1 1
1 22 0 1

1 2 1
f است. x=1 طول نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  پس 

11161 fD وی1گ -114 [ , )= +∞1
2

ابتدا توجه کنید که   ۴

xf x  
x x

f x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 2 1 11
2 1 2 1

0 2 1 1 2 1 1 1
پس x=1 طول نقطۀ اکس�ترمم )مینیمم( نس�بی تابع است و مقدار تابع در این 

. f( )=1 0 نقطه برابر است با 

 

x

f x

f x
ÂLvº

( )

( ) min

+∞

′ − +

1 1
2

0

 

 

11171 x2 در ی1گ -114 . ضریب  f x x ax( )′ = + +2 2 1 توجه کنید که   ۱
f مثبت است، پس این عبارت نمی تواند همواره منفی باشد، بنابراین برای  x( )′

، یعنی f x( )′ ≥0 اینکه تابع f اکسترمم نسبی نداشته باشد، باید 

 a a a∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 4 0 1 1 1

11181 x=7 مشتق پذیر است و ی1گ -114 توجه کنید که تابع f در نقطۀ   ۴
. پس f ( )′ =7 0 برای اینکه تابع در این نقطه اکسترمم نسبی داشته باشد باید 

 f x a  f a  a
x

( ) ( )
( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
+ 33 4 4

1 1 17 0 0
483 1 3 8

11191 ) نقطۀ اکسترمم نسبی تابع f است و تابع f ی1گ -114 , )− −1 1 چون   2

. از طرف  f ( )′ − =1 )f و 0 )− =−1 در نقط�ۀ 1− مش�تق پذیر اس�ت، پ�س 1

. a x x ax b
f x

x

( ) ( )
( )

( )

+ − +′ =
+

2

2 2
1 2

1
دیگر،

بنابراین

 
a b

f
a  b

a a bf

( )
,

( )( )

− + =−− =−  ⇒ ⇒ = =  + − +′ − =  =

11 1 2 2 0
2 21 0 0

4
. a b+ =2 پس 

11201 . از طرف دیگر،ی1گ -114 fD ( , )= +∞0 ابتدا توجه کنید که   ۴

 

k x  kx
kx kx kxxf x

x x x x x

f x kx x
k

( )
( )

( )

( )

− +
− + −′ = = =

′ = ⇒ = ⇒ =

1 1
2 1 12

2 2
10 1

 است. 
k
1 پس طول نقطۀ مینیمم نسبی تابع f برابر 

اکنون توجه کنید که
 

k
kf k k

k
k k

( )
× +

= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =

1 1
1 24 4 2 4 4

1 1

11211 توجه کنید کهی1گ -114  ۴
 f x x x x x f x x   x      ( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − − = − − = ⇒ =− =2 26 6 12 6 2 0 1 2
x=2 تغیی�ر علامت می ده�د، پس نقاط  x=−1 و  f در نقطه ه�ای  ′ چ�ون 
) نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند و فاصلۀ آن ها برابر  , )−2 28 ) و  , )− −1 1

. ( ) ( )+ + − + =2 22 1 28 1 738 است با 

11221 توجه کنید کهی1گ -114  ۴
x x x x x xf x

x x x x
f x x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
− + − +

′ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 1 1

1 1
0 1

پس تابع در نقاط x=1 و x=−1 اکس�ترمم نس�بی دارد. حاصل جمع مقادیر 
f f f f( ) , ( ) ( ) ( )= − = ⇒ + − =2 81 2 1 1 1

3 3
)f را می خواهیم:  )−1 )f و  )1

11231 ابتدا توجه کنید کهی1گ -114  2
a

af       a
aa

( )
( ) ,

( )

+
+= = = ≠−
++ +

14
1 22 1 2
2 1 24 1

4
از طرف دیگر تابع در تمام نقاط دامنه اش مش�تق پذیر اس�ت. پس مشتق آن در   

x=1 باید صفر باشد:
2

x a x x a x ax af x
x a x a

a af      a
a

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,
( )

+ + − + − − + +′ = =
+ + + +

− − + +′ = = ≠−
+

2 2

2 2 2 2

2

4 4 1 8 4 16 8 4 4
4 1 4 1

1 4 4 4 4 0 2
2 2

) نقط�ۀ  , )1 1
2

f و در نتیج�ه  ( )′ =1 0
2

)f و  )=1 1
2

، آن گاه  a≠−2 پ�س اگ�ر 

اکسترمم نسبی تابع f است.

11241 ابتدا طول نقاط اکسترمم های نسبی تابع را به دست می آوریم:ی1گ -114  ۳
xf x

x k
x k x k x

f x f x x k
x k x k

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

=
+
+ − −′ ′= = ⇒ = ⇒ =±
+ +

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

5

5 2 5 0

B نقاط اکس�ترمم نس�بی تابع هس�تند.  k
k

( , )−− 5
2

A و  k
k

( , )5
2

پ�س نقاط 

. بنابراین   
k k

| |−−5 5
2 2

اختلاف مقدار ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع برابر است با 

k k
k

| | | |= ⇒ = ⇒ =±5 1 110
2 2

11251 چون تابع f همه جا مشتق پذیر است، پس مشتق آن در نقطۀ ی1گ -114  ۳
f x ax b f a b( ) ( )′ ′= − ⇒ − = − =23 1 3 اکسترمم نسبی اش برابر صفر است:  0

از طرف دیگر مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می کنند:
 f a b a b( )− = ⇒− + + = ⇒− + =1 4 2 4 2

. ab=3 ، در نتیجه  b=3 بنابراین a=1 و 
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11269 f و چون ن9زگ -90 x a x ax( )′ = + +2 23 4 ابتدا توجه کنید که 1  2
تاب�ع f در نقط�ه ای ب�ه ط�ول x=−1 ماکزیم�م نس�بی دارد و در ای�ن نقط�ه 

. در نتیجه  f ( )′ − =1 0 مشتق پذیر است، پس 

 a a a a,− + = ⇒ = =2 13 4 1 0 1
3

f و  x x x( )′ = + +23 4 ، آن گاه 1 a=1 اگر

 
x

f x    ( )

−∞ − − +∞

′ + − +

11
3

0 0

، آن گاه  a=1
3

پس تابع f در نقطه ای به طول x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.اگر 

f و x x x( )′ = + +21 4 1
3 3

 
x

f x( )

−∞ − − +∞

′ + − +

3 1

0 0

پس تابع f در نقطه ای به طول x=−1 مینیمم نسبی دارد.  بنابراین a=1 تنها 
مقدار ممکن برای a است. 

11279 fD و ن9زگ -90 [ , )= +∞3 توجه کنید که   2

 
f x   

x x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1
2 2 3
0 2 3 4 3 4

x=4 طول نقطۀ مینیمم نس�بی تابع اس�ت و مقدار تابع در این نقطه برابر  پس 
. f( )=4 3 است با 

11289 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x

f x  
x x

f x x x x  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + = ⇒ =− =−

3 2

3 32 2

2

2 131
3 2 2

0 2 1 1 3

f به شکل زیر است. x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

x

f x( )

−∞ − − − +∞

′ + − − +

3 2 1

0 0

x=−3 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f است و مقدار ماکزیمم نسبی  بنابراین 

)f است. )− =3 0 تابع برابر 

11299 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

 f x x ax x x x ax( ) ( )′ = + + = + +3 2 24 3 36 4 3 36  

f در  x( )′ برای اینکه تابع f سه نقطۀ اکسترمم نسبی داشته باشد باید علامت 

f س�ه جواب داشته باشد.  x( )′ =0 س�ه نقطه تغییر کند. بنابراین باید معادلۀ 

 x ax+ + =24 3 36 x=0 یک جواب این معادله است، پس باید معادلۀ 0 چون 
دو جواب غیرصفر داشته باشد. پس

 a a a| |×∆= − × > ⇒ > ⇒ >2 2 36 169 16 36 0 8
9

 

ت
ن

11309 )k  ن9زگ -90 , )−0 1 نم�ودار تاب�ع f به صورت زیر اس�ت که نقطۀ   4

هرجای�ی روی مح�ور y می تواند باش�د. چون تابع مینیمم نس�بی دارد، پس این 
)  باش�د چون در غی�ر این صورت تابع در نقطۀ  , )0 1 نقط�ه باید پایین تر از نقطۀ 

x=0 ماکزیمم نسبی دارد و مینیمم نسبی ندارد. بنابراین
 k k− < ⇒ <1 1 2

11319 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

f x x x x x x x (.¡.¡.ù)( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =23 12 3 4 0 0 4

)f و  )3  ، f( )0 پس برای مش�خص ک�ردن مقدار مینیم�م مطلق بای�د مقادیر 

. پ�س  f( )=−3 27 )f و  )− =−1 7  ، f( )=0 0 )f را مقایس�ه کنی�م:  )−1

27− است. مقدار مینیمم مطلق تابع برابر 

11329 f همه جا مشتق پذیر است ون9زگ -90 توجه کنید که تابع   2

f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم های مطلق  )2 )f و  )−1  ، f( )1 بنابراین باید مقادیر 

 . f k( )= +2 2 f و  k( )− = +1 2  ، f k( )= −1 2 تابع مشخص شوند: 

  [ , ]−1 2 f در بازۀ  k−2 مینیمم مطل�ق تابع  k+2 ماکزیمم مطلق و  پ�س 

هستند. بنابراین
 k k k+ + − = ⇒ =2 2 4 2  

11339  مشتق پذیر است ون9زگ -90 f در تمام نقاط  تابع   1
x x x

f x f x x
x x

       

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

+ − −′ ′= = = ⇒ =±
+ +

2 2 2

2 2 2 2
4 1 2 4 1 0 1

1 1

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم های مطلق تابع  )−1 )f و  )1  ، f( )2 پس باید مقادیر 

. پس ماکزیمم مطلق تابع  f( )=82
5

)f و  )− =−1 2  ، f( )=1 مشخص شوند:2

4− است. 2− است و حاصل ضرب آن ها برابر  برابر 2 و مینیمم مطلق آن برابر 

11349 تابع f مشتق پذیر است و ن9زگ -90  4

 
f x x x x x x x

f x x x x            (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) , ,

′ = − − = − −

′ = ⇒ = =− =

4 3 2 2 25 4 9 5 4 9

90 0 1
5

)f را مقایس�ه کنی�م ت�ا مق�دار  )1 )f و  )−1  ، f( )−2  بنابرای�ن بای�د مقادی�ر 

x=0 تغییر  f در نقطۀ  ′ ماکزیمم مطلق تابع معلوم شود )توجه کنید که چون 
)f را حساب نمی کنیم(: )0 علامت نمی دهد، مقدار 

 f f f            ( ) , ( ) , ( )− =− − = =2 15 1 10 1 6

]  اس�ت.  , ]−2 1 )  نقط�ۀ ماکزیم�م مطل�ق تاب�ع f روی بازۀ  , )−1 10 بنابرای�ن 

. a b+ =9 b=10 و   ، a=−1 بنابراین 
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11359 راه حل اول نم�ودار تابع f به صورت زیر اس�ت. از روی ن9زگ -90  2
 f برابر 3 و مینیمم مطلق تابع f این ش�کل معلوم اس�ت که ماکزیمم مطلق تابع

1− است، پس مجموع آن ها برابر 2 است. برابر 

اس�ت.  نزول�ی  اکی�داً   [ , )−1 0 ب�ازه  روی   y x= − 32 تاب�ع  دوم  راه ح��ل 

) هس�تند.  , ]2 3 f یعنی  f( ( ), ( )]−0 1 y و مقادیرش در بازۀ  x( )′=− <23 0

y و  x( )′= + >2 1 0 ] اکیداً صعودی است  , ]0 1 y روی بازۀ  x x= + −2 تابع 1

] هستند. بنابراین ماکزیمم مطلق  , ]−1 1 f یعنی  f[ ( ), ( )]0 1 مقادیرش در بازۀ 

1− است، که مجموعشان می شود 2. تابع f برابر 3 و مینیمم مطلق آن برابر 

11369 اس�ت. ن9زگ -90 زی�ر  به ص�ورت  تاب�ع  نم�ودار  اول  راه ح��ل   3
]  برابر 5 است. , ]−1 2 مینیمم مطلق تابع در بازۀ 

x منفی است، پس  −2 9 ، مقدار   [ , ]−1 2 راه حل دوم با توجه به اینکه در بازۀ 

 f x x x f x x f x x      ( ) | | ( ) , ( )′ ′= − = − ⇒ =− = ⇒ =2 29 9 2 0 0

)f را مقایس�ه کنیم تا کمترین مقدار تابع  )2 )f و  )−1  ، f( )0 پس باید مقادیر 

معین شود:
 f f f            ( ) , ( ) , ( )= − = =0 9 1 8 2 5  

]  برابر 5 است. , ]−1 2 بنابراین مینیمم مطلق تابع در بازۀ 

11379 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
x x x x x

f x f x
x x x x x

     ( ) , ( )
 − ≤ ≤ − < < ′= = 

+ − ≤ ≤ + − < <  

3 2

3 2

3 0 1 3 3 0 1

3 1 0 3 3 1 0

 f( )−1  ، f( )1 x=0 مشتق پذیر نیست. بنابراین باید مقادیر  f در  پس تابع 

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم های مطلق تابع مشخص شوند: )0 و 

f f f( ) , ( ) , ( )= =− − =−0 0 1 2 1 4

4− اس�ت و  پ�س ماکزیم�م مطلق تاب�ع برابر صف�ر و مینیم�م مطلق آن برابر 
4− است. مجموع این دو مقدار برابر 

11389 x=0 مش�تق پذیر ن9زگ -90 f در نقطۀ  توج�ه کنی�د ک�ه تاب�ع   2
نیست. از طرف دیگر، 

x x x
f x

x x x

( )
( )

( )

− + − ≤ <=
− − ≤ ≤

2

2

4 1 0

4 0 3

بنابراین
x x

f x f x x
x x

( )
( ) ( )

( )

− + − < <′ ′= ⇒ = ⇒ =
− − < <

2 4 1 0
0 2

2 4 0 3

. بنابراین  f( )=3 3 )f و  )=2 4  ، f( )=0 0  ، f( )− =1 3 اکنون توجه کنید که 

f برابر 4 است. ماکزیمم مطلق تابع 

11399 ) ن9زگ -90 , )0 8 f روی بازۀ  fD و تابع  [ , ]= 0 8 توجه کنید که   3

مشتق پذیر است و 
x xf x   

x x x x
f x x x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 1 8
2 2 8 2 8
0 8 8 4

)f را مقایس�ه کنیم تا کمترین و بیش�ترین  )4 )f و  )8  ، f( )0 پس باید مقادیر 

مقدار تابع معین شوند:
f f f            ( ) , ( ) , ( )= = =0 8 8 8 4 4

8 به ترتیب بیشترین و کمترین مقدار تابع هستند و حاصل ضرب  بنابراین 4 و 
8 است. 2 آن ها برابر 

11409 f روی بازۀ ن9زگ -90 fD و تابع  [ , ]= −2 2 ابت�دا توجه کنید که   3

) مشتق پذیر است و , )−2 2

x  

x x xf x f x x x
x x

x  
x x

x

      

(.¡.¡.ù)

( ) , ( )

≤

− +′ ′= + = = ⇒ − =−
− −

 =→ − = ⇒
=−

2 2
2 2

0 2 2

41 0 4
4 4

2
4

2

)f را مقایس�ه کنیم تا بیشترین مقدار و  )− 2 )f و  )2  ، f( )−2 بنابراین باید 

 f( )− =−2 2  ، f( )=2 2 ] مشخص شوند:  , ]−2 2 کمترین مقدار تابع در بازۀ 

2− کمترین مقدار و 2 بیش�ترین مقدار  2 . بنابرای�ن  f( )− =−2 2 2 و 

− است. 2 تابع است و نسبت آن ها برابر 

11419 f تابعی است که در تمام نقاط مشتق پذیر است و ن9زگ -90  4

 
x

f x x x       f x
x (.¡.¡.—)

( ) , ( )
=

′ ′= − − = ⇒
=−

2
3

3 8 3 0 1
3

)f را مقایسه کنیم تا مقادیر ماکزیمم مطلق  )4 )f و  )3  ، f( )1 پس باید مقادیر 

] مشخص شوند: , ]1 4 و مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

 f f f( ) , ( ) , ( )=− =− =−1 5 3 17 4 11

 −17 5− و مینیمم مطلق آن  بنابراین در بازۀ داده ش�ده ماکزیمم مطلق تابع 
است که اختلاف آن ها برابر 12 است.

11429 f در تمام نقاط مشتق پذیر است ون9زگ -90 تابع   2
f x x x f x x x x( ) , ( ) ( )′ ′= + = ⇒ + = ⇒ =3 24 32 0 4 8 0 0

)f را مقایسه کنیم تا اکسترمم های مطلق  )0 )f و  )−1  ، f( )1 پس باید مقادیر 

. پس ماکزیمم مطلق  f( )− =1 18 )f و  )=1 18  ، f( )=0 تابع را معین کنیم: 1

تابع 18 و مینیمم مطلق آن 1 است که اختلاف آن ها برابر 1۷ است.
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11439 ، بنابراینن9زگ -90 xf x
x

( )= +
+

2
2

1
توجه کنید که   4

x x x x xf x
x x

f x x  x  (.¡.¡.—)

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − +′ = =
+ +

′ = ⇒ = =−

2 2

2 2
2 1 2

1 1
0 0 2

)f را حساب کنیم: )2 )f و  )0  ، f( )− 1
2

بنابراین باید مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− = = =1 5 100 2 2
2 2 3

] برابر 2 است. , ]− 1 2
2

در نتیجه، کمترین مقدار تابع f روی بازۀ 

11449 . پسن9زگ -90 f x x x( )′ = −23 6 ابتدا توجه کنید که   3

 x x x  x,− = ⇒ = =23 6 0 0 2  
]  باید مقادیر  , ]−1 2 پ�س برای پیدا کردن مقدار مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

f و  a( )− = −1 4  ، f a( )=0 )f را مقایس�ه کنیم. چون  )−1 )f و  )2  ، f( )0

]  برابر  , ]−1 2 ، بنابرای�ن مق�دار مینیمم مطل�ق تابع f روی ب�ازۀ  f a( )= −2 4

a−4 است. پس 
 a a− = ⇒ =4 4 8  

11459 f مشتق پذیر است ون9زگ -90 تابع   2
f x x x

f x x

( ) ( )

( )

′ = − = −

′ = ⇒ =

9 910 10 10 1

0 1

)f را مقایس�ه کنی�م تا مقدار مینیمم  )2 )f و  )−1  ، f( )1 بنابرای�ن باید مقادیر 

. پ�س  f( )=2 1005 )f و  )− =1 12  ، f( )=−1 8 مطل�ق تاب�ع معل�وم ش�ود:

 ، a=1 است. بنابراین  [ , ]−1 2 f روی بازۀ  )  نقطۀ مینیمم مطلق تابع  , )−1 8

. a b+ =−7 b=−8 و 

11469 . چونن9زگ -90 f x mx mx( )′ = +23 6 توجه کنید که   2

f x mx m      f x x( ) , ( )′′ ′′= + = ⇒ =−6 6 0 1

 f ′ x=−1 اس�ت و بیشترین مقدار تابع  f نقطۀ  ′ پس تنها نقطۀ بحرانی تابع 
x=−1 به دست می آید: به ازای 

f m m m( )′ − = ⇒ − = ⇒ =−1 12 3 6 12 4

11479 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 − + ≤ ≤ − < < ′= ⇒ = 
− + < <− + − ≤ < 

2

2

3 2 2 3 2 3 2 3

2 3 0 23 2 0 2

. پس باید  f ( )′ =3 0
2

x=2 مش�تق پذیر نیس�ت و f در نقطۀ  بنابرای�ن تاب�ع 

f را مقایسه کنیم تا مقادیر اکسترمم های مطلق  f f f  » , ,( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 0
2

مقادیر 

. بنابراین  f( )=3 1
2 4

)f و  )=2 0  ، f( )=3 2  ، f( )=−0 2 تابع به دس�ت آیند: 

2− اس�ت و  مق�دار ماکزیمم مطلق تابع برابر 2 و مقدار مینیمم مطلق آن برابر 
اختلاف این دو مقدار برابر 4 است.

11489 ) ن9زگ -90 , )0 5 f روی بازۀ  fD و تابع  [ , ]= 0 5 توج�ه کنید که   4
مشتق پذیر است و

x xf x   
x x x x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1 2 5
2 2 5 2 5
0 2 5 4 5 4

f را با هم مقایس�ه کنیم تا بیش�ترین مقدار و  f f» ,( ) ( ) ( )5 4 0 پس باید مقادیر 

کمترین مقدار تابع به دست آیند:
 f f f( ) , ( ) , ( )= = =0 5 4 5 5 2 5

. 5 پس بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع به ترتیب برابر است با 5 و 
5 است. 5 بنابراین حاصل ضرب بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع f برابر 

11499 ، پسن9زگ -90 f x x  
x

( )′ = −
2

162 توجه کنید که   2

f x x( )′ = ⇒ =0 2
 ،

x  x
f x f xlim ( ) lim ( )

+ →+∞→
= =+∞

0
f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و  چون تابع 

x=2 به دست می آید  )  به ازای  , )+∞0 f روی بازۀ  پس کمترین مقدار تابع 
. f( )=2 12 و برابر است با 

11509 نمودار تابع f به صورت زیر است و حداکثر مقدار تابع در ن9زگ -90  1
]  برابر 1 است. , ]−1 2 بازۀ 

x

y

1� 21

1

1�

11519 نتیج�ه ن9زگ -90 در  و   y x= −4 ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   2

روی   f x x x( )= − 24 تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بنابرای�ن   . xy x x( )= −4
]  را می خواهیم: , ]0 1 بازۀ 

f x x f x x   

f      f f

(.¡.¡.ù)

max

( ) ( )

( ) , ( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ =

= = =

4 2 0 2

0 0 1 3
بنابراین بیشترین مقدار ممکن xy برابر 3 است.

11529 y باشند )شکل را ن9زگ -90 x و  فرض کنید طول ضلع های باغچه   2

 . x y+ =3 120
2

، یعنی  xx y+ + =120
2

ببینید(. در این صورت، طبق فرض 

بنابراین
xy x  x¾`üIM SeIv¶ ( )= = − 3120

2

f را پیدا کنیم. توجه  x x  x( ) ( )= − 3120
2

بنابراین باید بیش�ترین مقدار تاب�ع 

کنید که
f x x f x x      ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =120 3 0 40

بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت باغچه به ازای 
x=40 به دست می آید و برابر است با 

¾`üIM SeIv¶ = × =40 60 2400
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11539 r2 باشد. در این صورت ن9زگ -90 فرض کنید شعاع های دایره  ها r1 و   3
r r r rIÀïôÃd¶ Ì¼µ\¶= π + π = π⇒ + =1 2 1 22 2 10 5

از طرف دیگر،
r r r r r rIÀSeIv¶ Ì¼µ\¶ ( ( ) ) ( )=π +π =π + − =π − +2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 15 2 10 25

f را پیدا کنیم. چون  r r r( )= − +2
1 1 12 10 25 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 

f r r  f r r     ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =1 1 1 1
54 10 0
2

r و برابر اس�ت با  =1
5
2

بنابراین کمترین مقدار تابع f وقتی به دس�ت می آید که 

π25 است.
2

. در نتیجه مجموع مساحت های دایره ها حداقل  25
2

11549 فاصلۀ نقطه های مورد نظر برابر است بان9زگ -90  3
x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 3 5 6 9

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( )= + +25 6 9 بنابرای�ن باید کمترین مقدار تابع 

x و x+ + >25 6 9 0 کنید که همواره 
xf x  f x x

x x
     ( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−

+ +2
10 6 30

52 5 6 9

 x=− 3
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای 

به دست می آید.

11559 x است. بنابراینن9زگ -90 x( , )2 B به صورت  مختصات نقطۀ   2

AB x x x x x( ) ( )= − + − = + − +2 2 2 4 23 0 6 9

و در نتیجه x xy
x x x

+ −′=
+ − +

3

4 2
2 3

6 9
، آن گاه  y x x x= + − +4 2 6 9 اگر 

y x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

′= ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + = ⇒ =

3 3

2

0 2 3 0 2 1 1 0

1 2 2 3 0 1
y به ازای x=1 به دس�ت می آید. به این ترتیب،  بنابرای�ن کمتری�ن مقدار تابع 

)  است. , )1 1 B نقطۀ 

11569 ) ن9زگ -90 , )0 4 ) و  , )4 0 d از نقطه های  ابتدا توجه کنید که خط   2
y است. در نتیجه x= −4 گذشته است، پس معادله اش به صورت 

x y x x x x( ) ( )+ = + − = − +2 2 2 2 24 2 4 8

f را پیدا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − +22 4 8 بنابراین باید کمتری�ن مقدار تابع 
fکنید که x x f x x( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =4 8 0 2

x=2 به دست می آید و برابر است با 8. f به ازای  بنابراین کمترین مقدار تابع 

11579 −x باش�د. در این ن9زگ -90 C براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقطۀ   2
B روی خطی اس�ت که از  −x اس�ت. نقطۀ  B هم برابر  ص�ورت طول نقطۀ 

y اس�ت.  x= +3 6
2

) می گ�ذرد. معادلۀ این خط  , )0 6 ) و  , )−4 0 نقطه ه�ای 

−x است. به این ترتیب، +3 6
2

B برابر  بنابراین عرض نقطۀ 

OABC x x®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )= − +3 6
2

y را پی�دا کنی�م. چ�ون  x x( )= − +3 6
2

پ�س بای�د بیش�ترین مق�دار تاب�ع 

 ، y . بنابراین بیش�ترین مقدار تابع  x=2 ، آن گاه  y′=0 ، اگر  y x′=− +3 6
x=2 به دس�ت  OABC به ازای  یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت مس�تطیل 

. × =2 3 6 می آید و برابر است با 

11589 تابع هزینه را می توان به شکل زیر نوشت:ن9زگ -90  4
C xl xh lh xl h x l( ) ( ) ( )= + + = + +100 60 2 2 100 120           

x x h x x( ) ( )= + +100 2 120 2 x xh   ( )= +2200 360 1
اکنون توجه کنید که

x l h x x h h    
x

·qh¶ ´\e ( ) ( )= ⇒ × × = ⇒ = ⇒ =
2

510 10 2 10 2

با جای گذاری رابطۀ )2( در رابطۀ )1( به دست می آید

C x x x x  x
xx

     ( ) ( ) , ( , )= + = + ∈ +∞2 2
2

5 1800200 360 200 0

C را به دست می آوریم: نقطۀ بحرانی تابع 
xC x x

x x

x x

( ) −′ = ⇒ − = ⇒ =

− = ⇒ =

3

2 2

3 3

1800 400 18000 400 0 0

9400 1800 0
2

 x= 3 9
2

C ب�ه ازای  پ�س کمتری�ن مق�دار تابع 

به دست می آید.

11599 اگ�ر قطار با س�رعت ثاب�ت v کیلومتر بر س�اعت حرکت ن9زگ -90  4
کند، آن گاه

t C t v t

x xx C v
v v

C v v
v

 S¨oe SøIw  ¾â ¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  â¾¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  â¾¹ÄqÀ 

: ( )

: ( ) ( )

: ( )

= +

= +

= +

2

2

2000 4

2000 4

20001 4

بنابراین
C v  C v v v

v
     ( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ = ⇒ =2

2
2000 4 0 500 10 5

11609 باید مساحت پنجره بیشترین مقدار ممکن باشد.ن9زگ -90  4

h x r h r r

rh  r

S

rS r r  r r r r

S r r  S r r

ôÃd¶

½o\¹Q SeIv¶  ®ÃõTv¶ SeIv¶ ½oÄHjï´Ãº SeIv¶

     

( )

:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( )

= ⇒ + + π = ⇒ + +π =

π= − −

= +

π π+= − − + π =− +

′ ′=− π+ + = ⇒ =
π+

2 2

19 2 2 9 2 2 9
2

9
2 2

9 1 42 9
2 2 2 2

94 9 0
4
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11619 . ن9زگ -90 x y x
x

+ = + 4 y و در نتیجه 
x

= 4 توج�ه کنی�د ک�ه   4

] را می خواهیم: , ]1 3
2

f با دامنۀ  x x
x

( )= + 4 بنابراین کمترین مقدار تابع 

f x   f x x x    x
x

      (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2
2

41 0 4 2 2

 ، f( )1
2

] باید مقادیر  , ]1 3
2

پ�س برای پیدا کردن مینیمم مطلق تابع f روی بازۀ 

 . f fmin( )= =2 4 )f و  )=133
3

 ، f( )=1 17
2 2

)f را مقایسه کنیم:  )2 )f و  )3

x برابر 4 است. y+ پس کمترین مقدار 

11629 ، در نتیجهن9زگ -90 y x= −2 ، پس  x y− =2 چون   2

x y x x f x x x f x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( )

′− = − − ⇒ = − + ⇒ = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

3 3 3 3 22 6 12 8 12 12

0 12 12 0 1
چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
x  x  

f x f xlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

x=1 به دست می آید و برابر است با  پس کمترین مقدار تابع f به ازای 
f( )=1 2

11639 فرض می کنیم طول ضلع زمین در امتداد شمال- جنوب ن9زگ -90  1
 xy=10000 y باشد. در این صورت،  x و در امتداد شرق- غرب برابر  برابر 

و هزینۀ نرده کشی برابر است با

S x y x y x
x

( ) ( ) ×= + = + = × +
84 12 1015000 2 60000 2 30000 120000 3 10

. بنابراین کمترین  x=200  ، S′=0 S و اگ�ر   
x
×′= × −

84
2

12 103 10 بنابرای�ن 

x=200 به دس�ت می آید. در این حالت، طول یک ضلع  S به ازای  مقدار تابع 

 . =10000 50
200

زمی�ن براب�ر 200 اس�ت و طول ضلع دیگ�ر زمین برابر اس�ت با 

. ( )+ =2 200 50 500 بنابراین محیط زمین برابر است با 

11649 x و ن9زگ -90 x+ =−1 2 1 توجه کنید که   1

 x x m m( )=− + +2
1 2 1

بنابراین

 
x x x x x x x x

m m m m

( )(( ) )

( ( ))

+ = + + −

=− + + + =− − −

3 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3

1 3 1 3 3 4

f را پیدا  m m m( )=− − −23 3 4 بنابرای�ن باید بیش�ترین مقدار ممکن تاب�ع 
کنیم. توجه کنید که 

 f m m f m m      ( ) , ( )′ ′=− − = ⇒ =− 16 3 0
2

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 
 
m  m  

f m f mlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =−∞

−=m به دست می آید و برابر است با  1
2

پس بیشترین مقدار تابع f به ازای 

f( )− =−1 13
2 4

11659 y ن9زگ -90 x= 22 ف�رض کنی�د B نقط�ه ای روی نم�ودار تاب�ع   4

)xx است. بنابراین , )
2

2
باشد. در این صورت مختصات نقطۀ B به صورت 

 xAB x( ) ( )= − + −
22 24 1

2

، آن گاه xy x  ( ) ( )= − + −
22 24 1

2
اگر 

x xx x   
y y x

x xx  x  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

− + − −
′ ′= = ⇒ = ⇒ =

− + − − + −

2 3

2 22 2 2 2

4 1 4
2 2 0 2

4 1 4 1
2 2

 B ،به دست می آید. به این ترتیب x=2 بنابراین کمترین مقدار تابع f به ازای 
) است. , )2 2 نقطۀ 

11669 ب�ا نمادگذاری ش�کل زیر معلوم می ش�ود ک�ه بنابر قضیۀ ن9زگ -90  1
. در نتیجه مساحت ذوزنقۀ مورد نظر  y x= − 21 ، پس  y x+ =2 2 فیثاغورس 1

. بنابرای�ن باید  y x y x x x( ) ( ) ( )+ + = + = − +21 1 1 2 1 1 1
2

برابر اس�ت ب�ا 

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − +21 1 بیشترین مقدار تابع 

 

x x x xf x x
x x

f x x x       (.¡.¡.ù)

( )
( )

( ) ,

− + − − +′ = + − =
− −

′ = ⇒ = =−

22
2 2

1 2 11
1 1

10 1
2

x=1 به دست می آید و در این صورت 
2

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f به ازای 

. CD=2

11679 توجه کنید کهن9زگ -90  3

lit cm r h h
r

S

S r r rh r r r
rr

¾ºH¼TwH ´\e

¾ºH¼TwH ®¨ SeIv¶ ½køI¤ SeIv¶ ÂLºI] cõw

( ) ( )

= = ⇒π = ⇒ =
π

= = +

=π + π =π + π =π +
π

3 2
2

2 2 2
2

20002 2000 2000

2000 40002 2

پس
S r r   S r r

r
     ( ) , ( )′ ′= π − = ⇒ =

π
3

2
4000 20002 0

11689 −a و ن9زگ -90 26  ، a2 ای�ن پنج ضلعی از یک مس�تطیل به ابعاد   3
a2 تش�کیل شده است. بنابراین مساحت آن  a2 و قاعدۀ  یک مثلث به ارتفاع 

. بنابراین S a a a a a a a( ) ( ) ( )= − + = −2 2 312 6 2 12
2

برابر است با 

S a a  S a a a a           (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2 212 3 0 4 2 2

 S )، نقط�ۀ ماکزیم�م تابع  , )2 16 پ�س نقط�ۀ 
اس�ت و در نتیج�ه بیش�ترین مق�دار مس�احت 

پنج ضلعی برابر 16 است.



فصل دوم: آزمون ها
)150(

11699 x باش�د. در این ن9زگ -90 D براب�ر  ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ   1
y اس�ت، پس عرض آن برابر  x= 2 D روی نمودار تابع  ص�ورت، چ�ون نقطۀ 

x2 اس�ت و در نتیجه  A ه�م برابر  x2 اس�ت. ب�ه این ترتیب ع�رض نقطۀ 

. اگ�ر  ABCD x x®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( )= + − 22 6 . بنابرای�ن  AB x= − 26

. x=1
2

، پس  y′=0 y و در نتیجه  x′= −2 4 ، آن گاه  y x x( )= + − 22 6

 ABCD ، یعنی بیشترین مقدار محیط مستطیل  y بنابراین بیشترین مقدار تابع 

.  ( )+ − =1 1 252 6
2 4 2

x=1 به دست می آید و برابر است با 
2

به ازای 

11709 ف�رض کنید طول نقطۀ D برابر x باش�د. در این صورت ن9زگ -90  2
y اس�ت،  x=− +3 طول نقطۀ C هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ C روی خط 
 x− +3 −x است. بنابراین عرض نقطۀ B هم برابر  +3 پس عرض آن برابر 
y است، پس طول نقطۀ B برابر است  x= +5 است و چون این نقطه روی خط 

. به این ترتیب،  x− −2 ، یعنی  x( )− + −3 5 با 
 BC x x x( )= − − − = +2 2 2

در نتیجه
 ABCD مساحت مستطیل BC CD x x( )( )= × = + − +2 2 3  

y را پیدا کنیم. توجه  x x( )( )= + − +2 2 3 بنابراین باید بیش�ترین مق�دار تابع 
کنید که

 y x x x y x      ( ) ( )( ) ,′ ′= − + + − + =− + = ⇒ =2 3 1 2 2 4 4 0 1
بنابراین بیش�ترین مق�دار ممکن تابع y، یعنی بیش�ترین مقدار ممکن مس�احت 

. × =4 2 8 x=1 به دست می آید و برابر است با  مستطیل  ABCD به ازای 

11719 x>4 و ن9زگ -90 ، پس  y<0 y و چون  x= −4 توج�ه کنید که   3
باید بیشترین مقدار تابع 

 f x x x x( ) ( ) , ( , )= + − ∈ +∞2 34 4

را پیدا کنیم. از طرف دیگر،

 
f x x x x x

f x x x  (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) ,

′ = − − =− + −

′ = ⇒ = =

2 22 3 4 3 26 48

80 6
3

بنابراین تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و چون 
 

xx
f x f x flim ( ) , lim ( ) , ( )

+ →+∞→
= =−∞ =

4
16 6 28

پس بیشترین مقدار ممکن تابع f برابر 28 است.

11729 y ون9زگ -90 x= −8 2 ، پس  x y+ =2 8 چون   3

 xy x x x x( ) ( )= − = −3 3 38 2 8 4

f را پی�دا کنیم. توجه  x x x( ) ( )= − 38 4 بنابرای�ن باید بیش�ترین مق�دار تابع 
کنید که

 f x x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − − − = − −

′ = ⇒ = =

3 2 28 4 24 4 32 4 1

0 4 1

 x=1 فقط در نقطۀ f x=4 تغییر علامت نمی دهد، پس تابع  f در  ′ چون تابع 
اکسترمم نسبی دارد. همچنین،

x x  
f x f xlim ( ) lim ( )

→−∞ →+∞
= =−∞  

x=1 به دست می آید و برابر است با  پس بیشترین مقدار تابع f به ازای 
f( )=1 216

11739 x ن9زگ -90 y( , ) P نقطۀ  ف�رض کنی�د   3

 y x x= −2 5 P روی سهمی به معادلۀ  باشد. چون نقطۀ 

x اس�ت و مجموع  x x( , )−2 5 P نقط�ۀ  اس�ت، پس 

 . x x x x x+ − = −2 25 4 P برابر است با  مختصات 
. x< <0 5 x است، پس  P نقطه ای زیر محور  البته چون 

 ( , )0 5 f را روی بازۀ  x x x( )= −2 4 ب�ه این ترتیب، باید کمترین مق�دار تابع 
پیدا کنیم. توجه کنید که

 f x x f x x( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =2 4 0 2

 x=2 f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای  چون تابع 
. − =−4 8 4 به دست می آید و برابر است با 

11749 توجه کنید کهن9زگ -90  1

x x x x x x¾£ºp»l SeIv¶ ( )( ) ( )( )= − + + + = − + +2 21 15 12 8 4 5 8 16
2 2

f را پیدا  x x x x( ) ( )( )= − + +21 5 8 16
2

بنابراین باید بیش�ترین مق�دار تابع 

کنیم. توجه کنید که

 
f x x x x x x x

f x x x (.¡.¡.ù)

( ) ( ) ( )( )

( ) ,

′ =− + + + − + =− − +

′ = ⇒ = =−

2 21 38 16 5 4 3 12
2 2

0 2 4

، طول قاعدۀ بزرگ ذوزنقه عددی منفی می شود، بنابراین  x=−4 توجه کنید که به ازای 
، یعنی بیشترین مقدار مساحت ذوزنقۀ  f قابل قبول نیست. بنابراین بیشترین مقدار تابع 

. ( )( )=1 3 36 54
2

x=2 به دست می آید و برابر است با  مورد نظر به ازای 

11759 x باشد. در این صورت، ن9زگ -90 C برابر  فرض کنید طول نقطۀ   2
 y x= −6 A روی نمودار تابع  x است و چون نقطۀ  A هم برابر  طول نقطۀ 
 . AC x= −6 x−6 است. بنابراین  A برابر با  اس�ت، پس عرض نقطۀ 

. به این ترتیب BC x= +2 از طرف دیگر، 

ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 2 6
2

f به ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 2 6
2

ای را پیدا کنیم که تابع  x بنابرای�ن باید 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

f x x x
x

x xf x x x x
x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+ +′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

1 1 16 2
2 2 2 6

1 2 2 100 6 6
2 2 34 6
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11769 ف�رض کنید ط�ول نقطۀ D برابر x باش�د. چون نقطۀ D ن9زگ -90  3

x2 اس�ت. در  y اس�ت، پ�س عرض نقط�ۀ D برابر  x= 2 روی نم�ودار تاب�ع 

x2 اس�ت. از طرف دیگر عرض نقطۀ B برابر  نتیجه، عرض نقطۀ A نیز برابر 
ع�رض نقط�ۀ C اس�ت، پ�س عرض نقط�ۀ B براب�ر ۹ اس�ت. به ای�ن ترتیب، 

. بنابراین BA x= − 29

ABCD AB BC AD x x¾âââ £ºp»l SeIv¶ ( ) ( )( )= + = − +21 1 9 3
2 2

، پس  f x x x( ) ( )( )′ = + −3 3 1
2

، آن گاه  f x x x( ) ( )( )= − +21 9 3
2

اگر 

f x x x  ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 1 0

بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیش�ترین 
 x=1 مقدار مس�احت ذوزنقۀ ABCD به ازای 

به دست می آید و برابر است با 

 ( )( )− + =1 9 1 3 1 16
2

11779 فرض کنید طول ضلع های نظیر رأس قائمه در این مثلث ن9زگ -90  1

. از طرف دیگر، x y+ =2 2 4 y باشند. در این صورت  x و 

xy x xW±X¶ SeIv¶ = = − 21 1 4
2 2

f را پی�دا کنی�م  x x x( )= − 21 4
2

بنابرای�ن بای�د بیش�ترین مق�دار تاب�ع 

. توجه کنید که x( )< <0 2

xf x x  
x

xf x x x x x
x

( )

( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

22
2

22 2 2
2

1 4
2 2 4

0 4 4 2
4

، یعنی  f ، پس بیش�ترین مقدار تاب�ع 
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =
0 2

0 چ�ون 

=x به دس�ت می آید و  2 بیش�ترین مقدار مس�احت مثلث مورد نظر به ازای 

. × =1 2 2 1
2

برابر است با 

11789 y ن9زگ -90 x= +4 2 x نقط�ه ای روی خط  y( , ) ف�رض کنی�د   2

باشد. فاصلۀ این نقطه از مبدأ مختصات برابر است با

x y x x x x( )+ = + + = + +2 2 2 2 24 2 17 16 4

f را پیدا کنیم.  x x x( )= + +217 16 4 بنابراین باید کمترین مقدار تابع 

 xf x       f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

34 16 80
172 17 16 4

 

) است. , )− 8 2
17 17

، یعنی نقطۀ مورد نظر  y x= + = 24 2
17

پس 

11799 −x باش�د. در این ن9زگ -90 ف�رض کنی�د ط�ول نقط�ۀ B براب�ر   2
−x اس�ت و چون نقط�ۀ A روی نمودار تابع  ص�ورت ط�ول نقط�ۀ A هم برابر 

. بنابراین x− 38 y است، پس عرض نقطۀ A برابر است با  x= +3 8

 OAB x xW±X¶ SeIv¶ ( )= − 31 8
2

 . f x x( )′ = − 34 2 ، پس  xf x x( )= −
4

4
2

، آن گاه  f x x x( ) ( )= − 31 8
2

اگر 

در نتیجه
  f x x( )′ = ⇒ = 30 2

 OAB یعنی بیش�ترین مقدار مس�احت مثلث ،f بنابرای�ن بیش�ترین مقدار تابع

=x و برابر است با 3 2 وقتی به دست می آید که 

 ( )=3 31 2 6 3 2
2

11809 −x باشد. چون نقطۀ A ن9زگ -90 فرض کنید طول نقطۀ A برابر   3

x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1

 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

، در نتیجه  f x x x( )= − 36 ، آن گاه  f x x x( ) ( )= − 26 اگر 

f x x( )′ = − 26 3

پس
 f x x x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع

=x به دست می آید و برابر است با 2 به ازای 

× =2 4 4 2  
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11819  مشتق پذیر و صعودی است، پس مشتق ن9زگ -90 چون تابع f روی   2
. در نتیجه f x ax x a( )′ = − + ≥23 18 3 0 آن همه جا نامنفی است. بنابراین 

 ax x a a a a   a     IÄ,− + ≥ ⇒ > ∆= − ≤ ⇒ ≥ ≤−2 2 26 0 0 6 4 0 3 3
. a≥3 پس 

11829 از روی نمودار تابع f معلوم اس�ت ک�ه این تابع روی بازۀ ن9زگ -90  4
. اکنون توجه  f x( )′ <0 ) مش�تق پذیر و اکیداً نزولی است. بنابراین  , )− −3 1

کنید که چون مقادیر تابع f منفی اند، پس

 f x xf x f x
y y x

x x

( ) ( ) ( )
, ( , )

′ −′= ⇒ = > ∈ − −
2

0 3 1

بنابراین تابع گزینۀ )4( اکیداً صعودی است.
f است. x x( )=− −3 100 مثال نقض برای گزینه های دیگر تابع 

11839 نمودار تابع f به ش�کل زیر اس�ت. این تابع در نقطه های ن9زگ -90  3
x=2 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی دارد و در نقطۀ  x=−2 و 

11849 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = + + = + +2 5 4 1 4

 
x

f x

f x

( )

( ) min max min

−∞ − − +∞

′ − + − +

4 1 0

0 0 0

   

x=−4 مینیم�م نس�بی دارد و در نقط�ۀ  x=0 و  پ�س تاب�ع f در نقطه ه�ای 
x=−1 ماکزیمم نسبی دارد.

11859 چ�ون تاب�ع f همه ج�ا مش�تق پذیر اس�ت، پ�س نق�اط ن9زگ -90  1
f هستند. از طرف دیگر، x( )′ =0 اکسترمم نسبی آن جواب های معادلۀ 

 f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
f در نقطۀ x=1 از مثبت به منفی تغییر علامت می دهد،  ′ f و  ( )′ =1 0 چ�ون 
، پس f( )=−1 4 x=1 ماکزیمم نسبی دارد. طبق فرض  پس تابع f در نقطۀ 

 a a− + + =− ⇒ =−1 6 9 4 8

 
x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

  

11869 fD ون9زگ -90 ( , )= − +∞5 توجه کنید که   2

 
xx x  

x xxf x
x x x

( )
( )

−+ −
+ ++′ = =

+ + +

2
2

172 5
3 20 172 5

5 2 5 5
تابع f در تمام نقاط دامنه اش مش�تق پذیر اس�ت. پس نقاط اکسترمم نسبی آن 

f است. پس x( )′ =0 جواب های معادلۀ 

 f x x x x       x ¡.¡.ù)( ) , (.′ = ⇒ + + = ⇒ =− =−2 170 3 20 17 0 1
3

x=−1 طول تنها نقطۀ بحرانی تابع f اس�ت و عرض این نقطه برابر است  پس 
. f( )− =−1 8 با 

11879 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 f x x x x x x

f x x       x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − + + − = − +

′ = ⇒ = =−

2 3 23 2 2 2 2 4 4

0 2 1

)f را مقایسه می کنیم: )−2 )f و  )2  ، f( )−1 اکنون مقادیر 

 f f f( ) , ( ) , ( )− =− = − =1 27 2 0 2 0

] است. , ]−2 2 27− مقدار مینیمم مطلق تابع f در بازۀ  بنابراین 

11889 x و باید کمترین مقدار ممکن ن9زگ -90 y= −4 2 توجه کنید ک�ه   3

f را پیدا کنیم. از طرف دیگر، y y y( )= − + 24 2 تابع 

 f y y      f y y( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ =2 2 0 1

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد و 

 
y  y  

f y f ylim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =+∞

. f( )=1 3 پس کمترین مقدار تابع f به ازای y=1 به دست می آید و برابر است با 

11899 فاصلۀ نقطه های مورد نظر برابر است بان9زگ -90  3

 x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 4 5 4 4

f را پی�دا کنیم. x x x( )= + +25 4 4  بنابرای�ن بای�د کمتری�ن مق�دار تاب�ع 

fD و  = توجه کنید که 

 xf x f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

10 4 20
52 5 4 4

 x=− 2
5

چون تابع f فقط یک نقطۀ بحرانی دارد، پس کمترین مقدار آن به ازای 

به دست می آید که برابر است با

 f( ) ( ) ( )− = − + − + =22 2 2 45 4 4
5 5 5 5

11909 فرض کنید طول نقطۀ C برابر x باش�د. در این صورت، ن9زگ -90  2
 y x= −5 طول نقطۀ A هم برابر x اس�ت و چون نقطۀ A روی نمودار تابع 

 . AC x= −5 x−5 است. بنابراین  اس�ت، پس عرض نقطۀ A برابر با 
. به این ترتیب  BC x= +4 از طرف دیگر 

 ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 4 5
2

f به  ازای آن  x x x( ) ( )= + −1 4 5
2

بنابرای�ن باید x ای را پیدا کنیم که تابع 

بیشترین مقدار ممکن است. توجه کنید که

 
f x x x

x
xf x x x x x

x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+′ = ⇒ − = × ⇒ − = + ⇒ =
−

1 1 15 4
2 2 2 5

1 1 40 5 10 2 4 2
2 4 5
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11919 fD ون9زگ -90 { }= − ±1 ابتدا توجه کنید که   4

 x x x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

− − − −′ = =
− −

2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1

به جدول زیر توجه کنید:

 
x

f x
f x
( )

( )

−∞ − +∞
′ − − −

1 1

  

همچنین

 x x

x x

f x f x

f x    f x
( ) ( )

lim ( ) , lim ( )

lim ( ) , lim ( )

− +

+ −

→ − → −

→ →

=−∞ =+∞

=+∞ =−∞
1 1

1 1

بنابرای�ن جدول تعیین جدول تغییرات تابع f به ش�کل بالاس�ت و این تابع روی 

) نزولی اس�ت ول�ی روی دامنه اش  , )+∞1 ) و  , )−1 1  ،( , )−∞ −1 بازه ه�ای 

غیر یکنواست.

11929 نمودار تابع f به شکل زیر است. از روی این شکل معلوم ن9زگ -90  2
است که تابع f دو نقطۀ مینیمم نسبی و یک نقطۀ ماکزیمم نسبی دارد.

11939 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

f x x x f x x x x x

f x x x 

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − + ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =

5 4 4 3 35 1 5 20 5 4

0 0 4

x

f x

f x

( )

( ) max min

−∞ +∞

′ + − +

0 4

0 0

  

x=4 مینیمم نسبی دارد. x=0 ماکزیمم نسبی و در نقطۀ  بنابراین تابع f در نقطۀ 

11949 f همه جا مشتق پذیر است، پس مشتق آن در ن9زگ -90 چون تابع   3
نقطۀ اکسترمم نسبی اش برابر صفر است:

af x x bx x  f x ax bx

f a b

( ) ( )

( )

′= + + − ⇒ = + +

′ − = ⇒ − + =

3 2 242 4 4 4
3 3

1 0 4 4 0

از طرف دیگر، مختصات نقطۀ اکسترمم نسبی در معادلۀ تابع صدق می کنند:

af b  a b( )− = ⇒− + − − = ⇒− + =41 2 2 4 2 6 22
3 3

b=9 و  a=32 و   نتیجه می شود 
a b

a b

− =−

− + =

4 4

6 22
از حل دس�تگاه معادلات 

. a b− =23 در نتیجه 

ت
ن

ت
ن

11959 . تابع f در ن9زگ -90 xf x
x x

( )
( )

−′ =
−

2

3 3 2
3 3

3 3
توج�ه کنید ک�ه   4

 x=−1 ±=x مش�تق ندارد و در نقطه های x=1 و  3 x=0 و  نقطه های 
مشتق آن صفر است. جدول تغییرات تابع f به صورت زیر است:

 

x

f x

f x
min max

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + + − −

3 1 0 1 3

0 0

     

3 است. 2 پس x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است و عرض این نقطه برابر 

11969 توجه کنید کهن9زگ -90  3

x xf x x x  
x x

( )
( )

− −′ = + =
2 23 2

3 3
2 1 8 22

3 3

. پس  f ( )′ =1 0
2

f و  ( )′ − =1 0
2

x=0 مش�تق پذیر نیست و  f در نقطۀ  تابع 

f سه نقطۀ بحرانی دارد. تابع 

11979 f در تمام نق�اط دامنه اش ن9زگ -90 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه تاب�ع   1
مشتق پذیر است و

x  x a
x axf x f x x a

x x x
   (.¡.¡.ù)

( )
( ) , ( ) [ , ]

− +
−′ ′= = = ⇒ = ∉

1
2 0 1 4

2

)f دنب�ال ماکزیم�م مطلق تاب�ع بگردیم: )4 )f و  )1 پ�س بای�د بی�ن مقادی�ر 

) اس�ت، مق�دار  , )0 1 . چ�ون a ع�ددی از ب�ازۀ  af( )= +4 2
2

f و  a( )= +1 1

 a+2
2

a+1 بزرگ تر اس�ت، پس مقدار ماکزیم�م مطلق تابع  a+2 از مق�دار 
2

. a=1
2

، در نتیجه  a+ =92
2 4

است. بنابراین 

11989 ارتف�اع مکعب حاصل مس�اوی x اس�ت. ط�ول و عرض ن9زگ -90  4

. توجه کنید که xl´\e= 2 قاعدۀ آن را با l نمایش می دهیم. در این صورت 

x l l x x x´\e ( )+ = ⇒ = − ⇒ = − 22 30 30 2 30 2

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( ) ( )= − 230 2 بنابراین باید ماکزیمم مطلق تابع 

f x x x x( )= − +3 24 120 900 f x x x( )′⇒ = − +212 240 900

f x x x( )′ = ⇒ − + =20 12 240 900 0 x x⇒ − + =2 20 75 0

x x x x ( )( ) ,− − = ⇒ = =5 15 0 5 15

x=15 حجم جعب�ه برابر صف�ر می ش�ود، در نتیجه  توج�ه کنی�د که ب�ه ازای 

x=5 به دست می آید. بیشترین مقدار تابع f به ازای 

ت
ن

ت
ن ت

ن
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11999 −x باشد. چون نقطۀ A ن9زگ -90 فرض کنید طول نقطۀ A برابر   3
x است. به  +2 y است، پس عرض نقطۀ A برابر 1 x= +2 روی نمودار تابع 1

x است و در نتیجه +2 این ترتیب، عرض نقطۀ D هم برابر 1

 CD x x( )= − + = −2 27 1 6

. ABCD x x®Ã‰Tv¶ SeIv¶ ( )= − 26 بنابراین 

نتیج�ه  در   ، f x x x( )= − 36 آن گاه   ، f x x x( ) ( )= − 26 اگ�ر 

. پس f x x( )′ = − 26 3

 f x x   x ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 2 0

 ABCD یعنی بیشترین مقدار مساحت مستطیل ،f بنابراین بیشترین مقدار تابع

 . × =2 4 4 2 =x به دست می آید و برابر است با  2 به ازای 

12009 تاب�ع ن9زگ -90 نم�ودار  روی  نقط�ه ای   x x( , )3 کنی�د  ف�رض   1

y برابر است با  x− + =3 6 0 y باشد. فاصلۀ این نقطه تا خط  x= 3

 x x x x x x| | | |− + − + − += =
+

3 3 3

2 2

3 6 3 6 3 6
10 101 3

تاب�ع  مق�دار  کمتری�ن  ک�ه  اس�ت  جای�ی  نظ�ر  م�ورد  نقط�ۀ  بنابرای�ن ط�ول 

d به دست می آید. توجه کنید که  x x= − +3 3 6

 d x       d x  x  .¡.¡.ù, , ( )′ ′= − = ⇒ = =−23 3 0 1 1

 . d( )=1 4 )d و  )=0 6 )d را مقایس�ه کنی�م:  )1 )d و  )0 پ�س بای�د مقادی�ر 
بنابراین طول نزدیک ترین نقطه برابر 1 است.

12019 از تابع مشتق می گیریم: ن9زگ -90  1

f x

f x x x x x x x x

x       x( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

,
′ =

′ = − + = − + − = − +

→ = =−1 2

3 2 2

0

4 12 8 4 1 2 4 1 2

1 2

x

f x

f x

( )

( ) min

−∞ − +∞

′ − + +

2 1

0 0

  

خارج از کشور ریاضی - 90 با توجه به جدول بالا تابع فقط یک مینیمم نسبی دارد. 

12029 ، ن9زگ -90 f( )=−1 2 ) روی نمودار تابع است، پس  , )−1 2 نقطۀ   2

. همچنین  a b+ =−2 درنتیجه 
f   a b  af x bx a b

x

b b a

( )( )

,

′ = + = −′ =− + →− + = →

=− ⇒ =− =−

1 0 2
2

2 2 0

2 43 2
3 3

. xf x
x

( ) ( )−′ =
3

2
4 1
3

بنابراین 

 
x

f x

f x

( )

( ) max

−∞ +∞

′ + −

1

0

 

 

ریاضی - 89 ) نقطۀ ماکزیمم نسبی است.   , )−1 2 پس نقطۀ 

12039 ابتدا مشتق تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  1

 
f x x x f x x x x x

x x x x
f x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

−
′= − ⇒ = − + −

− − + −′ = + − =

2 1 2
2 23 3 3

2 23 2
3 3

21 1 2 1
3

1 2 1 6 12 2 1
3 3

 

f را حل می کنیم: x( )′ =0 اکنون معادلۀ 

 x x x x x
f x x x

x x
 

( )( ) ( )( )
( ) ,

− − + − −′ = = = ⇒ = =
3 3

2 1 1 3 2 1 4 1 10 1
43 3

 

تابع مشتق را تعیین علامت می کنیم:

 

x

x x

x

f x

f x

( )( )

( )

( ) min max min

−∞ +∞

− − + + − +

− + + +

′ − + − +

3

10 1
4

2 1 4 1 0 0

0

0 0

   

خارج از کشور ریاضی - 95 x=1 طول نقطۀ ماکزیمم نسبی است. 
4

با توجه به جدول، 

12049 با توجه به نمودار تابع f مش�خص است که تابع فقط یک ن9زگ -90  2
 f x( )′ =0 x=3 جواب معادلۀ  نقطۀ اکسترمم نسبی به طول 3 دارد. بنابراین 

f در این نقطه تغییر علامت می دهد: x( )′ است و 

 

f x ax x bx

f x ax x bx x ax x b

f x x ax x b

( )

( ) ( )

( ) ,

= + +

′ = + + = + +

′ = ⇒ = + + =

4 3 2

3 2 2

2

2

4 6 2 2 2 3

0 0 2 3 0

 

ax باش�د و این معادله نباید  x b+ + =22 3 x=3 باید جواب معادلۀ 0 پ�س 
x=0 داشته باشد. بنابراین جواب دیگری غیر از 

x b b x a a      ,= ⇒ + + = ⇒ = = ⇒ + + = ⇒ =− 10 0 0 0 0 3 18 9 0 0
2

تجربی - 92  

ت
ن
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12059 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 x x x xf x x x
x x x

( ) − + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

28 6 28 7 282
3 3

 

 x=−2 x=2 و  x=0 مش�تق پذیر نیس�ت و در نقطه های  تاب�ع f در نقط�ۀ 
مش�تق آن صفر اس�ت. پس مجموعۀ طول ه�ای نقاط بحرانی تاب�ع f به صورت 
تجربی - 83 } است.  , , }−2 0 2

12069 ]  ن9زگ -90 , ]−1 2 توج�ه کنید ک�ه تاب�ع f در ابتدا و انته�ای بازۀ   4
مش�تق پذیر نیس�ت، پس ای�ن نقطه ه�ا، نقطه های بحران�ی هس�تند. همچنین، 
x=1 نیز نقطه های بحرانی  x=0 و  . بنابراین نقطه های  f x  x x( ) | || |= −2 1

، بنابراین      
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤


= − + ≤ ≤


− ≤ ≤

3

3

3

1 0
0 1
1 2

تاب�ع f هس�تند. از ط�رف دیگ�ر، 

. در نتیجه
x x

f x x x

x x

( )

 − − < <
′ = − + < <


− < <

2

2

2

3 1 1 0
3 1 0 1

3 1 1 2

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

 

ریاضی - 90 پس تابع f شش نقطۀ بحرانی دارد. 

12079 ] مشتق پذیر نیست، ن9زگ -90 , ]−2 2 تابع f در ابتدا و انتهای بازۀ   4
پ�س ای�ن نقطه ه�ا، نقطه ه�ای بحرانی هس�تند. همچنی�ن تاب�ع f در نقطه های 
x=−1 و x=1 مش�تق پذیر نیس�ت، پس ای�ن نقطه ها نیز نقطه ه�ای بحرانی 

، بنابراین  
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤−


= − + − ≤ ≤


− ≤ ≤

3

3

3

2 1
1 1

1 2
هستند. از طرف دیگر، 

x x

f x x x

x x

( )

 − − < <−
′ = − + − < <


− < <

2

2

2

3 1 2 1
3 1 1 1

3 1 1 2

در نتیجه

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

خارج از کشور ریاضی - 87 پس تابع f شش نقطۀ بحرانی دارد.  

12089 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

f x x x x f x x x

f x x x x x

x x   (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

,

′= − − + ⇒ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ + − =

=− =

3 2 2

2

3 9 5 3 6 9

0 3 2 3 0 3 1 3 0

1 3

 

 f را پیدا می کنیم تا بیشترین مقدار تابع f( )−1 )f و  )2  ، f( )−2 اکنون مقادیر 

 . f( )− =1 10 )f و  )=−2 17  ، f( )− =2 3 ] مش�خص ش�ود:  , ]−2 2 در بازۀ 

تجربی - 92 پس بیشترین مقدار تابع f در این بازه برابر 10 است. 

12099 ) را پیدا می کنیم:ن9زگ -90 , )−4 3 طول نقاط بحرانی تابع روی بازۀ   2

 f x x x x f x x x

f x x x x   x

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

′= − − ⇒ = − −

′ = ⇒ − + = ⇒ =− =

3 2 21 15 2 15
3
0 5 3 0 3 5

 

x=5 در بازۀ مورد نظر نیس�ت. برای یافت�ن مقادیر ماکزیمم و مینیمم، مقدار 
تابع را در نقاط زیر با هم مقایسه می کنیم:

 

f

f

f

 

( ) /

( )

( )

− =− − + =− + = =

− =− − + =− + =

= − − =−

64 64 684 16 60 44 22 6
3 3 3
273 9 45 18 45 27
3

273 9 45 45
3

)f مینیمم مطلق تابع  )=−3 45 )f مقدار ماکزیمم مطل�ق و  )− =3 27 پ�س 
تجربی - 95 داده شده در بازۀ مورد نظر است. 

12109 xن9زگ -90 y x y+ = ⇒ = −2 88 88 2 با توجه به شکل زیر،   2
S ماکزیمم باشد: xy= می خواهیم مساحت مستطیل یعنی 

 
S y y y y y

S y y y S mmax

( ) ( )

( )

= − =− +

′ =− + = ⇒ = ⇒ =

2

2

88 2 2 88

4 88 0 22 968
 

خارج از کشور ریاضی - 91  

12119 توجه کنید کهن9زگ -90  4

f x  a x a af x x  x
x x

( )( ) ′ =−′ = − = → =
3 0 302 2

22
2

x را بررسی کنیم. در همسایگی این  x= x=0 جزء دامنۀ تابع نیست و تنها باید 0

(، بنابراین  a f از منفی به مثبت تغییر می کند )به ازای همۀ مقادیر  ′ نقطه، علامت 
x نقط�ۀ مینیمم نس�بی تابع اس�ت و تاب�ع ماکزیمم نس�بی ندارد. x= 0  هم�واره 
خارج از کشور  ریاضی - 89  

12129 ، بنابراین از ن9زگ -90 f x( )− < ≤1 0 ، پ�س  x x[ ]≤ − <0 چون 1  2
xg اکیداً صعودی است، نتیجه می شود x( )=2 اینکه تابع 

 g g f x g gof x( ) ( ( )) ( ) ( )( )− < ≤ ⇒ < ≤11 0 1
2

 

پس تابع gof مقدار ماکزیمم نسبی دارد و مقدار مینیمم نسبی ندارد. به نمودار 
] توجه کنید. , )−1 1 تابع در بازۀ 

 
x x

x x

x f x x gof x

x f x x gof x

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

− −

−

− ≤ < ⇒ =− − ⇒ = =

≤ < ⇒ =− ⇒ = =

1 1 11 0 1 2
2 2

10 1 2
2

 

ریاضی - 91  



فصل دوم: آزمون ها
)156(

12139 ±=x مشتق پذیر ن9زگ -90 3 توجه کنید که تابع f در نقطه های   4
نیست، بنابراین این نقطه ها، نقطه های بحرانی تابع f هستند. از طرف دیگر،

 
x x x

f x x x x

x x x

( )

 − ≤−


= − + − ≤ ≤


− ≥

3

3

3

3 3
3 3 3

3 3
 

. در نتیجه
x x

f x x x

x x

( )

 − <−
′ = − + − < <


− >

2

2

2

3 3 3
3 3 3 3

3 3 3
پس 

 f x x( )′ = ⇒ =±0 1  
اکنون توجه کنید که

   
x

f x
f x
( )

( )

−∞ − − +∞
′ + − + − +

3 1 1 3
0 0

    

خارج از کشور ریاضی - 88 پس تابع f در چهار نقطه اکسترمم نسبی دارد. 

12149 اگر تابع f در نقطۀ c مش�تق پذیر باش�د، مش�تق آن در این ن9زگ -90  3
نقطه برابر صفر است، پس مشتق راست تابع نیز در این نقطه برابر صفر است. اگر 

تابع f در نقطۀ c مشتق پذیر نباشد، مشتق راست آن در این نقطه مثبت است.

خارج از کشور ریاضی 90  

12159 عبارات گزینه های )2( و )4( درس�ت هس�تند. همچنین ن9زگ -90  3
 ، f c( )′ =0 c موجود باشد، آن گاه  f در نقطۀ اکس�ترمم نس�بی  ′ می دانیم اگر 
پس گزینۀ )1( نیز عبارتی درست است. گزینۀ )3( نادرست است، زیرا هر نقطۀ 
. ریاضی - 90 f x x( )= 3 x=0 در  بحرانی لزوماً اکسترمم نسبی نیست، مانند 

12169 مشتق تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  1
x x x

x xxf x
x x x x x

( )
( )

× − +
− ++′ = = =−

+ +

2
2 22

2 2 2 2 2

2 1
1 12 1

1 1
، تابع مش�تق پذیر اس�ت،  f f ریش�ه ن�دارد و در همۀ نقاط دامنۀ  ′ پ�س تابع 
خارج از کشور ریاضی 90 بنابراین تابع f نقطۀ بحرانی ندارد. 

12179 x=−2 ن9زگ -90  ، f x x x x( ) ( )|( )( )|= − − +1 1 2 تاب�ع  در   3
 x=−2 ریش�ۀ س�اده عب�ارت داخ�ل قدرمطلق اس�ت، پ�س تاب�ع f در نقطۀ 

مشتق پذیر نیست. 
در x=1 نیز مش�تق تابع برابر صفر اس�ت و به همین دلی�ل این نقطه نیز جزء 

نقاط بحرانی تابع است. اکنون توجه کنید که

x x x x
f x

x x x x

f x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) (( ) ( ))

( )( ) ( ) ( )( ) ,

 − + − + ≥=
− − + − + <

′ ′= ⇒ − + =

− + + − = − + = ⇒ = −

2

2

2

2

1 2 1 2 0

1 2 1 2 0

0 1 2 0

2 1 2 1 1 3 3 0 1 1

x=−1 است. بنابراین پس نقطۀ بحرانی سوم، نقطه ای به طول 
  A B CÂºHodM óI£º :          ( , ) , ( , ) , ( , )− − −2 0 1 0 1 4

. ABCS “IŸUnH# ½k–I¤
×= × = =1 4 3 6

2 2
در نتیجه 

ت
ن

ت
ن

خارج از کشور ریاضی - 92  

12189 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر ه�ر س�ه گزین�ۀ )1(، )2( و )3( ن9زگ -90  4
نادرس�ت هس�تند. گزینۀ )4( درس�ت اس�ت، زیرا با توج�ه به اینک�ه تابع f در 
x تعریف شده است، در این نقطه مقدار تابع f در تعریف  c= همسایگی نقطۀ 

اکسترمم نسبی صدق می کند.

ریاضی - 88  

12199 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 f x x x x x x x( )= + − = − −3 3 32 3 3 3 2  

 x x x− ≤3 33 2 3 ، پس  x x x− ≤3 2 3 واضح است که برای هر x حقیقی 
. پس کمترین مقدار تابع برابر  f( )=0 0 . از ط�رف دیگر  f x( و در نتیج�ه 0≤(
ریاضی - 92 صفر است. 

12209 ش�یب خ�ط مماس بر نم�ودار تابع f در نقط�ۀ به طول x ن9زگ -90  4
. m f x x x( )′= =− + −2 4 f است. بنابراین 1 x( )′ برابر با 

f را به دست می آوریم: x( )′ بیشترین مقدار 

 m  m x x m′=′=− + → = ⇒ =02 4 2 3  
بنابراین خطی با شیب 3 مورد نظر است که در نقطه ای به طول 2 بر نمودار تابع 

f مماس شده است. معادلۀ این خط را می نویسیم:

 y f x y x( ) ( )− = − ⇒ − = −102 3 2 3 6
3

 

این خط محور y را در نقطه ای به طول صفر قطع می کند:

 x y  y= ⇒ − = − ⇒ =−10 80 0 6
3 3

 

خارج از کشور ریاضی - 97  



12219 . بنابراینن9زگ -90 a a( ) ( )+ − −2 1 1 طول پاره خط AB برابر است با   2
AB a a a= + − + = ⇒ =2 1 1 5 3

پس طول پاره خط BC برابر است با
BC a a a( ) ( )= − − + = − =5 2 2 1 3 3 6

12229 a از مبدأ مختصات برابر است بان9زگ -90 a( , )3 فاصلۀ نقطۀ   2

 a a a a a a( ) | |+ = + = = =2 2 2 2 23 3 4 2 6  

. a=±3 بنابراین 

12239 مختصات M را حساب می کنیم:ن9زگ -90  2

 A B A B
M M

x x y ym mx       y,
+ ++ − += = = =2 3 1
2 2 2 2

y است، پس  x+ − =2 3 1 0 چون M روی خط 

 
m m mm

m m

( ) ( )− + ++ − = ⇒− + + + − =

− =− ⇒ =

3 1 2 32 3 1 0 3 1 3 1 0
2 2 2

3 3 2
2

) است. , )−52
2

)، یعنی  , )+ − × +2 2 3 2 1
2 2

بنابراین M نقطۀ 

12249 1− ن9زگ -90 حاصل ضرب ش�یب های دو خط عم�ود بر هم برابر   4
است. در نتیجه

 k
k k k

k
( )

( )
− −

× =− ⇒ − = ⇒ =
53 1 3 5 2 15

2
 

12259 اگر رأس B قائمه باشد، آن گاه AB بر BC عمود است، ن9زگ -90  3
1− است: یعنی حاصل ضرب شیب های خط های AB و BC برابر 

 AB BC
am m
a

,− −= = =
− −

26 4 2 4
7 4 3 4 2

، نقطه های B و C بر هم منطبق می ش�وند که درس�ت  a=2 توجه کنید که اگر 

. به این ترتیب  BC
am +=2

2
a≠2 و در نتیجه  نیست. بنابراین 

 AB BC
am m a( )+× =− ⇒ =− ⇒ =−2 21 1 5

3 2
12269 ) و ن9زگ -90 , )−3 10 راه حل اول وس�ط پاره خط واصل نقطه های   4

) اس�ت. چ�ون نقط�ۀ  , )−6 4 )، یعن�ی  , )− − −3 9 10 2
2 2

) نقط�ۀ  , )− −9 2

m روی عمودمنصف پاره خط مورد نظر اس�ت، پس حاصل ضرب  m( , )−4 2 1

) می گذرد و شیب خطی  , )−6 4 m و  m( , )−4 2 1 شیب خطی که از نقطه های 

1− است: ) می گذرد برابر  , )− −9 2 ) و  , )−3 10 که از نقطه های 

 m m m
m m
− − + −× =− ⇒ × =− ⇒ =
+ − + +

2 1 4 10 2 2 5 11 2 1
4 6 3 9 4 6 2

P روی عمودمنص�ف پاره خط واصل  m m( , )−4 2 1 راه ح��ل دوم چون نقط�ۀ 
)B است، پس , )− −9 2 )A و  , )−3 10 نقاط 

فصل ششم

فصل دوم: آزمون ها

PA PB m m m m

m m m m

m m m m m m m m

m m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − − = + + − +

+ + − = + + +

+ + + − + = + + + + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 3 2 1 10 4 9 2 1 2

4 3 2 11 4 9 2 1

16 24 9 4 44 121 16 72 81 4 4 1

196 48
2

12279 − اس�ت. ش�یب خط ن9زگ -90 1
2

y برابر  x+ =2 ش�یب خ�ط 1  2

عمود بر این خط 2 اس�ت. پس معادلۀ خطی را که ش�یب آن 2 باش�د و از نقطۀ 
)  بگذرد می نویسیم: , )−1 2

 y x y x x y( )− = + ⇒ = + ⇒ − + =2 2 1 2 4 2 4 0  
فاصلۀ مبدأ مختصات از این خط، مطلوب مسئله است که برابر است با

 | |− +
=

+

0 0 4 4
4 1 5

 

12289 x ن9زگ -90 y+ + =6 8 1 0 شعاع دایره برابر فاصلۀ نقطۀ O از خط   4

. بنابراین مساحت دایره برابر است با  R
| |− +

= =
+

6 8 1 1
1036 64

است: 

 S R π=π =2
100

12299 چون مختصات نقطۀ A در معادلۀ خط داده ش�ده صدق ن9زگ -90  2
 BC نیس�ت. پس ی�ا معادلۀ AB و AD معادلۀ y x= −2 نمی کنن�د، پ�س 1
 y x= −2 )A تا خط 1 , )2 1 اس�ت یا DC. هر کدام که باشد، اگر فاصلۀ نقطۀ 

را حساب کنیم، طول ضلع مربع به دست می آید:

 x y a     

| |
,

− −
− − = = =

+

4 1 1 22 1 0
4 1 5

بنابراین مس�احت مرب�ع ABCD برابر 

. S a= =2 4
5

است با 

12309 رأس A روی هیچ کدام از خط های داده شده قرار ندارد، زیرا ن9زگ -90  3
مختصات آن در معادله های داده شده صدق نمی کنند. پس برای محاسبۀ طول و 

عرض مستطیل کافی است فاصلۀ A از دو خط داده شده را به دست آوریم:

 AB       AD
| | | |

,
+ − − −

= = = = =
+ +

4 6 5 3 8 25 71
5 516 9 9 16

. S= × =7 71
5 5

بنابراین مساحت مستطیل برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)158(

12319 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

 B A

C B

AB x x m m m

BC x x m m m

| | | ( )| | |

| | | | | |

= − = − − = +

= − = + − = +

2 1 1

3 1 2 1
 

بنابراین

 
m m

m m m
m m

| | | | | |
+ = ⇒ =+ − + = ⇒ + = ⇒
+ =− ⇒ =−

1 3 2
2 1 1 3 1 3

1 3 4
 

. −2 پس مجموع مقادیر ممکن برای m برابر است با 

12329 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
AB a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= − + + = ⇒ − + + =

− + + + + = ⇒ + + =

2 2 2 2

2 2 2

1 13 1 132 3 2 3
2 2 2 4

1 134 12 9 5 11 6 0
4 4

 

بنابراین مجموع مقدارهای ممکن a برابر است با مجموع جواب های این معادله، 

. توجه کنید که این معادله دو جواب دارد. −11
5

یعنی 

12339 راه حل اول در متوازی الاض�لاع قطرها یکدیگر را نصف ن9زگ -90  4
می کنند. بنابراین نقطۀ وسط پاره خط AC همان نقطۀ وسط پاره خط BD است. 

. در نتیجه y yx x( , ) ( , )
− + − +− + − −=

3 2 32 7 1
2 2 2 2

بنابراین 

 x x x       y y y,− + = − ⇒ = − + = − ⇒ =2 6 4 3 5 4
) است. , )4 4 یعنی C نقطۀ 

راه حل دوم در متوازی الاضلاع، ضلع های روبه رو موازی اند. پس

AB CD
y y y yAB CD m m
x x x x

x yx y y xy x x y

− − + − − + −
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− − + + − + +
− − + + =− + + − ⇒− + =

3 2 3 5 3
2 7 1 9 1

5 5 9 27 3 5 16



به همین ترتیب،

 
AD BC

y yAD BC m m
x x

y x y x y
x

− −− −⇒ = ⇒ =
− + − −

−
= ⇒ − = − ⇒ − =

−

23 3
2 1 7

2 26 42 12 2 2 6 20
7 2



 

 . y=4 x=4 و   به دست می آید 
x y
x y
− + =

 − =

5 16
6 20 از حل دس�تگاه معادلات 

) است. , )4 4 بنابراین C نقطۀ 
12349 ) ن9زگ -90 , )− −2 3 )  و  , )−1 6 شیب خط راستی که از نقطه های   1

. بنابراین ش�یب خط راس�تی که بر این خط  + =
− +
6 3 9
1 2

می گذرد برابر اس�ت با 

− است و از  1
9

. معادلۀ خط راستی که شیب آن  − 1
9

عمود است برابر است با 

) می گذرد به صورت زیر است: , )−0 5 نقطۀ 

 y x x y( ) ( )− − =− − ⇒ + + =15 0 9 45 0
9

 

12359 ش�یب خطی را که از نقطه های A و B می گذرد حس�اب ن9زگ -90  3

. پس ش�یب ارتفاع CH برابر 1−  B A
AB

B A

y y
m

x x
− −= = =
− − −

0 2 1
1 1

می کنیم 

. اکنون معادل�ۀ خطی را که از رأس C با ش�یب 1−  CH AB⊥ اس�ت، زی�را 
می گذرد می نویسیم:

 C CH Cy y m x x y x y x( ) ( )− = × − ⇒ + =− − ⇒ =− +1 3 2

12369 راه ح��ل اول می دانی�م عمودمنص�ف AB از وس�ط این ن9زگ -90  2
)M می گذرد. شیب خط گذرنده از A و B برابر 1  , )−1 3 پاره خط یعنی نقطۀ 

اس�ت، بنابراین ش�یب عمودمنصف برابر 1− اس�ت. در نتیجه معادلۀ این خط 
x است. y+ =2 y یا به طور ساده تر  x( )− =− +3 1 1 به صورت 

راه حل دوم می دانیم هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره خط از دو سر آن به یک 
 AB روی عمودمنصف پاره خط P x y( , ) فاصله اس�ت. فرض می کنیم نقط�ۀ 

باشد. در این صورت

PA PB x y x y

x y x y

x x y y x x y y

x y x y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − = − + −

+ + − = − + −

+ + + − + = − + + − +

+ = ⇒ + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 1 5

3 1 1 5

6 9 2 1 2 1 10 25

8 8 16 2

12379 ابتدا توجه کنید ش�یب خطی که BC روی آن قرار دارد، ن9زگ -90  1

2− اس�ت.  1 اس�ت، پس ش�یب خطی که AH روی آن قرار دارد برابر 
2

برابر 

بنابراین معادلۀ این خط به صورت زیر است:

A AH Ay y m x x

y x y x

( )

( )

− = −

− =− − ⇒ =− +2 2 1 2 4

بنابرای�ن برای پی�دا کردن مختصات نقطۀ H کافی اس�ت مح�ل تقاطع دو خط 
x را پیدا کنیم: y− + =2 4 1 0 y و  x=− +2 4

y x

y x

x y x x

x x y y

( )

( )

=− +

=− +


− + = → − − + + =

= ⇒ = ⇒ =− + ⇒ =

2 4

2 4

2 4 1 0 2 4 2 4 1 0

3 310 15 2 4 1
2 2

)  است.  , )3 1
2

پس H نقطۀ 

12389 با توجه به شکل زیر، اندازۀ AH را حساب می کنیم:ن9زگ -90  3

 AH
| |− + −

= = =
+

1 1 2 2 2
1 1 2

2 است. طول ضلع مربع را حساب می کنیم: 2 بنابراین طول قطر مربع برابر 

 a a a

a a

( )+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2

2 2 2 8

4 2
بنابراین محیط مربع برابر 8 است.
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12399 چون خط های داده ش�ده موازی اند، پس شیب های آن ها ن9زگ -90  4

. اگر دو طرف معادلۀ خط دوم  a=6 ، پس  a− =−3
2

برابر اس�ت، در نتیجه 

x درمی آید. چون فاصلۀ این دو  y k+ + =6 2 2 0 را در 2 ضرب کنیم، به شکل 

10 است، پس  خط 

 k  k k k
| | >+ += → = ⇒ =

+

0
2 2

2 6 2 610 10 7
406 2

 . a k+ =13 بنابراین 

12409 x ن9زگ -90 y− − =32 0
2

ابت�دا معادل�ۀ خ�ط دوم را به ص�ورت   1

x روی خط مورد نظر باش�د.  y( , )0 0 می نویس�یم. اکنون فرض می کنیم نقطۀ 

فاصلۀ این نقطه از دو خط باید برابر باشد

 

x yx y
x y x y

x y x y

x y x y x y

¡ ¡ ). —( . .

| || |
| | | |

− −− +
= ⇒ − + = − −

+ +
 − + = − − ⇒ =−

 − + =− + + ⇒ − − =

0 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

322 1 32 2 1 2
24 1 4 1

3 32 1 2 1
2 2

3 12 1 2 4 2 0
2 2

 

پس مختصات تمام نقطه هایی که از دو خط داده ش�ده به یک فاصله باش�ند، در 

x ص�دق می کنن�د، یعن�ی معادل�ۀ خ�ط م�ورد نظ�ر  y− − =14 2 0
2

معادل�ۀ 

x است. y− − =14 2 0
2

12419 با توجه به شکل مقابل واضح ن9زگ -90  4
. بنابراین  AB AC= =3 =Â و  090 اس�ت ک�ه 

مثلث ABC قائم الزاویۀ متساوی الساقین است.

12429 چ�ون خط های MN و BC موازی هس�تند، پس ش�یب ن9زگ -90  1
آن ها برابر است. شیب خط MN را به دست می آوریم:

 M N
MN

M N

y y
m

x x
− − −= = =
− − −

1 4 5
2 5 7

5 می گذرد می نویسیم:
7

)P با شیب  , )− −3 4 معادلۀ خطی را که از نقطۀ 

 y x y x( )+ = + ⇒ = −54 3 7 5 13
7

پ�س معادلۀ خط�ی ک�ه BC روی آن قرار 
y است. x= −7 5 13 دارد، 

12439 مختصات نقطۀ M وسط ضلع AC را حساب می کنیم:ن9زگ -90  3

 A C A C
M M

x x y y
x       y,

+ ++ −= = = = = =4 2 1 13 0
2 2 2 2

بنابراین طول میانۀ BM برابر است با
 BM m m( ) ( ) ( )= − + − − = − +2 2 23 2 0 3 4

، پس BM=2 چون 
 m m m m( ) ( ) ( )− + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 23 4 2 3 4 4 3 0 3

12449 x عمود است، پس ن9زگ -90 ay− =7 x بر خط  y+ =3 4 خط   2
1− است: حاصل ضرب شیب این خط ها 

 a
a

− × =− ⇒ =13 1 3  

bx عمود اس�ت، پ�س حاصل ضرب  y+ =−2 5 x بر خ�ط  y− =3 7 خ�ط 
1− است: شیب این خط ها نیز 

 b b( )× − =− ⇒ =1 1 6
3 2

 

. a b+ =9 بنابراین 

12459 ′AA باشد، آن گاه ن9زگ -90 اگر نقطۀ H وسط پاره خط   1

 H Hx y,− += =− = =1 3 2 41 3
2 2

 

y صدق  ax b= + ب�ا توجه به ش�کل زیر مختص�ات نقطۀ H در معادل�ۀ خط 
می کنند. پس

 a b b a( )= − + ⇒ = +3 1 3
 ، a می گذرد، برابر A′ از ط�رف دیگ�ر عکس و قرینۀ  ش�یب خطی ک�ه از A و 

y است، پس ax b= + شیب خط 

 A A
AA

A A

y y
m a

x x ( )
′

′
′

− −= = =− ⇒ =
− − −

2 4 1 2
1 3 2

 . ab=10 b=5 و در نتیجه  بنابراین 

12469 ابتدا طول ضلع های مثلث ABC را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

 AB AC

BC

  ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

= − + − − = = − − + − =

= − − + + =

2 2 2 2

2 2

5 1 5 3 80 1 1 2 3 5

1 5 2 5 85

BC بی�ن طول ضلع ه�ای مثلث  AB AC= +2 2 2 واضح اس�ت که تس�اوی 
برقرار است، پس مثلث قائم الزاویه است و مساحت آن برابر است با

 AB AC× = × =1 1 80 5 10
2 2

12479 x ن9زگ -90 y− − =2 1 x و 0 y k− + =2 ابتدا خط ها را به صورت 0  3
′AH باشد، آن گاه A از دو خط به ترتیب برابر AH و  می نویسیم. اکنون اگر فاصلۀ 

 

k k k k k
AH AH

k k k
AH AH k k

k k k

      

| | | | | | | |
,

| | | |

+ + + + − +′= = = =
+ +

+ = + ⇒ =
′= ⇒ + = + ⇒

+ =− − ⇒ =−

2 1 3 1 2 1 1
4 1 5 1 4 5

3 1 2 2 1
2 3 1 2 1 33 1 2 2

5
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12489 ) نیز ن9زگ -90 , )2 0 ) و  , )0 1 خط راس�ت گذرنده از B و C از نقاط   2

y است.طول  x+ − =2 2 y یا 0 x( )−− = −
−

0 10 2
2 0

می گذرد. بنابراین معادلۀ آن 

. | |× −
= =

+2 2

2 4 2 6 6 5
552 1

ارتفاع وارد بر BC برابر با فاصلۀ A از BC است:

 . × × =1 6 5 12 54
2 5 5

بنابراین مساحت مثلث ABC برابر است با 

12499 طول ضلع BC برابر است با ن9زگ -90  2
 BC ( ) ( )= − + − =2 25 3 4 3 5  

y ی�ا  x( )−− = −
−

4 33 3
5 3

معادل�ۀ خ�ط گذرن�ده از نق�اط B و C به ص�ورت 

y اس�ت. بنابرای�ن طول ارتفاع وارد ب�ر BC یا همان فاصلۀ A از  x− − =2 3 0

. بنابراین  | ( ) ( ) |− − −
=

+

2 1 7 3 6
4 1 5

خ�ط گذرنده از نقاط B و C برابر اس�ت با 

. × =6 5 6
5

مساحت متوازی الاضلاع برابر است با 

12509 و ن9زگ -90  x y+ + =3 4 6 0 م�وازی  خط ه�ای  فاصل�ۀ   4

. در نتیجه، چون مس�احت  | |+
=

+2 2

6 6 12
53 4

x برابر اس�ت با  y+ − =3 4 6 0

مستطیل 12 است، پس طول ضلع دیگرش برابر با 5 است. بنابراین طول ضلع 
بزرگ تر این مستطیل برابر 5 است.

12519 همان گونه که در شکل مقابل ن9زگ -90  3
دی�ده می ش�ود، س�طح مقط�ع حاصل ی�ک مربع 

است.

12529 جس�م حاصل از دو نیم کره ن9زگ -90  3
هر یک به شعاع 3 درست شده است. بنابراین حجم 

. ( )( )× π× = π31 42 3 36
2 3

آن برابر است با 

12539 جس�م حاصل استوانه ای به ش�عاع قاعدۀ 12 و ارتفاع 4 ن9زگ -90  1
اس�ت که اس�توانه ای به ش�عاع قاع�دۀ 2 و ارتفاع 4 از آن حذف ش�ده اس�ت. 

. π× × −π× × = π2 212 4 2 4 560 بنابراین حجم آن برابر است با 
12549 از دوران هر نیم دایره حول خط d یک کره ایجاد می شود. ن9زگ -90  3

پس شکل ایجاد شده فضای بین دو کره است.
12559 جسم مورد نظر از دو استوانه درست شده است. یکی به ن9زگ -90  4

شعاع قاعدۀ 8 و ارتفاع 4 و دیگری به شعاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 6. بنابراین حجم 
. π× × +π× × = π2 28 4 4 6 352 مورد نظر برابر است با 

12569 ابتدا به کمک قضیۀ فیثاغورس ش�عاع ربع دایره را تعیین ن9زگ -90  2
می کنیم: 

 r r= + ⇒ =2 2 25 3 4  
جس�م حاصل نیم کره ای به ش�عاع 4 اس�ت که  مخروطی به ش�عاع قاعدۀ 4 و 

ارتفاع 3 از آن جدا شده است. بنابراین حجم این جسم برابر است با 

 ( ) π× × ππ× − =
231 4 4 3 804

2 3 3 3

12579 به ش�کل زیر توجه کنی�د. برای به دس�ت آوردن FD از ن9زگ -90  3
قضیۀ فیثاغورس استفاده می کنیم:

 FD FH DH FD= − ⇒ = − =2 2 2 25 9 4  
بنابراین جس�م مورد نظر از یک اس�توانه به ش�عاع قاعدۀ 8 و ارتفاع 3 و از یک 
مخروط به شعاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 4 درست شده است. بنابراین حجم مورد نظر 

.  π× ×π× × + = π
22 3 48 3 204

3
برابر است با 

12589 جس�م حاصل اس�توانه ای به ش�عاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 3 ن9زگ -90  1
است که مخروطی به شعاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 3 به آن اضافه شده است. بنابراین 

.  π× ×π× × + = π
22 4 34 3 64

3
حجم جسم حاصل برابر است با 

12599 به ش�کل زیر توج�ه کنید. برای به دس�ت آوردن HC از ن9زگ -90  2
قضیۀ فیثاغورس استفاده می کنیم:

 HC BC BH HC= − ⇒ = − =2 2 2 25 16 3  
بنابراین جسم حاصل استوانه ای به شعاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 5 است که مخروطی 
به ش�عاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 3 از آن جدا ش�ده است. بنابراین حجم حاصل برابر 

.  π× ×π× × − = π
22 4 34 5 64

3
است با 
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12609 جس�م حاصل از دو مخروط به هم چسبیده درست شده ن9زگ -90  3
 ABC مثلث BC اس�ت. شعاع قاعدۀ هر دو مخروط برابر ارتفاع وارد بر ضلع
. اکنون  x y BC+ = =6 اس�ت. اگر ارتفاع های آن ها برابر x و y باشد، آن گاه 

توجه کنید که

ABCS h BC h h= ⇒ × = ⇒ × = ⇒ =1 112 12 6 12 4
2 2

بنابراین حجم مورد نظر برابر است با
h yh x h x y( )
ππ π π× ×+ = + = = π

22 2 24 6 32
3 3 3 3

12619 نقط�ۀ ن9زگ -90 یعن�ی   ، FF′ پاره خ�ط  وس�ط  بیض�ی  مرک�ز   2

 .  ( , )6 1 ) است، که می شود نقطۀ  , )+ −6 6 4 2
2 2

12629 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  4
برابر 2a است. بنابراین

a PF PF ( ) ( ) ( ) ( )′= + = − + + − + − − + −

= + =

2 2 2 22 6 6 5 0 6 6 5 0

5 13 18
پس طول قطر بزرگ بیضی برابر 18 است.

12639 راه حل اول طبق فرض،ن9زگ -90  2

 a a b b     ,= ⇒ = = ⇒ =32 6 3 2 3
2

 

بنابراین

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 29 3 39
4 2

 

 . c=2 3 3 به این ترتیب، فاصلۀ کانونی بیضی برابر است با 
نتیج�ه  در   . a b c= +2 2 24 4 4 پ�س   ، a b c= +2 2 2 دوم چ�ون  راه ح��ل 

. پس a b c( ) ( ) ( )= +2 2 22 2 2

 c c c( ) ( )= + ⇒ = ⇒ =2 2 2 26 3 2 2 27 2 3 3  
12649 . طول ن9زگ -90 c=3 ، پس  c FF′= =2 6 ابت�دا توجه کنید ک�ه   3

. بنابراین a=5 ، یعنی  a=2 10 قطر بزرگ بیضی برابر 2a است، پس 
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 9 4  

 . b=2 8 در نتیجه، طول قطر کوچک بیضی برابر است با 
12659 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 PFF PF PF FF a cW±X¶ ‰Ãd¶ ( )′ ′ ′= + + = +2 2

. اکنون توجه کنید که b OB= =4 a و  OA′= =5 از طرف دیگر 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 25 4 3

 . a c+ =2 2 16 ′PFF برابر است با  بنابراین محیط مثلث 

12669 ) ن9زگ -90 , )−2 0 y با محور x نقطۀ  x= +2 4 محل برخورد خط   3
. محل برخورد خط  c OF= =2 ) است. در نتیجه  , )−2 0 است. پس F نقطۀ 
. اکنون توجه  b OB= =4 )  اس�ت، پس  , )0 4 y ب�ا محور y نقطۀ  x= +2 4

کنید که
 a b c a= + = ⇒ =2 2 2 20 2 5  
 . a=2 4 5 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی برابر است با 

12679 نتیج�ه ن9زگ -90 در  و   c FO F O′= = =2 ک�ه  کنی�د  توج�ه   3

. c
a
=2

5
. بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با  a AO= = + =3 2 5

12689 راه ح��ل اول ط�ول قطر ب�زرگ بیض�ی برابر 2a اس�ت. ن9زگ -90  2

 c
a

. از طرف دیگر، خروج از مرکز بیضی برابر  a=8 ، پ�س  a=2 16 بنابرای�ن 

است. بنابراین

 c c c
a
= ⇒ = ⇒ =1 1 4

2 8 2
 

اکنون توجه کنید که
 a b c b b b= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 264 16 48 4 3  

 . 8 3 طول قطر کوچک بیضی برابر 2b است، پس برابر است با 

، پس e=1
2

a=8 و  راه حل دوم چون 

b b be b b
a

( )= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 22 21 11 1 1 48 4 3

2 64 4 64
. b=2 8 3 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

12699 ، پس ن9زگ -90 b=2 18 c و چ�ون  OF= =12 توج�ه کنی�د که   3
. بنابراین b=9

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 2 29 12 225 15

 . c
a
= =12 4

15 5
در نتیجه خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12709 B ب�ه ترتی�ب مح�ل برخ�ورد خ�ط ن9زگ -90 ′F و  نقطه ه�ای   1

 B و ( , )1 0
2

′F نقطۀ  y ب�ا مح�ور x و محور y هس�تند. بنابرای�ن  x=− +2 1

. بنابراین c OF′= =1
2

b و  OB= =1 ) است. در نتیجه  , )0 1 نقطۀ 

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 1 5 51
4 4 2

 . c
a
= =

1
52

55
2

در نتیجه خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12719 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  2
. a=5 ، پس  a PF PF′= + =2 10 برابر 2a است. بنابراین 

فاصلۀ هر س�ر قط�ر کوچک بیضی تا هر یک از کانون های بیضی برابر a اس�ت. 
. B F a′ ′= =5 پس 

12729 پ�س ن9زگ -90 اس�ت،   2a براب�ر  بیض�ی  ب�زرگ  قط�ر  ط�ول   3
. از ط�رف دیگ�ر، مجم�وع فاصله ه�ای ه�ر نقط�ه از بیضی تا  a AA′= =2 8
 . MF MF NF NF a′ ′+ = + = =2 8 کانون های بیضی برابر 2a است. در نتیجه 

 . + =8 8 16 FMF برابر است با  N′ بنابراین محیط چهار ضلعی 
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12739 ، ن9زگ -90 c=2 8 . بنابراین  c2 فاصلۀ کانونی بیضی برابر است با   3
 ، b=2 4 . بنابراین  b2 . ط�ول قطر کوچک بیضی برابر اس�ت ب�ا  c=4 یعن�ی 

. اکنون توجه کنید که b=2 یعنی 
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 4 16 20 2 5
 . 4 5 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی مورد نظر برابر است با 

12749 طول قطر بزرگ و طول قطر کوچک بیضی به ترتیب برابر ن9زگ -90  3
b2 هستند. بنابراین a2 و 

 a a       b b,= ⇒ = = ⇒ =2 12 6 2 10 5
اکنون توجه کنید که

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 5 11
، در نتیجه کانون های بیضی  OF c′= = 11 بنابراین 

)   هستند. , )−0 11 )   و  , )0 11 نقطه های 

12759 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  1
. a=13  ، a PF PF′= + =2 26 برابر 2a است. بنابراین 

. اکنون توجه کنید که b=12 ، پس  b BB′= =2 24 همین طور، 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 213 12 5  

 . AF a c= − = − =13 5 8 در نتیجه 
12769 ′FF می گذرد و ن9زگ -90 توجه کنید که محور x از وسط پاره خط   3

′BB قطر کوچک بیضی مورد نظر است. در نتیجه  بر آن عمود است. بنابراین 
′BFF بنابر  . اکن�ون توج�ه کنید ک�ه در مثلث قائم الزاوی�ۀ  BF BF a′= =

قضیۀ فیثاغورس،
BF BF FF a a a a′ ′+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 28 2 64 4 2

. a=2 8 2 بنابراین طول قطر بزرگ بیضی مورد نظر برابر است با 
12779 از ش�رط های مس�ئله نتیج�ه می ش�ود ک�ه قطر ب�زرگ و ن9زگ -90  3

. از  b= 13 قطر کوچ�ک بیضی روی محورهای مختصات هس�تند. بنابراین 
 2a طرف دیگ�ر، مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی برابر

 . a=7 ، پس  a PF PF′= + =2 14 است. بنابراین 
اکنون توجه کنید که

 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 249 13 6  

 . c
a
=6

7
بنابراین، خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12789 ′FF است، پس قطر کوچک ن9زگ -90 چون محور y عمودمنصف   1
. مجم�وع فاصله های هر  b OB= =3 بیض�ی روی مح�ور y اس�ت. در نتیجه 

a2 است. بنابراین نقطه از بیضی تا کانون های بیضی برابر با 
 a PF PF a′= + = ⇒ =2 18 9

در نتیجه 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 29 3 6 2

. c
a
= =6 2 2 2

9 3
بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12799 ، پس ن9زگ -90 b=2 12 =ac و 
2

، پ�س  c
a
=1

2
توج�ه کنی�د که   1

، بنابراین b=6
 aa b c a a= + ⇒ = + ⇒ =

22 2 2 2 36 4 3
4

. مجموع فاصله ه�ای هر نقطه از بیضی ت�ا کانون های  ac= =2 3
2

بنابرای�ن 

a2 است. بنابراین بیضی برابر 
PFF PF PF FF a cW±X¶ ‰Ãd¶′ ′ ′= + + = + =2 2 12 3

12809 . از ن9زگ -90 FF c′= =2 10 ، پس  c OF= =5 توج�ه کنید ک�ه   3
طرف دیگر، مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی برابر است 

. اکنون توجه کنید که PF PF a′+ =2 . در نتیجه  a2 با 
 PFF PF PF FF a aW±X¶ ‰Ãd¶ ( )′ ′ ′= + + ⇒ = + ⇒ =24 2 10 7

 . c
a
=5

7
در نتیجه، خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12819 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  1
برابر 2a است. بنابراین

 a KF KF a′= + = + = ⇒ =2 13 7 20 10
از ط�رف دیگر، فاصلۀ هر یک از دو س�ر قطر کوچ�ک بیضی تا کانون های بیضی 

 . BF′=10 برابر a است، پس 

12829 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  1
a2 است. بنابراین برابر 

 a PF PF  ′= + = + =2 8 3 11
، پس A F AF′ ′= =4 AA و  a′=2 از طرف دیگر 

 FF AA AF A F′ ′ ′ ′= − − = − − =11 4 4 3  

12839 . از طرف ن9زگ -90 a=5 ، پس  a AA′= =2 10 توجه کنی�د که   2
a2 است. بنابراین دیگر، مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی برابر 

 PF PF a PF PF′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =2 4 10 6
 PFF′ اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

 PF FF PF FF FF′ ′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 216 36 2 5

12849 مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی تا کانون های بیضی ن9زگ -90  2
. a=8 ، پس  a PF PF′= + = + =2 11 5 16 a2 است. بنابراین  برابر 

اگر O مرکز بیضی باشد، آن گاه
 AO AF FO a c c c= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 8 2 6

اکنون توجه کنید که
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 264 36 2 7

. b=2 4 7 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 
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12859 ، یعنی ن9زگ -90 a=2 20 ، پ�س  BF BF a′= = توج�ه کنید که   1
. اکنون توجه  c OF OA F A′ ′ ′ ′= = − = − =10 4 6 . از ط�رف دیگر،  a=10

کنید که
 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 36 8  

 . b=2 16 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

12869 توجه کنید کهن9زگ -90  1
a AA a b BB b      ,′ ′= = ⇒ = = = ⇒ =2 8 4 2 6 3

از طرف دیگر،
a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 24 3 7

. OF c
BF a

cos ′α= = =
′

7
4

 ، BOF′ بنابراین، در مثلث قائم الزاویۀ 

12879 راه ح��ل اول مجم�وع فاصله های ه�ر نقط�ه از بیضی تا ن9زگ -90  3
. بنابراین FF c′=2 a2 است. همچنین،  کانون های بیضی برابر 

PFF PF PF FF a c

a c a c

W±X¶ ôÃd¶ ( )

( )

′ ′ ′= + + = +

= + ⇒ + =

2 2

18 2 9
O مرکز بیضی باشد، آن گاه از طرف دیگر، اگر 

A O A F F O a c a c′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ − =4 4
اکنون توجه کنید که

a b c b a c a c a c b( )( )= + ⇒ = − = − + = ⇒ =2 2 2 2 2 2 36 6
. b=2 12 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 

AF استفاده می کنیم.  a c′= + راه حل دوم برای به دس�ت آوردن b، از رابطۀ 
توجه کنید که 

 a c

a AA AF F A a

a c+ =

′ ′ ′ ′= = + ⇒ = + =

= → =9

2 2 9 4 13

13 5
2 2

 

. b=2 12 ، پس  b ( ) ( )= − =2 213 5 6
2 2

بنابراین 

12889 ، ن9زگ -90 a
b
=13

12
، پس  a

b
=2 13

2 12
راه حل اول بنابر فرض مسئله   2

. بنابراین b a=12
13

یعنی 

 
a b c a c a a c

ca c e
a

( )= + = + ⇒ − =

= ⇒ = =

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

12 144
13 169

25 5
169 13

 ، b
a
=12

13
، پس  a

b
=2 13

2 12
c و چون  be

a a
( )= = − 21 راه حل دوم می دانیم 

بنابراین 

 be
a

( ) ( ) −= − = − = =2 212 169 144 51 1
13 169 13

 

12899 B ب�ه ترتی�ب مح�ل برخ�ورد خ�ط ن9زگ -90 A و  نقطه ه�ای   4
 ( , )−3 0 A نقطۀ  y هس�تند. بنابراین  x و محور  x با محور  y− + =2 3 6 0

. در نتیجه b OB= =2 a و  OA= =3 ) است. بنابراین  , )0 2 B نقطۀ  و 

a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 23 2 5

. c
a
= 5

3
بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با 

12909 =ac و ن9زگ -90
3

، پ�س  c
a
=1

3
راه ح��ل اول توج�ه کنی�د ک�ه   3

. بنابراین  b=4 ، پس  b=2 8
aa b c a a= + ⇒ = + ⇒ =

22 2 2 2 16 3 2
9

. مجم�وع فاصله ه�ای هر نقط�ه از بیضی ت�ا کانون های  ac= = 2
3

بنابرای�ن 

a2 است. بنابراین بیضی برابر 
PFF PF PF FF a cW±X¶ ôÃd¶′ ′ ′= + + = + =2 2 8 2

be استفاده می کنیم:
a

( )= − 21 راه حل دوم برای به دست آوردن a و c از 

 a
a a a

= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 2 2

1 16 1 16 8 161 1 3 2
3 9 9

 

. c= 2 ، پس  c
a
=1

3
از طرفی 

12919 r ن9زگ -90 ) و شعاعش  , )α β معادلۀ دایره ای که مرکزش نقطۀ   2

x اس�ت. بنابرای�ن معادل�ۀ دایرۀ  y r( ) ( )−α + −β =2 2 2  اس�ت به ص�ورت 

x است. y( ) ( )+ + − =2 21 3 5 مورد  نظر 

12929 x برابر ن9زگ -90 y ax by c+ + + + =2 2 0 اندازۀ ش�عاع دای�رۀ   3

. r ( ) ( )= + − − − =2 21 52 3 4 3
2 2

. بنابراین  a b c+ −2 21 4
2

است با 

12939 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

x y k x y k

kx y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + + = + ⇒ − + + = +

+− + + =

2 2 2 2

2 2

1 32 1 2 3 1 4 4 1
2 2

1 3 1
2 2 4

k+1 است. پس
4

بنابراین شعاع دایره برابر 

k k k k+ += ⇒ = ⇒ + = ⇒ =1 15 25 1 100 99
4 4

12949 ) و ن9زگ -90 , )−1 3 ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر فاصلۀ نقطه های   4

. به ای�ن ترتیب، چون  r ( ) ( )= + + − =2 22 1 5 3 13 ) اس�ت، پس  , )2 5

) است، معادله اش به صورت زیر است: , )−1 3 مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

 x y x y x y( ) ( )+ + − = ⇒ + + − − =2 2 2 21 3 13 2 6 3 0

12959 x معادل�ۀ یک ن9زگ -90 y ax by c+ + + + =2 2 0 ب�رای اینک�ه   3

، بنابراین  k + > ×2 22 4 3 ، در نتیجه باید  a b c+ − >2 2 4 0 دایره باش�د باید 
 . k| |>2 2 k و در نتیجه  >2 8

12969 مختصات نقاط داده شده را در معادلۀ دایره قرار می دهیم:ن9زگ -90  3
A     ( , ): ,− + − − =− <2 2 4 4 8 12 12 0      B     ( , ): + − + =4 0 16 0 16 0 0
C     ( , ): ,+ − + = >3 1 9 1 12 6 4 0      D     ( , ):− + − − =− <1 2 1 4 4 12 11 0

C بیرون دایره است. B روی دایره و  D درون دایره ،  A و  بنابراین 
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12979 )O از نقط�ۀ ن9زگ -90 , )−1 2 ش�عاع دای�ره براب�ر فاصل�ۀ نقط�ۀ   2

. پس  r OA ( ) ( )= = − + − + =2 23 1 2 2 2 )A اس�ت، در نتیج�ه  , )−3 2

x اس�ت. مختص�ات نق�اط  y( ) ( )− + + =2 21 2 4 معادل�ۀ دای�ره به ص�ورت 
مشترک این دایره با محورهای مختصات به صورت زیر به دست می آیند:

 
x y y y

y x x x

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =− ±

= ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

0 1 2 4 2 3 2 3

0 1 4 4 1 0 1

سه نقطۀ مشترک عبارت اند از:
      ( , ), ( , ) , ( , )− + − −0 2 3 0 2 3 1 0

12989 ، ن9زگ -90 O( , )− −4 2
2 2

راه حل اول مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ   1

)O اس�ت. اگر دایره بر خطی مماس باش�د، ش�عاعش برابر با  , )− −2 1 یعن�ی 
 y− =1 0 ) از خط  , )− −2 1 فاصل�ۀ مرک�ز دایره از این خط اس�ت. فاصلۀ نقطۀ 

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  ش�عاع  اس�ت.   | |− −
=

1 1 2
1

براب�ر 

. در نتیجه k k+ − = −2 21 14 2 4 20 4
2 2

k k k− = ⇒ − = ⇒ =1 20 4 2 20 4 4 1
2

راه حل دوم چون خط y=1 بر دایره مماس است، اگر در معادلۀ دایره قرار دهیم 
، باید معادله ریشۀ مضاعف داشته باشد، پس  y=1

 k k+ = ⇒ =3 4 1

12999 ) اس�ت. بنابراین شیب ن9زگ -90 , )1 2 مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ   4

) می گ�ذرد )یعنی خطی که ش�عاع نظیر نقطۀ  , )3 5 خط�ی ک�ه از مرکز و نقطۀ 

. چون خط مماس بر دایره،  − =
−

5 2 3
3 1 2

) روی آن قرار دارد( برابر است با  , )3 5

در نقطۀ تماس بر شعاع عمود است، پس اگر شیب خط مماس m باشد، 

 m m× =− ⇒ =−3 21
2 3

 ( , )3 5 − اس�ت، از نقطۀ  2
3

بنابرای�ن خ�ط مماس خطی اس�ت که ش�یب آن 

می گذرد و معادلۀ آن به صورت زیر است:

 y x x y( )− =− − ⇒ + =25 3 2 3 21
3

13009 x مرکز ن9زگ -90 y y+ + =2 2 4 5 ابتدا توجه کنید ک�ه در دایرۀ   1

)O و شعاع برابر است با , )−0 2 ، یعنی  O( , )− 40
2

نقطۀ 

 r ( )= + − − = + =2 21 10 4 4 5 16 20 3
2 2

 

O و شعاع برابر  ( , )′ −2 1 x مرکز نقطۀ  y( ) ( )− + + =2 22 1 9 همچنین در دایرۀ 

 ، OO ( ) ( )′= − + − + = + =2 2 2 22 0 1 2 2 1 5 r′=3 اس�ت. بنابراین 

r و در نتیج�ه دو  r OO r r′ ′ ′− < < + . پ�س  r r′− =0 r و  r′+ = + =3 3 6
دایره متقاطع اند.

13019 x ن9زگ -90 y( ) ( )− + − =2 2 22 1 2 معادلۀ دایرۀ مورد نظر به صورت   1
است که به صورت زیر نیز نوشته می شود:

x x y y x y x y− + + − + = ⇒ + − − + =2 2 2 24 4 2 1 4 4 2 1 0

13029 ابت�دا دو ط�رف معادلۀ دای�ره را بر 2 تقس�یم می کنیم تا ن9زگ -90  1

x نوش�ته  ش�ود. بنابراین مرکز این دایره  y x y+ + − − =2 2 32 3 0
4

به صورت 

) است و شعاعش برابر است با  , )− 31
2

) یعنی  , )−− −2 3
2 2

نقطۀ 

( ) ( )+ − − − =2 21 32 3 4 2
2 4

13039 a است. بنابراین ن9زگ -90 b( , )− −
2

مرکز دایره نقطۀ   4

 a a      b b,− = ⇒ =− − =− ⇒ =2 4 4 4
2

x اس�ت و ش�عاع آن برابر  y x y+ − + =2 2 4 8 5 پس معادلۀ دایره به صورت 

. r ( ) ( )= − + − − =2 21 4 8 4 5 5
2

است با 

13049 xy وجود ندارد. بنابراین ن9زگ -90 در معادلۀ دایره جملۀ ش�امل   4
. از طرف دیگر، در معادلۀ دایره  a b+ =0 xy باید صفر باش�د، پ�س  ضریب 

y2 برابر 1 است. اگر طرفین معادلۀ داده شده  x2 و  ضریب جمله های شامل 

a به دست می آید.  bx y x−+ + − =2 22 2 5 0
6 3 6

را بر 6 تقس�یم کنیم، معادلۀ 

. اکنون توجه کنید که a b− =2 6 ، یعنی  a b− =2 1
6

بنابراین 

a b
a b a b

a b
,

+ = ⇒ = =− ⇒ − =
− =

0
2 2 4

2 6

13059 معادل�ۀ ن9زگ -90 اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   1
بای�د  باش�د،  دای�ره  ی�ک  ب�ه  مرب�وط   x y x y a+ + − + =2 2 4 2 0

A را در   ( , )−1 2 . اکنون اگر مختصات نقطۀ  a<5 ، پس  a( )+ − >2 24 2 4
عبارت سمت چپ معادلۀ دایره قرار دهیم، باید حاصل، عددی مثبت شود:

x   yx y x y a a a,=− =+ + − + > → + − − + > ⇒ >1 22 2 4 2 0 1 4 4 4 0 3
. a< <3 5 بنابراین 

13069 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1
نقط�ۀ A بی�رون دای�ره ق�رار دارد. مطابق 
A از دایره  ش�کل، کمتری�ن فاصلۀ نقط�ۀ 

AB است. بنابراین مربوط به پاره خط 
OB rOA AB( ) ( ) = == − + + = = → = −22 23 1 4 2 40 2 10 2 10 2

13079 پ�س ن9زگ -90  ، AB=4 3 زی�ر  ش�کل  نمادگ�ذاری  ب�ا   3
. از  r OH AH ( )= + = + =2 2 2 22 2 3 4 AH=2 و در نتیج�ه  3

k+3 است. پس 1 طرف دیگر شعاع دایره برابر 
r k k= + = ⇒ =3 1 4 5



)165(

13089 )، ن9زگ -90 , )− −4 2
2 2

راه ح��ل اول مرک�ز دایرۀ مورد نظ�ر نقطۀ   1

) است. اگر دایره بر خطی مماس باشد، شعاعش برابر با فاصلۀ  , )− −2 1 یعنی 

x=−4 برابر 2  ) از خط  , )− −2 1 مرکز دایره از این خط اس�ت. فاصل�ۀ نقطۀ 

 . k k+ − = −2 21 14 2 4 20 4
2 2

اس�ت و شعاع دایرۀ مورد نظر برابر است با 

در نتیجه 

 k k k− = ⇒ − = ⇒ =1 20 4 2 20 4 4 1
2

، معادله باید ریش�ۀ  x=−4 راه ح��ل دوم اگ�ر در معادل�ۀ دایره ق�رار دهی�م 
y ریشۀ مضاعف دارد. در  y k+ + =2 2 0 مضاعف داش�ته باش�د، پس معادلۀ 

. k=1 نتیجه 

13099 روب�ه رو ن9زگ -90 ش�کل  روی  از   1
معلوم اس�ت ک�ه مرکز دای�رۀ مورد نظ�ر نقطۀ 

) است. , )−3 3

13109 اگر دو دایره مماس بیرونی باشند، طول خط المرکزین آن ها ن9زگ -90  3
 ( , )−2 7 ) و  , )−3 5 برابر مجموع شعاع های آن هاست. مرکز دایره ها نقطه های 

 . r ( ) ( )+ = + + − − =2 27 3 2 5 7 13 r است. بنابراین  و ش�عاع آن ها ۷ و 
 . r=6 پس 

13119 )، یعنی نقطۀ ن9زگ -90 , )−− −6 2
2 2

مرک�ز دایرۀ مورد نظر نقط�ۀ   1

) اس�ت. قطر م�ورد نظر از مب�دأ می گذرد، پس معادل�ه اش به صورت  , )−3 1
) روی این قطر اس�ت،  , )−3 1 y اس�ت و چون مرکز دایره، یعنی نقطۀ  mx=

. بنابرای�ن معادل�ۀ ای�ن قطر ب�ه صورت  m=− 1
3

، یعن�ی  m( )− =1 3 پ�س 

y است. x+ =3 0 ، یعنی  y x=− 1
3

13129 شعاع دایرۀ مورد نظر برابر است بان9زگ -90  4

 a a a( ) ( )+ − − = +2 2 21 12 4 9 5 36
2 2

در نتیجه

a a a a a+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 21 95 36 5 36 9 5 36 81 9 3
2 2

x است که مرکز آن  y x y+ + + − =2 2 3 6 9 0 بنابراین معادلۀ دایره به صورت 

) است. , )− −3 3
2

)، یعنی نقطۀ  , )− −3 6
2 2

نقطۀ 

13139 y2 برابر ن9زگ -90 x2 و  در معادلۀ گس�تردۀ دایره بای�د ضرایب   3
باشند. پس

a a a= + ⇒ =−2 1 1
بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:

x y x y x y x y− − − + =− ⇒ + + − − =2 2 2 21 1 0
پس شعاع دایرۀ برابر است با 

r ( ) ( )= + − − − = + + =2 21 1 61 1 4 1 1 1 4
2 2 2

13149 مرک�ز دایره وس�ط پاره خط بین دو س�ر قطر اس�ت. مرکز ن9زگ -90  4

) اس�ت. اگر سر دیگر قطر  , )4 2 )، یعنی  , )− −− −8 4
2 2

دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

)yx است. بنابراین , )
+− 23

2 2
x باشد، وسط این قطر نقطۀ  y( , ) مورد نظر نقطۀ 

y yx x      ( , ) ( , ) ,
+ +− −= ⇒ = =

2 23 34 2 4 2
2 2 2 2

) است. , )11 2 . پس نقطۀ مورد نظر  y=2 x=11 و  بنابراین 

13159 ف�رض می کنی�م معادل�ۀ دای�رۀ م�ورد نظ�ر به ص�ورت ن9زگ -90  4
x باشد. چون مختصات نقطه های داده شده در این  y ax by c+ + + + =2 2 0
. a c− + =1 0 b و  c+ + =49 7 0  ، b c+ + =9 3 معادله صدق می کنند، پس 0
b=−10 و c=21 ب�ه دس�ت می آی�د. بنابرای�ن از  از معادله ه�ای اول و دوم 
a=22 به دس�ت می آی�د. اکن�ون توجه کنی�د که مرک�ز دایرۀ   معادل�ۀ س�وم 

) است. , )−11 5 a یعنی نقطۀ  b( , )− −
2 2

مورد نظر نقطۀ 

13169 اگ�ر مختصات نقطۀ A را در عبارت س�مت چپ معادلۀ ن9زگ -90  3
دایره قرار دهیم، باید حاصل مقداری منفی شود:

 
x  yx y ax y a

a a

,= =−+ + + − < → + + − − <

<− ⇒ <−

2 12 2 1 0 4 1 2 1 1 0

32 3
2

13179 ) مرکز دایره اس�ت و ش�عاع ن9زگ -90 , )−1 1 توجه کنید که نقطۀ   1

دایره برابر 3 است. چون دایره و خط متقاطع نیستند، پس یا خط بر دایره مماس 
است یا خارج آن قرار دارد. بنابراین فاصلۀ مرکز دایره از خط کمتر از شعاع دایره 

. بنابراین k k
OH

k k

| | | |

( )

+ + +
= = ≥

+ − +2 2 2

1 2 3 3
1 1

نیست. مطابق شکل زیر 

k k k k k

k k k k k

( ) ( )

( )

+ ≥ + ⇒ + + − − ≥

− + ≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2 2 2

2

3 9 1 6 9 9 9 0

38 6 0 4 3 0 0
4

13189 )b باشد. ن9زگ -90 , )5 فرض می کنیم مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ   3
b است.  در این صورت از روی شکل زیر معلوم است که شعاع این دایره برابر 
x برابر ش�عاع  y− + =4 3 12 0 از طرف دیگر، فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس 

دایره است. پس
b

b b b

b b b       b b b (.¡.¡.ù)

| |
| |

,

× − +
= ⇒ − =

+
− = ⇒ = − =− ⇒ =−

2 2

4 5 3 12 32 3 5
4 3

32 3 5 4 32 3 5 16

) و ش�عاع آن هم 4 اس�ت، پس  , )5 4 بنابرای�ن مرک�ز دای�رۀ م�ورد نظر نقط�ۀ 

x است. y( ) ( )− + − =2 25 4 16 معادله اش 
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13199 )O مرکز دایره ن9زگ -90 , )− −1 3 ، یعن�ی  O( , )− −2 6
2 2

نقطۀ   1

. بنابراین شیب  − + =
− +
3 3 0
5 1

OA برابر است با  اس�ت. مطابق شکل زیر شیب 

خ�ط مم�اس بر دایره که عمود بر خط OA اس�ت، تعریف نمی ش�ود و این خط 
x=−5 اس�ت. پس a=1 و  y اس�ت و معادل�ۀ آن به صورت  م�وازی محور 

 . a b+ b=0 و در نتیجه 1=

  

13209 اگ�ر دو دای�ره مماس درونی باش�ند، ط�ول خط المرکزین ن9زگ -90  1
آن ه�ا براب�ر قدرمطلق تفاضل ش�عاع های آن هاس�ت. مراکز دایره ه�ا نقطه های 
بنابرای�ن  اس�ت.   r و   6 آن ه�ا  ش�عاع های  و   ( , )−2 6 و   ( , )1 2

، پس r| | ( ) ( )− = + + − =2 26 1 2 2 6 5
r r

r r

− =− ⇒ =

− = ⇒ =

6 5 11

6 5 1
 

13219 ) ن9زگ -90 , )−1 3 )، یعنی  , )−− −2 6
2 2

مرکز دایرۀ داده شده نقطۀ   3

 . ( ) ( )+ − − − =2 21 2 6 4 6 4
2

اس�ت. ش�عاع این دای�ره ه�م برابر اس�ت با 

) و شعاعش برابر 2 است. در نتیجه  , )−1 3 بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x است. y( ) ( )+ + − =2 21 3 4 معادله اش به صورت 

13229 ) باید روی ن9زگ -90 , )−1 3 مرک�ز دایرۀ داده ش�ده، یعنی نقط�ۀ   1

x باشد. در نتیجه  by+ − =2 7 0 خط 
 b b− + − = ⇒ =2 3 7 0 3

13239 محل برخورد دو خط داده شده، مرکز دایره است. بنابراین ن9زگ -90  4
مختصات مرکز دایره جواب های دستگاه معادلات زیر هستند:

x y
x y

x y
,

+ = ⇒ = =−
+ =

6
8 2

2 4

) از نقطۀ  , )−8 2 بنابرای�ن ش�عاع دایره برابر ب�ا فاصلۀ مرکز دایره، یعن�ی نقطۀ 

. ½oÄHj ÌI÷{ ( ) ( )= − + − − =2 28 6 2 2 20 ) است. پس  , )6 2

13249 ) مرکز دایره اس�ت و ن9زگ -90 , )−3 2 )، یعنی  , )−− −6 4
2 2

نقطۀ   3

) اس�ت. مطابق شکل زیر،  ) ( )− + − =2 21 6 4 4 4 3
2

اندازۀ ش�عاع دایره برابر 

) و  , )3 1 بیش�ترین و کمتری�ن مق�دار ع�رض نق�اط روی دای�ره مربوط ب�ه نقاط 
5− است. y برابر  ) است. پس حاصل ضرب کمترین و بیشترین مقدار  , )−3 5

13259 راه ح��ل اول اگر خط بر دایره مماس باش�د، فاصلۀ مرکز ن9زگ -90  1
 5 mx برابر ش�عاع دایره، یعنی  y− =0 ) از خط  , )3 4 دای�ره، یعنی نقط�ۀ 

است. بنابراین 

 

m
m m

m
m m m

m m m m 

| |
( ) ( )

,

−
= ⇒ − = +

+
− + = +

− + = ⇒ = =

2 2
2

2 2

2

3 4 5 3 4 5 1
1

9 24 16 5 5

1 114 24 11 0
2 2

 x y( ) ( )− + − =2 23 4 5 y ب�ر دایرۀ  mx= راه ح��ل دوم ب�رای اینکه خط 
مماس باشد، باید معادلۀ زیر ریشۀ مضاعف داشته باشد:

x mx m x m x

m m m m

m     m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

∆=

− + − = ⇒ + − + + =

→ + − + = ⇒ − + =

= =

2 2 2 2

0 2 2 2

3 4 5 1 2 3 4 20 0

4 3 4 801 0 4 24 11 0

1 11
2 2

13269 r باش�د، از روی ش�کل ن9زگ -90 اگر ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر   4
 ، r=3 r است. چون  r( , )− − زیر معلوم است که مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

) و معادله اش به صورت زیر است: , )− −3 3 پس مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x y x y x y( ( )) ( ( ))− − + − − = ⇒ + + + + =2 2 2 23 3 9 6 6 9 0

13279 )O و ش�عاعش برابر ن9زگ -90 , )−1 2 مرکز دایرۀ داده ش�ده نقطۀ   1

. اکنون توجه  OA ( ) ( )= − + + =2 24 1 2 2 5 r=2 اس�ت. از طرف دیگ�ر 
: OTA کنید که بنابر قضیۀ  فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

AT OA r AT AT= − ⇒ = − ⇒ =2 2 25 4 21

13289 در معادلۀ دایره y را مساوی صفر قرار می دهیمن9زگ -90  1
x x x x x x,+ + + − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 20 3 0 4 0 3 4 0 4 1

. AB ( )= − − =1 4 5 بنابراین 

13299 x ن9زگ -90 y+ =2 2 24 x ناحیۀ درون دایرۀ  y+ <2 2 24 ناحیۀ   3

x اس�ت. این دایره ها  y+ =2 2 18 x ناحیۀ بیرون دایرۀ  y+ >2 2 18 و ناحی�ۀ 
18 است. بنابراین مساحت ناحیۀ مورد نظر  24 و  هم مرکزاند و شعاع آن ها 
. ( ) ( )π −π = π2 224 18 6 برابر است با مساحت ناحیۀ رنگی در شکل زیر 



)167(

13309 )  و ن9زگ -90 , )−8 6 x نقطۀ  y( ) ( )+ + − =2 28 6 4 مرکز دایرۀ   1
ش�عاعش برابر 2 اس�ت. اگر دای�ره ای با این دای�ره مماس بیرونی باش�د، طول 

خط المرکزین این دایره ها برابر با مجموع شعاع های آن هاست. توجه کنید که

¸Äq¨oµ²Hïôi Ï¼ö ( ( )) ( )= − − + − =2 20 8 0 6 10
، یعنی  r= +10 2 r باش�د، بای�د  در نتیج�ه، اگر ش�عاع دای�رۀ مورد نظر برابر 
) و ش�عاعش برابر 8 اس�ت  , )0 0 . معادل�ۀ دای�ره ای ک�ه مرک�زش نقطۀ  r=8

x است. y+ =2 2 64 به صورت 

13319 y2 ن9زگ -90 x2 و  در معادل�ۀ دای�ره، ضریب جمله های ش�امل   2
k−3 تقس�یم  2 برابر 1 اس�ت. بنابراین ابتدا دو طرف معادلۀ داده ش�ده را بر 

:) k− ≠3 2 0 می کنیم )توجه کنید که 

 k k kx y x y
k k k k
++ + − − =
− − − −

2 22 4 8 16 0
3 2 3 2 3 2 3 2

k=2 و معادلۀ دایره می شود  ، پس  k
k
+ =
−
2 1

3 2
بنابراین 

 x y x y+ + − − =2 2 2 4 4 0
و شعاعش برابر است با 

 ( ) ( )+ − − − =2 21 2 4 4 4 3
2

13329 y و در ناحیۀ اول است، ن9زگ -90 x=2 چون مرکز دایره روی خط   2
. چون دایرۀ مورد نظر از مبدأ مختصات  k( )>0 k است  k( , )2 پس به صورت 

2 اس�ت، پس فاصلۀ مرکزش از مبدأ مختصات برابر  5 می گذرد و ش�عاعش 
2 است. بنابراین 5

k k k k

k k

( ) ( )

| |

− + − = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2 2 20 2 0 2 5 4 2 5

2 2

2 اس�ت، در نتیجه  5 ) و ش�عاعش  , )2 4 بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 

x است. y( ) ( )− + − =2 22 4 20 معادله اش به صورت 

13339 راه ح��ل اول چون مرک�ز دایره روی محور y اس�ت، پس ن9زگ -90  3
)O اس�ت. فرض کنید ش�عاع دایره r باش�د.  , )α0 مختص�ات آن به ص�ورت 

 . r OA OB= = )B روی دایره قرار دارند، پس  , )3 0 )A و  , )−0 1 نقطه های 

. OA ( )= α+ 21 =OB و  +α29 از طرف دیگر 
بنابراین

 α + α+ = +α ⇒α=2 22 1 9 4

. r OA= = =25 5 و در نتیجه
ص�ورت  ب�ه  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  گس�تردۀ  معادل�ۀ  اگ�ر  دوم  راه ح��ل 

a است که چون  b( , )− −
2 2

x باشد، مرکزش نقطۀ  y ax by c+ + + + =2 2 0

. a=0 ، یعنی  a− =0
2

y است، پس  روی محور 

x در می آید.  y by c+ + + =2 2 بنابرای�ن معادلۀ دایرۀ م�ورد نظر به ص�ورت 0
) روی ای�ن دایره اند، پس مختص�ات آن ها در  , )3 0 ) و  , )−0 1 چ�ون نقطه ه�ای 

معادلۀ این دایره صدق می کنند:

 
 c

 b c

( , ):

( , ):

+ =


− − + =

3 0 9 0

0 1 1 0
 

به ص�ورت  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  معادل�ۀ  بنابرای�ن   . b=−8 و   c=−9 پ�س 
x است و شعاعش برابر است با  y y+ − − =2 2 8 9 0

 ( ) ( )+ − − − =2 21 0 8 4 9 5
2

13349 اگر خط بر دایره مماس باش�د، فاصل�ۀ مرکز دایره تا خط ن9زگ -90  4
 r ) و شعاع آن برابر  , )7 2 برابر ش�عاع دایره است. مرکز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 
x برابر است  y− + =4 3 8 0 ) تا خط  , )7 2 اس�ت. از طرف دیگر، فاصلۀ نقطۀ 

 . r=6 . بنابراین  | |

( )

× − × +
= =

+ −2 2

4 7 3 2 8 30 6
54 3

با 

13359 x=3 و ن9زگ -90 ش�عاع دایرۀ م�ورد نظر نصف فاصل�ۀ خط های   2
x=7 است. چون این فاصله برابر 4 است، پس شعاع دایرۀ  مورد نظر 2 است. 
ب�ه ای�ن ترتیب، از روی ش�کل زیر معلوم می ش�ود که طول مرکز دای�ره برابر 5 و 
) اس�ت.  , )−5 3 3− اس�ت، یعنی مرکز دایرۀ مورد نظر  نقطۀ ع�رض آن برابر 

x است. y( ) ( )− + + =2 25 3 4 بنابراین معادلۀ دایره به صورت 

13369 با توجه به ش�کل زیر مرکز دایره باید روی محور y باشد. ن9زگ -90  2

. پس  k k
r OH

| | | |+
= = = =

+

0 2
1 1 2

O مرکز دای�ره باش�د، آن گاه  k( , )0 اگ�ر 

. k=−2 2 |k و چون k منفی است،  |=2 2

13379 ) از خط ن9زگ -90 , )3 4 ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر فاصلۀ نقطۀ   2

. بنابراین معادلۀ دایرۀ  r
| |+ +

= =
+2 2

3 8 4 3 5
1 2

x است. بنابراین  y+ + =2 4 0

مورد نظر به صورت زیر است:

 x y x y x y( ) ( )− + − = ⇒ + − − − =2 2 2 23 4 45 6 8 20 0
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13389 از روی ش�کل معلوم است که شعاع دایرۀ مورد نظر برابر ن9زگ -90  1
y=7 است. فاصلۀ این خط ها برابر است  y=−3 و  با نصف فاصلۀ خط های 

، پس شعاع دایره برابر 5 است. عرض مرکز دایره روی خطی  ( )− − =7 3 10 با 

y=−3 اس�ت و از این دو خط به یک فاصله است، y=7 و   موازی با خطوط 

y قرار دارد، در نتیجه طول مرکز دایره برابر اس�ت  −= =7 3 2
2

یعنی روی خط 

) و ش�عاع آن برابر 5  , )4 2 ، یعن�ی مرکز دایرۀ م�ورد نظر نقطۀ  x y= =2 4 ب�ا 

x است. y( ) ( )− + − =2 24 2 25 است. در نتیجه معادلۀ آن به صورت 

13399 چ�ون دایره ه�ا متقاطع ان�د، ط�ول خط المرکزی�ن آن ها از ن9زگ -90  3
مجموع شعاع های دایره ها کمتر و از قدرمطلق تفاضل شعاع ها بیشتر است:

r r r

r r r

r r r r r r r»j·H¼U¾M

´ÃºIwnïÂ¶

| | ( ( )) ( )

| |

− < − − + − < +

− < + < +

→ − + < + < + + ⇒− < <

2 2

2

2 2 2

2 1 3 0 2

2 16 2

4 4 16 4 4 4 12 4

 . r>3 نابرابری سمت چپ همواره درست است و نابرابری سمت راست یعنی اینکه 

13409 ابتدا توجه کنید که مختصات نقاط A و B در معادلۀ هر دو ن9زگ -90  3
دایره صدق می کنند. پس مختصات این نقاط از حل دستگاه زیر به دست می آیند:

x y x

y y

( )

x ( )

 + + + =


+ + + =

2 2

2 2

3 1 0 1

3 1 0 2

x می رس�یم.  y− =3 3 0 ) کم کنیم، به معادلۀ  )1 ) را از معادلۀ  )2 اگر معادلۀ 

y قرار دارند و باید نقاط تقاطع این خط  x= B روی خط  A و  بنابرای�ن نقاط 
و یکی از دایره ها را به دست آوریم:

y x
x x x

x y x

x x x x,

= ⇒ + + + =
+ + + =

+ + = ⇒ =− =−

2 2
2 2

2

3 1 0
3 1 0

12 3 1 0 1
2

)B را به دست بیاوریم: , )− −1 1
2 2

)A و  , )− −1 1 بنابراین باید فاصلۀ نقاط 

AB ( ) ( )= − + + − + =2 21 1 21 1
2 2 2

13419 دو س�ر وت�ر مثل�ث م�ورد نظ�ر نقطه ه�ای برخ�ورد خ�ط ن9زگ -90  1
 ( , )8 0 ) و  , )−0 4 x ب�ا محوره�ای مختص�ات هس�تند. این نقطه ه�ا  y− =2 8

 ( , )−4 2 ) یعنی  , )+ − +0 8 4 0
2 2

هس�تند. وس�ط پاره خط میان این دو نقطه، نقطۀ 

x است. y+ =2 0 y یا  x=− 1
2

است. معادلۀ خطی که از مبدأ و این نقطه می گذرد 

13429 x می نویسیم. پسن9زگ -90 ky− + =1 0 معادلۀ خط را به صورت   3

 

k k k
A 

k k

k k k k k k

‰i pH ¾â ‰£º ¾â ±‚IÎ

| ( ) | | |

( )

| |

− + +
= = ⇒ =

+ − +

+ = + ⇒ + + = + ⇒ =

2 2 2

2 2 2

3 1 1 2 12 2
1 1

32 1 2 1 4 4 1 4 4
4

13439 1− ن9زگ -90 حاصل ضرب ش�یب های دو خط عمود بر هم برابر   1

y عمود  x=− 3
2

، یعنی  y x=−2 3 اس�ت. بنابراین ش�یب خطی که بر خط 

 ( , )−0 1 2 است و از نقطۀ 
3

2 اس�ت. معادلۀ خطی که شیب آن 
3

اس�ت، برابر 

می گذرد به صورت زیر است:

 y x y x( )+ = − ⇒ − + =21 0 3 2 3 0
3

13449 جس�م حاصل اس�توانه ای به ش�عاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 4 ن9زگ -90  4
است که مخروطی به شعاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 4 به آن اضافه شده است. بنابراین 

حجم جسم حاصل برابر است با 

π× ×π× × + = π
22 3 43 4 48

3

13459 مجم�وع فاصله های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون های ن9زگ -90  3
 . NF NF a′+ =2 MF و  MF a′+ =2 . بنابراین  a2 بیضی برابر اس�ت ب�ا 
اگ�ر ای�ن تس�اوی ها را با هم جم�ع کنیم معلوم می ش�ود که محی�ط چهارضلعی 
c و  OF= =6 . اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه  a4 ′MFNF براب�ر اس�ت ب�ا 

، بنابراین b BB′= =2 16

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 64 36 100 10
 . a=4 40 ′MFNF برابر است با  پس محیط چهارضلعی 

13469 . همچنین ن9زگ -90 c=4 ، پ�س  c FF′= =2 8 توج�ه کنید که   1

. بنابراین  a c= =3 6
2

، پس  c
a
=2

3

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 4 2 5

 . b=2 4 5 بنابراین طول قطر کوچک بیضی برابر است با 

13479 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x y x  y  

x  y  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + − = ⇒ − + − =

− + − =

2 2 2 2

2 2

1 23 1 3 2 4 9 9 4
3 3

1 2 4
3 3 9

2 است.
3

بنابراین شعاع این دایره برابر 

13489 ، یعن�ی ن9زگ -90  ( , )−− −6 10
2 2

مرک�ز دای�رۀ داده ش�ده نقط�ۀ   2

) است. شعاع این  , )−3 5 ) اس�ت. بنابراین مرکز دایرۀ مورد نظر هم  , )−3 5

) است که می شود , )8 7 ) و  , )−3 5 دایره برابر فاصلۀ نقطه های 

 ( ) ( )− + + = =2 28 3 7 5 169 13



)169(

13499 x ن9زگ -90 y x y+ − − + =2 2 2 6 5 0 ابتدا توجه کنید که در دایرۀ  2
)O مرکز دایره است و شعاع آن برابر است با  , )1 3 نقطۀ 

 r ( )= + − =1 4 36 4 5 5
2

O مرکز دایره اس�ت و  ( , )′ −1 3 x نقطۀ  y x y+ + − − =2 2 2 6 15 0 در دایرۀ 

. بنابراین r ( )′= + − − =1 4 36 4 15 5
2

شعاع آن برابر است با 

r r OO, ( ) ( )′ ′− = − = + + − =2 25 5 1 1 3 3 2

OO و در نتیجه دو دایره متداخل اند. r r′ ′< − پس 

13509 )O مرک�ز دایره و ن9زگ -90 , )− −1 2 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه نقطۀ   2

+ است. با توجه به شکل زیر + =1 4 16 12 2 2
2

شعاع دایره برابر 

 ABAH OH OA AH= = ⇒ = − = − =2 22 8 4 2
2

از ط�رف دیگ�ر فاصل�ۀ نقط�ۀ O از خ�ط 
x برابر است با y k− + =2 2 0

 k
OH

| |− + +
=

+

2 2 2
4 1

بنابراین
k

k k
| |

| |= ⇒ = ⇒ =±
2 2 5 5

5
13519 x می نویسیم. ن9زگ -90 y− + =2 2 2 0 معادلۀ خط دوم را به شکل   3

 x y− + =2 2 2 0 x و  y− − =2 2 3 0 طول ضلع مربع برابر فاصلۀ دو خط موازی 
است. در نتیجه

 ”Mo¶#”±†#Ï¼Š

| |

( )

− −
= =

+ −2 2

3 2 5
82 2

 

تجربی - 92   . ( ) =25 25
88

بنابراین مساحت مربع برابر است با 

13529 A ک�ه روی خط ن9زگ -90 a a( , )−1 ف�رض کنی�د فاصلۀ نقط�ه   2

13 باشد. در این صورت x برابر  y− − =2 3 5 0 y قرار دارد از خط  x= −1

a aa a
a

a a
| ( ) |

| |
+ = = − − −  = ⇒ − − = ⇒ ⇒ 
+ =− =−+   

2 13 112 3 1 5 13 2 13
2 13 154 9

تجربی - 89  

13539 به ص�ورت ن9زگ -90 دای�ره  معادل�ۀ  کنی�د  ف�رض   2
 C( , )−2 4 )B و  , )2 1  ، A( , )0 0 x باش�د. نق�اط  y ax by c+ + + + =2 2 0

روی دایره قرار دارند، پس مختصات آن ها در معادلۀ دایره صدق می کنند:

A c c

B a b c a b

C a b c a b

:

:

:

+ + + + = ⇒ =

+ + + + = ⇒ + =−

+ − + + = ⇒− + =−

0 0 0 0 0 0

4 1 2 0 2 5

4 16 2 4 0 2 4 20

. در نتیجه شعاع دایره برابر است با b=−5 a=0 و  پس 

 r a b c /= + − = + − = =2 21 1 54 0 25 0 2 5
2 2 2

تجربی - 91  

13549 با توجه به تقارن ش�کل، مرکز دایره روی محور y اس�ت. ن9زگ -90  3
)O را مرکز دایره فرض می کنیم. توجه کنید که , )β0 پس 
OA فاصلۀ = فاصلۀ O تا خط مماس 

| است و فاصلۀ نقطۀ مرکز  |−β1 از طرف دیگر فاصلۀ نقطۀ مرکز تا خط مماس 

) است، پس  )− +β2 20 2 تا نقطۀ A برابر 

( ) ( ) | |− + β = −β

−+β = − β+β ⇒β=

2 2

2 2

0 2 1

34 1 2
2

 . R    | | | ( )|= −β = − − =3 51 1
2 2

بنابراین 
خارج از کشور تجربی - 88  

13559 دای�رۀ   ن9زگ -90 مرک�ز  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا  اول  راه ح��ل   2
براب�ر  آن  ش�عاع  و   O( , )1 0 نقط�ۀ   x y x+ − − =2 2 2 3 0

r اس�ت. اگر خطی بر یک دایره مماس باشد، فاصلۀ  ( )= + − − =1 4 0 4 3 2
2

مرکز دایره تا خط برابر شعاع دایره است:

m m m
OH

mm m

m m m m m m  mIÄ 

| | | | ( )× − + + +
= = ⇒ = ⇒ =

++ +

+ + = + ⇒ − = ⇒ = =

2

22 2

2 2 2

1 0 2 2 22 2 4
11 1

44 4 4 4 3 4 0 0
3

: mx+2 راه حل دوم ابتدا در معادلۀ دایره به جای y قرار می دهیم 
x y x

x mx x
y mx

x m x mx x m x m x

( )

( ) ( )

 + − = ⇒ + + − =
= +

+ + + − − = ⇒ + + − + =

2 2
2 2

2 2 2 2 2

2 3
2 2 3

2

4 4 2 3 0 1 4 2 1 0
معادلۀ به دست آمده باید ریشۀ مضاعف داشته باشد:

m m m m m

m m m m m m I  Ä

( ) ( )( )∆= − − + = − + − −

= − = ⇒ − = ⇒ = =

2 2 2 2

2 2

4 2 4 1 1 16 16 4 4 4

412 16 0 3 4 0 0
3

خارج از کشور تجربی - 91  

13569 y براب�ر اس�ت ب�ا ن9زگ -90 x= +4 y و  x= فاصل�ۀ خط ه�ای   1

| ش�عاع دایرۀ مورد نظر نصف این فاصله اس�ت، یعنی برابر  |−
=

+2 2

4 0 2 2
1 1

 y x= )y باش�د، فاصله اش از خط  , )−1 2 اس�ت. اگر مرک�ز دایره نقطۀ 

 
y

y y y
| |

| | ,
+

= ⇒ + = ⇒ = =−
+2 2

1 2 1 2 1 3
1 1

2 است. پس  برابر 

 y x= +4 y و  x= ) بی�ن دو خ�ط  , )− −1 3 ، آن گاه نقط�ۀ  y=−3 اگ�ر 
) و  , )−1 1 y=−3 قابل قبول نیس�ت. بنابراین مرکز دایره نقطۀ  نیس�ت. پس 

2 است. پس معادلۀ آن به صورت زیر است: شعاع آن 
 x y x y x y( ) ( )+ + − = ⇒ + + − =2 2 2 21 1 2 2 2 0  

ریاضی - 89  



فصل دوم: آزمون ها
)170(

13579 x ن9زگ -90 y x y+ − + + =2 2 2 4 1 ابتدا توجه کنید که مرکز دایرۀ 0  2

. فرض  r= + − =1 4 16 4 2
2

)O است و شعاع آن برابر است با  , )−1 2 نقطۀ 

O باش�د. چون دو دایره بر هم  ( , )′ −2 2 ′r و مرکز آن  کنید ش�عاع دایرۀ دیگر 
. از طرف دیگر، OO r r′ ′= + مماس بیرونی هستند، پس 

 OO ( ) ( )′= + + − − = + =2 21 2 2 2 9 16 5  
بنابراین

r r r r′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ =5 2 5 3
خارج از کشور تجربی - 93  

13589 راه حل اول مرکز دایره روی نیمس�از ربع اول اس�ت، پس ن9زگ -90  3
 A( , )1 0 )O است. فاصلۀ مرکز دایره از دو نقطۀ  , )α α مختصات آن به صورت 

، در نتیجه OA OB= )B برابر هم و برابر شعاع دایره است، پس  , )3 0 و 

( ) ( ) ( ) ( )α− + α− = α− + α−

α − α+ = α − α+ ⇒ α= ⇒α=

2 2 2 2

2 2

3 0 1 0

2 6 9 2 2 1 4 8 2

. r OA ( )= = − + = + =2 22 1 2 1 4 5 بنابراین 

راه حل دوم مرکز دای�ره روی عمودمنصف 
وترهای دایره اس�ت، پس ط�ول مرکز دایره 

+ و در نتیجه ع�رض آن نیز  =1 3 2
2

براب�ر 

براب�ر  دای�ره  ش�عاع  و  اس�ت   2 براب�ر 

=OA است. + =2 21 2 5
خارج از کشور تجربی - 95  

13599 y موازی اند، پس ن9زگ -90 x= +2 10 y و  x=2 چ�ون خط ه�ای   3

. بنابراین ش�عاع دایرۀ  | |

( )

−
= =

+ − 2

0 10 10 2 5
51 2

 فاصل�ۀ آن ه�ا براب�ر اس�ت ب�ا 

. مرکز دایره روی خطی موازی دو خط داده ش�ده است که  5 مورد نظر برابر اس�ت با 

y است.  x x= + = +102 2 5
2

فاصله اش از این خط ها برابر است. معادلۀ این خط 

)O باشد. چون دایره از مبدأ می گذرد، پس  , )α α+2 5 فرض کنید مرکز دایره 
فاصلۀ مرکز دایره تا مبدأ برابر شعاع دایره است:

( ) ( )α + α+ = ⇒α + α+ = ⇒ α + α+ =

α + α+ = ⇒α=−

2 2 2 2 2

2

2 5 5 2 5 5 5 20 20 0

4 4 0 2
خارج از کشور ریاضی - 95 ) است.  , )−2 1 بنابراین مرکز دایره نقطۀ 

13609 x برابر است با ن9زگ -90 y x y+ − + − =2 2 2 6 8 0 ش�عاع دایرۀ   1

O اس�ت.  ( , )−1 1 3 r و مرک�ز ای�ن دایره نقطۀ  = + + =1
1 4 36 32 3 2
2

x برابر است با  y x y+ + − + =2 2 8 4 12 0 شعاع دایرۀ 

 r = + − =2
1 64 16 48 2 2
2

 

O است.  ( , )−2 4 2 و مرکز این دایره نقطۀ 

پس 

 O O r r   ( ) ( ) ,= + + − − = + = + =2 2
1 2 1 21 4 3 2 5 2 3 2 2 2 5 2

تجربی - 87 بنابراین دو دایره مماس برون هستند. 

13619 y برابر نصف طول ن9زگ -90 x− − =2 5 0 فاصل�ۀ نقطۀ A تا خط   4

ضلع مربع است:

 a a
| ( ) |− − −

= = ⇒ =
+2 2

2 1 3 5 10 20
2 5 52 1

 

بنابراین مساحت مربع برابر است با 

S a= =2 80
خارج از کشور تجربی - 93  

13629 راه حل اول برای محاس�بۀ مس�احت مثلث داده ش�ده طول ن9زگ -90  2
ضلع AB را به دست آورده سپس فاصلۀ نقطۀ C تا خط AB را محاسبه می کنیم. پس

 

AB

A AB A

AB m

y y m x x
y x x y

AB C  

      

 ôi IU  â¾õ£º â¾±ÅIÎ

( ) ( ) ,

( )

( )

| |

−= − + − = = =−
−

− = −
− =− − ⇒ + − =

× + −
= =

+

2 2

2 2

0 53 2 0 5 26 5
3 2

5 5 2 5 15 0
5 0 2 15 13

265 1

 

 . /
×

= =

1326
1326 6 5

2 2
پس مساحت مثلث ABC برابر است با 

ABC را به دست می آوریم راه حل دوم ابتدا طول ضلع های مثلث 

 
AB   AC

BC

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

= − + − = = − + − =

= − + − =

2 2 2 2

2 2

3 2 0 5 26 0 2 2 5 13

0 3 2 0 13
 

واضح است که تساوی 

 AC BC AB+ =2 2 2

بین ط�ول ضلع ه�ای مثلث برقرار اس�ت، 
پس مثلث قائم الزاویه است و مساحت آن 

برابر است با

 S AC BC /= × = =1 13 6 5
2 2

 

خارج از کشور تجربی - 92  

13639 به ص�ورت ن9زگ -90 دای�ره  معادل�ۀ  کنی�د  ف�رض   1
 C( , )−1 2 )B و  , )2 1  ، A( , )0 0 x باش�د. نق�اط  y ax by c+ + + + =2 2 0

روی دایره قرار دارند، پس مختصات آن ها در معادلۀ دایره صدق می کنند:
A  c c

B  a b c a b

C  a b c a b

:

:

:

+ + + + = ⇒ =

+ + + + = ⇒ + =−

+ + − + = ⇒ − =−

0 0 0 0 0 0

4 1 2 0 2 5

1 4 2 0 2 5
. بنابراین  c=0 b=1 و   ، a=−3 از حل دستگاه معادلات فوق نتیجه می شود 

شعاع دایره برابر است با 

r a b c= + − = + − =2 21 1 104 9 1 0
2 2 2

تجربی - 93  



)171(

13649 )O باش�د. مختصات ن9زگ -90 , )α β فرض می کنیم مرکز دایره   3

نقط�ۀ  دای�ره  x ص�دق می کنن�د، پ�س مرک�ز  y− =2 O در خ�ط  نقط�ۀ 
)B ب�ه یک  , )3 0 )A و  , )0 1 O از نق�اط  )O اس�ت. همچنی�ن،  , )α α−2

فاصله است:

OA OB

O  R OA

( ) ( ) ( )

( , )

= ⇒ α + α− = α− + α−

α +α + − α=α + − α+α + − α

α= ⇒ − ⇒ = = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 2

9 6 9 6 4 4

1 1 1 1 4 5
خارج از کشور تجربی – 90  

13659 y است. پس مرکز دایره ن9زگ -90 x= معادلۀ نیمس�از ناحیۀ اول   1
)A و خ�ط  , )6 3 ) اس�ت. فاصل�ۀ مرک�ز دای�ره از نقط�ۀ  , )α α به ص�ورت 

x یکسان است: y− =2 0

| |
( ) ( )

( )

( )

α−α
α− + α− =

+ −

αα + − α+α + − α=

αα − α+ = ⇒ α − × α+ × =

α − α+ = ⇒ α− = ⇒α=

2 2
2 2

22 2

22 2

2 2

26 3
2 1

36 12 9 6
5

2 18 45 9 18 5 45 5 0
5

10 25 0 5 0 5

)O است و شعاع دایره برابر است با , )5 5 بنابراین مرکز دایره نقطۀ 

 r OA ( ) ( )= = − + − =2 25 6 5 3 5  
ریاضی – 92  

13669 M از دو خط مماس برابر است. ن9زگ -90 b( , )2 5 فاصلۀ نقطۀ   3
′H باشند. در این صورت فرض کنید نقاط تماس H و

b b
MH MH

b b b M

b b b M

| | | |

( , )

( , )

− −′= ⇒ =
+ +

 − = − ⇒ = ⇒

 − =− + ⇒ =− ⇒ −

2 5 2 4 5
1 4 1 4

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

)M مرکز دایره باشد، شعاع آن برابر می شود با , )2 5 2 5 اگر نقطۀ 

r MH
| |−

= = =
2 5 4 5 2

5

)M مرکز دایره باش�د،  , )−2 5 2 5 اگر نقطۀ 
شعاع آن برابر می شود با

r MH
| |+

= = =
2 5 4 5 6

5
خارج از کشور ریاضی – 92 بنابراین شعاع دایرۀ کوچک تر برابر 2 است. 

13679 فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس، برابر شعاع دایره است. فاصلۀ ن9زگ -90  1

. r
| |+ −

= = =
+

2 1 1 2 2
1 1 2

x برابر است با  y− − =1 ) از خط 0 , )−2 1 نقطۀ 

بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:
x y x y( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + = ⇒ − + + =2 2 2 2 22 1 2 2 1 2

 x تا مح�ل تقاطع ای�ن دایره را ب�ا محور y=0  در معادل�ۀ ب�الا ق�رار می دهی�م 
به دست می آوریم:

x x x x     x( ) ( ) ( ) ,− + + = ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =2 2 22 0 1 2 2 1 2 1 3 1
تجربی - 95  

13689 ) در ربع چه�ارم ق�رار دارد و دایرۀ ن9زگ -90 , )−2 9 چ�ون نقط�ۀ   3
م�ورد نظر بر محورهای مختصات مماس اس�ت، پس مرک�ز آن در ناحیۀ چهارم 
است. فرض کنید شعاع این دایره r باشد. با توجه به شکل زیر معلوم است که 

O است. بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است: r r( , )− مرکز آن نقطۀ 
x r y r r( ) ( )− + + =2 2 2

) می گذرد، پس مختصات آن در معادلۀ بالا صدق می کنند: , )−2 9 دایره از نقطۀ 
r r r r r r rIÄ  ( ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 22 9 22 85 0 5 17

17 است. بنابراین شعاع دایرۀ بزرگ تر برابر 

ریاضی - 95  

13699 )  در ناحیۀ چهارم است و دایرۀ مورد نظر ن9زگ -90 , )−1 2 چون نقطۀ   2
بر محورهای مختصات مماس اس�ت، پس مرکز آن در ناحیۀ چهارم است. اگر شعاع 

این دایره برابر r باش�د، از روی ش�کل روبه رو 
r است.  r( , )− معلوم است که مرکز آن نقطۀ 
بنابرای�ن معادل�ۀ دای�رۀ مورد نظ�ر به صورت 
x است. چون نقطۀ  r y r r( ) ( )− + + =2 2 2

) روی این دایره است، پس , )−1 2
r r r r r

r r r r 

( ) ( )

( )( ) ,

− + − + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 2 21 2 6 5 0

1 5 0 1 5
خارج از کشور تجربی - 97  

13709 مطابق شکل اگر دو دایره مماس خارج باشند، باید ن9زگ -90  1
 OO R R ( )′ ′= + 1

بنابراین 

 
x y x O     R

x y x y a O      R a 

( , ) ,

( , ) ,

+ + = ⇒ − =

′ ′+ − + + ⇒ − = −

2 2

2 2

4 0 2 0 2

2 8 1 4 17
اکنون با استفاده از رابطۀ )1( به دست می آید

a

a a a

+ = + −

= + − ⇒ = − ⇒ =

2 23 4 2 17

5 2 17 3 17 8
ریاضی - 90  



13719 برای اینکه عمل ضرب پرانتزهای داده شده را انجام دهیم، ن9زگ -90  4
از هر پرانتز یک جمله انتخاب و جمله های انتخابی را در هم ضرب می کنیم. برای 
انتخاب یک جمله از پرانتز اول، دو حالت، از پرانتز دوم، سه حالت و از پرانتز سوم، 

× جمله تولید می شود. × =2 3 5 پنج حالت وجود دارد. یعنی در نهایت 30

13729 5 رقم زوج داریم که از صفر نمی توان به عنوان اولین رقم ن9زگ -90  2
از سمت چپ استفاده کرد. بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با

 
Z»p oŸ‚ oÃš ³I¤nH Z»p ³I¤nH ³IµU ·I¬k‚ ¾MIz¶ ´¤n

× ×

× × =

4 5 1

20

13739 برای رقم هزارگان می توانیم هر یک از ارقام به جز صفر را ن9زگ -90  4
انتخاب کنیم. بنابراین س�ه حالت برای نوش�تن هزارگان وج�ود دارد. هر یک از 
رقم های صدگان، دهگان و یکان را می توان به چهار حالت انتخاب کرد. بنابراین 

× عدد یعنی 1۹2 عدد چهار رقمی با شرایط سؤال وجود دارد. × ×3 4 4 4

13749 یکان عدد می تواند 1، 3 یا 5 باش�د، پس سه حالت برای ن9زگ -90  3
انتخاب یکان وجود دارد. صدگان عدد می تواند 1، 2، 3، 4 یا 5 باشد، پس پنج 
حالت برای انتخاب صدگان وجود دارد. دهگان عدد هم می تواند هر یک از ارقام 
عضو مجموعه باشد یعنی شش حالت برای انتخاب دهگان وجود دارد. بنابراین 

× عدد با شرایط مسئله وجود دارد. × =5 6 3 90 طبق اصل ضرب 

13759 عدد 2 را در زیرمجموعه قرار می دهیم. عددهای 8 و ۹ را ن9زگ -90  1
در زیرمجموع�ه ق�رار نمی دهیم. بنابرای�ن باید تع�داد زیرمجموعه های مجموعۀ 

. =62 64 }  را حساب کنیم که برابر است با  , , , , , }1 3 4 5 6 7

13769 به ص�ورت ن9زگ -90 نظ�ر  م�ورد  ویژگ�ی  ب�ا  تاب�ع  ه�ر   3
، y و z می توانن�د ه�ر ی�ک از  x f اس�ت ک�ه  x y z{( , ),( , ),( , )}= 1 2 3

، y و z هر ک�دام پنج مقدار مختلف  x پن�ج رق�م 0 ، 2، 4، 6 و 8 باش�ند، یعنی 
× تابع با این شرایط وجود دارد. × =5 5 5 125 می توانند داشته باشند. پس 

13779 هر مسافر می تواند در یکی از 20 طبقه پیاده شود. پس تعداد ن9زگ -90  1
انتخاب های مسافر اول 20 تا، مسافر دوم 20 تا، … و مسافر دهم 20 تاست. بنابراین 

 حالت برای پیاده شدن مسافران وجود دارد.
IU

× × × × = 10

10
20 20 20 20 20



13789 هر س�ؤال چهار گزینه دارد که دانش آموز می تواند یکی از ن9زگ -90  3
آن ها را انتخاب نماید. همچنین دانش آموز می تواند به س�ؤال پاس�خ ندهد. پس 
برای پاس�خ گویی به هر س�ؤال 5 حالت وج�ود دارد. بنابراین تع�داد حالت های 

205 است.  یعنی 
IU

× × ×
20

5 5 5



پاسخ گویی به 20 سؤال برابر 

13799 می ت�وان مهره را در هر یک از خانه ها به ج�ز خانه های ابتدا و ن9زگ -90  2
. =52 32 انتها قرار داد یا قرار نداد. بنابراین تعداد راه های مورد نظر برابر است با 

13809 ف�رض می کنیم تعداد اعضای مجموعه n باش�د. در این ن9زگ -90  2
n2 زیر مجموعه دارد. اگر س�ه عض�و به مجموعه اضافه  ص�ورت این مجموعه 

n+32 می شود.  n+3 و تعداد زیر مجموعه های آن  کنیم، تعداد اعضای آن 
n درست است. در نتیجه n+ = +32 2 224 بنابراین تساوی 

 n n n n× − = ⇒ × = ⇒ =32 2 2 224 7 2 224 2 32  

فصل هفتم

فصل دوم: آزمون ها

n است. + = + =2 224 32 224 256 پس تعداد زیرمجموعه های مجموعۀ جدید 

13819 ب�رای رفت�ن از ش�هر A ب�ه ش�هر C تع�داد مس�یرها ن9زگ -90  2
× تا اس�ت. برای برگش�تن از ش�هر C به ش�هر A نیز 12 مسیر وجود  =4 3 12
دارد ک�ه یک�ی از آن ها همان مس�یر رفت اس�ت. پس 11 مس�یر برگش�ت باقی 

× مسیر مختلف وجود دارد. =12 11 132 می ماند. پس برای رفت و برگشت 

13829 تعداد راه های رفتن از ش�هر A به ش�هر D برابر اس�ت با ن9زگ -90  3
. در مس�یر برگش�ت از یکی از راه های بین هر دو ش�هر نمی توان  × × =3 5 2 30
عبور کرد. بنابراین تعداد راه های برگش�ت از ش�هر D به ش�هر A برابر اس�ت با 

 . × =30 8 240 . بنابراین تعداد راه های مورد نظر برابر است با  × × =1 4 2 8

13839 جای�گاه هر ی�ک از ارقام را ب�ا یک دایره نش�ان می دهیم ن9زگ -90  2
و س�پس تعیی�ن می کنیم که در هر ی�ک از این جایگاه ها چند رق�م می تواند قرار 
بگی�رد. در نهایت طبق اصل ضرب، تعداد ح�الات ممکن برای قرار دادن ارقام 

در دایره ها را در هم ضرب می کنیم.

13849 بنابراین اصل متمم، تعداد عددهای مورد نظر برابر است ن9زگ -90  2
با تعداد کل عددهای س�ه رقمی که می توان با این رقم ها نوش�ت، منهای تعداد 

عددهای سه رقمی با این ارقام که رقم تکراری ندارند.

 
·I¬k‚ ·I¬k‚·I«Àj ·I§Ä ·I«Àj ·I§Ä

−3 4 4 3 3 2

 . o‘º jn¼¶ ÁIÀjk– jHk•U= × × − × × = − =3 4 4 3 3 2 48 18 30 بنابراین 

13859 راه ح��ل اول دق�ت کنید ک�ه رقم ه�ا می توانن�د تکراری ن9زگ -90  3
باش�ند. حالا باید تعداد همۀ عددهای طبیعی یک رقمی، دو رقمی و سه رقمی با 

ویژگی مورد نظر را پیدا کنیم.

 

 

·I¬k‚

·I¬k‚

·I¬k‚

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I«Àj ·I§Ä

·I§Ä

Âµ¤n ¾w ÁIÀjk–jHk•U:

Âµ¤n »j ÁIÀjk–jHk•U:

Âµ¤n ¦Ä ÁIÀjk– jHk•U

, , ,

:

⇒ × × =

⇒ × × =

⇒ × × =

⇒ × =

⇒

1 4 6 1 4 6 24
3 0 1 2 3

1 6 6 1 6 6 36
2

1 6 6 1 6 6 36
1

5 6 5 6 30

5 5

. + + + + =24 36 36 30 5 بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با 131



)173(

راه حل دوم ابت�دا توجه کنید که اعداد دو رقمی مانند 23 را می توان به صورت 
023 نوشت و اعداد یک رقمی مانند ۷ را می توان به صورت 00۷ نوشت. اکنون 

برای نوشتن اعداد طبیعی کوچک تر از 340، دو حالت را در نظر می گیریم. 
حالت 1:

       IU IU, ,

⇒ × × =3 6 6 3 6 6 108

0 1 2 6 0 6 0
حالت 2:

          IU, , ,

⇒ × × =1 4 6 1 4 6 24

3 0 1 2 3 6 0
. اما عدد صفر  + =108 24 132 پس در کل تعداد اعداد ایجاد ش�ده برابرند با 
یک�ی از عدده�ای تولید ش�ده اس�ت و چون عدده�ای طبیعی مدنظر هس�تند، 

بنابراین پاسخ برابر 131 است. 

13869 فرض می کنیم مجموعۀ اصلی n عضو داش�ته اس�ت. در ن9زگ -90  2
n2 زیرمجموعه دارد. اگر چهار عضو از این مجموعه  این صورت، این مجموعه 
n−42 می شود.  n−4 و تعداد زیرمجموعه های آن  کم کنیم، تعداد اعضای آن 

n برقرار است. در نتیجه n− = −42 2 480 بنابراین تساوی 

 
nn n n n n−− = ⇒ − = ⇒ × = ⇒ =4 2 152 2 480 2 480 2 480 2 512

24 16
پس

 n  n n n=− −= − → = − =2 5124 42 2 480 2 512 480 32  
13879 هر مس�تطیل از برخ�ورد دو خط افق�ی و دو خط عمودی از ن9زگ -90  4

هفت خط افقی و هفت خط عمودی شکل زیر به وجود می آید. برای اینکه مستطیل ها 
2× باشند، باید فاصلۀ دو خط موازی دو واحد و فاصلۀ دو خط موازی دیگر 4 واحد  4
باش�د. در مس�تطیل های افقی، اگر یکی از هفت خط عم�ودی را انتخاب کنیم خط 
بعدی باید به فاصلۀ 4 واحد از آن باشد. پس خطوط 1 تا 3 را می توان انتخاب کرد و 
دو خط عمودی را رسم کرد. همچنین اگر یکی از هفت خط افقی را انتخاب کنیم خط 

بعدی باید به فاصلۀ 2 واحد از آن باشد. پس خطوط 
3× یعنی 15  5 1 تا 5 را می توان انتخاب کرد. پس 
2× داریم. به همی�ن ترتیب 15  4 مس�تطیل افقی 
4× داریم و جمعاً 30 مستطیل  مستطیل عمودی 2

با ابعاد 2 و 4 وجود دارد.

13889 عددهایی که اولین رقم س�مت چپ آن ها ۹ یا ۷ اس�ت از ن9زگ -90  2
عدد 5۹۷31 بزرگ ترند. تعداد این عددها برابر است با

 
 7,

× × × × =2 4 3 2 1 2 4 3 2 1 48
9

 

بع�د از این ها بزرگ ترین عدد 5۹۷31 اس�ت، بنابراین عدد 5۹۷31، 4۹ اُمین 
عددی است که نوشته ایم.

13899 اگ�ر کوچک تری�ن و بزرگ تری�ن عضو به ترتی�ب 6 و 10 ن9زگ -90  3
باشند، عضوهای دیگر زیرمجموعه می توانند اعداد ۷، 8 و ۹ باشند که می توانند 
32 اس�ت. به  در زیرمجموعه باش�ند یا نباش�ند. پس تعداد این زیرمجموعه ها 
همین ترتیب اگر کوچک ترین و بزرگ ترین عضو ۷ و ۹ باش�ند، عدد 8 می تواند 
در زیرمجموعه باشد یا نباشد. یعنی 2 زیرمجموعه به این شکل وجود دارد. پس 

تعداد زیرمجموعه های مطلوب سؤال 10تاست.

13909 تعداد اعداد دو رقمی کمتر از 50 برابر 40 اس�ت. از این ن9زگ -90  3
اعداد، 11، 22، 33 و 44 ارقام مش�ابه دارند، پس 36 عدد ارقام متمایز دارند. 

362 زیر مجموعه دارد. بنابراین بنابراین مجموعۀ A، 36 عضو و 
 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =36 36 4 36 42 16 2 2 2 2 36 4 9  

13919 از دو طریق می توان از شهر A به شهر D رفت:ن9زگ -90  1
ABCD ABDoÃv¶ oÃv¶: , :× × = × =2 3 3 18 2 2 4

. + =18 4 22 بنابراین تعداد راه های مورد نظر برابر است با 

13929 از 2 راه می توان مس�تقیماً از ش�هر A به ش�هر C رفت و ن9زگ -90  3
 + =2 6 8 3× راه از شهر B عبور کرد و به شهر C رفت. بنابراین  2 می توان با 
 A به ش�هر C راه ب�رای رف�ت وجود دارد. از یک راه می توان مس�تقیماً از ش�هر
2× راه می توان از ش�هر B عبور کرد و به ش�هر A برگشت. پس  2 برگش�ت و از 
× راه  =8 5 40 + راه برای برگش�ت وج�ود دارد. پس طبق اصل ضرب  =1 4 5

رفت و برگشت موجود است.

13939 راه ح��ل اول ب�ه کم�ک اصل ن9زگ -90  3
 A از نقطۀ C جم�ع تع�داد راه های رس�یدن ب�ه نقط�ۀ

مطابق شکل به دست می آید که برابر 3 است. 
تع�داد راه های رس�یدن ب�ه نقطۀ B از نقط�ۀ C نیز به 
همی�ن ترتی�ب به دس�ت می آی�د. که مطابق ش�کل به 

کمک اصل جمع تعداد راه ها 10 است.
 C به نقطۀ A توجه کنید که ابتدا باید با 3 راه از نقطۀ
برویم. س�پس با 10 راه از نقط�ۀ C به نقطۀ B برویم. 

× راه با شرایط مسئله وجود دارد. =3 10 30 بنابراین 
 C برویم، راه های�ی را که از آن ها نمی توان به نقطۀ C راه ح��ل دوم چون باید ابتدا به
رسید حذف می کنیم. پس باید روی راه های شکل زیر حرکت کنیم، که به کمک 

اصل جمع تعداد راه ها 30 به دست می آید.

13949 رقم صدگان باید 2، 3، 4، 5 یا 6 باشد. دو حالت در نظر ن9زگ -90  4
می گیریم.

حالت اول رقم صدگان 3، 4، 5 یا 6 باشد.

 

  

  

·I¬k‚ ·I«Àj ·I§Ä

, , ,

× × =4 6 5 4 6 5 120

3 4 5 6
حالت دوم رقم صدگان 2 باشد. در این صورت رقم دهگان باید 4، 5 یا 6 باشد.

 

  

·I¬k‚ ·I«Àj ·I§Ä

, ,

× × =1 3 5 1 3 5 15

2 45 6

توج�ه کنی�د که در حالت دوم یکی از عددها 240 اس�ت که بای�د این عدد را از 
مجم�وع تعداد عددهای حاصل کم کنیم. در نتیج�ه تعداد عددهای مورد نظر 

 . + − =120 15 1 134 برابر است با 

13959 عدده�ای 2 و 3 را ب�ه ی�ک حال�ت در زیرمجموع�ه قرار ن9زگ -90  2
می دهی�م. عدده�ای 4، 5 و 6 را به یک حالت کنار می گذاریم و در زیر مجموعه 
ق�رار نمی دهی�م، پنج ع�دد دیگر را می توانی�م در زیرمجموعه ق�رار دهیم یا قرار 
ندهی�م، یعنی ه�ر کدام از آن ها دو حالت دارد. بنابرای�ن تعداد زیرمجموعه ها با 

. =52 32 شرایط سؤال برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)174(

13969 x ن9زگ -90 y z× ×2 3 5 هر مقسوم علیه طبیعی عدد a به صورت   2
، y و z اعدادی حسابی هستند. چون می خواهیم مقسوم علیه، زوج  x اس�ت که
باش�د پ�س بای�د حداقل یک عامل 2 داش�ته باش�د و چ�ون می خواهی�م بر 10 
 ، x≤ ≤1 3 بخش پذی�ر نباش�د، پس نباید عامل 5 داش�ته باش�د. بنابراین باید 
، یعن�ی برای x س�ه حالت، ب�رای y پنج حالت و برای z یک  z=0 ≥y و  ≤0 4

. × × =3 5 1 15 حالت وجود دارد. پس تعداد این مقسوم علیه ها برابر است با 

13979 هر عضو مجموعۀ A را می توانیم به ن9زگ -90  3
یک�ی از اعض�ای مجموع�ۀ B ب�ا ی�ک پیکان وص�ل کنیم. 
همچنین می توانیم این عضو A را به هیچ عضوی از B وصل 
 ، A نکنی�م، یعنی برای خارج کردن ی�ک پیکان از هر عضو
× تابع می توان  × =5 5 5 125 پنج حالت وج�ود دارد. پس 
 B و برد آن زیرمجموعۀ A نوشت که دامنۀ آن زیرمجموعۀ
اس�ت. یکی از این توابع تهی است که در آن دامنۀ تابع تهی 

است. بنابراین 124 تابع غیرتهی وجود دارد.

13989 f ن9زگ -90 a b c d{( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4 هر تابع به صورت   2
، c و d می توانند 1 تا 4 باشند )چهار انتخاب  b مطلوب مسئله است که در آن 
دارند( ولی a می تواند 2 تا 4 باش�د )س�ه انتخ�اب دارد(. بنابراین تعداد توابعی 

 . × × × =4 4 4 3 192 مانند f برابر است با 

13999 تعداد عددهایی که اولین رقم س�مت چپ آن ها ۹ است، ن9زگ -90  4
برابر است با 

 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

تعداد عددهایی که اولین رقم سمت چپ آن ها 8 است، برابر است با 
 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

تعداد عددهایی که اولین رقم سمت چپ آن ها 6 است، برابر است با 
 × × × × =1 4 3 2 1 1 4 3 2 1 24  

، پس هفتاد و دومین عددی  + + =24 24 24 72 تعداد این عددها برابر است با 
که نوش�ته ایم کوچک ترین عددی اس�ت که با ارقام داده شده می توان نوشت به 

شرط آنکه اولین رقم سمت چپ آن برابر 6 باشد. این عدد 6248۹ است.

14009 به شکل زیر توجه کنید.ن9زگ -90  2

پرتاب چهارم باید رو بیاید، پس 1 حالت دارد. یکی از س�ه پرتاب اول باید رو بیاید که 
این کار به 3 حالت امکان پذیر است. دو پرتاب دیگر باید پشت بیایند که 1 حالت دارد. 
پرتاب های پنجم تا دهم می توانند رو یا پش�ت بیایند که هر کدام دو حالت دارند و کلًا 

× است. =63 2 192 62 حالت دارند. بنابراین تعداد حالت های مطلوب سؤال 

14019 می توان نوشتن9زگ -90  2
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14029 3! حال�ت ن9زگ -90 ، a و i هس�تند ک�ه ب�ه  o ح�روف ص�دادار  2
می توانن�د کن�ار یکدیگر قرار بگیرند. این بس�تۀ حروف صدادار به همراه ش�ش 
7! حالت می توانند در  حرف بی صدای دیگر هفت ش�یء متمایز هس�تند که به 
کن�ار هم ق�رار بگیرن�د. بنابرای�ن تعداد جایگش�ت های م�ورد نظر س�ؤال برابر 

6×! است. 7 ! یا  !×3 7

14039 راه حل اول کافی است بنابر اصل متمم، تعداد حالت هایی ن9زگ -90  2
را که ارغوان و اردوان کنار هم ایس�تاده اند از تعداد کل حالت های ایس�تادن این 
ش�ش نفر کم کنیم. اگر ارغوان و اردوان کنار هم ایستاده باشند، می توان آن ها را 
2! طریق می توانند کنار هم بایستند. بنابراین  یک نفر در نظر گرفت، که البته به 
. تع�داد صف هایی که  !× =2 5 240 تع�داد صف ها در این حالت برابر اس�ت با 
. بنابراین تعداد  !=6 720 بدون محدودیت می توان تش�کیل داد برابر اس�ت با 

. − =720 240 480 صف های مورد نظر برابر است با 
راه حل دوم ارغوان و اردوان را کنار می گذاریم. ابتدا تعداد حالت هایی که 4 نفر 
4! خواهد بود. در  در ی�ک ص�ف قرار می گیرند، محاس�به می کنیم که برابر ب�ا 
ابتدا و انتها صف و در بین این 4 نفر، 5 مکان وجود دارد که از این 5 مکان 2 تا 
را انتخاب می کنیم که ارغوان و اردوان در آن ها بایستند. پس تعداد کل صف ها 

. P( , ) !× = × =5 2 4 20 24 480 برابر است با 

14049 اگ�ر f تابع�ی با ویژگی مورد نظر باش�د، معلوم اس�ت که ن9زگ -90  3
)f جایگش�تی از عدده�ای 5، 6، ۷ و 8 هس�تند.  )4 )f و  )3  ، f( )2  ، f( )1

 . !=4 24 بنابراین تعداد تابع هایی مانند f برابر است با 

14059 4! طریق می توان در یک ردیف چید. ن9زگ -90 کتاب های ریاضی را به   2
اکنون کتاب های فیزیک را می توان فقط در جاهای مشخص شده در سطر زیر گذاشت. 

ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی 
3! طریق ممکن است. بنابراین تعداد راه های موردنظر برابر است با  این کار به 

! !× =4 3 144

14069 تساوی داده شده را ساده می کنیم:ن9زگ -90  4
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بنابراین 

14079 4! طریق کنار هم چید. ن9زگ -90 کتاب های ریاضی را می توان به   4
بی�ن این کتاب ها 3 ج�ای خالی وجود دارد که باید کتاب های فیزیک را در آن ها 

3! حالت ممکن است. بگذاریم. این کار هم به 
ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی فیزیک ریاضی 

کل این مجموعه و 2 کتاب شیمی را می توان 3 کتاب در نظر گرفت و آن ها را به 
. ! ! !4 3 3 3! حالت مرتب کرد. بنابراین تعداد راه های موردنظر برابر است با 

14089 4! طریق و 3 کتاب ن9زگ -90 توج�ه کنید که 4 کت�اب فیزیک به   2
3! طریق کن�ار یکدیگر قرار می گیرند. حال کتاب های فیزیک را در  ادبی�ات به 
یک بسته و کتاب های ادبیات را در بستۀ دیگری درنظر می گیریم. این دو بسته 
2! طری�ق می توانند کنار هم ق�رار گیرند. بنابراین تع�داد حالات مورد نظر  ب�ه 

 . ! ! !× × = × × =4 3 2 24 6 2 288 برابر است با 
14099 ابت�دا ح�رف a را ق�رار می دهی�م که ب�رای آن 3 انتخاب ن9زگ -90  4

داریم: حرف اول، دوم یا س�وم. سپس 2 حرف از 4 حرف باقی مانده را انتخاب 
. P( , )3 4 2 می کنیم. بنابراین تعداد کلمات مورد نظر برابر است با 

14109 3 گلابی را باید بین 3 پس�ر از 5 پس�ر توزیع کنیم که این ن9زگ -90  1
)P حالت امکان پذیر اس�ت. سپس باید 2 سیب را بین 2 نفر از 8  , )5 3 کار به 

)P حالت امکان پذیر است. پس  , )8 2 نفر باقی مانده توزیع کنیم که این کار به 

 . P P ! ! ! ! !( , ) ( , )
! ! !

×= × = =
× ×

5 8 5 8 85 3 8 2
2 6 2 6 5 12

جواب مسئله برابر است با 



)175(

14119 تساوی داده شده را ساده می کنیم:ن9زگ -90  2
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بنابراین 

14129 باید تع�داد حالت هایی را که در آن ه�ا عبارت log دیده ن9زگ -90  1
، i  ، r  ، a می ش�ود، از تعداد کل حالت ها کم کنیم. عبارت log و شش حرف

7! حالت می توانند در کنار یکدیگر  ، h و m هفت شیء متمایز هستند که به  t
9! است. بنابراین تعداد حالت های  قرار گیرند. تعداد کل جایگشت ها نیز برابر 

 . ! ! !( ) !− = × − = ×9 7 7 9 8 1 7 71 مورد نظر برابر است با 
14139 5! ن9زگ -90 تعداد کل حالت های ایس�تادن 5 نف�ر در یک صف   3

اس�ت. در نیمی از این حالات احمد در مکان جلوتری نس�بت به محمد ایستاده 
اس�ت و در نیم دیگر حالات محمد در مکان جلوتری نس�بت به احمد ایس�تاده 

. !=5 60
2

است. بنابراین تعداد حالت های مطلوب سؤال برابر است با 

14149 ب�ه دو روش می ت�وان حروف را چی�د طوری که حروف a ن9زگ -90  2
یکی در میان باشند:

3! حالت می توان در جاهای خالی  ، n و m را به  p در هر دو روش، سه حرف 
×! است. =2 3 12 قرار داد. پس تعداد حالت های مورد نظر 

14159 تعداد همۀ عددهای چهار رقمی با رقم های غیرتکراری که ن9زگ -90  2
 . P( , )=6 4 360 می توان با ش�ش رقم 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 5 و 6 نوش�ت برابر است با 
از ط�رف دیگر، تعداد عدده�ای چهار رقمی با رقم های غیرتک�راری که در آن ها 
هیچ یک از رقم های 1 و 5 نیامده است، برابر است با تعداد عددهای چهار رقمی 
، 4 و 6 نوش�ت. تعداد این  3 ب�ا رقم های غیرتکراری که می توان با رقم های 2 ، 
. بنابراین تعداد عددهای مورد نظر برابر است با !=4 24 عددها برابر است با 

− =360 24 336

14169 تع�داد کل جایگش�ت های ش�ش حرفی کلمۀ ن�ه حرفی ن9زگ -90  4
)P اس�ت. تع�داد جایگش�ت های ش�ش حرف�ی که  , )9 6 logarithm براب�ر 

)P اس�ت. بنابرای�ن تعداد  , )7 6 هیچ ک�دام از ح�روف m و t را ندارن�د براب�ر 
جایگشت هایی که حداقل یکی از این دو حرف را دارند برابر است با

 P P ! ! !( , ) ( , ) ! ! ! !
! !

× ×− = − = − = × − = ×9 7 9 8 79 6 7 6 7 12 7 7 11 7
3 1 6

 

14179 راه حل اول تعداد کل جایگش�ت های چهارحرفی هش�ت ن9زگ -90  2
 t اس�ت. تعداد جایگشت هایی که در آن ها حرف P( , )8 4 حرف این کلمه برابر 
 t بنابراین تعداد جایگش�ت هایی که حرف . P( , )7 4 وجود ندارد برابر اس�ت با 

P که برابر است با  P( , ) ( , )−8 4 7 4 دارند می شود 

 P P ! !( , ) ( , )
! !

( )

− = − = × × × − × × ×

= × × − = × × × =

8 78 4 7 4 8 7 6 5 7 6 5 4
4 3
7 6 5 8 4 7 6 5 4 840

 

راه حل دوم ابتدا حرف t را به 4 حالت در یکی از چهارخانۀ خالی در نظر گرفته 
شده برای جایگشت قرار می دهیم. سپس سه خانۀ خالی وجود دارد که باید با ۷ 

)P است.  , )7 3 حرف باقی مانده پر شوند که تعداد حالت های پر شدن آن ها 

بنابراین تعداد جایگشت هایی که در آن ها t وجود دارد برابر است با 

P !( , )
!

= × = × × × =74 7 3 4 4 7 6 5 840
4

14189 ابتدا مقدار n را از تساوی داده شده به دست می آوریم:ن9زگ -90  3
n n n n n n n

n n

n n n n n n

n n n

! ! ( )( ) ( )
( )! ( )!

( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − − − − =
− −

− + − = ⇒ − + − =

− + = ⇒ =

3 2 2

2

3 30 1 2 3 1 30
3 2
6 5 30 0 6 5 6 0

6 5 0 6

. P n P !( , ) ( , )
!

= = = × × × =64 6 4 6 5 4 3 360
2

بنابراین 

14199 عددی بر 3 بخش پذیر است که مجموع رقم هایش بر 3 ن9زگ -90  2
بخش پذیر باشد. اکنون توجه کنید که از شش رقم داده شده، اگر فقط 0 یا 3 را 

حذف کنیم، مجموع پنج رقم دیگر بر 3 بخش پذیر است. از طرف دیگر،
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, , ,

⇒ =

⇒ × × × × =

5 4 3 2 1 5 120

4 4 3 2 1 4 4 3 2 1 96

1 2 4 5
 . + =120 96 216 بنابراین، پاسخ سؤال برابر است با 

14209 8! اس�ت. ن9زگ -90 تعداد کل جایگش�ت های 8 حرفی این کلمه   1
ابت�دا تع�داد حالت هایی را که هیچ دو حرف صداداری کن�ار یکدیگر قرار ندارند  
8! کم می کنیم تا تعداد حالت هایی که حداقل  حساب می کنیم، سپس آن را از 
دو ح�رف صدادار کنار یکدیگر قرار دارند، به دس�ت آید. برای پیدا کردن تعداد 
جایگش�ت هایی که هیچ دو حرف صداداری کنار هم قرار ندارند، ابتدا پنج حرف 
5! حالت انجام پذیر اس�ت.  بی ص�دا را کن�ار هم ق�رار می دهیم که ای�ن کار به 
س�پس در شش جای خالی مطابق شکل زیر 3 حرف صدادار را قرار می دهیم که 

)P حالت امکان پذیر است. , )6 3 این کار به 

!P است که برابر است با ! ( , )−8 5 6 3 پس تعداد حالت های مطلوب مسئله 

 !! ! ! ! !( ) !
!

− × = − × = − = ×68 5 8 20 6 6 56 20 36 6
3

 

14219 توجه کنید که ن9زگ -90  1

n n n n
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14229  و ن9زگ -90
 
 
 
 

3

2
تعداد راه های انتخاب دو توپ از جعبۀ A برابر   3

 است. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 
 
 
 
 

9

2
از جعبۀ B برابر 

    ×   = × =
   
   

3 9 9 83 108
22 2



فصل دوم: آزمون ها
)176(

14239 فرض کنید فرد A یکی از این دوازده نفر باشد. اگر پنج نفر ن9زگ -90  3
از یازده نفر دیگر را انتخاب کنیم و با A یک تیم شش نفره درست کنیم، شش نفر 
 باقی مان�ده ه�م ی�ک تی�م ش�ش نف�رۀ دیگ�ر تش�کیل خواهن�د داد. بنابرای�ن 

 است.
 
 
 
 

11

5
جواب 

14249 اگر هر سه نقطه از این پنج نقطه را به هم وصل کنیم، یک ن9زگ -90  2

 یعنی 10 تا است.
 
 
 
 

5

3
مثلث تشکیل خواهند داد. پس تعداد مثلث ها برابر 

14259 4× تعداد خط ه�ای افقی 5تا و ن9زگ -90 7 در ی�ک صفحۀ ش�طرنجی   3
 تع�داد خط ه�ای عم�ودی 8تاس�ت. از تقاط�ع ه�ر دو خ�ط عم�ودی و دو خ�ط افقی 
یک مس�تطیل رس�م می شود. پس باید دو خط از پنج خط افقی و دو خط از هشت خط 

.
   
   =
   
   

5 8
280

2 2
عمودی را انتخاب کنیم، یعنی تعداد مستطیل ها برابر است با 

14269 راه حل اول این کار را به چند روش می توانیم انجام دهیم:ن9زگ -90  1

 طریق انتخاب می کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
1 10 10

0 3
الف( صفر مرد و سه زن را به 

 طریق انتخاب می کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
7 10 70

1 2
ب( یک مرد و دو زن را به 

 طریق انتخاب می کنیم.
   
   = × =
   
   

7 5
21 5 105

2 1
پ( دو مرد و یک زن را به 

بنابراین تعداد کل حالت ها برابر است با 

 
           
           + + = + + =
           
           

7 5 7 5 7 5
10 70 105 185

0 3 1 2 2 1

 .
 
 
 
 

12

3
راه حل دوم تعداد حالت های انتخاب سه نفر از بین 12 نفر برابر است با 

 است. 
 
 
 
 

7

3
همچنین تعداد حالت هایی که در آن س�ه مرد انتخاب شوند برابر 

پس بنابر اصل متمم، تعداد حالت های مطلوب برابر است با 
   
   − = − =
   
   

12 7
220 35 185

3 3

14279 هر حالت پرتاب هفت سکه، یک رشتۀ هفت حرفی مانند ن9زگ -90  3
»ر پ ر ر پ پ ر« درست می کند. اگر جای 3تا »رو« را در این رشته انتخاب کنیم، 
 ج�ای 4تا »پش�ت« خودبه خود معلوم می ش�ود. بنابراین تع�داد راه های مورد نظر

 .
 
 =
 
 

7
35

3
برابر است با 

14289 7! طری�ق در یک ردیف قرار ن9زگ -90 ابت�دا ۷ ح�رف دیگر را به   2
می دهی�م. س�پس در دو م�کان از 8 م�کان ب�ه وجود آم�ده، دو ح�رف e را قرار 

 حالت امکان پذیر اس�ت. پس تعداد کل حالت ها 
 
 
 
 

8

2
می دهیم که این کار به 

. !×28 7 ! است که می شود 
 
 ×
 
 

8
7

2

14299 از تع�داد کل ن9زگ -90 بای�د  بناب�ر اص�ل متم�م،  اول  راه ح��ل   4
زیرمجموعه ها، تعداد زیرمجموعه های صفر عضوی، یک عضوی و دو عضوی را 

کم کنیم. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با
     
     − − − = − − − =
     
     

8 8 8 8
2 256 1 8 28 219

0 1 2
 

راه حل دوم تعداد زیرمجموعه های دس�ت کم س�ه عضوی براب�ر با مجموع تعداد 
زیرمجموعه های سه عضوی، چهار عضوی، … و هشت عضوی مجموعه است. پس
           
           + + + + + = + + + + + =
           
           

8 8 8 8 8 8
56 70 56 28 8 1 219

3 4 5 6 7 8

14309 بنابرای�ن تعداد زیرمجموعه های یک عضوی و دو عضوی ن9زگ -90  3

 است. بنابراین
n 

 
 
 2

 و 
n 

 
 
 1

یک مجموعۀ n عضوی به ترتیب 

 

n n n n
n

n n n n (.¡.¡.—)

( )

,

    −   + = ⇒ + =
   
   

+ − = ⇒ = =−2

145 45
21 2

90 0 9 10

بنابراین مجموعۀ مورد نظر ۹ عضو دارد و تعداد زیرمجموعه های سه عضوی آن 

.
 
 =
 
 

9
84

3
برابر است با 

14319 از رابطۀ داده شده به دست می آیدن9زگ -90  1
n n

n n n n
n n n

n n n
n

( )! ( )!

( )!( ( ))! ( )! !

( ) ( )!
( )

( )!

+ +
= ⇒ =
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+ −
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− ×

1 16 6
1 1 1 1 2
1 1 6 1 12 3

1 2

. !
! !

 
 = =
 
 

5 5 10
3 23

 را محاسبه کنیم که برابر است با 
 
 
 
 

5

3
بنابراین باید 

14329  ن9زگ -90
 
 
 
 

7

2
دو نف�ر دیگر را می توان از میان هفت نفر دیگر به   1

5! طریق در یک صف مرتب  طری�ق انتخ�اب کرد. پنج نفر را هم می توان ب�ه  

 . !
 
 × = × =
 
 

7
5 21 120 2520

2
کرد. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

14339 اگر س�ه نفر از هش�ت نف�ر را انتخاب کنی�م و آن ها را به ن9زگ -90  1
هم�راه A و B در ی�ک تیم پنج نفره ق�رار دهیم، پنج نفر باقی مان�ده تیم دیگر را 

 است. 
 
 
 
 

8

3
تشکیل خواهند داد. بنابراین جواب مسئله 

 ! !
! ! !

  × × × = = = × =
  × × 

8 8 8 7 6 5 8 7 56
3 5 3 2 53

14349 راه حل اول به شکل زیر توجه کنید.ن9زگ -90  4
به س�ه روش می توان مثلث را رس�م کرد. در روش اول دو رأس مثلث را از نقاط 
A9 انتخاب  A6 تا  A5 انتخاب می کنیم و یک رأس دیگر را از بین نقاط  A1 تا 

 است. در روش دوم، یک رأس مثلث 
   
   =
   
   

5 4
40

2 1
می کنیم. تعداد این مثلث ها 

A9 انتخاب می کنیم. A6 تا  A5 و دو رأس دیگر را از نقاط  A1 تا  را از نقاط 



)177(

 اس�ت و در روش سوم، هر سه رأس مثلث 
   
   =
   
   

5 4
30

1 2
تعداد این مثلث ها 

 است. 
 
 =
 
 

4
4

3
A9 انتخاب می کنیم که تعداد این مثلث ها  A6 تا  را از نقاط 

+ مثلث وجود دارد. + =40 30 4 74 پس در مجموع 

 اس�ت که اگر هر 
 
 
 
 

9

3
راه حل دوم تعداد انتخاب های 3 نقطه از ۹ نقطه برابر 

سه نقطه روی یک خط نباشند، می توانند رأس های یک مثلث باشند. پس تعداد 

 را از تعداد کل 
 
 
 
 

5

3
حالت هایی را که س�ه نقطه روی یک خط هس�تند، یعنی 

 .
   
   − =
   
   

9 5
74

3 3
حالت ها کم می کنیم: 

14359 هر مس�تطیل از برخورد دو خط افقی و دو خط عمودی از ن9زگ -90  3
۹ خط افقی و ۹ خط عمودی ش�کل زیر به وجود می آید. برای اینکه مس�تطیل ها 
3× باش�ند، بای�د فاصلۀ دو خط م�وازی 3 واح�د و فاصلۀ دو خط  5 5× ی�ا  3
3× یکی از خطوط 1 تا 6  5 موازی دیگر 5 واحد باشد. برای رسم مستطیل های 

 روش انتخ�اب کنیم و خط موازی آن خودبه خود به 
 
 
 
 

6

1
افق�ی را می توانیم به 

فاصلۀ 3 واحد رسم می شود. همچنین یکی از خطوط عمودی 1 تا 4 را می توانیم 

 روش انتخاب کنیم و خط موازی آن خودبه خود به فاصلۀ 5 واحد رسم 
 
 
 
 

4

1
به 

3× وجود دارد. به همین ترتیب 24  5 × مستطیل  =6 4 24 می ش�ود. بنابراین 
5× وجود دارد. پس جمعاً 48 مستطیل با ابعاد 3 و 5 وجود دارد. 3 مستطیل 

14369 راه حل اول به چند روش می توانیم این کار را انجام دهیم:ن9زگ -90  4

 
   
   = × =
   
   

6 5
6 10 60

1 2
الف( یک بازیکن از تیم A و دو بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم.

 
   
   = × =
   
   

6 5
15 5 75

2 1
ب( دو بازیکن از تیم A و یک بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم.

 
   
   = × =
   
   

6 5
20 1 20

3 0
پ( سه بازیکن از تیم A و صفر بازیکن از تیم B را به 

طریق انتخاب کنیم. 

بنابراین تعداد حالت ها برابر است با

           
           + + =
           
           

6 5 6 5 6 5
155

1 2 2 1 3 0

راه حل دوم تعداد راه های انتخاب س�ه نفر از ی�ازده نفر بازیکن هر دو تیم برابر 

 است و تعداد راه هایی که در آن ها هیچ بازیکنی از تیم A انتخاب 
 
 =
 
 

11
165

3

 است. پس بنابر اصل متمم، تعداد راه های مورد نظر 
 
 =
 
 

5
10

3
نش�ود برابر با 

برابر است با
   
   − =
   
   

11 5
155

3 3
 

14379 ش�ش جای خالی در نظر بگیرید ک�ه می خواهیم در آن ها ن9زگ -90  4
ارقام 1 تا 5 را بنویس�یم. ابتدا 4 جای خالی را از این 6 جا انتخاب می کنیم و در 
آن ها یکی از ارقام 1، 3 یا 5 را می نویس�یم. س�پس در 2 جای باقی مانده یکی از 

ارقام 2 یا 4 را می نویسیم:
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  × × × × × × =
 
 

4
6

3 3 3 3 2 2 4860
4



14389 اعداد 1 و 2 را باید در زیرمجموعه قرار دهیم. اعداد 3، 4 و 5 ن9زگ -90  2
را کنار می گذاریم تا عضو زیرمجموعه نباشند. دو عضو دیگر زیرمجموعه را از بین 

 حال�ت انتخ�اب می کنی�م. بنابرای�ن تعداد 
 
 =
 
 

15
105

2
اع�داد 6 ت�ا 20 ب�ه 

زیرمجموعه ها با شرایط مسئله برابر است با
 
 =
 
 

15
105

2
 

14399 . اکن�ون اگر دو تا از ن9زگ -90 = × × ×210 2 3 5 7 توج�ه کنید که   1
عدده�ای 2، 3، 5 و ۷ را انتخ�اب کنی�م، حاصل ض�رب آن ه�ا و دو عدد دیگر، 

 .
 
 =
 
 

4
6

2
ویژگی مورد نظر را دارند. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

14409  حالت ن9زگ -90
 
 
 
 

6

1
ابتدا یک جفت کفش را از 6 جفت کفش به   3

انتخ�اب می کنی�م. اکنون بای�د 3 لنگه کفش را از بین 5 جف�ت کفش باقیمانده 
انتخ�اب کنی�م طوری که هیچ دو لنگ�ه ای متعلق به یک جفت نباش�ند. به این 

 حالت انتخاب 
 
 
 
 

5

3
منظ�ور ابت�دا 3 جفت کفش را از بی�ن 5 جفت کفش ب�ه 

می کنیم، سپس از هر جفت کفش انتخاب شده یک لنگه را انتخاب می کنیم که 
× حالت امکان پذیر اس�ت. پس تع�داد حالت های مورد نظر  ×2 2 2 ای�ن کار به 

 است.
   
   × =
   
   

36 5
2 480

1 3
مسئله 



فصل دوم: آزمون ها
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14419 توجه کنید کهن9زگ -90  4
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  − − +  = =
 
  − − − − 
 
 
  − +  = =

− 
  + − + + 

1

1 11

1

1 11

بنابراین

 
n r

n rr n r
r n r
n r

,

− + = = − + = ⇒ ⇒ = = 
+ − − = = =

 −

1 84 7
3 10 3 036 3 9 3

1 84 2 2 5 3 0
126 3

. n r+ =12 پس 

14429 چ�ون 2 معلم خ�اص باید حتماً در تیم باش�ند، پس باید ن9زگ -90  2
تیم�ی 3 نف�ره انتخ�اب کنی�م ک�ه 2 دانش آم�وز خ�اص در آن نباش�ند. این 2 
دانش آم�وز را حذف می کنیم. بنابراین باید تیمی 3 نفره از میان ۹ نفر باقی مانده 

.
 
 =
 
 

9
84

3
انتخاب کنیم. تعداد راه های این کار برابر است با 

14439 هر نقطۀ برخورد مربوط به دو قطر و در نتیجه مربوط به ن9زگ -90  2
4 رأس است. بنابراین تعداد نقطه های مورد نظر برابر است با 

 
 
 =
 
 

7
35

4

14449 راه حل اول به دو روش می توان مثلث را رسم کرد: ن9زگ -90  2
A4 انتخاب کنیم و یک رأس  A1 تا  روش اول دو رأس مثل�ث را از بی�ن نقاط 

B3 انتخاب کنیم. تعداد این مثلث ها برابر است با  B1 تا  مثلث را از بین نقاط 

 
   
   = × =
   
   

4 3
6 3 18

2 1

B3 انتخاب کنیم و یک رأس  B1 تا  روش دوم دو رأس مثل�ث را از بی�ن نقاط 

A4 انتخاب کنیم. تعداد این مثلث ها برابر است با A1 تا  مثلث را از بین نقاط 

   
   = × =
   
   

3 4
3 4 12

2 1
 

بنابراین تعداد کل مثلث ها برابر است با 

       
       + = + =
       
       

4 3 3 4
18 12 30

2 1 2 1

راه ح��ل دوم ابتدا تعداد مثلث های قابل رس�م با ۷ نقطه را محاس�به می کنیم. 
A4 و با 3 نقطۀ  A3 و   ، A2  ، A1 س�پس تعداد مثلث هایی را که با 4 نقطۀ 

B3 قابل رسم هستند از آن کم می کنیم. پس B2 و   ، B1

     
     − − = − − =
     
     

7 4 3
35 4 1 30

3 3 3

14459 اگر س�ه س�ؤال از پنج س�ؤال اول را انتخاب کنیم، باید سه ن9زگ -90  3
س�ؤال از پنج س�ؤال دوم را هم انتخ�اب کنیم و به آن ها ج�واب بدهیم. تعداد این 

 است. اگر چهار سؤال از پنج سؤال اول 
   
   = × =
   
   

5 5
10 10 100

3 3
حالت ها برابر 

را انتخاب کنیم، باید دو س�ؤال از پنج س�ؤال دوم را هم انتخاب کنیم و به آن ها 

 اس�ت. اگر 
   
   = × =
   
   

5 5
5 10 50

4 2
ج�واب بدهیم. تعداد این حالت ها برابر 

پنج سؤال از پنج سؤال اول را انتخاب کنیم باید یک سؤال از پنج سؤال دوم را هم 
براب�ر  حالت ه�ا  ای�ن  تع�داد  بدهی�م.  ج�واب  آن ه�ا  ب�ه  و  کنی�م  انتخ�اب 

 است. بنابراین تعداد کل حالت ها برابر است با
   
   = × =
   
   

5 5
1 5 5

5 1

           
           + + = + + =
           
           

5 5 5 5 5 5
100 50 5 155

3 3 4 2 5 1

14469 اگ�ر هیچ مردی را انتخاب نکنی�م، تعداد راه های انتخاب ن9زگ -90  4

 و اگر یک مرد و س�ه زن انتخاب کنیم، 
 
 =
 
 

6
15

4
اعض�ای تیم برابر اس�ت با 

. بنابراین تع�داد راه های 
   
   = × =
   
   

4 6
4 20 80

1 3
تع�داد راه ها برابر اس�ت ب�ا 

انتخاب تیمی چهار نفره که حداکثر یک مرد عضو آن باشد )بدون انتخاب مدیر( 

. تعداد راه های انتخاب مدیر 
     
     + = + =
     
     

6 4 6
15 80 95

4 1 3
برابر است با 

. بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 
 
 
 
 

4

1
هم برابر است با 

( )
       
       + = × =
       
       

4 6 4 6
4 95 380

1 4 1 3

14479 راه حل اول تعداد جایگش�ت های پنج حرفی که در آن ها ن9زگ -90  4

 . ! !
 
 × = ×
 
 

6
5 15 5

4
حرف t وجود دارد ولی حرف a وجود ندارد برابر است با 

به همین ترتیب، تعداد جایگش�ت های پنج حرفی که در آن ها حرف a وجود دارد 
. حال تعداد جایگش�ت های پنج  !×15 5 ولی حرف t وجود ندارد برابر اس�ت با 

 ! !
 
 × = ×
 
 

6
5 20 5

3
حرفی که در آن ها هر دو حرف a و t وجود دارند برابر است با 

در نتیجه تعداد کل جایگشت های پنج حرفی مورد نظر برابر است با 

! ! ! !× + × + × = ×15 5 15 5 20 5 50 5
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راه حل دوم تعداد کل جایگشت های پنج حرفی حروف کلمۀ هشت حرفی triangle برابر 
 t و a اس�ت. تع�داد جایگش�ت های پنج حرف�ی که هیچ ک�دام از ح�روف P( , )8 5

)P است. بنابراین تعداد جایگشت هایی که حداقل یکی از  , )6 5 را ندارند، برابر 

این دو حرف را دارند برابر است با

P P ! ! !( , ) ( , ) ! !( ) !
! !

× −− = − = − = = ×8 6 8 7 8 68 5 6 5 6 6 5 50
3 1 6 6

14489 عددهای 1، 2، … و 10 را بر حسب زوج یا فرد بودن شان ن9زگ -90  3
به دو دسته تقسیم می کنیم:

 
                     

                     

»H ¾â Twj ÁIÀjkø

³»j â¾Twj ÁIÀjkø

: , , , ,

: , , , ,

1 3 5 7 9

2 4 6 8 10

ب�رای اینکه مجموع چهار عدد مورد نظر زوج باش�د، یا بای�د هر چهار عدد را از 
دس�تۀ اول انتخاب کنیم، یا باید دوتا از دس�تۀ اول و دوتا از دس�تۀ دوم انتخاب 
کنی�م، ی�ا باید هر چهار تا را از دس�تۀ دوم انتخاب کنی�م. بنابراین تعداد راه های 

.
       
       + + = + × + =
       
       

5 5 5 5
5 10 10 5 110

4 2 2 4
مورد نظر برابر است با 

14499  ن9زگ -90
 
 
 
 

6

1
راه ح��ل اول ابت�دا ی�ک زوج را از ش�ش زوج به   1

حال�ت انتخ�اب می کنیم. حالا باید دو نفر را از بی�ن پنج زوج باقی مانده انتخاب 
کنیم به طوری که هیچ دو نفری زن و ش�وهر نباشند. به این منظور ابتدا دو زوج 

 حالت انتخاب می کنیم، س�پس از هر زوج انتخاب 
 
 
 
 

5

2
را از بین پنج زوج به 

2× طریق امکان پذیر اس�ت.  2 ش�ده یک نفر را انتخاب می کنیم که این کار به 
پس تعداد راه های مورد نظر مسئله برابر است با 

   
   × = × × =
   
   

26 5
2 6 10 4 240

1 2

 طریق انتخاب می کنیم 
 
 
 
 

6

1
راه حل دوم ابتدا یک زوج را از میان شش زوج به 

 طریق 
 
 
 
 

10

2
و ب�رای انتخ�اب دو نف�ر دیگ�ر، دو نف�ر را از ده نفر باقی مان�ده به 

انتخاب می کنیم و پنج حالتی را که ممکن اس�ت این دو نفر زن و ش�وهر باشند، از 
انتخاب هایمان کم می کنیم. بنابراین تعداد انتخاب های مورد نظر برابر است با

( ) ( )
   
   × − = × − =
   
   

6 10
5 6 45 5 240

1 2
 

14509 به شکل زیر توجه کنید:ن9زگ -90  2
 



»nSzQ IU»j » »n IU»j »n IÄ SzQ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

 

پرت�اب پنجم باید رو بیاید پس یک حالت دارد. دو تا از چهار پرتاب اول باید رو 

 حالت امکان پذیر اس�ت. دو پرتاب دیگر باید پشت 
 
 
 
 

4

2
بیایند که این کار به 

بیایند که یک حالت دارد. پرتاب های شش�م تا دهم می توانند رو یا پشت بیایند 
52 حالت دارند. بنابراین تعداد حالت های مطلوب  که هر کدام دو حالت و کلًا 

.
 
 × = × =
 
 

54
2 6 32 192

2
مسئله برابر است با 

14519 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  3

n S      n A( ) , ( )
     
     = = = + + = + + =
     
     

3 3 3 3
2 8 3 3 1 7

1 2 3

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= =7
8

بنابراین 

 × × =1 1 1 1
2 2 2 8

راه حل دوم احتمال اینکه س�که هر س�ه بار پش�ت بیای�د، برابر 

. P A( )= − =1 71
8 8

است. بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، 

14529 n اس�ت. اعداد ن9زگ -90 S( )=90 تع�داد اع�داد دو رقم�ی برابر   1

29 که تعداد  28 و   ، 27  ، 26  ، 25  ، 24 دو رقم�ی مرب�ع کامل عبارت ان�د از 
n اس�ت. بنابراین احتمال مرب�ع کامل بودن عدد انتخاب  A( )=6 آن ها برابر 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 1
90 15

شده برابر است با 

14539 × عض�و دارد و ن9زگ -90 =6 6 36 فض�ای نمون�ه ای این آزمایش   1
پیشامد مطلوب به شکل زیر است

 
A

          

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

= 11 2 1 2 2 3 1 3 3 4 1 4 2 4 4

5 1 5 5 6 1 6 2 6 3 6 6
 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =14 7
36 18

بنابراین 

14549 ، ن9زگ -90 3  ، 2 مقسوم علیه های طبیعی عدد 24 عبارت اند از 1،   3
n است. تعداد مقسوم علیه های  S( )=8 ، 12 و 24 که تعداد آن ها  8  ، 6  ، 4
بنابرای�ن احتم�ال زوج ب�ودن  n اس�ت.  A( )=6 طبیع�ی و زوج 24 براب�ر 

n است. A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 3
8 4

مقسوم علیه انتخاب شده 

14559 تع�داد کل حالت های ممکن برای چیدن 8 کتاب در یک ن9زگ -90  4
8! است. اگر بخواهیم کتاب های هم موضوع کنار هم باشند، ابتدا  قفس�ه برابر 
5! حالت کنار هم می چینیم. س�پس کتاب های ریاضی  کتاب های ادبیات را به 
2! حالت این دو دسته کتاب را  3! حالت کنار هم می چینیم و در آخر به  را به 
در قفس�ه ق�رار می دهی�م. بنابرای�ن اگ�ر A پیش�امد م�ورد نظ�ر باش�د، آن گاه 

. n A
P A

n S
( ) ! ! !( )
( ) !

= = =5 3 2 1
8 28

، پس  n A( ) ! ! !=5 3 2

14569 تعداد کل مس�یرهایی که از ش�هر A به شهر C می روند، ن9زگ -90  2
. دو مس�یر مستقیم از شهر A به شهر C است که  × + =4 3 2 14 برابر اس�ت با 
از ش�هر B عبور نمی کنند، 12 مس�یر دیگر از ش�هر B عب�ور می کنند. بنابراین 

. =12 6
14 7

احتمال اینکه در مسیرمان از شهر B عبور کنیم، برابر 

14579 تعداد راه های انتخاب س�ه مهره از ده مهره برابر است با ن9زگ -90  2

 و تعداد راه های انتخاب س�ه مهرۀ سفید از پنج مهرۀ سفید برابر است با 
 
 
 
 

10

3

 .

 
 
 
  = =
 
 
 
 

5

3 10 1
10 120 12

3

. بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 
 
 
 
 

5

3
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14589 . در نتیجهن9زگ -90 P A B( )=0 چون A و B ناسازگارند،   3

 P A B P A P B( ) ( ) ( )= + = + =1 5 17
9 6 18

  

14599 . از طرف ن9زگ -90 P A B( )=0 چون A و B ناس�ازگارند، پس   4

. در نتیجه P B P B( ) ( )′= − =11
4

دیگر 

  P A B P A P B( ) ( ) ( )= + = + =1 1 5
6 4 12

  

14609 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
P A B P A P B P A B

P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) / ( ) ( ) /

= + −

= + − ⇒ + =0 6 0 2 0 8

 

 

بنابراین

 
P A P B P A P B

P A P B

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ( )) / /

′ ′+ = − + −

= − + = − =

1 1

2 2 0 8 1 2
 

14619 6× عض�و دارد و پیش�امد ن9زگ -90 6 فض�ای نمون�ه ای آزمایش   1
 . A {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 مطلوب برابر است با 

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 5
36

بنابراین 

14629 تع�داد کل عدده�ای س�ه رقمی ب�ا رقم ه�ای متمایز که ن9زگ -90  3
 ، × ×5 5 4 } باشند برابر است با  , , , , , }0 2 3 4 5 6 رقم های آن عضو مجموعۀ 

. توجه کنید که اگر رقم صفر را انتخاب کنیم نمی توان عدد  n S( )=100 یعن�ی 
س�ه رقمی با ش�رایط گفته شده نوش�ت. پس از 5 رقم دیگر س�ه رقم را انتخاب 
می کنیم. با این س�ه رقم انتخاب ش�ده فقط به یک طریق می توانیم یک عدد با 
ش�رایط خواس�ته ش�ده بنویس�یم بنابراین اگر A پیش�امد این باش�د که رقم ها 

. بنابراین احتم�ال مورد نظر برابر  n A( )
 
 = =
 
 

5
10

3
صعودی باش�ند، آن گاه 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 1
100 10

است با 

14639 × اس�ت. اگر ن9زگ -90 ×9 10 10 تع�داد کل اعداد س�ه رقمی برابر   2
× خواهد بود.  ×9 9 8 بخواهیم رقم تکراری نداش�ته باش�یم، تعداد اع�داد برابر 
بنابرای�ن احتم�ال اینکه عدد نوش�ته ش�ده دارای رقم های تکراری نباش�د یعنی 

  . /× × =
× ×
9 9 8 0 72
9 10 10

رقم های آن متفاوت باشند، برابر است با 

14649 تعداد جایگش�ت های حروف کلمۀ هفت حرفیsociety ن9زگ -90  1
7! اس�ت. س�ه حرف ص�دادار کلم�ۀ society را یک ح�رف در نظر  براب�ر با 
می گیری�م. در این صورت پنج حرف داریم که تعداد جایگش�ت های آن ها برابر 
3! است، پس تعداد  5! است و چون تعداد جایگشت های حروف صدادار هم 
! است. بنابراین  !×5 3 جایگشت هایی که حروف صدادار کنار هم هستند برابر 

 . ! !
!
× =5 3 1
7 7

احتمال مورد نظر برابر است با 

14659 یعن�ی ن9زگ -90 دارد،  عض�و   !7 آزمای�ش  ای�ن  نمون�ه ای  فض�ای   4
. اگر A پیش�امد مطلوب مس�ئله باش�د، تعداد اعضای A برابر است با  n S( ) !=7
ها می چینیم،  4! حال�ت در  . )ابت�دا کتاب ه�ای ریاضی را به  n A( ) ! != ×4 3
ها می چینیم.( 3! حالت در  سپس در مکان های بین آن ها کتاب های فیزیک را به 

بنابراین

 n A
P A

n S
( ) ! !( )
( ) !

×= = =4 3 1
7 35

 

14669 مجموع�ۀ ن9زگ -90 ناته�ی  زیرمجموعه ه�ای  تع�داد   2
زیر مجموعه ه�ای  تع�داد  و  اس�ت   −62 1 براب�ر   A   { , , , , , }= 1 2 3 4 5 6

 است. بنابراین احتمال دو عضوی بودن زیر مجموعۀ 
 
 
 
 

6

2
دو عضوی آن برابر 

انتخاب شده برابر است با

 

 
 
 
  = =
−6

6

2 15 5
63 212 1

14679  حالت امکان پذیر ن9زگ -90
 
 
 
 

9

3
انتخاب س�ه مهره از ۹ مهره به   3

است و تعداد راه هایی که دو تا از آن ها سفید باشند برابر است با

 
       
       + =
       
       

3 2 3 4
18

2 1 2 1

. = =
 
 
 
 

18 18 3
9 84 14

3

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

14689 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 P A P A P B P B     ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= − = − = = − = − =5 1 1 21 1 1 1
6 6 3 3

بنابراین

P A B P A B P A P B(( ) ) ( ) ( ) ( )′ = − = − − = − − =2 1 11 1 1
3 6 6

 

14699 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
P A B P A P B P A B

P A B P A B P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + −

+ = + ⇒ + =4
3

 

 

بنابراین

P A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))′ ′+ = − + − = − + = − =4 21 1 2 2
3 3

14709 . ن9زگ -90 P B P B( ) ( )′= − = − =9 11 1
10 10

توجه کنید که   4

از طرف دیگر،

P A B P A P B P A B P A P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ = + −1 1
2 10

  

. P A P A B( ) ( )− = − =1 1 2
2 10 5

 بنابراین 

14719 فضای نمونه ای دارای 36 عضو اس�ت که در 6 عضو آن ن9زگ -90  4
) عددهای روی دو تاس برابر هستند و در  , ), ,( , ),( , )6 6 2 2 1 1 به صورت 

بقی�ه برابر نیس�تند. پ�س در 30 حالت ع�دد روی تاس ها فرق دارن�د. بنابراین 

5 است.
6

30 یا همان 
36

احتمال پیشامد مطلوب 
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14729 تع�داد کل عددهای س�ه رقم�ی با رقم ه�ای متمایز برابر ن9زگ -90  2
. اگر A پیش�امد مورد نظر باش�د،  n S( )= × ×9 9 8 . پ�س  × ×9 9 8 اس�ت ب�ا 

. بنابراین  n A( )= × ×8 8 5 آن گاه 

 P A( ) × ×= =
× ×

8 8 5 40
9 9 8 81

14739 فضای نمونه ای این آزمایش به شکل زیر است:ن9زگ -90  1
S {( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 6 6 1 2 3 3 2

A {( , ),( , )}= 2 3 3 2 پیش�امد اینکه حاصل جمع دو عدد 5 باش�د به شکل 

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =2 1
4 2

است. بنابراین 

14749 52 عض�و دارد، پ�س ن9زگ -90 راه ح��ل اول فض�ای نمون�ه ای   1
. اگر تعداد فرزندان دختر بیشتر از تعداد فرزندان پسر باشد،  n S( )= =52 32
باید تعداد فرزندان دختر 5 ، 4 یا 3 باش�د. پس تعداد اعضای این پیشامد برابر 

.بنابراین  n A( )
     
     = + + =
     
     

5 5 5
16

5 4 3
است با 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =16 1
32 2

راه حل دوم چون تعداد کل فرزندان خانواده فرد است، پس در نیمی از حالات تعداد 
دختران بیش�تر از تعداد پس�ران و در نیمی دیگر از حالات برعکس است. همچنین، 

. P A( )=1
2

هرگز تعداد دختران و پسران این خانواده برابر نمی شود. بنابراین 

14759 تعداد راه های انتخاب دو عدد از میان ده عدد داده ش�ده ن9زگ -90  2

. از طرف دیگر،  اگر A پیش�امد مورد نظر  n S( )
 
 = =
 
 

10
45

2
برابر اس�ت ب�ا 

n و در نتیجه  A( )=8 . پس  A {{ , },{ , }, ,{ , }}= 1 3 2 4 8 10 باشد 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 8
45

14769 تع�داد راه ه�ای انتخ�اب زیرمجموع�ه ای س�ه عضوی از ن9زگ -90  4

. برای اینکه  n S( )
 
 = =
 
 

7
35

3
مجموعۀ هفت عضوی داده شده برابر است با 

حاصل ضرب عضوهای زیرمجموعۀ انتخاب ش�ده منفی باشد، باید یک عضوش 
منفی باش�د و دو عضو دیگرش مثبت باش�ند یا هر س�ه عضوش منفی باش�ند. 

بنابراین اگر A پیشامد مورد نظر باشد، 

 n A( )
     
     = + =
     
     

3 3 3
10

1 2 3

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 2
35 7

بنابراین 

14779 تعداد کل مهره های کیسه برابر 14 است و تعداد راه های ن9زگ -90  4

. اگر A پیشامد  n S( )
 
 =
 
 

14

3
انتخاب سه مهره از این 14 مهره برابر است با 

این باش�د که دقیقاً یک مهرۀ س�بز انتخاب ش�ود، دو مهرۀ دیگر را باید از هفت 

. n A( )
   
   =
   
   

7 7

1 2
مهرۀ آبی یا قرمز انتخاب کنیم. بنابراین 

در نتیجه

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

   
   
   
   = = =
 
 
 
 

7 7

1 2 21
14 52

3

14789 ، ن9زگ -90 P A P A( ) ( )′= −1 با توجه به رابطۀ   3

P A P B          ( ) , ( )= − = = − =1 2 3 11 1
3 3 4 4

بنابراین
P A B P A P B P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =17 2 1 5
24 3 4 24

 

 

. P A B
P B

  ( )

( )
= =

5
524

1 6
4

 در نتیجه 

14799 . در این صورتن9زگ -90 n S s( )= راه حل اول فرض کنید   1

 P A B n A B s  P A n A s     ( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = = ⇒ =5 5 5 5
24 24 8 8

   

از روی نمودار وِن زیر و تساوی های بالا معلوم می شود که

 y s z t s      ,= + =5 5
24 8

 

اکنون توجه کنید که

 x y z t s x s s s x s s s s+ + + = ⇒ + + = ⇒ = − − =5 5 5 5 1
24 8 24 8 6

 

به این ترتیب 

n A B xP A B
n S s

( )
( )

( )

′
′ = = =1

6




راه حل دوم توجه کنید که
P A B P A B P A P A B( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ = − = −

= − − = − = =5 5 3 5 4 11
8 24 8 24 24 6

 

14809 ، پسن9زگ -90 P A( )≤ ≤0 1 راه حل اول می دانیم   3

k k ( )≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 0 3 1
3

چون A و B ناسازگارند، پس
k kP A B P A P B P B P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ = −1 1

2 3 2 3


، در نتیجه P B( )≤ ≤0 1 از طرفی 

k k k ( )≤ − ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒− ≤ ≤1 1 1 3 30 1 2
2 3 2 3 2 2 2

. k≤ ≤30
2

با توجه به نابرابری های )1( و )2( به دست می آید 

. P A P A B( ) ( )≤ ≤0  A پس  A B⊆  راه حل دوم چون 

. k≤ ≤30
2

، پس  k≤ ≤10
3 2

بنابراین 
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14819 فض�ای نمونه ای پرت�اب دو تاس 36 عض�و دارد. اگر A ن9زگ -90  2
پیشامد این باشد که مجموع عددهای رو شده در تاس ها بیشتر از 8 باشد، آن گاه

A {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , )}

= 3 6 4 5 4 6 5 4 5 5 5 6

6 3 6 4 6 5 6 6

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =10 5
36 18

بنابراین 

14829 پیش�امد ن9زگ -90  A اگ�ر   . n S( )= × × =4 3 2 24 اینج�ا  در   3
مورد نظر باشد، آن گاه 

 A {{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }}= − − − − −1 1 0 2 2 0 3 0 3 4 1 3

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =4 1
24 6

در نتیجه 

14839 چون می دانیم عدد رو ش�ده روی دو تاس، اول اس�ت، پس ن9زگ -90  4
هری�ک از تاس ه�ا می توانند 2، 3 یا 5 بیایند. بنابرای�ن فضای نمونه ای این آزمایش 
. فقط در یک حالت که عدد روی هر دو  n S( )=9 3× حالت است یعنی  3 دارای 

n و در نتیجه A( )=1 تاس 2 بیاید، عدد روی هر دو تاس زوج خواهد بود. پس 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= =1
9

14849 8! و تع�داد ن9زگ -90 تع�داد اعض�ای فض�ای نمون�ه ای براب�ر   1
2×! اس�ت.  6 حالت هایی که دو برادر در ابتدا و انتهای صف می ایس�تند برابر 

. !
!

× =2 6 1
8 28

بنابراین احتمال پیشامد مورد نظر برابر است با 

14859 تع�داد کل جایگش�ت های پن�ج حرف�ی کلم�ۀ نُ�ه حرفین9زگ -90  2
)P اس�ت. تع�داد جایگش�ت هایی ک�ه هیچ کدام از  , )9 5 logarithm براب�ر 

)P اس�ت، پس تعداد جایگش�ت هایی که  , )7 5 ح�روف t و g را ندارن�د براب�ر 

. بنابراین  P P( , ) ( , )−9 5 7 5 حداقل یکی از این دو حرف را دارند برابر است با 

احتمال اینکه در جایگشت انتخاب شده حداقل یکی از حروف t و g وجود داشته 
باشد، برابر است با

P P P
 

P P

!
( , ) ( , ) ( , ) ! !!

( , ) ( , ) ! ! !
!

− × ×= − = − = − = − =
× ×

7
9 5 7 5 7 5 7 4 4 3 521 1 1 1

9 5 9 5 9 9 2 8 9 6
4

 

14869 ، در نتیجه ن9زگ -90 × =2 5 10 در کل تع�داد افراد برابر اس�ت ب�ا   3

. برای  n S( )
 
 =
 
 

10

3
تعداد راه های انتخاب س�ه نفر از این ده نفر برابر است با 

 اینکه  از این س�ه نفر هیچ دو نفری زن و ش�وهر نباش�ند، باید از هر زوج حداکثر 
یک نفر را انتخاب کنیم، یعنی باید ابتدا س�ه زوج را انتخاب کنیم و سپس از هر 
زوج، ی�ک نف�ر را انتخ�اب کنی�م. بنابرای�ن اگ�ر A پیش�امد مورد نظر باش�د، 

. به این ترتیب  n A( )
 
 = × × ×
 
 

5
2 2 2

3

  n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 
 
 = = = =
 
 
 
 

35
2

3 80 2
10 120 3

3

 

14879 + و تعداد ن9زگ -90 + =3 4 5 12 تعداد کل مهره ها برابر اس�ت با   1
راه های انتخاب سه مهره از این 12 مهره برابر است با

 n S( )
 
 = =
 
 

12
220

3
 

اگر A پیشامد این باشد که مهره ها به سه رنگ مختلف باشند، آن گاه 

n A( )
     
     = =
     
     

3 4 5
60

1 1 1

بنابراین

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =60 3
220 11

 

14889  عض�و دارد. اگ�ر A ن9زگ -90
n 

 
 
 2

فض�ای نمون�ه ای آزمای�ش   3

 است. 
 
 
 
 

4

2
پیشامد سفید بودن هر دو مهره باشد، تعداد اعضای A برابر 

بنابراین

 n A
P A

n S n n n n n
( )

( )
( ) ( ) ( )

 
 
 
 = = = = =

− − 
 
 
 

4

2 6 12 2
1 1 15

22

 

پس
n

n n n n n n
n ¡. —. )( ¡.

( ) ( )( )
=− = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒
=−

2 10
1 90 90 0 10 9 0

9

14899 P نتیجه می شودن9زگ -90 B P A( ) ( )′ ′=3 از تساوی   1
P B P A P B P A P B P A( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = −1 3 1 1 3 3 3 2

P قرار  A( ) ، در تس�اوی فوق به ج�ای  P A P B( ) ( )=2 ب�ا توجه ب�ه اینک�ه 
P و نتیجه می شود B( )2 می دهیم 

 P B P B P B( ) ( ) ( )= − ⇒ =26 2
5

 

. P A P B( ) ( )+ =6
5

P و در نتیجه  A( )=4
5

پس 

14909 ، ن9زگ -90 P A B P A P A B( ) ( ) ( )≤ ≤  با توجه ب�ه رابطۀ   4
نتیجه می شود

 k k×≤ ≤ → ≤ ≤31 2 1 2
6 3 3 2

 

14919 46 اس�ت. ن9زگ -90 تع�داد اعضای فضای نمونه ای این آزمایش   4
. اگر A پیشامد این باشد که دقیقاً در دو پرتاب عدد 6 ظاهر  n S( )= 46 یعنی 

n )توجه کنید که کافی است دو پرتاب از  A( )
 
 = × × ×
 
 

24
1 1 5

2
ش�ود، آن گاه 

چهار پرتاب را انتخاب کنیم که در آن ها به یک حالت عدد 6 ظاهر می شود و در 
دو پرتاب باقی مانده به پنج حالت عددهای دیگری ظاهر شوند(. بنابراین

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 ×
 
 = = =

2

4

4
5

2 25
2166

 



)183(

14929 تعداد راه های انتخاب 2 عدد از میان 20 عدد داده شده برابر ن9زگ -90  1

. از طرف دیگر، اگر A پیشامد مورد نظر باشد، n S( )
 
 = =
 
 

20
190

2
است با 

{ }A { , },{ , },{ , },{ , }, ,{ , }= 1 2 2 3 3 4 4 5 19 20  

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =19 1
190 10

n و در نتیجه  A( )=19 پس 

14939 . فرض کنید A پیشامد ن9زگ -90 n S( )
 
 = =
 
 

25
300

2
در اینجا   3

′A پیش�امد این اس�ت که هر دو خانه در یک  مورد نظر باش�د. در این صورت 
س�طر یا یک ستون باشند. همچنین، تعداد راه های انتخاب دو خانه از یک سطر 

 و چون 5 سطر و 5 ستون 
 
 
 
 

5

2
یا دو خانه از یک س�تون هر کدام برابر اس�ت با 

داریم، پس

 n A( )
   

′    = × + × = × + × =
   
   

5 5
5 5 5 10 5 10 100

2 2
 

، پس n A
P A

n S
( )

( )
( )

′
′ = = =100 1

300 3
بنابراین 

P A P A( ) ( )′= − = − =1 21 1
3 3

 

14949 . ن9زگ -90
n

n S( )
− 

 =
 
 

2 2

2
n−2 است، پس  2 تعداد مهره ها   2

. زیرا 
n n

n A( )
−   

   =
   
   

2

1 1
اگر A پیش�امد غیرهمرنگ بودن مهره باش�د، 

باید یک مهرۀ آبی و یک مهرۀ قرمز انتخاب کنیم. بنابراین

 

n n

n n n n
P A

n n n n n
( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

−   
   
    − −   = = = =

− − − − − 
 
 
 

2

1 1 2 2 8
2 2 2 2 2 3 1 2 3 15

22

 

پس

 
n n n n n n n n

n nn n n n I   Ä    

( ) ( )( )

( )( )

− = − − ⇒ − = − +

− + = ⇒ − − == ⇒ =

2 2

2

1

4

5 2 8 1 2 3 15 30 16 40 24

10 24 0 6 4 0 6
 

n−2 است، پس تعداد مهره ها در کیسه 6 یا 10 تاست. 2 تعداد کل مهره ها 

14959 اگ�ر A را پیش�امد مضرب 3 بودن عدد و B را پیش�امد ن9زگ -90  1
مضرب 8 بودن آن در نظر بگیریم، آن گاه

n A P A

n B P B

( ) ( )

( ) ( )

−= + = ⇒ =

−= + = ⇒ =

69 3 231 23
3 70

64 8 81 8
8 70

اعدادی که مضرب 3 و 8 باشند، مضرب 24 هستند.

A B n A B P A B{ , } ( ) ( )= ⇒ = ⇒ = 224 48 2
70

  

بنابراین

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =23 8 2 29
70 70 70 70

   

14969 ، تع�داد اعدادی که ن9زگ -90 A  { , , , , }= 1 2 3 100 در مجموعۀ   2
) و تع�داد اع�دادی ک�ه ب�ر ۷  , , , , , )3 6 9 96 99 ب�ر 3 بخش پذیرن�د، 33 ت�ا 
)   اس�ت. پ�س اگ�ر A را پیش�امد  , , , , , )7 14 21 91 98 بخش پذیرن�د، 14 ت�ا 

بخش پذیر بودن عدد بر 3 و B را پیشامد بخش پذیر بودن عدد بر ۷ بنامیم، آن گاه

P A P B P B( ) , ( ) ( )′= = ⇒ = − =33 14 14 861
100 100 100 100

  ( , , , )21 42 63 84 تعداد اعدادی که هم بر 3 و هم بر ۷ بخش پذیر هستند، 4 تا 

اس�ت. پس تع�داد اعدادی ک�ه بر 3 بخش پذیر هس�تند ولی ب�ر ۷ بخش پذیر 
33− تا است. پس 4 نیستند، برابر 

n A B P A B( ) ( )′ ′= ⇒ = 2929
100

 

P را محاسبه کنیم: A B( )′ می خواهیم 

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= + − = + − =33 86 29 90
100 100 100 100

 

14979  ن9زگ -90
 
 
 
 

12

4
کل حالت ه�ای انتخ�اب 4 نفر از 12 نف�ر برابر   2

. تع�داد حالت هایی ک�ه کمیته ش�امل هیچ زنی  n S( )
 
 =
 
 

12

4
اس�ت. یعن�ی 

. بنابراین اگر A پیشامد این باشد که کمیته شامل هیچ 
 
 
 
 

9

4
نیست برابر است با 

 . n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
 
 
 = = =
 
 
 
 

9

4 14
12 55

4

. بنابراین  n A( )
 
 =
 
 

9

4
زنی نباش�د آن گاه 

پیشامد اینکه کمیته حداقل شامل یک زن باشد، متمم A است. پس

  P A P A( ) ( )′ = − = − =14 411 1
55 55

14989 چ�ون باید چهار نفر را از می�ان دوازده نفر انتخاب کنیم، ن9زگ -90  4

. توج�ه کنید ک�ه باید ی�ک زوج انتخاب ش�وند،  n S( )
 
 = =
 
 

12
495

4
پ�س 

سپس باید دو زوج از پنج زوج دیگر انتخاب شوند و از هر کدام یک نفر انتخاب 
شوند. چون از هر یک از این زوج ها می توانیم زن یا شوهر را انتخاب کنیم، تعداد 

 .
   
    = × × =
   
   

26 5
2 6 10 4 240

1 2
 راه ه�ای انج�ام ای�ن کار براب�ر اس�ت ب�ا 

. 16
33

به این ترتیب، احتمال موردنظر برابر است با 

14999 ، ن9زگ -90 P A( )=1
8

از تس�اوی های داده ش�ده نتیجه می گیریم   3

. چ�ون B ،A و C پیش�امدهای دوبه دو ناس�ازگار  P C( )= 1
20

P و  B( )= 1
12

هستند، پس 

  P A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )= + + = + + =1 1 1 31
8 12 20 120

 



فصل دوم: آزمون ها
)184(

15009 A ن9زگ -90 B B و  A−  ، A B− ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل زی�ر   2
A است. پس  B اشتراک ندارند و اجتماع آن ها برابر 

 
P A B P A B P B A P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + − +

= + + = +1 3 1
5 10 2

 

 

 

، پس P A B( )≤1 چون 

 P A B P A B( ) ( )+ ≤ ⇒ ≤1 11
2 2

   

 1
2

P برابر  A B( ) یعنی بیش�ترین مق�دار 
است.

15019 توجه کنید کهن9زگ -90  4
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / /= + − = + − =0 3 0 2 0 5 0 

. P A B
P A B

P B
( )

( | )
( )

= =0 بنابراین 

15029 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

P A B P A B
P A B P B A  ,    P A B

P B P A
P B

P B P A
P A

( ) ( )
( | ) ( | ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

= ⇒ = ≠

= ⇒ =

44 0

14
4

 



15039 راه حل اول فرض کنید A پیش�امد این باشد که نفر اول ن9زگ -90  1
عضو تیم باشد و B پیشامد این باشد که نفر دوم نیز عضو تیم باشد. توجه کنید 

، پس احتمال مورد نظر  P B A( | )= 1
23

. از طرف دیگر  P A( )= =2 1
24 12

که 

برابر است با

P A B P A P B A( ) ( ) ( | )= = × =1 1 1
12 23 276

  

راه حل دوم فضای نمونه ای این آزمایش انتخاب دو دانش آموز از 24 دانش آموز 
این کلاس است که تعداد عضوهای آن برابر است با 

 n S( )
 
 = =
 
 

24
276

2
 

. بنابراین  n A( )
 
 = =
 
 

2
1

2
اگر A پیشامد مورد نظر باشد، آن گاه 

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 1
276

15049 فرض کنید A پیش�امد این باش�د که اختلاف عددهایی ن9زگ -90  3
که آمده اند 3 باشد و B پیشامد این باشد که دست کم یک بار 2 آمده باشد. در 

این صورت

 
A

B

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

=

=

1 4 2 5 3 6 4 1 5 2 6 3

1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2

2 1 2 3 2 4 2 5 2 6

A و در نتیجه B {( , ),( , )}= 2 5 5 2 به این ترتیب، 

n B A
P B A

n A
( )

( | )
( )

= = =2 1
6 3

  

15059 راه حل اول پیش�امد »به هدف زدن شخص اول« را A و ن9زگ -90  1
پیشامد »به هدف زدن شخص دوم« را B می نامیم. پس 

 P A P A P B P B( ) ( ) , ( ) ( )′ ′= ⇒ = − = = ⇒ = − =1 1 5 3 3 21 1
6 6 6 5 5 5

A اس�ت که چون  B′ ′
 پیش�امد »حداق�ل یکی از آن ه�ا به هدف نزند« برابر 

′B مستقل از یکدیگرند، پس ′A و 

 P A B P A P B P A P B   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + − × =5 2 5 2 9
6 5 6 5 10



راه ح��ل دوم فرض کنید A پیش�امد آن باش�د ک�ه هر دو فرد تی�ر را به هدف 
P است. چون زدن تیر دو شخص  A( )′ بزنند. در این صورت مطلوب مس�ئله 

. بنابراین  P A( )= × =1 3 1
6 5 10

به هدف پیشامدهایی مستقل هستند، پس 

P A P A( ) ( )′ = − = − =1 91 1
10 10

15069 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
 A B A C A D A E, { }, { }, { , }=∅ = = =2 1 1 2   

بنابراین A و B مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A B P A P B( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 10
2 2 4



A و C مستقل از هم هستند، زیرا

 P A C P A P C( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 1 1
4 2 2 4



A و D مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A D P A P D( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 3 3
4 2 4 8



A و E مستقل از هم نیستند، زیرا

 P A E P A P E( ) , ( ) ( )= × = × =1 1 3 3
2 2 4 8



15079 با توجه به فرض مسئله،ن9زگ -90  4
 P A P A P B P B( ) ( ) / , ( ) ( ) /′ ′= − = = − =1 0 6 1 0 8

، بنابراین P A B P A P B( ) ( ) ( ) / / /= × = × =0 6 0 8 0 48 در نتیجه 

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 6 0 8 0 48 0 92 

15089 ′A ن9زگ -90 اگر A و B دو پیش�امد مستقل از هم باشند، آن گاه   1

P و B A P B( | ) ( )= =1
3

و B نیز مستقل از هم هستند. بنابراین 

 P A B P A P A( | ) ( ) ( )′ ′= = ⇒ =3 2
5 5

و در نتیجه

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − × = + − × =2 1 2 1 3
5 3 5 3 5



15099 فرض کنید A و B به ترتیب پیش�امد این باشند که آقای ن9زگ -90  4
 P A B( ) فیضی و آقای تقوی در روز پنج ش�نبه سرکار بیایند. در این صورت 

را می خواهیم. توجه کنید که پیشامدهای A و B مستقل از یکدیگرند، پس 

 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − × =3 1 3 1 5
4 3 4 3 6





)185(

15109 بای�د احتمال متمم این پیش�امد را که عم�ل برای هر دو ن9زگ -90  1
ناموفق باشد، بیابیم.

احتمال عدم موفقیت برای هر دو نفر  / / /= × =0 2 0 3 0 06
 . / /− =1 0 06 0 94 در نتیجه احتمال مورد نظر برابر است با 

15119 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

P B A P B P A P B A
P B A

P A P A
P B P A P B A

P A

( ) ( ) ( ) ( )
( | )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) / / / /
( ) / /

′ ′ ′+ −′ = =
′ ′

′ ′− + − − + −= = = =
−

1 1 0 2 0 3 0 4 0 1 1
1 0 3 0 3 3

 



15129 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )

( / ) ( / ) / /

′ ′ ′= + −

= − + − − =1 0 3 1 0 4 0 5 0 8

 

از طرف دیگر،

 S

P B A B
P B A B

P A B

P B P A B P B A B

( ( ))
( | )

( )

( ) ( ) ( ( )) / / /
/ / /

′
′ =

′

′ ′+ − + −= = = =0 4 0 8 1 0 2 1
0 8 0 8 0 8 4

 







  

15139 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

P A B
P A B P B B P A B P B

P B
P A B

P B A P A P A P A B P A
P A

( )
( | ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

( )
( | ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2

2

16 16 16

4 4 4









بنابراین

  P A P A
P B P A

P BP B

( ( )) ( )
( ( )) ( ( ))

( )( ( ))
= ⇒ = ⇒ =

2
2 2

2
16 4 4 2

15149 اگ�ر A را پیش�امد مبت�لا ش�دن فرد ب�ه بیم�اری و B را ن9زگ -90  2
پیشامد بهبود یافتن فرد مبتلا شده در نظر بگیریم، آن گاه

 P A P B A( ) / , ( | ) /= =0 07 0 6
بنابراین

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 6 0 042
0 07

 



پس احتمال اینکه فردی از این جامعه به بیماری مبتلا ش�ود، س�پس بهبود یابد 
برابر 0/042 است.

15159 اگر A را پیش�امد »مضرب 5 بودن عدد« و B را پیشامد ن9زگ -90  1
»زوج بودن عدد« در نظر بگیریم، آن گاه

 n A n A B( ) , ( )= = = =100 10020 10
5 10



زیرا عددی که زوج و مضرب 5 باشد، مضرب 10 است. بنابراین 

 n A B
P B A

n A
( )

( | )
( )

= = =10 1
20 2



15169 پیشامدهای A و B مستقل از هم نیستند، زیران9زگ -90  4

 A B P A B P A P B{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 2 12 5
6 3 6 6 6

 

پیشامدهای A و C مستقل از هم نیستند، زیرا

 A C P A C P A P C{ } ( ) ( ) ( )= ⇒ = ⇒ × = × =1 3 3 12
6 6 6 4

 

پیشامدهای A و D مستقل از هم نیستند، زیرا

 A D P A D P A P D{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 2 12 3
6 3 6 6 6

 

پیشامدهای A و E مستقل از هم هستند، زیرا

 A E P A E P A P E{ , } ( ) ( ) ( )= ⇒ = = ⇒ × = × =2 1 3 4 12 3
6 3 6 6 3

 

15179 راه حل اول فرض کنید A پیش�امد این باشد که نفر اول ن9زگ -90  4
به هدف بزند و B پیش�امد این باش�د که نفر دوم به هدف بزند. توجه کنید که 
. پیش�امدهای A و B مس�تقل اند و در نتیجه  P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0 75

احتمال مورد نظر برابر است با
/ / / / /= + − × =0 75 0 8 0 75 0 8 0 95P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + −

راه حل دوم فرض کنید A پیشامد آن باشد که هیچ یک از این دو نفر به هدف 
P است. چون به هدف زدن دو نفر  A( )′ نزنند. در این صورت مطلوب مسئله 
پیشامدهای مستقل هستند، بنابراین به هدف نزدن آن ها نیز دو پیشامد مستقل 

، بنابراین  P A( ) / / /= × =0 25 0 2 0 05 هستند، پس 
 P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 05 0 95

15189 چون A و B مستقل از هم هستند، پسن9زگ -90  3
P A B P A P B

P A B P A P A P A P A

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ( )) ( ) ( )

=

= − = − 21 1
4 4





. حداکث�ر مق�دار  P A B x x( )= − 21
4

 P آن گاه  A x( )= اگ�ر ف�رض کنی�م 

bx به دس�ت می آید و برابر 
a ( )

=− =− =
−

1
14

2 2 1 8
x به ازای  x− +2 1

4
عبارت 

1 است.
64

P برابر  A B( ) . پس حداکثر مقدار  ( ) ( )− + =21 1 1 1
8 4 8 64

است با 

15199 فرض کنید A پیش�امد این باشد که مهرۀ بیرون آمده از ن9زگ -90  3
کیس�ۀ اول سفید باشد و B پیشامد این باشد که مهرۀ بیرون آمده از کیسۀ دوم 

. توجه کنید  P B( )= =3 1
12 4

P و  A( )= =4 1
12 3

س�فید باشد. در این صورت 

که پیشامدهای A و B مستقل اند. پس احتمال مورد نظر برابر است با

 P A B P A P B( ) ( ) ( )= × = × =1 1 1
3 4 12



15209 فرض کنید A پیش�امد این باش�د ک�ه در روز مورد نظر، ن9زگ -90  3
دانشجوی اول در کلاس حاضر باشد و B پیشامد این باشد که در روز مورد نظر، 
P و  A( ) /=0 8 دانش�جوی دوم در کلاس حاض�ر باش�د. در ای�ن ص�ورت 
. توجه کنید که پیش�امدهای A و B مستقل اند، بنابراین احتمال  P B( ) /=0 6

مورد نظر برابر است با

 
P A B P A P B P A P B

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / ( / )( / ) /

= + − ×

= + − =0 8 0 6 0 8 0 6 0 92



15219 P را به دست می آوریم: ن9زگ -90 A B( ) ابتدا مقدار   3

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 3 0 12
0 4

 



P را به دست می آوریم:  B( ) اکنون مقدار 

 P A B
P A B P B

P B P B
( ) / /( | ) / ( ) /

( ) ( ) /
= ⇒ = ⇒ = =0 12 0 120 8 0 15

0 8




فصل دوم: آزمون ها
)186(

15229 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
 A B A B A B A B A B( ) ( )⊂ ⇒ =     

بنابراین

 P A B A B P A B
P A B A B

P A B P A B
(( ) ( )) ( )

( | )
( ) ( )

= = =1   

 

 

15239 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 P A B P A B
P A B P A B

P B
( ) ( )

( | ) ( )
( )

= = =6
5 5
6

 



P را حساب کنیم. توجه کنید که  A B( ) بنابراین باید حداکثر و حداقل مقدار 

 
P A B P A P B P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − = −4 5 49
5 6 30

 

 

همچنی�ن   ، P A B( )≥ − =49 191
30 30

 پ�س   ، P A B( )≤1 چ�ون 

 4
5

P برابر اس�ت با  A B( ) ، در نتیجه حداکثر مقدار  P A B P A( ) ( )≤

. در نتیجه P A B( )≤ ≤19 4
30 5

 است. بنابراین 

 P A B P A B( | ) ( | )× ≤ ≤ × ⇒ ≤ ≤6 19 6 4 19 24
5 30 5 5 25 25

P و کمترین مقدار ممکن آن  A B( | ) بنابراین اختلاف بیش�ترین مقدار ممک�ن 

 . − = =24 19 5 1
25 25 25 5

برابر است با 

15249 فرض کنید A پیشامد این باشد که دست کم یک دستیار ن9زگ -90  3
انتخاب ش�ده باش�د و B پیشامد این باش�د که دقیقاً دو پزشک انتخاب شوند. 
′A پیشامد این است که هیچ دستیاری انتخاب نشود، یعنی هر  توجه کنید که 

چهار نفر از میان هفت نفر پزشک انتخاب شده اند. بنابراین

 P A P A P A( ) ( ) ( )

 
 
 
 ′ ′= = ⇒ = − =
 
 
 
 

7

4 1 51
10 6 6

4

A پیش�امد این اس�ت که دو نفر پزش�ک و دو نفر دس�تیار  B از طرف دیگر، 
انتخاب شده باشند. بنابراین

P A B( )

   
   
   
   = =
 
 
 
 

7 3

2 2 3
10 10

4

  

. P A B
P B A

P A
( )

( | )
( )

= = =

3
910

5 25
6

 در نتیجه 

15259 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4
 A B A C B C{ }, { }, { , }= = =2 2 2 5  

از طرف دیگر

  P A P B P C( ) , ( ) , ( )= = =2 3 3
5 5 5

 

بنابراین

 

P A B P A P B P A B

P A C P A P C P A C

P B C P B P C P B C

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

= × = ≠

= × = ≠

= × = ≠

1 6
5 25
1 6
5 25
2 9
5 25

 

 

 

بنابراین هیچ دوتایی از پیشامدهای B ، A و C مستقل نیستند.

15269 چون A و B مستقل از هم هستند، پسن9زگ -90  3
 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − ×

، آن گاه  P A x( )= اگر فرض کنیم 

 
x x x x x x

x x x x 

( )

( )( ) ,

= + − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

22 3 3 9 15 4 0
3 2 2

1 43 1 3 4 0
3 3

 . P A( )=1
3

x=4 غیرقابل قبول است، بنابراین 
3

، پس  P A( )≤ ≤0 1 چون 

15279 چون A و B مستقل از هم هستند، پس ن9زگ -90  1
 P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + −

P و در نتیجه  A x( )= فرض می کنیم 

 P A B x x x x( ) ( )= − − = − +21 1 1 1
8 8 8 8



x به دس�ت 
−

=− =
×

1
18

2 1 16
x ب�ه ازای  x− +2 1 1

8 8
حداق�ل مق�دار عبارت 

.( ) ( )− + =21 1 1 1 31
16 8 16 8 256

می آید که برابر است با 

31 است.
256

P برابر  A B( ) بنابراین حداقل مقدار 

15289 و ن9زگ -90  A A B A B( ) ( )= −   ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
A ناسازگارند. بنابراین B A و  B−

 P A P A B A B P A B P A B( ) (( ) ( )) ( ) ( )= − = − +  

P و چ�ون A و B مس�تقل از ه�م  A P A B P A B( ) ( ) ( )− − =  بنابرای�ن 
. P A P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )− − = × هستند، پس 

15299 پیش�امد A را تنها به مس�افرت رفتن علی و پیشامد B را ن9زگ -90  4
تنها به مسافرت رفتن محسن تعریف می کنیم. در نتیجه
 P A P B( ) / , ( ) /= =0 2 0 25

P را حس�اب کنیم. می دانیم این دو پیش�امد مس�تقل  A B( )′ اکن�ون بای�د 
هستند. در نتیجه

 
P A B P A P B P A P B

%

( ) ( ) ( ) ( )( ( ))

( / ) /

′ ′= × = −

= × − = × = =

1

2 2 751 0 25 0 15 15
10 10 100



15309 P و احتمال قبولی ن9زگ -90 A( ) احتمال قبولی مهدی در ریاضی را با   4
P نشان می دهیم. با توجه به فرض مسئله می توان نوشت B( ) در فیزیک را با 

 P B A( ) /′ =0 18

می دانیم این دو پیشامد )قبولی در فیزیک و ریاضی( مستقل از یکدیگرند. در نتیجه
P B A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )( / ) /′ ′= × = − = − =1 1 0 6 0 18

 . P B P B( ) ( ) /′ = − =1 0 55 . در نتیجه  P B( ) /=0 45 بنابراین 



)187(

15319 نمون�ه ای ن9زگ -90 فض�ای  اینج�ا  در  ک�ه  کنی�د  توج�ه   3
B2 پیشامد این باشد که توپ  S اس�ت. فرض کنید  ¡ ¡ ¡ A A A A ¡{ , , , }=

B1 به ترتیب پیشامدهای این باشند که توپ اول قرمز و توپ  R1 و  دوم آبی و 
B1 فض�ای نمون�ه ای S را افراز  R1 و  اول آب�ی باش�د. در ای�ن ص�ورت، چون 

می کنند، بنابر قانون احتمال کل،

 
P B P R P B R P B P B B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

= × + × = =

2 1 2 1 1 2 1

2 5 5 4 30 5
7 6 7 6 42 7

15329 A پیشامد این باشد که توپی که در کیسۀ 2 ن9زگ -90 فرض کنید   4
B پیشامد این باش�د که توپی که از کیسۀ 2 بیرون  گذاش�ته ایم، سفید باش�د و 

. بنابر قانون احتمال کل، P A( )= =2 1
8 4

آورده ایم، سفید باشد. روشن است که 

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =1 2 3 1 5
4 4 4 4 16

 

15339 پیش�امد اگر سفید بودن مهرۀ آخر را با A نشان دهیم، با ن9زگ -90  3
توجه به نمودار درختی زیر می توان نوشت: 

P A( ) /= × + × =5 6 5 5 0 5
10 11 10 11

15349 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  4

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× =7 5 35
12 11 132

15359 i ن9زگ -90 , ,=1 2 3 ام،   i iB پیشامد انتخاب جعبۀ  فرض کنید   4
P را حساب کنیم.  A( ) و A پیشامد سالم بودن لامپ انتخاب شده باشد. باید 
B3 فضای نمونه ای را افراز می کنند، طبق قانون احتمال کل، B2 و   ، B1 چون 

P A P B P A B P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + +

+ += × + × + × = + + = =

1 1 2 2 3 3

1 5 1 2 1 6 5 1 1 10 6 9 25
3 6 3 4 3 8 18 6 4 36 36

15369 فرض کنید B پیشامد انتخاب جعبۀ اول  برای افزودن 3 ن9زگ -90  2
′B پیشامد انتخاب جعبۀ دوم برای افزودن 3  مهرۀ سیاه باشد. در این صورت 
مهرۀ سیاه است. همچنین فرض کنید A پیشامد سفید بودن مهرۀ انتخاب شده 

P را حساب کنیم.  A( ) باشد. باید 
توجه کنید که اگر سه مهرۀ سیاه به جعبۀ اول اضافه شود، این جعبه شامل 5 مهرۀ 
س�فید و 5 مهرۀ س�یاه می شود، پس احتمال سفید بودن مهرۀ انتخابی از این جعبه 

. P A B( | )′ =2
8

، به طور مشابه  P A B( | )= 5
10

5 می شود، یعنی 
10

برابر 

طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × = + =1 5 1 2 1 1 3
2 10 2 8 4 8 8

15379 ف�رض کنید B پیش�امد »رو« آمدن س�که و A پیش�امد ن9زگ -90  1
P را حساب  A( ) س�فید بودن همۀ مهره های خارج ش�ده از ظرف باش�د. باید 

کنیم. طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B

<»n> ¾§w »j JIhTºH <SzQ> ¾§w ¾w JIhTºH

kÄIÃM kÃÿw ½â o¿¶ kÄIÃM kÃÿw ½â o¿¶

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

   
   
   
   = × + × = × + × = + = =
   
   
   
   

4 4

2 31 1 1 6 1 4 1 2 7 1
2 7 2 7 2 21 2 35 7 35 35 5

2 3

15389 راه حل اول نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  4

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 
 / / / / / / /× + × + × =0 95 0 95 0 95 0 05 0 05 0 95 0 9975

راه حل دوم اگر A را پیشامد سرکار نرفتن حاج داود در آن دو روز متوالی در نظر 

. پ�س احتم�ال آنکه حاج  P A( ) ( ) ( ) /= − × − =95 951 1 0 0025
100 100

بگیری�م: 

داود حداقل یک روز از آن دو روز را سرکار برود برابر است با 
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 0025 0 9975

15399 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  2

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× × + × × + × × + × × =4 3 2 4 3 2 4 2 3 2 4 3 4
6 5 4 6 5 4 6 5 4 6 5 4 5



فصل دوم: آزمون ها
)188(

15409 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید.ن9زگ -90  2

راه حل اول
P ´²Iw ½k{ïJIhTºH( ) / / / / / / /= × + × + × =0 3 0 99 0 45 0 98 0 25 0 96 0 978

راه حل دوم اگر A را پیشامد معیوب بودن محصول را در نظر بگیریم: 
 P A( ) / / / / / / /= × + × + × =0 3 0 01 0 45 0 02 0 25 0 04 0 022  

بنابراین احتمال سالم بودن این محصول برابر است با
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 022 0 978

15419 توجه کنید کهن9زگ -90  1
P

P P

  P P

kÃÿw ÂMIhTºH â½o¿¶

Ï»H ¾â L÷] JIhTºH kÃÿw ÂMIhTºH â½o¿¶ Ï»H ¾â L÷] JIhTºH

³»j â¾L÷] JIhTºH kÃÿw ÂMIhTºH ½â o¿¶ ³»j â¾L÷] JIhTºH

( )

( ) ( | )

( ) ( | )

=

+

= × + × = × + × = + = =
+ +

1 7 1 15 1 7 1 15 7 5 12 1
2 7 5 2 15 21 2 12 2 36 24 24 24 2

15429 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  3

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× + × = =1 1 5 1 28 14
6 5 6 3 90 45

15439 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  2

راه حل اول از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

× + × + × = =3 5 5 3 5 4 50 25
8 7 8 7 8 7 56 28

راه حل دوم توجه کنید که 

P Pk{IM ÂMA Â§Ä ´¨Swj k¹{IM q¶o¤ »j oÀ( ) ( )= − = − × = =3 2 50 251 1
8 7 56 28

15449 فرض کنید B این پیشامد باشد که فردا باران ببارد و A ن9زگ -90  3
P را حساب کنیم. ابتدا  A( )′ این پیش�امد باشد که فردا برق قطع ش�ود. باید 

P را به کمک قانون احتمال کل به دست می آوریم: A( )

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / ( / ) / / / /

′ ′= +

= × + − × = + =0 8 0 15 1 0 8 0 05 0 12 0 01 0 13

در نتیجه
P A P A( ) ( ) / /′ = − = − =1 1 0 13 0 87  

15459 توجه کنید کهن9زگ -90  4

15469 فرض کنید A پیش�امد سفید بودن مهرۀ انتخابی باشد و ن9زگ -90  3
B پیشامد آن باشد که مهرۀ انتخابی جزء مهره های اولیۀ داخل ظرف باشد. در 
′B پیش�امد آن اس�ت که مهرۀ انتخابی جزء 5 مهرۀ س�فید اضافه  این صورت 

P را حساب کنیم. طبق قانون احتمال کل،  A( ) شده باشد. باید 

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= +

چون مهرۀ انتخابی از بین 10تا از مهره های اولیه و 5 مهرۀ اضافه ش�ده انتخاب 

. همچنین اگر مهرۀ انتخابی از  P B( )′ = 5
15

P و  B( )=10
15

ش�ده اس�ت، پس 

5 است و اگر از مهره های 
14

مهره های اولیه باش�د، احتمال سفید بودن آن برابر 

اضافه شده باشد، احتمال سفید بودن آن برابر 1 است.
بنابراین 

 P A B      P A B( | ) , ( | )′= =5 1
14

 

در نتیجه

P A( ) += × + × = + = =10 5 5 5 1 5 7 41
15 14 15 21 3 21 7

 

15479 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  4

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× + × + × =1 3 1 4 1 2 19
2 5 3 5 6 5 30



)189(

15489 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  2

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

× × + × × + × × =4 2 1 2 4 1 2 1 4 1
6 5 4 6 5 4 6 5 4 5

15499 از احتمال متمم استفاده می کنیم، یعنی ابتدا احتمال این را ن9زگ -90  4
که رنگ مهره ها یکسان باشد، پیدا می کنیم و از 1 کم می کنیم. حالا اگر بخواهیم 

رنگ مهره ها یکسان باشد یعنی اینکه یا هر دو مهره سبز باشد یا هر دو سفید:
P P P

P  

k{IM ·Iv§Ä IÀïªºn kÃÿw »j oÀ qLw »j oÀ

k{IM R»IÿT¶ IÀïªºn

( ) ( ) ( )

( )

= +

= × + × = =

= − =

4 6 1 2 26 13
10 8 10 8 80 40

13 271
40 40

15509 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  4

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

× × + × × + × × + × × =4 3 2 4 2 1 2 3 2 2 7 6 4
6 5 4 6 5 4 6 10 9 6 10 9 9

15519 ف�رض کنید R پیش�امد قرم�ز بودن مهره و B پیش�امد ن9زگ -90  2
آبی بودن مهره باشد. در این صورت، اگر A پیشامد این باشد که یکی از مهره ها 

قرمز و دیگری آبی باشد، بنابر قانون احتمال کل، 

P A P R P A R P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= + = × + × = =5 3 3 5 30 15
8 7 8 7 56 28

15529 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  2

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

/× + × = =40 15 60 25 21 0 21
100 100 100 100 100

15539 توجه کنید که ن9زگ -90  2
P Pk¹{ILº ªºoµÀ ½o¿¶ »j k¹{IM ªºoµÀ ½o¿¶ »j( ) ( )= −1

بنابراین کافی اس�ت احتمال این را که دو مهره همرنگ باش�ند، حس�اب کنیم. 
توج�ه کنی�د که چون فقط یک مهرۀ س�بز در جعبه وج�ود دارد، امکان ندارد دو 
مهره س�بز رنگ باش�ند. اکنون نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید. از روی این 

نمودار معلوم است که 

P k¹{IM ªºoµÀ ½o¿¶ »j( )= × + × = =4 3 2 1 14 1
7 6 7 6 42 3

 . − =1 21
3 3

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

15549 فرض کنید B پیشامد سفید بودن مهرۀ اول و A پیشامد ن9زگ -90  3
′B فضای  P را حساب کنیم. چون B و  A( ) سفید بودن مهرۀ دوم باشد. باید 
′B پیش�امد س�یاه بودن مهرۀ اول است(،  نمونه ای را افراز می کنند )توجه کنید 

طبق قانون احتمال کل،

P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =2 5 5 4 30
7 7 7 7 49

توجه کنید که اگر مهرۀ اول سفید باشد، مهرۀ دوم از بین 5 مهرۀ سفید و 2 مهرۀ 

P و اگر مهرۀ اول سیاه باشد، مهرۀ دوم  A B( | )=5
7

سیاه انتخاب می شود، پس 

. P A B( | )′ =4
7

از بین 4 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه انتخاب می شود، پس 

15559 فرض کنید A پیشامد این باشد که عددهای برابر نیایند ن9زگ -90  1
) مطلوب اند(، B پیشامد این باشد که عددهای دو  , )3 1 ) و  , )1 3 )که از این ها 

 C مطلوب اند( و ( , )1 1 ) و س�پس ب�ار دیگر  , )1 1 ت�اس برابر بیایند )که از اینها 

پیش�امد این باش�د که مجموع نهایی برابر 4 باش�د. در این صورت، بنابر قانون 
احتمال کل،

P C P A P C A P B P C B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

+= × + × × = + = =
2 2 2

30 2 6 1 1 1 1 72 1 73
36 30 36 6 36 18 36 36 36



فصل دوم: آزمون ها
)190(

15569 ف�رض کنی�د x درص�د زنان�ی باش�ند ک�ه تحصی�لات ن9زگ -90  2
دانشگاهی دارند، نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:

با توجه به فرض مسئله،
x x x( ) ( ) / / /× + × = ⇒ + = ⇒ =60 10 40 92 0 06 0 004 0 092 8

100 100 100 100 1000
15579 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  3

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

/ / / / / / / /× + × × + × × = =352 440 4 0 4 0 4 0 6 0 4 0 6 0 4 0 4
1000 125

15589 A3 به ترتیب پیش�امد این ن9زگ -90 A2 و   ، A1 ف�رض کنی�د   1
 A باش�ند که دانش آموز انتخاب ش�ده در پایۀ دهم، یازدهم یا دوازدهم باش�د و
پیش�امد این باش�د که این دانش آموز به کارهای هنری علاقه مند است. در این 

صورت، بنابر قانون احتمال کل،
P A P A P A A P A P A A P A P A A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / / / / /

= + +

= × + × + × =
1 1 2 2 3 3

0 4 0 3 0 3 0 4 0 3 0 2 0 3
15599 ف�رض کنید تعداد مهره ه�ای آبی برابر n باش�د. نمودار ن9زگ -90  2

درختی زیر را در نظر بگیرید: 

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با 

n n n n
n n

n n n n  (.¡.¡.ù)

( )( )

( )( ) ,

× = ⇒ + + = × ⇒ + − =
+ +

− + = ⇒ = =−

25 4 2 5 4 11 10 9 90 0
5 4 11

6 15 0 6 15

15609 ، B و C به ترتیب پیش�امد تیراندازی با ن9زگ -90 A ف�رض کنید   2
این کمان ها باشند و D پیشامد اصابت تیر به هدف باشد. در این صورت، بنابر 

قانون احتمال کل، 
P D P A P D A P B P D B P C P D C( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/

= + +

= × + × + × = =1 9 1 85 1 8 255 0 85
3 10 3 100 3 10 300

15619 1 ن9زگ -90
15629 2 ن9زگ -90
15639 4 ن9زگ -90

15649 1 ن9زگ -90

15659 . در این صورتن9زگ -90 nx x
x

n

...+ +
=1 فرض کنید   2

 n nx x x x
x

n n

... ...
( )

− + + − + +
= − = − =1 13 2 3 2

3 2 3 2 13  

. اکنون توجه کنید که x=5 بنابراین 
n nx x x x

x
n n

( )
+ + + + + +

= + = + =1 15 2 5 2
5 2 5 2 27

 

15669 برای تعیین میانه، ابتدا داده ها را مرتب می کنیم. س�پس ن9زگ -90  4
اگر تعداد داده ها فرد باش�د، دادۀ وس�ط و اگر تعداد داده ها زوج باشد، میانگین 

دو دادۀ وسط را به عنوان میانه برمی گزینیم. پس

m, , , , , +⇒ = =10 123 8 10 12 14 20 11
2

15679 ابتدا داده ها را به صورت صعودی مرتب می کنیمن9زگ -90  4
, , , ,5 10 12 13 , , , , , , , , , , ,14 14 15 15 15 16 17 17 18 18 19 20

در نتیج�ه میان�ۀ داده ها برابر اس�ت با 15. ب�رای داده های قبل و بع�د از میانه، 
میانه ها برابر هستند با 13/5 و 1۷/5:

 




//

, , , ,, ,, , , , , , ,,

713 55 1

15 16 17 17 18 18 19 205 10 12 13 14 14 15 15  

15689 واریان�س داده ها تنها زمانی صفر اس�ت ک�ه همگی برابر ن9زگ -90  2
. در نتیجه با افزودن س�ه عدد  x x x a= = = =1 2 5 باش�ند. ف�رض کنید 

بنابرای�ن   . a=5 نتیج�ه  در   . a ax + + + += = =5 5 8 10 5 236
8 8

جدی�د، 

واریانس داده ها برابر است با
( ) ( ) ( )

/
× − + − + − + +σ = = = =

2 2 2
2 6 5 6 8 6 10 6 6 4 16 26 3 25

8 8 8

15699 . در نتیجه میانگین ن9زگ -90 nx x
x

n
...+ +

=1 ف�رض می کنیم   3

x−2 است. بنابراین
4

nx برابر با  x
, ,− −12 2

4 4
 عددهای 

 
nx xx x

n

( ) ( )− − + + + − − +
σ =

2 21
2
1

2 2 2 2
4 4 4 4



 

در نتیجه

 
n

n

x x x x
n

x x x x
n

( ) ( )
( / )

( ) ( )
( / )

− + + −
= ×

− + + −
= ×

2 2
12

2 2
1 2

11 2
16

16 1 2





 

همچنین با استدلال مشابه می توان دید

 
n

n

x x x x
n

x x x x
n

( ) ( )

( ) ( )
( / )

− − + + + − − +
σ =

− + + −
= = ×

2 2
12

2

2 2
1 2

2 2 2 2

16 1 2





 

 . / /σ = × =2 4 1 2 4 8 بنابراین 



)191(

15709 x را اضافه کنیم، میانگین نیز به اندازۀ ن9زگ -90 اگ�ر به هر داده،   1
x اضافه می شود اما انحراف معیار تغییر نمی کند. بنابراین

 x x x x CV CV
xkÄk kÄk ´ ¤] k] Ä

     , / /σ= + = = = = × =1 12 1 2 0 6
2 2 2

 

15719 1 ن9زگ -90

15729 2 ن9زگ -90

15739 3 ن9زگ -90

15749 توجه کنید کهن9زگ -90  3

x

x

  8 Ì¼µ\¶

8  

tnj # RHoµº 

tnj # RH Ì¼µ\¶oµº

/

/

= =

= × =

+ +′= = =

12 5
8

12 5 8 100

100 14 16 130 13
10 10

15759 . بنابراینن9زگ -90 nx x x
x

n

+ + +
= 1 2 

توجه کنید که   3

n

n

x x x x x nx
x

n
x x x nx

n n
n n n nx x x x x

n

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

+ + + + + +
′=

+ + + + + += +

+ + += + = + =

1 2

1 2

2

1 2

1 1 3
2 2 2







15769 توجه کنید کهن9زگ -90  4

x¸Ã«ºIÃ¶

( ) ( ) ( )
: ,

− + − + −+ += = = σ = =
2 2 2

2 5 5 2 5 8 55 2 8 15 5 6
3 3 3

15779 ابتدا میانگین را محاسبه می کنیم:ن9زگ -90  1

x
( )

,
− + × + ×+ × + ×= = σ= =

210 12 3 0 2 110 3 12 2 13 12 1
6 6

15789 توجه کنید کهن9زگ -90  1

x x

CV CV
x

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

+ + + += ⇒ =

− + − + − + − + −
σ=

σσ= = = = ⇒ =

2 2 2 2 2

8 6 5 4 2 5
5

8 5 6 5 5 5 4 5 2 5
5

20 24 2
5 5

15799 اگر انحراف معیار داده ها برابر با صفر باشد، آن گاه داده ها ن9زگ -90  3
با هم برابرند، پس

x x x

x x x
x /

= = =

+ + + + + += = = =

1 2 3

1 2 3

10

20 10 10 10 20 50 12 5
4 4 4

15809 می دانیم واریانس پانزده دادۀ اول برابر 14 و واریانس ده دادۀ ن9زگ -90  3
دوم برابر ۷/۹ است. از طرف دیگر میانگین هر دو گروه یکسان است، بنابراین

 

x x x x x x

y x y x y x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

− + − + + −
=

− + − + + −
=

2 2 2
1 2 15

2 2 2
1 2 10

14
15

7 9
10





 

واریانس همۀ این داده ها برابر است با

 

x x x x x x

y x y x y x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ /

− + − + + −
σ =

− + − + + −
+

× + × += = = ⇒σ= =

2 2 2
1 2 152

2 2 2
1 2 10

25

25
14 15 7 9 10 210 79 289 17 3 4

25 25 25 5





 

15819 ب�رای پیدا ک�ردن تعداد عدده�ای مورد نظ�ر می توانیم ن9زگ -90  2
تع�داد عددهای�ی را که در آن ها رق�م 5 و 6 وجود ندارد از تع�داد کل عددهای 
سه رقمی کم کنیم. تعداد عددهای سه رقمی که در آن ها رقم 5 و 6 وجود ندارد، 
برابر است با تعداد عددهای سه رقمی که می توان با 8 رقم 0، 1، 2، 3، 4، ۷، 8 
. بنابراین تعداد  × × =7 8 8 448 و ۹ نوش�ت. تعداد این عددها برابر اس�ت با 
. − =900 448 452 عددهای سه رقمی که در آن ها 5 یا 6 وجود دارد برابر است با 

15829 توجه کنید که ن9زگ -90  2

 n
P n n n n

n
( )!

( , ) ( ) ( )
( )!

+
+ = = + −

−
11 3 1 1
2

بنابراین

 
P n n n n

n n
n n n n n

 ( , ) ( ) ( )

( )( )

+ + −
= ⇒ =

+ +
− − = ⇒ − + = ⇒ =2

1 3 1 156 56
1 1

56 0 8 7 0 8

15839 مجموع�ۀ ن9زگ -90 ی�ک  عض�وی   k زیرمجموعه ه�ای  تع�داد   3

 است. بنابراین
n

k

 
 
 
 

n عضوی برابر 

 

n n n n
n n

n n n n
n n n

! !
!( )! !( )!

! !
!( )( )! ! ( )!

   
   = ⇒ =
    − −   

= ⇒ − = ⇒ =
− − × −

88
3 3 4 43 4

8 3 32 35
3 3 4 3 4 4

بنابراین تعداد زیرمجموعه های دو عضوی این مجموعه برابر است با 
 
 =
 
 

35
595

2

15849 6× عض�و دارد. فرض ن9زگ -90 6 فض�ای نمونه ای ای�ن آزمایش   1
کنید A پیش�امد این باش�د که عدد پرتاب اول دو برابر عدد پرتاب دوم باشد. 

. بنابراین A {( , ),( , ),( , )}= 2 1 4 2 6 3 در این صورت 

 n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =3 1
36 12

. P A P A( ) ( )′ = − =111
12

بنابراین بنابر اصل متمم، احتمال مورد نظر برابر است با 

15859 . ب�رای اینکه هی�چ دو مهره ای ن9زگ -90 n S( )
 
 =
 
 

10

3
در اینج�ا   3

یعن�ی  ش�ود،  خ�ارج  مه�ره  ی�ک  رن�گ  ه�ر  از  بای�د  نباش�ند،  همرن�گ 

. P A( )

     
     
     
     = =

 
 
 
 

3 2 5

1 1 1 1
10 4

3

. بنابراین  n A( )
     
     =
     
     

3 2 5

1 1 1
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15869 از ن9زگ -90  . P B P B( ) ( )′= − = − =7 11 1
8 8

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1
طرف دیگر،

 
P A B P A P B P A B

P A P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + −3 1
4 8

 



 . P A P A B  ( ) ( )− = − =3 1 5
4 8 8

 بنابراین 

15879 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

P A B
P A B

P B P A B P A
P B A P BP A B

P B A
P A

P B
P B

´Ãv£U

( )
( | )

( ) ( | ) ( )

( | ) ( )( )
( | )

( )

( )
( )


=

 → =
 =

= ⇒ =

1 1
42 3

2 9
3





15889 فرض کنید B پیشامد سفید بودن مهرۀ اول و A پیشامد ن9زگ -90  2
′B فضای  P را حساب کنیم چون B و  A( ) سفید بودن مهرۀ دوم باشد. باید 

′B پیش�امد س�یاه بودن مهرۀ اول است(،  نمونه ای را افراز می کنند )توجه کنید 
طبق قانون احتمال کل،

 P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + = × + × =2 5 3 4 22
5 7 5 7 35

توجه کنید که اگر مهرۀ اول سفید باشد، مهرۀ دوم از بین پنج مهرۀ سفید و دو مهرۀ 

P و اگر مهرۀ اول سیاه باشد، مهرۀ دوم  A B( | )=5
7

سیاه انتخاب می شود، پس 

از بین چهار مهرۀ سفید و سه مهرۀ سیاه انتخاب می شود. پس

P A B( | )′ =4
7

 

15899 نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید:ن9زگ -90  1

از روی این نمودار معلوم می شود که احتمال مورد نظر برابر است با

 × + × + × =1 2 1 3 1 711
3 5 3 8 3 120

15909 می دانی�م اگ�ر از ه�ر ی�ک از داده ها 10 واحد ک�م کنیم، ن9زگ -90  4
واریان�س تغیی�ر نمی کن�د، پس بای�د مقدار a را ط�وری پیدا کنیم ک�ه واریانس 

,a برابر 6 شود. , , ,− − −2 1 2 1 10 داده های 

توجه کنید که

nx x x
x

n
a

a

a a a
  

a
a a a   aIÄ

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

+ + +
σ = −

− + + + − + −
= − + + + − + − −

+ − − −
= − ⇒ = +

−
= ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =

2 2 2
1 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2
2

2 1 2 1 1016 2 1 2 1 10
5 5
10 10 10 4 106 6 2

5 25 25
4 104 10 25 10 5 15 5

25



15919 هر تابع به صورت ن9زگ -90  2
f a b c d{( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4

. در نتیجه برای  d≠4 c≠3 و   ، b≠2  ، a≠1 مطلوب مسئله است که در آن
c ، b ، a و d ه�ر ک�دام س�ه انتخ�اب داری�م و تع�داد تواب�ع م�ورد براب�ر ب�ا 

× است. × × =3 3 3 3 81

15929 ای�ن دانش آموز ی�ا باید چهار تا از پنج س�ؤال نخس�ت را ن9زگ -90  2
انتخاب کند و ش�ش سؤال از هشت س�ؤال آخر، یا پنج سؤال نخست را انتخاب 

کند و پنج تا از هشت سؤال آخر. بنابراین تعداد انتخاب های او برابر است با 

       
       + =
       
       

5 8 5 8
196

4 6 5 5

15939 هرط�ور ک�ه دو نقطه از یک خ�ط و دو نقط�ه از خط دیگر ن9زگ -90  2
انتخاب کنیم، می توانیم یک چهارضلعی که رأس هایش این نقطه ها هس�تند رسم 

.
   
   =
   
   

5 4
60

2 2
کنیم. بنابراین تعداد چهارضلعی های مورد نظر برابر است با 

15949 چ�ون می دانیم حاصل جمع عددهای ظاهر ش�ده عددی ن9زگ -90  2
اول است، پس فضای نمونه ای آزمایش به صورت زیر است

S {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

= 1 1 1 2 1 4 1 6 2 1 2 3 2 5 3 2

3 4 4 1 4 3 5 2 5 6 6 1 6 5

پیش�امد مطل�وب ک�ه در آن مجم�وع عددهای ظاهر ش�ده ۷ اس�ت به ش�کل 
A است. بنابراین  {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 2
15 5

15959 . فرض کنید A پیش�امد مورد نظر ن9زگ -90 n S( )= 52 در اینجا   4
باش�د. در این ص�ورت باید از پنج جای زی�ر حداکثر دو جا را برای نوش�تن »ر« 

انتخاب کنیم. مثلًا

. در نتیجه  n A( )
     
     = + + = + + =
     
     

5 5 5
10 5 1 16

2 1 0
بنابراین 

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =
5

16 1
22

15969 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
 A B A B A B A B A B( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⇒ =     

بنابراین 
P A B A B P A B

P A B A B
P A B P A B

(( ) ( )) ( )
( | )

( ) ( )

′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ = = =

′ ′ ′ ′
1   

 

 



)193(

15979 P نتیجه می شودن9زگ -90 B P A( ) ( )′ ′=3 از تساوی   4
 P B P A P B P A P B P A( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = −1 3 1 1 3 3 3 2

P و نتیجه می شود B( )2 P قرار می دهیم  A( ) در تساوی فوق به جای 

 P B P B P B( ) ( ) ( )= − ⇒ =26 2
5

P و چون A و B مستقل از هم هستند، در نتیجه  A( )=4
5

پس 

P A B P A P B( ) ( ) ( )= = 8
25



15989 A3 به ترتیب پیش�امد این ن9زگ -90 A2 و   ، A1 ف�رض کنی�د   4
 A باش�ند که دانش آموز انتخاب ش�ده در پایۀ دهم، یازدهم یا دوازدهم است و
پیش�امد این باش�د که این دانش آموز به کارهای هنری علاقه مند است. در این 

صورت، بنابر قانون احتمال کل،

 P A P A P A A P A P A A P A P A A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / / / / /

= + +

= × + × + × =
1 1 2 2 3 3

0 4 0 2 0 3 0 4 0 3 0 35 0 305
15999 فرض کنید A پیشامد معیوب بودن لامپ انتخابی باشد و ن9زگ -90  2

B پیشامد آن باشد که لامپ انتخابی به جعبۀ اول تعلق داشته باشد. در این صورت 
P را حساب کنیم. A( ) ′B پیش�امد تعلق این لامپ به جعبۀ دوم اس�ت. باید 

. چون  P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )′ ′= + طب�ق قانون احتمال کل، 
در جعب�ۀ جدی�د 8 لام�پ از جعب�ۀ اول و 6 لام�پ از جعب�ۀ دوم اس�ت، پ�س 

. همچنی�ن احتم�ال معی�وب ب�ودن ی�ک لام�پ  P B( )′ = 6
14

P و  B( )= 8
14

4 و احتمال معیوب بودن یک لامپ انتخابی از جعبۀ 
24

انتخابی از جعبۀ اول برابر 

. در نتیجه P A B( | )′ = 2
15

P و  A B( | )= 4
24

2 است، پس 
15

دوم برابر 

P A( ) += × + × = + = =8 4 6 2 2 2 10 6 16
14 24 14 15 21 35 105 105

 

16009 چون میانگین ۹ دادۀ آماری برابر 8 است و دادۀ جدید نیز ن9زگ -90  1
برابر 8 اس�ت، پس میانگین کل 10 داده نیز برابر 8 اس�ت )زیرا مجموع ۹ داده 
× است، پس مجموع آن ها به همراه دادۀ جدید برابر 80 می شود،  =9 8 72 برابر 

80= اس�ت(. چون انحراف معیار ۹ داده  8
10

بنابرای�ن میانگین کل 10 داده برابر 

22= اس�ت. از فرم�ول  4 براب�ر 2 اس�ت، پ�س واریان�س ای�ن داده ه�ا براب�ر 

nx نتیجه می گیریم x x x x x
n

(( ) ( ) ( ) )σ = − + − + + −2 2 2 2
1 2

1


x x x

x x x

x x x

x x x x

½jHj  ®¨ uºIÄnH»

(( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) ) ( )

( ) /

( )

( )

= − + − + + −

− + − + + − = × =

=σ = − + − + + −

= − + − + + − + −

= + − = =

2 2 2
1 2 9

2 2 2
1 2 9

2 2 2 2
1 2 10

2 2 2 2
1 2 9 10

2

14 8 8 8
9

8 8 8 4 9 36

110 8 8 8
10

1 8 8 8 8
10
1 3636 8 8 3 6
10 10









16019 . از طرف دیگر، ن9زگ -90 n S( )= × =6 6 36 ابتدا توجه کنید که   1
اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن گاه

 A  {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 3 2 2 2 6 3 1 3 5 4 4 5 3 6 2 6 6

. n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =9 1
36 4

، در نتیجه  n A( )=9 بنابراین 

تجربی - 97  

16029 . بای�د از ه�ر رن�گ ن9زگ -90 n S( )
 
 =
 
 

12

3
توج�ه کنی�د ک�ه   2

یک مهره انتخاب کنیم. در نتیجه اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن گاه

 P A( )

     
     
     
     = =

 
 
 
 

5 4 3

1 1 1 3
12 11

3

 

تجربی - 96  

16039 . برای ن9زگ -90 n S( )
 
 =
 
 

10

2
راه حل اول ابتدا توج�ه کنید که   3

اینکه دو مهره همرنگ نباشند باید یکی سفید یکی سیاه، یکی سفید یکی قرمز، یا 
یکی سیاه و یکی قرمز باشد. بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن گاه

 n A( )
           
           = + + =
           
           

3 2 3 5 2 5
31

1 1 1 1 1 1
 

. P A( )= 31
45

بنابراین 

′A پیشامد این است که هر دو  راه حل دوم اگر پیش�امد مورد نظر A باش�د، 
مهره همرنگ باشند. بنابراین 

 P A P A   ( ) ( )

     
     + +
     

+ +     ′= − = − = − =
 
 
 
 

3 2 5

2 2 2 3 1 10 311 1 1
10 45 45

2

 

تجربی - 94  
16049 . ف�رض کنید ابتدا ن9زگ -90 n S( ) != =5 120 ابت�دا توجه کنید که   1

عددی زوج خارج شود. در این صورت امکان ندارد که دو عدد فرد کنار هم نباشند.
ف ف ز ف ز

3! طریق می توان خارج  اگ�ر ابتدا عددی فرد خارج ش�ود، عددهای فرد را ب�ه 
2! طریق. کرد و عددهای زوج را هم به 

ف ز ف ز ف
، پس  n A( ) ! != × =3 2 12 بنابراین، اگر پیشامد مورد نظر A باشد، آن گاه 

P A( ) /= =12 0 1
120

تجربی - 92  
16059 . اگ�ر A ن9زگ -90 n S( )= × =22 6 24 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   3

پیشامد مورد نظر باشد، آن گاه
 A n n n N N n n n n N N n{( , , ),( , , ),( , , ),( , , ),( , , ),( , , )}= 3 3 3 6 6 6  

خارج از کشور تجربی - 91  . P A( )= =6 1
24 4

n و  A( )=6 پس 

16069 خارج از کشور ریاضی - 86ن9زگ -90   4
16079 ، بنابراینن9زگ -90 i iy x= −2 7 فرض می کنیم   1

y x

y x x x
y xCV CV

x x

x x   x

= −
σ = σ

σ σ
= → = ×

−

= − ⇒ =

2 7
2

23 3
2 2 7 2

214 6 21
2

 

x=21 به دست می آید
2

اکنون از اینکه 

x x x
x x x

+ + +
= ⇒ + + + =1 2 20

1 2 20
21 210

20 2




ریاضی - 86  



فصل دوم: آزمون ها
)194(

16089 داده ها را بدون در نظر گرفتن x مرتب می کنیم:ن9زگ -90  2
 , , , , , ,50 63 64 65 66 70 77  

در حال حاضر میانه 65 است. اگر عدد x را خود 65 در نظر بگیریم،

 

x

x

+ + + + + + +=

− − − + + + + += +

− += + ⇒ =

50 63 64 65 65 66 70 77
8

15 2 1 0 0 1 5 1265
8

18 1865 65
8

 

خارج از کشور ریاضی - 93 x=65 قابل قبول است.  پس 
16099 ix را محاسبه می کنیم:ن9زگ -90 ابتدا میانگین و انحراف معیار داده های  1

 
x x

x       x,

( )

+ + + + + + + += = = = =

σ = − = ⇒σ =

2

2 2

1 2 3 4 5 1 4 9 16 25 553 11
5 5 5

11 3 2 2
 

iu به دست می آید اکنون برای داده های 

 
u x

u
u

u x       

CV
u

,

/( ) /

= + = × + = σ = ×σ =

σ ×= = = =

12 6 12 3 6 42 12 12 2

12 2 2 2 2 1 4 0 4
42 7 7



 

ریاضی - 95  

16109 می دانی�م واریان�س 15 دادۀ اول برابر 12 و واریانس 10 ن9زگ -90  2
دادۀ دوم برابر ۷/6 است، بنابراین 

n

n

x x x x x x

y y y y y y

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

− + − + + −
=

− + − + + −
=

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

12
15

7 6
10





 

، واریانس همۀ این داده ها برابر است با x y= بنابراین از آنجا که 

n

n

x x x x x x

y y y y y y
 

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) )

/

− + − + + −
σ =

− + − + + −
+

+= = ⇒σ= =

2 2 2
1 22

2 2 2
1 2

25

25
76 180 256 16 3 2

25 25 5





ریاضی - 89  

16119 . باید دو مهره ن9زگ -90 n S( )
 
 = =
 
 

10
120

3
ابتدا توجه کنید که   3

از ی�ک رنگ و یک مهره از رنگ دیگر انتخاب کنیم. بنابراین اگر پیش�امد مورد 
نظر A باشد، آن گاه

 n A( )
           
           = + + =
           
           

5 5 3 7 2 8
79

2 1 2 1 2 1
 

خارج از کشور تجربی - 96  . P A( )= 79
120

در نتیجه 

16129 . چون ن9زگ -90 P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0 9 توج�ه کنی�د ک�ه   4

پیشامدهای A و B مستقل اند، پس

 
P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / / / / / /

= + − ×

= + − × = − =



0 9 0 8 0 9 0 8 1 7 0 72 0 98
 

تجربی - 95  

16139 . اگر پیشامد مورد نظر ن9زگ -90 n S( )
 
 =
 
 

14

4
ابتدا توجه کنید که   3

 . n A( )
         
         = + =
         
         

2 7 5 2 7
280

1 2 1 1 3
A باشد، آن گاه 

بنابراین 

P A( )= =
 
 
 
 

280 40
14 143

4
خارج از کشور  تجربی - 94  

16149 . باید س�ه مهره از 4 ن9زگ -90 n S( )
 
 = =
 
 

9
84

3
توجه کنید که   1

مهرۀ سفید یا سه مهره از 5 مهرۀ سیاه انتخاب کنیم. بنابراین اگر پیشامد مورد نظر 

. پس  n A( )
   
   = + = + =
   
   

4 5
4 10 14

3 3
A باشد، آن گاه 

 P A( )= =14 1
84 6

 

خارج از کشور تجربی - 92  

16159 . فرض کنید پیشامد ن9زگ -90 n S( )
 
 =
 
 

11

3
ابتدا توجه کنید که   4

′A پیش�امد این اس�ت ک�ه هیچ کدام از  م�ورد نظ�ر A باش�د. در این صورت 
موش ها سفید نباشد، یعنی هر سه موش سیاه هستند. بنابراین

 P A P A   ( ) ( )

 
 
 
 ′= − = − = − =
 
 
 
 

6

3 4 291 1 1
11 33 33

3

 

خارج از کشور  تجربی - 91  

16169 ابتدا میانگین داده ها را حساب می کنیم:ن9زگ -90  2

x + + + + + + + + + + += =80 81 85 92 94 96 97 100 100 103 104 108 95
12

40− جمع کنیم، میانگین هم سه برابر  اگر داده ها را س�ه برابر کنیم و س�پس با 
 . x

kÄk]
= × − =3 95 40 245 40− جمع می شود. در نتیجه  شده و با 

ریاضی - 92  

16179 σ=8، ن9زگ -90 x=30 و   ، n=25 با توجه به   4

 
IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

=

= × =1600

64
25

25 64
 

از طرفی داده های 10، 15، 45 و 50 نیز دارای میانگین 30 هستند.در نتیجه

 i

i

x

x − − −

10 15 45 50

30 20 15 15 20
 

مجموع مربعات اختلاف از میانگین داده های دور افتاده برابر است با
 + + + =400 225 225 400 1250  



)195(

اکنون واریانس 21 دادۀ باقی مانده به صورت زیر به دست می آید

 /× − −σ = = = =
−

2 64 25 1250 1600 1250 350 50 16 66
25 4 21 21 3

  

تجربی - 93  

16189 راه حل اول ابتدا میانگین داده های جدید را به دست می آوریم:ن9زگ -90  3

 

y y

x x x x x x( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
/

× + + += ⇒ =
+

− + − + + −
σ =

× + − + − + −
= =

2 2 2
1 2 212

2 2 2

18 25 20 27 28 25
18 3

21
18 9 20 25 27 25 28 25 200 9 52

21 21





 

دق�ت کنید ک�ه  ب�رای 18 دادۀ اولیه مجموع مرب�ع اختلاف مقادی�ر داده ها از 
18× است. 9 میانگین برابر 

راه حل دوم ابتدا میانگین داده های جدید را به دست می آوریم

y y× + + += ⇒ =
+

18 25 20 27 28 25
18 3

 

برای محاسبۀ واریانس از فرمول زیر کمک می گیریم:

 
n n

n

x x x x x x
x

n
x x x

( )
+ + + + + +

σ = − ⇒ = −

+ + + = × =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

9 625
18

18 634 11412

 



 

بنابراین مجموع مربعات داده های قبلی برای 11412 است. مجموع مربعات داده های 
. در نتیجه A= + + + =2 2 211412 20 27 28 13325 جدید برابر است با 

 A
]kÄk

( ) /σ = − = −2 2 1332525 625 9 52
21 21

  

خارج از کشور تجربی - 93  

16199 ب�ا ن9زگ -90 اس�ت  براب�ر   26 و   24  ،16 دادۀ   3 میانگی�ن   4

. بنابرای�ن میانگی�ن 11 دادۀ دیگ�ر نیز 22 اس�ت و چون  + + =16 24 26 22
3

واریانس آن ها صفر است پس تمام آن ها با هم برابرند و 22 هستند. 
بنابراین واریانس این 14 داده برابر است با

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− + − + + −
σ =

− + − + − + ++ = =

2 2 2
2

2 2 2

22 22 22 22 22 22
14

16 22 24 22 26 22 36 4 16 4
14 14



 

σ=2 است. بنابراین انحراف معیار برابر 
خارج از کشور ریاضی - 91  

16209 برای مقایس�ۀ دقت عمل این دو دس�تگاه کافی است که ن9زگ -90  1
ضریب تغییرات آن ها را مقایسه کنیم

 

A
A

A
A B

B
B

B

CV
x

CV CV
CV

x

/ /

/ /

σ
= = =

 ⇒ =
σ = = =

3 6 0 024
150

3 84 0 024
160

 

، دق�ت عمل هر دو  B ب�ا توج�ه ب�ه برابری ضری�ب تغییرات دو دس�تگاه A و 
پیرامون میانگین یکسان است.

خارج از کشور ریاضی - 95  



16219 A به کمک شکل زیر پیدا می شود: ن9زگ -90 B مجموعۀ   4

A و C به شکل زیر است: B . اجتماع دو مجموعۀ  A B ( , )= −2 3 پس 

. A B C( ) ( , ]= −2 4  یعنی 

16229 )، بنابراین ن9زگ -90 , ) [ , )−∞ +∞ =3 2  با توجه به شکل زیر   2

) است.  , ] ( , )−∞ +∞1 4 ) را پیدا کنیم که حاصل آن  , ]− 1 4 می خواهیم 

16239  بزرگ تر باشد، یعنین9زگ -90
n+

1
3

1 باید از 
4

عدد   2

 n n
n

< ⇒ + > ⇒ >
+
1 1 3 4 1

3 4
 

 بیشتر باشد، یعنی
n+
1

1
1 نباید از 

4
عدد 

 n n
n

≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤
+
1 1 1 4 3

1 4
 

بنابراین عدد طبیعی n می تواند برابر 2 یا 3 باشد.

16249 نقطۀ وسط پاره خط، متناظر با میانگین ابتدا و انتهای بازه ن9زگ -90  3
است، یعنی

 a a a a
( )+ + − += = ⇒ =

2 2 2 22 1 1 5 9
2 2

 

] است و طول این بازه برابر است با  , ]−9 19 بنابراین بازۀ مورد نظر 
( )− − =19 9 28

16259 از روی شکل زیر معلوم است که بایدن9زگ -90  3
a a a

b b b

+ ≤− ≤− − ≥    ⇒ ⇒  
≥ ≥ ≥    

3 1 4 4

1 1 1

، شرط داده شده در  b=1 a=−4 و  . در ضمن اگر  b a− ≥ + =1 4 5 بنابراین 
مسئله برقرار است.

16269 b ن9زگ -90 a b a+ − = − +2 2 a برابر است با  b( , )+2 طول بازۀ   1
a برابر است با b( , )− +2 1 2 3 و طول بازۀ 

 b a b a( ) ( )+ − − = − +2 3 2 1 2 2  
a است. b( , )− +2 1 2 3 a نصف طول بازۀ  b( , )+2 بنابراین طول بازۀ 

فصل هشتم

فصل دوم: آزمون ها

16279 ، بنابراینن9زگ -90 a a− <− 2 a و  a<3 ، پس  a< <0 1 چون   3
 a a a a a a( , ) ( , ) ( , )− − = −2 3 2 3

  

16289 ، … و A10 به شکل زیر هستند:ن9زگ -90 A3  ، A2 مجموعه های  2

 A A A                  [ , ] , [ , ] , , [ , ]= = =2 3 10
1 3 2 4 9 11
2 2 3 3 10 10

  

A2 شامل همۀ مجموعه های دیگر است. یعنی همۀ  واضح اس�ت که مجموعۀ 
A2 هس�تند.پس اجتماع همۀ این  مجموعه ه�ای دیگر زیرمجموع�ۀ مجموعۀ 

A2 است. مجموعه ها همان 

16299 a=0 ن9زگ -90 a معلوم می شود  b( , ] [ , ) [ , ]− =1 1 0 1 از تساوی   4

. بنابراین  b=4 معلوم می شود a b( , ] [ , ) ( , )− = −1 1 1 4 . از تساوی  b≥1 و

a b+ =4

16309 اشتراک این دو بازه فقط زمانی تک عضوی است که ابتدای ن9زگ -90  4
)a منطبق باشد. در نتیجه , ]−∞ +4 ]a بر انتهای بازۀ  , )− + +∞2 1 بازۀ 

 a a a− + = + ⇒ =−2 1 4 1 

16319 می دانیم عضوهای A کوچک تر از یا مس�اوی با 2 هستند ن9زگ -90  3
و مجموعۀ مورد نظر شامل اعضای A نیست، بنابراین گزینه های )1(، )2( و )4( 

. B A ( , ) [ , ] ( , )− = − − =0 4 2 2 2 4 رد می شوند. اکنون دقت کنید که

16329 توجه کنید کهن9زگ -90  4
A B A A B      ( ) ( , ) ( , ) ( , ] [ , )− = − = − − = −1 3 1 2 1 1 2 3 

16339 . از ن9زگ -90 a a a− < < −2 1 3 3 چ�ون a عضو بازه اس�ت، پس   2
a نتیجه می شود  a< −3 3 a نتیجه می شود a<1 و از نابرابری  a− <2 1 نابرابری 

 a a( , )− −2 1 3 3 . اکنون توجه کنید که شرط اینکه  a<3
4

. بنابراین باید  a<3
4

، این شرط  a<3
4

، که اگر  a<4
5

، یعنی  a a− < −2 1 3 3 بازه باشد این است که 

) است. , )−∞ 3
4

هم برقرار است. بنابراین مجموعۀ مقادیر ممکن a بازۀ 

16349 a برابر اس�ت با ن9زگ -90 a( , )− +5 2 1 توج�ه کنید که طول بازۀ   1
. a≤−2 ، پس  a a+ − + ≤2 1 5 4 . بنابراین  a a( ) ( )+ − −2 1 5

a برابر است با a( , )− −6 3 1 از طرف دیگر طول بازۀ 
 a a a( ) ( )− − − = +3 1 6 2 5  

. پس حداکثر طول بازۀ  a+ ≤2 5 a≤−2 و در نتیجه 1 4 ، پس  a≤−2 چ�ون 
مورد نظر برابر 1 است.



)197(

16359 با توجه به فرض مسئله و شکل زیر، نتیجه می شود ن9زگ -90  4
 b a b a( , ) [ , ) ( , )− =4 2

 

. اکنون می توان نوشت b=− 1
3

a=1 و 
2

بنابراین 

b a a b( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) { }− − = − − − = − − −1 1 1 1 12 1 2 2
3 2 3 2 3

 

16369 2− ش�روع می ش�ود و ن9زگ -90 چ�ون اش�تراک دو ب�ازه از عدد   1
. بنابرای�ن تس�اوی داده ش�ده  a=−4 ، یعن�ی  a+ =−2 2 ، پ�س  a a< +2
]b اس�ت. چون اش�تراک در سمت چپ به  , ] [ , ] [ , ]− − = −4 2 2 2 1 به صورت 

. a b− =−5 . در نتیجه  b=1 ، پس  <1 2 عدد 1 ختم شده است و 

16379 ک�ه ن9زگ -90 می ش�ود  معل�وم  زی�ر  ش�کل  روی  از   3
 ، a a− ≤ +3 1 2 a وقت�ی برقرار اس�ت که 1 a( , ] ( , )−∞ + − +∞ =2 1 3 1 

. a≤2 یعنی 

  

16389 در دو حالت زیر، اشتراک دو بازه مجموعه ای تک عضوی می شود.ن9زگ -90  3
حالت اول

 a a− =− ⇒ =1 2 3 2

حالت دوم
 a a+ =− ⇒ =−1 2 5 3  

a ب�ازه باش�د ای�ن اس�ت ک�ه  a[ , ]− +1 2 1 2 اکن�ون توج�ه کنی�د ش�رط اینک�ه 
. بنابراین تنها مقدار قابل قبول برای a برابر 2 است. a>0 ، یعنی  a a− < +1 2 1 2

16399 n=1 ن9زگ -90 ، بنابراین به ازای  nI
n

( , )+= 1 2
2

فرض می کنیم   1

 I ( , )= ⇒31
2

شامل هیچ عدد طبیعی ای نیست. 

، n=2 به ازای 
I I( , )= ⇒ ∈1 2 1

2
 

، n=3 به ازای 
I I( , ) ,= ⇒ ∈1 5 1 2

3 2
 

، بازۀ I حداقل ش�امل اعداد طبیعی 1 و 2 اس�ت.  n≥3 به این ترتیب به ازای 
، بازۀ داده شده فقط شامل یک عدد طبیعی است.  n=2 پس فقط به ازای 

16409 ، ن9زگ -90 a+ >2 0 اگ�ر به بازۀ A دقت کنید معلوم می ش�ود که   3
a−2 در کدام ناحیه باش�د،  . از روی محور زیر، برحس�ب اینکه 1 a>−2 پس 

A را به دست آورده ایم و در جدول زیر آن نوشته ایم. B حاصل 

حالت )1(حالت )2(حالت )3(
∅  a a( , ]− +2 1 2a( , ]+0 2A B

. در حالت )2(  A B  ( , ]⊆ 1 3 حالت )1( قابل قبول نیست، زیرا در این حالت 
a≥1 و از  . از نابراب�ری اول به دس�ت می آی�د  a+ ≤2 3 ≥a و  −1 2 1 بای�د 
بای�د   )3( حال�ت  در   . a=1 پ�س   a≤1 می آی�د  به دس�ت  دوم  نابراب�ری 
. در ای�ن حال�ت اش�تراک A و B برابر تهی  a≥3 a و در نتیج�ه  a− ≥ +2 1 2

. a [ , ) { }∈ +∞3 1 )  است. پس  , ]1 3 است که زیرمجموعۀ 

16419 ، پس B هم نامتناهی ن9زگ -90 A B⊆ چون A نامتناهی است و   4
 A B′
 اس�ت و اجتم�اع آن ب�ا هر مجموع�ۀ دیگ�ری نامتناهی اس�ت. یعنی 

نامتناهی است.

16429 ′B می تواند متناهی یا نامتناهی ن9زگ -90 B نامتناهی اس�ت، پس   1
A متناهی اس�ت. همچنین چون  B′  باش�د، ولی چون A متناهی اس�ت، پس 
 A B′
 B نامتناهی اس�ت، اجتماع آن با هر مجموعه ای نامتناهی است. یعنی 

A نامتناه�ی هس�تند. توج�ه کنی�د ک�ه چ�ون B نامتناهی اس�ت، پس B  و 
′A نامتناهی اس�ت. پس متناهی  مجموعۀ مرجع هم نامتناهی اس�ت. در نتیجه 

A مشخص نیست. B′
 یا نامتناهی بودن 

16439 توجه کنید کهن9زگ -90  2
 B C      { , , , , , , } , { , , , , , , , }= … =3 4 6 8 9 10 1 3 4 6 7 8 9  

. A B C( ) { , }− = 1 5 B و در نتیجه  C { , , , , , }= 3 4 6 8 9  بنابراین 

16449 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  1

 x x
x x x| |

− > > 
− > ⇒ ⇒ − <− < 

5 3 85 3 5 3 2  

. A { , , , , , , }′= 2 3 4 5 6 7 8 . در نتیجه  A { , , , , , }= 0 1 9 10  بنابراین 

. n A( )′ =7 یعنی 
 . A x x{ | | }|′= − ≤5 3 ، پس  A x x{ | | }|= − >5 3 راه حل دوم چون 

|x نتیجه می شود |− ≤5 3 از نابرابری 
 x x− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤3 5 3 2 8  

. n A( )′ =7 ، بنابراین  A { , , , }′= …2 3 8  است، پس  مجموعۀ مرجع 

16459 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
n A n B

n A n A n B n B
n B n A n U n U n U

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

′+ = ′ ′⇒ + + + =
′+ = + = ⇒ =

17
30

13 30 15

. n C n C n U( ) ( ) ( )′+ = =15 بنابراین 

16469 توجه کنید که ن9زگ -90  3
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − 

بنابراین
 n A B n A B n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + ⇒ = ⇒ =2 24 3 8   

16479 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= − ⇒ =16 24 8

 

 

 

از طرف دیگر،

 
n A B n A B n A B n B A

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + + −

= − + + ⇒ − = − =16 8 3 16 11 5
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16489 تع�داد محصولاتی که هر دو عیب را دارند برابر اس�ت با ن9زگ -90  2
، یعن�ی 10 محص�ول. تع�داد محصولات�ی که عی�ب B را دارن�د برابر  −30 20
− اس�ت، که 10 تا از آن ها عیب A را نیز دارند. پس 15 محصول  =45 20 25

فقط عیب B را دارند و 20 تا از آن ها فقط عیب 
A را دارن�د. پس 35 ت�ا از محصولات فقط یک 

عیب دارند.

16499 مجموعۀ بینندگان ش�بکۀ 1 را ب�ا A و مجموعۀ بینندگان ن9زگ -90  1
شبکۀ 2 را با B نشان می دهیم:

n A n B n A B( ) , ( ) , ( )= = =65 45 20

. یعن�ی ۹0 نف�ر حداق�ل یک�ی از  n A B( )= + − =65 45 20 90 در نتیج�ه 
شبکه ها را تماشا می کنند، پس 10 نفر هیچ یک از این دو شبکه را تماشا نمی کنند.

16509 توجه کنید کهن9زگ -90  3
 n A B n A n B n A B k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − = − + − − = +3 1 3 2 2 4   

از طرف دیگر،
 n A B n B k k( ) ( )≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 3 5  

. n A B k( )= + ≤ × + =2 4 2 5 4 14 بنابراین 

16519 گزین�ۀ )3( ممک�ن اس�ت نادرس�ت باش�د. ب�رای مثال،  ن9زگ -90  3
A متناهی است. B { }= 1 B نامتناهی هستند، اما   [ , )= 1 2 A و   ( , ]= 0 1

16529 ، پسن9زگ -90 A B { , }= 3 5 توجه کنید که   2
A B       C A B  ( ) { , , , }, ( ) { , }′ ′= =1 2 4 6 1 2    

16539 ′C را پیدا می کنیم:ن9زگ -90 ′B و   ، A′ ابتدا مجموعه های   4
A B C          ( , ] ( , ) , ( , ] ( , ) , [ , )′ ′ ′= −∞ +∞ = −∞ − +∞ = +∞1 2 1 1 0 

. A B C( ) ( , )′ ′ ′− − = −1 0 A و در نتیجه  B ( , ]′ ′− = −1 1 بنابراین 

16549 } اس�ت، ن9زگ -90 , , , , }1 2 3 9 راه ح��ل اول مجموعۀ مرجع   4

. در نتیجه C { , , , , }= 2 3 7 8 9 B و  { , , , , , }′= 1 2 4 6 8 9 پس 

 A B A B C{ , } ( ) { , , , , , , }′ ′= ⇒ =1 6 1 2 3 6 7 8 9    

، هفت عضو دارد. A B C( )′  ، بنابراین مجموعۀ  n A B C(( ) )′ =7 

راه حل دوم توجه کنید که
 A B A B C      { , } , { , , , , }′= − = =1 6 2 3 7 8 9  

. A B C( ) { , } { , , , , } { , , , , , , }′ = =1 6 2 3 7 8 9 1 2 3 6 7 8 9   بنابراین 

، هفت عضو دارد. A B C( )′  پس مجموعۀ 

16559 n بازه باش�د، ن9زگ -90 n [ , ]− −1 2 1 ابت�دا توجه کنید برای اینکه   4
. اگر این دو مجموعه جدا از هم باشند، دو حالت زیر پیش می آید: n>0 باید 

حالت اول

 n n− < ⇒ <2 1 5 3  
حالت دوم

 n n− > ⇒ >1 7 8  
، ۷ و 8 نمی تواند باشد. 6  ، 5  ، 4  ، 3 بنابراین n اعداد طبیعی 

16569 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + −   

پس
 n A n B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( )+ = + =24   

به این ترتیب

 
n A n B

n B
n A n B

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ = ⇒ =
− =

24
10

4
 

16579 توجه کنید که ن9زگ -90  1
 A B A B B n A B n B( ) ( )⊆ ⇒ = ⇒ =   

. از طرف دیگر، n B( )=9 ، پس  n A B( )=9 طبق فرض 
 n A n A n B n B n A n A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 9 10 5  

16589 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه من�دان ب�ه ریاض�ی و ن9زگ -90  2
B مجموعۀ علاقه مندان به فیزیک باش�د. اگر تعداد کسانی که به هیچ کدام از 

این دو درس علاقه مند نیستند x باشد، آن گاه
n A B n A n B n A B

x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + −

− = + −100 85 70

 



 ، x=0 n حداقل باشد، باید  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +55 پس 
n برابر با 55 است. A B( ) بنابراین حداقل مقدار ممکن 

16599 راه حل اول فرض کنید ن9زگ -90  2
x نفر نه چای دوس�ت دارند، ن�ه قهوه، بنابراین 
x−30 نف�ر یا چ�ای دوس�ت دارند ی�ا قهوه و 
y نفر هم چای و هم قهوه دوس�ت دارند. تعداد 
کس�انی را که چای ی�ا قهوه یا هر دو را دوس�ت 

دارند در نمودار ون مقابل مشخص کرده ایم.
 x y y y x y+ − + + − = ⇒ = −18 15 30 3  

با توجه به اینکه تعداد افراد هیچ گروهی منفی نیست، می توان نوشت
 x y y y y        , ,≥ ≥ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤0 0 15 0 15 0 15  

پس
 y x≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤0 3 12 0 12  

پس حداکثر 12 نفر نه چای دوست دارند نه قهوه.
راه حل دوم فرض کنید A مجموعۀ دانش آموزانی باشد که چای دوست ندارند 

و B مجموعۀ دانش آموزانی باشد که قهوه دوست ندارند. در این صورت

 
n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − = −12 15 27

 

 

 

، بنابراین n A B n B( ) ( )≥ =15 از طرف دیگر، 
 n A B n A B( ) ( )= − ≤ − =27 27 15 12   

بنابراین حداکثر 12 دانش آموز ممکن اس�ت که نه چای دوست داشته باشند نه 
، این وضعیت پیش می آید(. A B⊆ قهوه )توجه کنید که اگر 

16609 . از طرف دیگر،ن9زگ -90 A B B= ، پس  A B⊆ چون   3
 A B n A n B( ) ( )⊆ ⇒ ≤  

 n A n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ≤ + =14 2 2 3  اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه 
. بنابراین  n B( )≥5 n عددی طبیعی است، پس  B( ) و چون 

n A B n B( ) ( )= ≥5



)199(

16619 از روی ش�کل زیر معلوم می ش�ود کهن9زگ -90  2

 A      B[ , ] ( , ], [ , ] { }′ ′= − = − −3 3 7 9 3 1 9   

. A B  ( , ] ( , )′ ′− = −1 3 7 9 بنابراین از روی شکل زیر معلوم می شود که 

A عبارت اند از صفر، 1، 2، 3 و 8 ،  B′ ′− بنابرای�ن، عددهای صحیح در مجموع�ۀ 
که مجموعشان می شود 14.

16629 a و در نتیجه ن9زگ -90 a<2 a یک بازه اس�ت، پس  a( , )2 چون   2

a≤−2 اش�تراک بازه های  . از روی ش�کل های زیر معلوم اس�ت که اگر  a<0
a تهی است: a( , )2 ] و  , )−2 4

  
 ، a− < <2 0 . از روی ش�کل های زی�ر معلوم اس�ت ک�ه اگر  a>−2 بنابرای�ن 

a تهی نیست. a( , )2 ] و  , )−2 4 اشتراک بازه های 

  

16639 A )ش�کل ن9زگ -90 A B A B( ) ( )= −   ابتدا توجه کنید که   4
زیر را ببینید(. 

. A [ , ]= −2 3 از روی شکل زیر معلوم می شود که 

16649 اگ�ر از مجموعه ای نامتناهی تعدادی متناهی عضو حذف ن9زگ -90  3
B نامتناهی  A− کنی�م، مجموعه ای که به دس�ت می آید نامتناهی اس�ت. پس 

است. بقیۀ گزینه ها ممکن است متناهی باشند.
، آن گاه B    { , , , }= 2 3 4  A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )1( اگر 

A B′− =∅

A نیز متناهی است. B′− گزینۀ )2( چون A متناهی است، پس 
 . B A′ ′− =∅ ، آن گاه  B= A و  { }= 1  ، U= گزینۀ )4( اگر 

16659 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
n A n A

n A
n A

( ) ( )
( )

( )

′= ′⇒ =
=

3
4

12
 

در نتیجه،
 n U n A n A( ) ( ) ( )′= + = + =12 4 16  

اکنون توجه کنید که
 n U n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= + ⇒ = + ⇒ =16 7 9  

16669 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
n A   n An A n A n U n A  n A( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′=′+ = → = ⇒ =2 26 13

از طرف دیگر،
n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + −  n B n A B( ) ( )⇒ = + −14 13 

n B n A B n B A( ) ( ) ( )− = ⇒ − =1 1

16679 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
n A B n B A n A n A B n B n A B

n A n B n A B n B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − ⇒ − = −

= − = −

2 2 2

2 2 5

 



بنابراین

 
n A n B

n A n B
n A n B

  

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

= − ⇒ = =
= +

2 5
11 8

3
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =11 8 5 14  در نتیجه 

16689 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
n A n U n A

n B n U n B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ = − = − =

′ = − = − =

23 10 13

23 7 16
 

. n A B n A( ) ( )′ ′ ′≤ =13 اکنون توجه کنید که 

16699 فرض می کنیم تعداد دانش آموزان کلاس برابر x باش�د. ن9زگ -90   3
همچنین، فرض می کنیم A و B به ترتیب مجموعۀ کسانی باشند که به فیزیک 
.از  n B x( ) /=0 7 n و  A x( ) /=0 6 و ریاضی�ات علاقه دارند. در این صورت 

ط�رف دیگر، چون هر دانش آموز کلاس حداقل به یک�ی از درس های فیزیک یا 
A است،  B ریاضی علاقه مند است، پس مجموعۀ دانش آموزان کلاس برابر 

. به این ترتیب،  n A B x( )= در نتیجه، 

 
n A B n A n B n A B

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

/ /

= + −

= + − ⇒ =0 6 0 7 6 20

 

 

16709 ف�رض کنی�د A مجموع�ۀ علاقه من�دان ب�ه ریاض�ی و ن9زگ -90  3
B مجموعۀ علاقه مندان به فیزیک باشد. اگر تعداد کسانی که به این دو درس 

علاقه مند نیستند x باشد، آن گاه
n A B n A n B n A B

x n A B x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

− = + − ⇒ − = −120 105 95 120 200

 

 

n حداقل باش�د و با توجه به  A B( ) . برای اینکه  n A B x( )= +80 پس 

n برابر با 80 است. A B( ) ؛ پس حداقل مقدار  x=0 اینکه x≥0 است، باید 



16719 ش�کل اول دارای 4 چ�وب کبری�ت اس�ت و ه�ر ش�کل 3 ن9زگ -90  3
)n چوب کبریت  )+ −4 3 1 چوب کبریت بیشتر از قبلی دارد. پس شکل nاُم دارای 

n+3 چوب کبریت دارد. پس شکل بیستم 61 چوب کبریت دارد. است. یعنی 1
16729 ش�کل اول دارای 5 چوب کبریت اس�ت و در هر مرحله 4 ن9زگ -90  3

 n( )+ −5 4 1 چوب کبریت به شکل مرحلۀ قبل اضافه می شود. پس در شکل nاُم 
n+4 چوب کبریت در شکل n اُم وجود دارد.  1 چوب کبریت وجود دارد. یعنی 

پس در شکل پانزدهم، 61 چوب کبریت وجود دارد.
16739 تعداد نقاط روی ش�کل )1( برابر 5 اس�ت و در هر مرحله ن9زگ -90  2

 n( )− ×1 4 4 نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می شود. پس در مرحله nاُم به تعداد 
، یعنی  n n( )− + = +4 1 5 4  نقط�ه ب�ه 5 نقطۀ ش�کل )1( اضافه ش�ده اس�ت: 1

n+4  نقطه دارد. پس شکل دهم 41 نقطه دارد. 1 شکل n اُم، 
16749 در شکل nاُم تعداد مثلث های رنگ شده برابر است بان9زگ -90  1

 n n
n

( )
( )

−
+ + + + − =

10 1 2 1
2

  

برای اینکه بدانیم در کدام ش�کل 36 مثلث رنگ ش�ده وجود دارد، معادلۀ زیر 
را حل می کنیم:

n n
n n n n

( )
( )( )

−
= ⇒ − − = ⇒ − + =21 36 72 0 9 8 0

2
، یعنی در ش�کل نهم 36 مثلث رنگ  n=9 چون n عددی طبیعی اس�ت، پس 

شده وجود دارد.
16759 تای ن9زگ -90 n( )+1 )n دایره وجود دارد که  )+ 21 در شکل n اُم،   4

n است که برابر  n( ) ( )+ − +21 1 آن رنگ نشده است. پس تعداد دایره های رنگی 
 . n n+2 است با 

16769 توجه کنید که ن9زگ -90  4
n

na n n a a a a== − + → = − + ⇒ =−12
1 1 1 13 2 3 1 2 2

. a ( )= × − + − =4 3 16 4 2 2 40 بنابراین 

16779 na مق�دار n را که ش�مارۀ جملۀ ن9زگ -90 = 1
80

ب�ا حل معادل�ۀ   3
مورد نظر است، می یابیم:

n n n n n
n
+ = ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2 2
2

1 1 80 80 81 1 81 9
8081 1

1 است.
80

a9 برابر  بنابراین 

16789 na برای ک�دام مقادیر n ن9زگ -90 /<3 9 بای�د ببینی�م نامعادلۀ   2
درست است: 

n n n n
n
− < ⇒ − < + × ⇒ <
+

4 1 39 40 10 39 39 6 244
6 10

، یعنی 243 جملۀ اول دنباله کمتر از 3/۹ هستند. n≤243 بنابراین 
16799 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 na n n< < ⇒ < + − <272 160 72 2 8 160  
بنابراین

n n n n n n

n n n n n n

( )( )

( )( )

+ − < ⇒ − + < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ ≤

+ − > ⇒ − + > ⇒ > ⇒ ≥

2

2

2 8 160 12 14 0 1 12 1 11

2 8 72 8 10 0 8 9
9، 10 و 11 باشد. در نتیجه n می تواند عددهای 

فصل نهم

فصل دوم: آزمون ها

16809 ، عدد ن9زگ -90 ×3 5 عدد آخر دستۀ اول 5 ، عدد آخر دستۀ دوم   1
)n است. پس  )− ×2 1 5 ،… و عدد آخر دستۀ nاُم برابر  ×5 5 آخر دس�تۀ سوم 
) اس�ت. پ�س ع�دد اول  )× − × =2 49 1 5 485  ع�دد آخ�ر دس�تۀ چهل ونه�م 

دستۀ پنجاهم، برابر 48۷ خواهد بود.
16819 ش�کل اول 4 چ�وب کبری�ت دارد و برای س�اختن هر ش�کل، ۹ ن9زگ -90  3

 n−9 5 )n یعنی  )+ −4 9 1 چوب کبریت به شکل قبلی اضافه می شود. پس در شکل nاُم، 
چوب کبریت وجود دارد. بنابراین در شکل چهاردهم 121 چوب کبریت وجود دارد.

16829 راه حل اول تعداد نقاط شکل ها را در جدول زیر ملاحظه می کنید:ن9زگ -90  3

n
321شمارۀ شکل

n n n( )+ + +2+ +3 5 3+ +2 4 2+ +1 3 تعداد نقاط1
n+3 نقطه داریم. یعنی در شکل بیستم 62 نقطه داریم.  2 بنابراین در شکل nاُم، 

راه حل دوم اگر 4 نقطه به چهار گوش�ۀ شکل ها اضافه کنیم، تعداد نقاط شکل nاُم 
)n نقطه داریم.  )+ −3 2 4 )n خواه�د بود. پ�س در ش�کل nاُم،  )+3 2 براب�ر 

یعنی در شکل بیستم 62 نقطه داریم.
16839 تعداد مربع های رنگ شده در شکل nاُم برابر است بان9زگ -90  3

 n+ + + +1 2 3 

 . n( )+ + + + −0 1 2 1 تعداد مربع های رنگ نشده در شکل nاُم برابر است با 
بنابراین تعداد مربع های رنگ شده در شکل nاُم، n تا بیشتر از تعداد مربع های 
رنگ نش�دۀ آن اس�ت. پس در ش�کل س�ی اُم، اخت�لاف مربع های رنگ ش�ده و 

رنگ نشده برابر 30تا است.
16849 تعداد کل گوی ها در شکل nاُم برابر است بان9زگ -90  2

n n( )+ + + + − = 21 3 5 2 1

تعداد گوی های رنگی در شکل nاُم برابر است با
n n

n
( )

( )
−

+ + + + − =
11 2 3 1

2


بنابراین نس�بت تع�داد گوی های رنگی به تعداد کل گوی ها در ش�کل nاُم برابر 

 . n=17 . پس  n
n
− =1 8

2 17
. به این ترتیب 

n n
n

nn

( )−
−=

2

1
12

2
است با 

16859 با توجه به الگو، در شکل هایی که شمارۀ آن ها زوج است، ن9زگ -90  2

n2 رنگ می شود. در شکل هایی که شمارۀ آن ها فرد 

2
نصف تعداد گوی ها یعنی 

اس�ت، تع�داد گوی ه�ا نیز فرد اس�ت. اگر گوی وس�طی را کن�ار بگذاریم تعداد 
n خواهد بود که نصف آن ها را رنگ می کنیم و سپس گوی وسطی  −2 1 گوی ها 

n گوی رنگ می ش�ود. توج�ه کنید که اگر  − +
2 1 1
2

 را نی�ز رنگ می کنیم. پس 

n2 نیز عددی زوج اس�ت. پس در ش�کل های با شمارۀ 

2
n عددی زوج باش�د، 

زوج، تعداد گوی های رنگ ش�ده زوج است و در شکل هایی با شمارۀ فرد، تعداد 
گوی های رنگ ش�ده فرد است. چون 113 گوی رنگی در شکل nاُم وجود دارد، 

پس n باید فرد باشد. بنابراین 

 n n n n− + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
2 2 21 1 113 1 224 225 15
2

 



)201(

16869 چ�ون همۀ جمله های دنباله با هم برابرند، پس جمله های ن9زگ -90  3
اول و دوم آن نیز با هم برابرند:

k ka a k k k k− −= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ =−1 2
2 4 626 13 32 8 5 6

8 13 5

. na =2
5

، آن گاه  k=− 6
5

توجه کنید که اگر 

16879 چند جملۀ اول هر کدام از دنباله ها به شکل زیر است:ن9زگ -90  2
 , , , ,...2 3 10 15 گزینۀ )2(    , , , ,...2 3 4 5 گزینۀ )1( 

 , , , ,...2 3 8 17 گزینۀ )4(    , , , ,...2 3 10 23 گزینۀ )3( 

nn می تواند جملۀ عمومی دنباله باشد. ( )− −2 1 بنابراین فقط 
16889 به چند جملۀ اول دنباله توجه کنید:ن9زگ -90  2

a a a a a a        , ,= = × = = = × = = = × =2 1 3 2 4 3
1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 11
2 2 2 3 3 2 3 4 4 3 4

. a =100
1

100
، پس  na

n
= 1 بنابراین با توجه به الگوی جملات می توان گفت 

16899 y ن9زگ -90 x x c=− + +23 12 بیش�ترین مقدار تابع درجۀ دوم   4

bx به دس�ت می آی�د. بنابراین بزرگ تری�ن جملۀ 
a

=− =− =
−
12 2

2 6
ب�ه ازای 

a2 است. در نتیجه دنبالۀ مورد نظر برابر 

 a c c= ⇒− × + × + = ⇒ =−2 8 3 4 12 2 8 4  

16909 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 a a a                 log , log , log ,= = =1 2 2 2 3 2
1 2 3
2 3 4

  

بنابراین مجموع n جملۀ اول دنباله به صورت زیر است:

n
n nS
n n

n n n
n n n

log log log log log

log ( ) log log ( )

−= + + + + +
+

−= × × × × × = =− +
+ +

2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 3 1
2 3 4 1
1 2 3 1 1 1
2 3 4 1 1





بنابراین
 n n nlog ( )− + =− ⇒ + = = ⇒ =3

2 1 3 1 2 8 7  

16919 ، پس دنبالۀ مورد نظر دنباله ای ن9زگ -90 n na a+ − =−1 2 چون   3
2− است. چون جملۀ اول برابر 3 است، پس حسابی است که قدرنسبت آن 

 a a d a a d      ( ) , ( )= + = + − =− = + = + − =−10 1 5 19 3 9 2 15 4 3 4 2 5

.
a
a

−= =
−

10

5

15 3
5

بنابراین 

16929 از رابطۀ داده شده به دست می آیدن9زگ -90  2
 a d a d a d( ) ( ) ( )+ + + − + =1 1 13 3 4 4 7 8 124

. d=−4 −d و در نتیجه  =31 124 پس 
16939 قدرنسبت این دنباله برابر است با ن9زگ -90  4

 x x( )− − − =−3 4 3 1 3
بنابراین

 x x x( )− = − − ⇒ =−4 2 3 4 3 5  
) و جملۀ چهارم برابر  )− − =−4 5 2 22 بنابراین جملۀ سوم دنباله برابر است با 

. − − =−22 3 25 است با 
16949 پ�س ن9زگ -90  ، d ( )= − − =2 1 3 و   a =−1 1 چ�ون   2

 ، ka k= − =3 4 218 . بنابرای�ن  na n= −3 4 na یعن�ی  n( )=− + −1 3 1
. k=74 پس 

16959 ، پ�س جمل�ۀ عموم�ی دنبال�ه ن9زگ -90 d=4 a و  =1 2 چ�ون   2
na اس�ت. برای اینکه جمله ها کوچک تر از  n n( )= + − = −2 4 1 4 2 به صورت 

na باشد. یعنی <500 500 باشند، باید 

n n n− < ⇒ < ⇒ ≤5024 2 500 125
4

پس 125 جملۀ اول دنباله کمتر از 500 هستند.

16969 a ن9زگ -90 d a a d, ,− + ان�دازۀ زاویه ه�ای مثل�ث را به صورت   2

0180 است. پس  در نظر می گیریم. مجموع اندازۀ زاویه های مثلث برابر 

 a d a a d a− + + + = ⇒ =0 0180 60
060 است. میانگین اندازۀ بزرگ ترین و کوچک ترین زاویۀ مثلث همان a است که برابر 

16979 زاویه های پنج ضلعی را به صورت زیر در نظر می گیریم:ن9زگ -90  4
 a d a d a a d a d, , , ,− − + +2 2

0540 است، پس  در نتیجه، چون مجموع اندازۀ زاویه های پنج ضلعی برابر 

 a d a d a a d a d− + − + + + + + = 02 2 540

 086 . ان�دازۀ کوچک ترین زاویه  a= 0108 =a و در نتیج�ه  05 540 بنابرای�ن 
. پس ان�دازۀ بزرگ ترین زاویه  d= 011 a و در نتیجه  d− = 02 86 اس�ت، پ�س 

. + × =0 0 0108 2 11 130 a برابر است با  d+2 یعنی 

16989 ، پسن9زگ -90 a = +6 3 5 a و  = −1 3 5 راه حل اول چون   2

 a a d d d= + ⇒ + = − + ⇒ =6 1 5 3 5 3 5 5 2

 −3 3 − یا همان  +3 5 2 بنابراین کوچک ترین عددی که نوشته ایم، عدد 
است.

راه حل دوم قدرنسبت دنبالۀ حسابی مورد نظر برابر است با 

 d
( ) ( )+ − −

= = =
+

3 5 3 5 10 2
4 1 5

 

بنابراین کوچک ترین عددی که نوشته ایم، برابر است با 
 ( )− + = −3 5 2 3 3  

16999 a ن9زگ -90 d a a d, ,− + س�ه جملۀ متوالی دنبال�ه را به صورت   4

در نظر می گیریم. بنابراین 
 a d a a d a a− + + + = ⇒ = ⇒ =15 3 15 5

از طرف دیگر،

a d a a d a a d( ) ( ) ( )− × × + = ⇒ − =2 245 45
، پس  a=5 چون 

 d d d( )− = ⇒ = ⇒ =±2 25 25 45 16 4  

17009 فرض کنید قدرنس�بت دنبالۀ حس�ابی مورد نظر برابر d ن9زگ -90  2
باشد. در این صورت

na d a a n d d n d nd      , ( ) ( )= = + − = + − =1 1 1 1  

به این ترتیب

a a a a d d d d

d d

! ( )( ) ( ) !

! !

= × ⇒ = ×

× = × ⇒ =

8 8
1 2 3 9

9 9

10 10 2 3 9 10 10

9 10 9 10

 

. a d= =10 10 100 بنابراین 
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17019 راه حل اول با قرار دادن n=1 در جملۀ عمومی به دست ن9زگ -90  4

 . a =2
1
3

n=2 در جملۀ عمومی به دست می آید  . با قرار دادن  a =1 1 می آید 

. a d− = + =1
2 51
3 3

. پس  d a a= − =−2 1
2
3

بنابراین 

راه حل دوم جملۀ عمومی دنبالۀ حسابی با قدرنسبت d و جملۀ اول a1 به صورت 

. پس  na dn a d n( )= + − =− +1
2 5
3 3

na است، بنابراین  a n d( )= + −1 1

a d− =1
5
3

17029 a نتیجه می شود ن9زگ -90 a+ =1 3 16 از   2

 a a d a d+ + = ⇒ + =1 1 12 16 8

، پس  a a a+ + =2 5 8 51 چون 

 a d a d a d a d+ + + + + = ⇒ + =1 1 1 14 7 51 3 12 51

. d=3  به دست می آید 
a d

a d

+ =


+ =

1

1

8

3 12 51
از حل دستگاه 

17039 چون دنباله حسابی است، پسن9زگ -90  1

 a aa a+ −− = ⇒ =1 3 12 1
2 2

. پس جمل�ۀ عمومی دنباله به ش�کل  d a a a( )= − − = − =− 12 1 1
2

 بنابرای�ن 

زیر است:

 n n
na a n d a n( ) ( )= + − ⇒ = − − = −1

1 11 1 1
2 2 2

17049 a دنباله ای حسابی ن9زگ -90 b a c b c, ,+ + + راه حل اول چون   4
است، پس

 a c a b b c a c c b b a( ) ( ) ( )+ − + = + − + ⇒ − = −  
a دنباله ای حسابی است. b c, , در نتیجه 

a دنباله ای حسابی است، پس b a c b c, ,+ + + راه حل دوم چون 

 a b b ca c a c a b c a c b( )+ + ++ = ⇒ + = + + ⇒ + =2 2 2
2

 

a دنباله ای حسابی است. b c, , در نتیجه 

17059 جملۀ عمومی دنباله به صورت زیر استن9زگ -90  3
 na n n( )= − − = −196 4 1 200 4

4− است، پس ، در نتیجه، چون قدرنسبت دنباله برابر  a =50 0 بنابراین 

a a     , ,= =47 4812 8 a a         ,= =49 504 0

17069 ابتدا قدرنسبت دنباله را پیدا می کنیم:ن9زگ -90  2
a a

d
−

= =− =−
−

10 2 32 4
10 2 8

. بنابراین جملۀ  a =1 27 a و در نتیجه  a d a= + = − =4 1 13 12 15 بنابرای�ن 

. اکنون توجه کنید که  na n n( )= − − = −27 4 1 31 4 عمومی دنباله می شود 

 na n n> ⇒ − > ⇒ ≤0 31 4 0 7

بنابراین هفت جملۀ نخست دنباله مثبت هستند.

17079 پ�س ن9زگ -90  ، x x x x( )( )− + = − −2 8 12 6 2 چ�ون   2
، 2 و 6 هس�تند. حالت های مختلفی که این سه  a جواب های معادلۀ مورد نظر 
عدد دنباله ای حس�ابی تشکیل می دهند، در زیر آمده است )توجه کنید که عدد 

وسط میانگین حسابی دو عدد دیگر است(:
a aa a a a

a a a a a a

a aa a a a

 

  

      

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

+ +⇒ = ⇒ =− ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−

6 26 2 2 2 2 6 6 10
2 2

6 2 2 66 2 4 2 6 4
2 2

2 66 2 6 10 2 6 2 2
2 2

بنابراین a ممکن است سه مقدار مختلف داشته باشد.

17089 a در نظ�ر می گیریم. ن9زگ -90 d a a d, ,− + اض�لاع مثل�ث را   3
طبق قضیۀ فیثاغورس،

a d a a d a d ad a a d ad

a ad a d

( ) ( )− + = + ⇒ + − + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

4 4
چون وتر بلندترین ضلع مثلث قائم الزاویه است، پس طول ضلع های زاویۀ قائمه 

a است، در نتیجه نسبت مورد نظر برابر است با d− a و 

 a d d
a d d d d

= = =
− −

4 4 4
4 3 3

 

17099 به ص�ورتن9زگ -90 را  دنبال�ه  متوال�ی  جمل�ۀ  چه�ار   3
a در نظر می گیریم. بنابراین d a d a d a d, , ,− − + +3 3

 a d a d a d a d a a− + − + + + + = ⇒ = ⇒ =3 3 0 4 0 0
d است و  d d d, , ,− −3 3 پس دنباله به صورت 

 d d d d d+ + + = ⇒ =2 2 2 2 29 9 80 4
بنابراین، حاصل ضرب بزرگ ترین و کوچک ترین اعداد برابر است با

 d d d( )( )− =− =−23 3 9 36  

17109 ابت�دا توجه کنید که m باید ع�دد طبیعی و بزرگ تر از 1 ن9زگ -90  3
 . m m m+ < + +2 24 3 4 باشد. پس 

m−1 عدد بین عددهای داده ش�ده درج کنیم، آن گاه قدرنس�بت دنبالۀ  اگ�ر 
حاصل، برابر است با

m m m md
m m( )

+ + − −= = =
− +

2 23 4 4 3 3
1 1

17119 3 است.ن9زگ -90
2

، دنباله ای هندس�ی با قدرنس�بت  na دنبالۀ   1
در نتیجه 

a a r a a a( )= ⇒ = = ⇒ =2 2
3 1 3 1 1

3 43
2 3

. a a ( ) ( )= = × =
2728 28

29 1 26
3 4 3 3
2 3 2 2

بنابراین 

17129 3 ن9زگ -90 2 a و  4 واس�طۀ هندسی  2 ابتدا توجه کنید که   2
است، پس 

 a a a( ) = ⇒ = ⇒ =4 3 32
3

22 2 2 2
2

 

، در نتیجه r=
3

4
2
2

از طرف دیگر، قدرنسبت این دنباله برابر است با 

 a a r a( ) ( ) ( )= = = = × = =
63 4 3 612 12

13 1 4 3 3 3 6 2
2 2 2 2 22 2 2 2

22 2 2 2
 



)203(

17139 x2 باش�ند. در ن9زگ -90 x1 و  فرض می کنیم جواب های معادله   1
این صورت

 
x x

x x x x x x      / , /
+

= ⇒ + = = = ⇒ =1 2
1 2 1 2 1 2

3 94 5 9 1 5
2 2 4

 

x است که اگر طرفین آن را  x− + =2 99 0
4

بنابراین معادلۀ مورد نظر به ش�کل 

. x x− + =24 36 9 0 در 4 ضرب کنیم، می شود 
17149 a نتیجه می شود ن9زگ -90 a =1 6 27 از تساوی   3

 a a r a r× = ⇒ =5 2 5
1 1 127 27

a به دست می آید  a =2 4 9 از تساوی 

 a r a r a r× = ⇒ =3 2 4
1 1 19 9

از تقسیم طرفین دو تساوی به دست آمده نتیجه می شود

 
a r

r
a r

= ⇒ =
2 5
1
2 4
1

27 3
9

. چون جملات  a =±1
1
3

r=3 در یکی از رابطه ها نتیجه می شود با جای گذاری 

. a a r= = × =4 4
5 1

1 3 27
3

a و در نتیجه   =1
1
3

دنباله مثبت هستند، پس 

17159 مجموع جملات پنجم و هشتم برابر است بان9زگ -90  2
 a a a r a r a r r( )+ = + = +4 7 4 3

5 8 1 1 1 1
مجموع جملات هفتم و هشتم برابر است با

 a a a r a r a r r( )+ = + = +6 7 6
7 8 1 1 1 1

.
a a a r r r
a a a r r r r

( )

( ) ( ) ( )

−+ + += = = =
+ + + −

4 3 35 8 1
6 27 8 1

111 1 8 7
1 11 1 1
4 2

بنابراین 

17169 a در نظر ن9زگ -90 a a ar ar
rr

, , , , 2
2

این جملات را به ص�ورت   3

می گیریم. بنابراین

 a a a ar ar a
rr

× × × × = ⇒ = =2 5 10 5
2

1024 2 4

در نتیجه جملۀ وسط برابر 4 است.
17179 راه حل اول این اعداد به شکل زیر هستند:ن9زگ -90  1

 , , , , , , , ,2 16 2      

. بنابراین  a =9 16 2 a و  =1 2 پس 

a r r r r r( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =8 8 8 2 4 4 2
1 16 2 2 16 2 16 2 2

. a a r= =2
3 1 2 2 در نتیجه 

راه حل دوم ابتدا قدرنسبت دنبالۀ هندسی حاصل را به دست می آوریم:

 
r r r

a a r ( )

+ = ⇒ = = ⇒ =±

= = × ± =

7 1 8 4

2 2
3 1

16 2 16 2 2
2

2 2 2 2
 

17189 ب�ا ن9زگ -90 اس�ت  براب�ر  حس�ابی  دنبال�ۀ  قدرنس�بت   2

به ص�ورت  حس�ابی  دنبال�ۀ  عموم�ی  جمل�ۀ  بنابرای�ن   . ( )− − − =95 112
8 8

na است.  n( )=− + −112 1
8

ب�ا  اس�ت  براب�ر  دنبال�ه  ای�ن  هش�تادونهم  جمل�ۀ  نتیج�ه  در 

. اگر قدرنس�بت دنبالۀ هندس�ی را با r نشان  a ( )=− + × − =−89
112 89 1 1
8

. بنابراین r rÂwk¹À ¾â ²ILºj ´z{ ¾â ±µ] ( )= =5 5243 3 دهیم، آن گاه 

 r r r( ) =− ⇒ =− ⇒ =−5 13 1 3 1
3

 

17199 چون 8 واسطۀ حسابی عددهای a و b است، پسن9زگ -90  1
 a b b a+ = ⇒ = −16 16

b+4 می شود.  اگر 4 واحد به b اضافه کنیم، 8 واس�طۀ هندس�ی عددهای a و 
 . a b a a a a( ) ( )= + = − + = − 264 4 16 4 20 بنابراین 

a و مجموع مقادیر ممکن a برابر مجموع جواب های این  a− + =2 20 64 0 پس 
.) ∆>0 معادله، یعنی برابر 20 است )توجه کنید در این معادله 

17209 جملات دوم، ششم و چهاردهم دنبالۀ حسابی را به ترتیب ن9زگ -90  4
a در نظ�ر می گیری�م. چ�ون ای�ن اعداد  d+13 a و  d+5  ، a d+ به ص�ورت 

دنبالۀ هندسی تشکیل می دهند، پس 
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 25 13 12 4 3

. a d d d dr
a d d d d
+ += = = =
+ +
5 3 5 8 2

3 4
بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی برابر است با 

17219 نتیج�ه ن9زگ -90 در   .
a r

a r
=

7
1

5
1

2 پ�س   ،
a
a

=8

6
2 چ�ون   2

.
a a r

r r
a a r

( )= = = = =
6 27 1 4 2 2
23 1

2 2 . بنابراین  r =2 2

17229 x−2 است، پسن9زگ -90 38 x−42 و  x34 واسطۀ هندسی  چون   3
 x x x x x x x x( ) − − − − −= × ⇒ = × ⇒ =3 2 4 2 3 12 4 6 9 12 2 84 2 8 2 2 2 2 2  

. x= 1
10

، یعنی  x x= −12 2 8 بنابراین 

17239 قدرنسبت دنبالۀ هندسی مورد نظر برابر است با ن9زگ -90  2

 

a
a

r
a a

log
log log log log
log log log log

log

= = = = =16

4

16 4 4 1
16 2 4 2

4

 

بنابراین

 a a r a a alog log= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = =6 2
7 1 4 4

1 1 2 4 16
32 64

 

17249 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
a a a r a a r

a a a r a r a r r

( )

( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 4
5 1 1 1 1

3 2
4 2 1 1 1

130 130 1 130

25 25 1 25
 

اگر این دو تساوی را بر هم تقسیم کنیم، به دست می آید 

 

r rr r
rr r r r

r r r r r r   (.¡.¡.ù)

( )( )

( ) ( )

( ) ,

− +− += ⇒ = ⇒ =
− −

+ = ⇒ − + = ⇒ = =

2 24 2

2 2

2 2

1 11 130 26 1 26
25 5 51 1

15 1 26 5 26 5 0 5
5

 

به این ترتیب،
 a r r a a( )− = ⇒ × × = ⇒ =2

1 1 1
51 25 5 24 25
24

 

. a a r= =2 1
25
24

در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
)204(

17259 . ن9زگ -90 br
a

=6 در حالتی که پنج واسطۀ هندسی درج می کنیم،   3

. بنابراین br
a

r ( )′ = =5 52 در حالتی که چهار واسطۀ هندسی درج می کنیم، 

r r r r r( )= ⇒ = ⇒ =6 5 6 52 32 32

17269 a در نظر می گیریم. ن9زگ -90 a ar
r
, , این س�ه عدد را به صورت   3

پس 
 a a ar a a
r
× × = ⇒ = ⇒ =364 64 4

از طرف دیگر،

 
a a ar a r
r r

r r r r r
r

( )

( ) ,

+ + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ − + = ⇒ = =2

114 1 14

1 14 1 14 2 5 2 0 2
2

 ، r=2 , و به ازای  ,8 4 2 ، به صورت  r=1
2

بنابراین سه جملۀ مورد نظر به ازای 

, هس�تند. در هر دو حالت اخت�لاف بزرگ ترین و کوچک ترین  ,2 4 8 به صورت 
این اعداد برابر 6 است.

17279 ar2 در نظر می گیریم. ن9زگ -90 ar و   ، a ط�ول اضلاع مثلث را  2
. بنابراین a ar ar( ) ( )+ =2 2 2 2 طبق قضیۀ فیثاغورس، 

 a r a r r r r r( ) + ++ = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =2 2 2 4 4 2 2 1 5 1 51 1 0
2 2

17289 تنها دنباله ای که هم حس�ابی است و هم هندسی، دنبالۀ ن9زگ -90  1
ثابت است. بنابراین

 
y x x y y x

y x x y y

+ = + ⇒ =


+ = + ⇒ = ⇒ =

2 2

2 4 2 4 2
 

. x y+ =2 6 ، بنابراین  x y= =2 پس 

17299 توجه کنید کهن9زگ -90  2
 a a a a a a            , ,= − = − = −3 5 63 5 6  

. بنابراین a a a( ) ( )( )− = − −25 3 6 بنابر فرض، 

 a a a a a− + = − + ⇒ =2 210 25 9 18 7  
. a = − =−10 7 10 3 در نتیجه 

17309 جملات س�وم، پنجم و هشتم دنبالۀ حس�ابی را به ترتیب ن9زگ -90  3
a در نظ�ر می گیری�م. چون این جملات یک دنبالۀ  d+7 a و  d+4  ، a d+2

هندسی تشکیل می دهند، پس 
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 24 2 7 2 2

, d d d است که جملۀ چهارم آن  , ,...4 6 9 بنابراین دنبالۀ هندس�ی به صورت 

. همچنین جملۀ عموم�ی دنبالۀ  d d× =3 279
2 2

r=3 و 
2

d27 اس�ت زی�را 
2

حسابی به صورت زیر است:
 na a n d d n d n d( ) ( ) ( )= + − = + − = +1 2 1 1

.
d

d
=

27
272

13 26
a و نسبت مورد نظر برابر است با  d=12 13 به این ترتیب 

17319 تعداد نقاط روی ش�کل )1( برابر 5 است و در هر مرحله 4 ن9زگ -90  2
 n( )− ×1 4 اُم به تعداد  n نقطه به نقاط شکل قبل اضافه می شود. پس در مرحلۀ 
، یعنی شکل  n n( )− + = +4 1 5 4 نقطه به 5 نقطۀ شکل )1( اضافه شده است: 1

n+4 نقطه دارد. پس شکل پانزدهم 61 نقطه دارد. 1 اُم  n
17329 na مقادیری از n را پیدا می کنیم که به ازای ن9زگ -90 >0 از شرط   2

na مثبت است: آن ها 

 na n n n n( )> ⇒ − > ⇒ − >20 95 0 95 0  
. بنابراین ۹4  n≤94 ، یعنی  n<95 ، در نتیجه  n− >95 0 ، پس  n>0 چون 

جملۀ دنباله مثبت هستند.
17339 فرض کنید قدرنسبت این دنباله d باشد. بنابراینن9زگ -90  4

a a a d a d a d a a( )= ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =5 10 1 1 1 15 152 4 2 9 14 0 0 15 0

17349 جملۀ وسط، واسطۀ حسابی دو جملۀ دیگر است:ن9زگ -90  3

a a a a a a

a a a a a

a a a a  (.¡.¡.ù)

log log ( ) log ( ) log ( ( )) log ( )

( )

,

+ = + ⇒ = +

= + ⇒ = + +

− − = ⇒ = =−

2
2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

16 2 3 4 16 3 4

16 3 4 16 9 24 16

47 24 16 0 4
7

17359 na به ترتیب برابر ن9زگ -90 n= −2 3 جمله های اول و دوم دنبالۀ   3
) است. اگر جملۀ  )− − − =−4 1 3 4− اس�ت. پس قدرنسبت آن برابر  1− و 
5− تبدیل می ش�ود و اگر قدرنس�بت را 6 واحد  اول را 4 واحد کاهش دهیم، به 
 , , ,− −5 2 1  افزایش دهیم، به 3 تبدیل می ش�ود. پس دنبالۀ حسابی جدید 

nb اس�ت،  n n( )=− + − = −5 3 1 3 8 اس�ت که جمل�ۀ عمومی آن به صورت 
b است. = × − =21 3 21 8 55 پس جملۀ بیست و یکم دنبالۀ جدید 

17369 مجموع سه جملۀ اول و سه جملۀ آخر را حساب می کنیم:ن9زگ -90  2

n n na a a a a a( ) ( ) ( )− −+ + + + + = − + + =1 2 1 3 2 6 2 6 2 12

، پس n n na a a a a a− −+ = + = +3 2 2 1 1 چون 

n na a a a( )+ = ⇒ + =1 13 12 4  

17379 پان�زده ن9زگ -90 ، حاصل ض�رب  r= ÷ =11 2
2

و   a =1
1
2

چ�ون   4

جملۀ اول دنباله برابر است با

P a a r a r a r a r a r

( ) ( )

×
+ + + ×

×

= × × × = × = =

= = × =

14 15
1 2 1414 15 15 15 7 1521 1 1 1 1 1

15 7 15 15 105 901 12 2 2
2 2





17389 می دانیم اگر دنباله ای هم حس�ابی و هم هندس�ی باش�د ن9زگ -90  4
جمله های آن با هم برابرند، پس هر سه جمله باید برابر باشند. در نتیجه

 y x x− = + = −9 2 3 3 1  
. x y+ =24 ، پس  y=20 x=4 و  بنابراین 

17399 t به شرط ن9زگ -90 r x= 3 z و  r x= 2  ، y rx= توجه کنید که   3
آنکه r قدرنسبت دنباله باشد. پس

 
x z x r x x r

y t rx r x rx r

( ) ( )

( ) ( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 2

3 2

20 20 1 20 1

60 60 1 60 2
 

از تقسیم طرفین تساوی )2( بر طرفین تساوی )1( نتیجه می شود
rx r

r
x r

( )

( )

+
= ⇒ =

+

2

2
1 60 3

201
 



)205(

17409 a1 ن9زگ -90 توجه کنید که اگر قدرنسبت دنباله r و جملۀ اول آن   3
باشد، آن گاه 

 
a a a r a r a r r

a a a r a r a r r

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 2 2 2
5 3 1 1 1

7 5 5 2
8 6 1 1 1

96 96 1 96 1

12 12 1 12 2
 

طرفین تساوی  )2( را بر طرفین تساوی )1( تقسیم می کنیم:

 
a r r

r r
a r r

( )

( )

−
= ⇒ = ⇒ =

−

5 2
1 3

2 2
1

1 12 1 1
96 8 21

 

پس 
 a r r a a( ) ( )( )− = ⇒ − = ⇒ =−2 2

1 1 1
1 11 96 1 96 512
4 4

 

بنابراین
a a r ( )= =− =−4 4

5 1
1512 32
2

 

17419 ، ن9زگ -90 a =1 n و جملۀ اول 1 na a −= +12 با استفاده از رابطۀ 1  4
جملۀ هشتم را محاسبه می کنیم: 

 
a  a a

a  a

a a

                    

         

      

, ,

,

,

= × + = = × + = = × + =

= × + = = × + =

= × + = = × + =

2 3 4

5 6

7 8

2 1 1 3 2 3 1 7 2 7 1 15

2 15 1 31 2 31 1 63

2 63 1 127 2 127 1 255

 

تجربی - 95  
17429 در ای�ن دنباله، هر جمله از دو براب�ر جملۀ قبل، دو واحد ن9زگ -90  4

کمتر است، پس هشت جملۀ اول برابر است با

 
a      a      a

a      a      a

a      a

   , ,

, ,

,

= = × − = = × − =

= × − = = × − = = × − =

= × − = = × − =

1 2 3

4 5 6

7 8

3 2 3 2 4 2 4 2 6

2 6 2 10 2 10 2 18 2 18 2 34

2 34 2 66 2 66 2 130

 

خارج از کشور تجربی - 95   . a a− = − =8 7 130 66 64 بنابراین 

17439 b2 است، پسن9زگ -90 a2 و  4 واسطۀ هندسی  2 عدد   1
a b a b a b( ) += × ⇒ = ⇒ + =2 54 2 2 2 2 2 5

ریاضی - 87 5=/ است.  2 5
2

، یعنی  a b+
2

واسطۀ حسابی دو عدد a و b برابر 

17449 نظ�ر ن9زگ -90 در   a a d a d, ,+ +3 10 به ص�ورت  را  جم�لات   4
می گیریم. در این صورت

a d a a d a d ad a ad

d ad d a

( ) ( )+ = + ⇒ + + = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

3 10 9 6 10

49 4
9

 

a هستند و قدرنسبت این دنباله  a a, ,7 49
3 9

بنابراین جملات دنبالۀ هندس�ی 

تجربی - 92  .
a

r
a

= =

7
73
3

برابر است با

17459 a12 از دنبالۀ حسابی، دنبالۀ هندسی ن9زگ -90 a6 و   ، a4 جملات   1
تشکیل می دهند، پس جملۀ ششم واسطۀ هندسی جملات چهارم و دوازدهم است: 

 

a a a a d a d a d

a a d d a a d d

a d d a d

( ) ( )( )= × ⇒ + = + +

+ + = + +

=− ⇒ =−

2 2
6 4 12 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

2
1 1

5 3 11

10 25 14 33

4 8 2

 

ریاضی - 81   .
a a d d dr
a a d d d

+ − += = = =
+ − +

6 1

4 1

5 2 5 3
3 2 3

بنابراین 

17469 شرط اینکه سه عدد b ،a و c سه جملۀ متوالی یک دنبالۀ ن9زگ -90  4
. بنابراین b a c= +2 حسابی باشند این است که 

 
p

p p p p

d p p p d

( ) ( ) ( )

=

+ = + + − ⇒ =

= + − − = + → =6

2 3 4 2 3 5 1 6

3 4 2 3 1 7
 

ریاضی - 84  
17479 توجه کنید کهن9زگ -90  4

a a a a d a a d

a a d d a a d d a d a d

a da a d d a a d d r
a d

( ) ( )

,

= ⇒ + = +

+ + = + ⇒ = ⇒ =

= + = = + = ⇒ = = =

2 2
5 1 11 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

11
5 1 11 1

5

4 10

8 16 10 16 2 8

18 34 12 10 18
12 2

خارج از کشور ریاضی - 87  
17489 t9 جم�لات دنبال�ۀ حس�ابی و ن9زگ -90 t7 و   ، t3 ف�رض کنی�د   2

a3 جملات متوالی دنبالۀ هندسی باشند. در این صورت a2 و   ، a1

 
d

a a a t t t t d t d t d

t t d d t dt t d d

t d d d t d t d

( ) ( )( )

( ) ≠

= ⇒ = ⇒ + = + +

+ + = + + +

+ = ⇒ + = → + =

2 2 2
2 1 3 7 3 9 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1

02
1 1 1

6 2 8

12 36 8 2 16

2 20 0 2 10 0 10 0

 

تجربی - 88 بنابراین جملۀ یازدهم دنبالۀ حسابی برابر صفر است. 
17499 طبق فرض،ن9زگ -90  3

 
a a a a

a a d
a a

,
− = − ⇒ = = ⇒ = =

−+ =

12 10 12 10
12 10

12 10

5 515 10
12 10 225

 

از طرف دیگر،

 
a a

d a a d ( ) /
−

= ⇒ = + = + = =
−

21 10
21 10

5 7511 10 11 37 5
21 10 2 2

 

خارج از کشور ریاضی - 84  

17509 a ف�رض می کنیم، در ن9زگ -90 a ar
r
, , س�ه جمل�ه را به ص�ورت   2

این صورت

 

a a ar a a
r
a a ar r r r
r r

r
r r

r

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

: , ,
( )( )

: , ,

× × = ⇒ = ⇒ =

+ + = ⇒ + + = ⇒ − + =

 = ⇒− − = ⇒
 = ⇒

3

2

216 216 6

619 6 6 19 6 13 6 0

2 9 6 4
33 2 2 3 0
3 4 6 9
2

 

در هر دو صورت تفاضل بزرگ ترین و کوچک ترین جمله برابر 5 است.
تجربی - 90  



17519 . ن9زگ -90 a b< ، آن گاه  a b< <0 توج�ه کنی�د ک�ه اگ�ر   2
بنابراین 

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − <5 9 5 9 5 3 5 3 0  

ط�رف  از   . ( ) | | ( )− = − =− − = −25 3 5 3 5 3 3 5 نتیج�ه  در 

. همین طور  ( )− = −3 33 2 3 2 دیگر، 

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − >4 5 4 5 2 5 5 2 0  

. به این ترتیب عبارت مورد نظر  ( ) | |− = − = −4 45 2 5 2 5 2 بنابراین 

 . − + − + − = −3 5 3 2 5 2 3 1 برابر است با 

17529 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
+

= = = × = = =
3 1 3 1 7

77 4 74 3 2 3 7 14 7 14 148 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

17539 به کمک مخرج مشترک گیری عبارت ساده می شود:ن9زگ -90  4

  × − × − −− = = = =
× × ×

53 5 33 5 3 5 5

5 3 5 3 5 3 5 3
9 9 9 3 9 27 27 3 3 3 0

27 3 27 3 27 3 27 3
17549 صورت و مخرج کس�ر را به ش�کل اعداد توان دار با نمای ن9زگ -90  3

گویا می نویسیم:

 = × × × = ×

= × × × = ×

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

 

. A ( ) ( )×= = = =

×

5 5 5 54 8 8 58 8
5 5 5
4 8 8

3 2 3 3 3
2 2

2 3 2

بنابراین 

17559 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x x x x x x x x x x x x

x x x x x
+ + + + + +

× × =

= = = =

11 1 1 1 1
3 43 4 5 62 3 12 4 20

30 10 20 5 15 3 83 231 60 2360 60 60

 

17569 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 nn n n nn n× = × = × = = =
1 1 5 11 2

2 2 2 2 29 3 9 3 3 3 3 3 3  
پس 

n
n
= ⇒ =5 1 5

2 2

. n n− = − = =5 537 37 5 32 2 در نتیجه 

17579 چون x عددی مثبت است، تساوی داده شده را به شکل ن9زگ -90  4
زیر می نویسیم:

 x x x x x x= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =
3 63 2 33 3 3 3  

x=9 و در نتیجه بنابراین 

x x = = = =63 33 3 29 9 9 9 3 3 3 3  

فصل دهم
فصل دوم: آزمون ها

17589 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 x x x( ) ( )= ⇒ = ⇒ =
5 5 2 2

5 22 2 5 532 2 2  
بنابراین

x ( )
+

= = = =
2 2 4 11 323 3 3 32 2 2 2 2  

17599 ، y و z را ساده تر می کنیم:ن9زگ -90 x ابتدا   3

 x a y a z a a            , ,= = = =
53 4 10
64 3 12  

، پس a< <0 1 < و چون  >4 5 3
3 6 4

از طرف دیگر، 

 a a a y z x< < ⇒ < <
54 3
63 4  

17609 4= و ریشۀ چهارم ن9زگ -90 0 0 راه حل اول اولًا واضح اس�ت که   4
ع�دد صف�ر در بازۀ مورد نظر ق�رار دارد. اکنون ف�رض می کنیم a عددی مثبت 

) قرار دارد. یعنی , )0 4 باشد که ریشۀ چهارم مثبت آن در بازۀ 

 a a a( )< < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 40 4 0 4 0 256  
همچنین فرض می کنیم b عددی مثبت باش�د که ریشۀ چهارم منفی آن در بازۀ 

) قرار دارد. یعنی , )−3 0

 b b b b( )− <− < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 43 0 0 3 0 3 0 81 
بنابرای�ن a می توان�د اعداد صحیح 1 تا 255 و b می تواند اعداد صحیح 1 تا 80 
 ،1 ، 0 باش�د. اگر عدد صفر را هم در نظ�ر بگیریم، می توان گفت اعداد صحیح 
) دارن�د. تعداد این  , )−3 4 ، … و 255 حداق�ل ی�ک ریش�ۀ چهارم در بازۀ  2

اعداد صحیح 256تاست.
راه حل دوم توجه کنید که

 x x x− < < ⇒− < < ⇒ ≤ <4 44 43 4 81 256 0 256  
پس تعداد این اعداد صحیح 256تاست.

17619 . ن9زگ -90 x<0 راه حل اول ابتدا توجه کنید که   3

x x x x x x x x x( ) | |− = − = − × = − × =− −4 44 4 445 4 4

، حاصل عبارت مورد نظر را به ازای x=−1 می یابیم: x<0 راه حل دوم چون

 x− = =4 45 1 1  
x=−1 برابر 1 است. فقط مقدار گزینۀ )3( به ازای 

17629 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

×= = =

= × = × =

×= × = = =

4 55 4 5 4 5

5 5 5 55 5 5

5 5 5 5
5 5 5 54 5

81 81 81 3

96 2 3 2 3 2 3

3 3 3 3 3 3 3 3
381 33 3

 

. − − =−5 5 5 53 2 3 3 2 3 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 



)207(

17639 ، در این صورتن9زگ -90 a=6 2 راه حل اول فرض کنید   2

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 3 3 3 36 6 22 2 2 2 2  
و

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 32 2 2 26 6 32 2 2 2 2  

. a aa a a
a a

( )++ += = = =
+ ++

23 3 2 32
6

12 2 2
1 11 2

بنابراین 

راه حل دوم توجه کنید که 

 ( )++ = =
+ +

633 3
6 6

2 2 12 2 2
1 2 1 2

 

17649 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  4

 x xx   x      
xx x x x x x

( ) ( )− = − = − = −
7 77 777 7

8 7 8 7 8 7
1 1 1 1 1 1  

، پس
x
− =7 1 11

2
در نتیجه 

 x
x x
− = ⇒ = ⇒ =1 1 1 129 1281

128 128 129
 

راه حل دوم از تساوی داده شده نتیجه می شود

 
x x  

x x xx

x
x x

( ) ( )

( )

− = ⇒ − =

− = = ⇒ = ⇒ =

77
7

7

1 1 1 1 1 11 1
2 2

1 1 1 1 129 1281
2 128 128 129

 

17659 ابتدا توجه کنید که x مثبت است. می توان نوشتن9زگ -90  3

 
x x x x

x x x

( ) ( )

( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

3 3 6 64 4 12 12

3 2

3 3 3 9 9 3 9

33 9 3 3 9
3

 

17669 . می توان نوشتن9زگ -90 x>0 ابتدا توجه کنید که   4

 

x x x

x x x x

x x x x x

( )

( )

+ ++ +

=

× × = × × ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

4 3 43 2

1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
26 2 6 124 12 24 2 24 4 12 24

9 9 1 1 1 1 1 1
24 12 24 12 2 12 12 2

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 9

 

17679 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 

x
x x x

x
x x x

( )
( )

( )
( )

( )
−

− − −

−
− − −

= = =

= = =

6 2
6 63 6 2 3 2 26

3 4 2
3 34 2 3 4 2 4 23

9 3 3 3

27 3 3 3

 

بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود
x x x x
x

x x( )
− − − − −
−
= ⇒ = ⇒ = ⇒− = ⇒ =−

2 2 4 2 3 3 3
4 2

3 27 3 3 3 3 3 3 1
3

17689 . در تساوی داده شده اعداد را ن9زگ -90 a>0 ابتدا توجه کنید که   2
با نمای گویا می نویسیم و ساده می کنیم:

a a a a a a a

a a a a a

( )
+ +

+ +

× × = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

× ×

1 1 1 11 1 1 116 2 3 62 3 2 22 2
1 1 1 1 1 1 1
4 5 20 4 5 20 2

3 3 3 3 3

. a=9 بنابراین 

17699 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 a b a b b a b a      ,= × = ×
1 11 1

33 6 62 3  
بنابراین

 
a b b a a b b a a b a b

a b

( ) ( )

( ) ( )

× = × × × = × = ×

= = = = =

1 1 4 3 1 11 1
33 4 36 6 6 6 6 62 3

1 1 3 1
4 3 6 6 6 227 3 3 3

 

. در این صورت b=3 راه حل دوم فرض کنید a=1 و 

 a b  b a  × = = × = =
1 31

33 3 3 6 633 3 3 3 3 3  

17709 >a و در ن9زگ -90 <0 1 ، پ�س  a a>3 راه ح��ل اول چ�ون   3
 a< <0 . همچنین از فرض 1 a a> a و  a>4 نتیجه واضح اس�ت ک�ه 

 . a a>3 42 3 ، یعنی  a a>12 128 9 a و در نتیجه  a>8 9 نتیجه می شود 

a درست نیست، زیرا a> 33 2 ولی 

 a a a a a a a< < ⇒ < ⇒ < ⇒ <6 6 39 4 9 4 3 20 1  

 . a< <0 ، پس 1 >1 1
2 3

a و چون  a>
1 1
3 2 ، پس  a a>3 راه حل دوم چون 

بررسی گزینه ها به صورت زیر است: 

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1

441 1
4

گزینۀ )1(  

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1
21 1

2
گزینۀ )2(  

 a a a a> ⇒ < ⇒ <
3 2

33 22 33 2
2 3

گزینۀ )3(  

 a a a a< ⇒ > ⇒ >
2 3

3 42 33 42 3
3 4

گزینۀ )4(  

بنابراین گزینۀ )3( نادرست است.

17719 x را به توان دو می رسانیم: ن9زگ -90 y+ =4 طرفین رابطۀ   4

 x y xy+ + =2 2 2 16
، پس xy=2 چون 

 x y x y+ + = ⇒ + =2 2 2 24 16 12
حال، طرفین رابطۀ اخیر را به توان دو می رسانیم:

 
x y x y x y xy

x y x y

( )+ + = ⇒ + + =

+ + × = ⇒ + =

4 4 2 2 4 4 2

4 4 4 4

2 144 2 144

2 4 144 136

17729 14− مربع کامل هس�تند. ن9زگ -90 6 5 14+ و  6 5 اع�داد   3

 . ( ) ( )+ = + + × = + + = +
22 214 6 5 9 5 2 3 5 3 5 2 3 5 3 5 زی�را 

. بنابراین ( )− = − 214 6 5 3 5 به همین ترتیب 

( )+ − − = + − − =14 6 5 14 6 5 3 5 3 5 2 5  

17739 توجه کنید که بنابر اتحاد مزدوج،ن9زگ -90  2
x x x x x x( )( ) ( ) ( )+ − + + + + = + − + =11 3 11 3 11 3 8

بنابراین
 x x x x( )+ + + = ⇒ + + + =2 11 3 8 11 3 4 2  



فصل دوم: آزمون ها
)208(

17749 − ن9زگ -90 +−
+ −

24 4 24 4
24 4 24 4

ابتدا عب�ارت را به صورت   1

می نویس�یم. اکنون با مخرج مش�ترک گیری و اس�تفاده از اتحاد م�زدوج نتیجه 
می شود که عبارت مورد نظر برابر است با

 ( ) ( )

( )

− − + − −= = =− =−
+ × − −2 2

24 4 24 4 8 8 8 2 2
824 4 24 4 24 4

 

17759 به کمک اتحاد مربع مجموع سه جمله عبارت را ساده می کنیم:ن9زگ -90  4

 
a b c a b c ab ac bc

a b c a b c ab ac bc

( )

( )

+ − = + + + − −

− + = + + − + −

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
 

بنابراین

 

A a b c ab ac bc a b c

ab ac bc a b c

ab ac bc ab ac bc

      

( )

= + + + − − − − −

+ − + + + +

= − + = − +

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 3 3 3

6 6 6 2 2 2

8 8 4 4 2 2

 

17769 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 x x x x x x x x

x x x x

( )− − = − + − −

= − + −

2 3 4 6 5 4 3 4

6 5 4 3

2 2 6 12 8 2

6 10 8
x4 برابر 10 است. بنابراین ضریب 

17779 a را به توان س�ه ن9زگ -90 b− =3 3 3 4 اگر دو طرف تس�اوی   2
برسانیم، از اتحاد مکعب تفاضل دو جمله نتیجه می شود

 
a b a b a b a b ab

a b a b a b

( ) ( )

( )

− − − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − − = ⇒ − =

3 3 3 3 3 3

3 3

3 4 3 4 4

3 2 4 4 3 2 4 10
 

17789 راه حل اول بنابر اتحاد چاق و لاغر،ن9زگ -90  4

     
a b aba b a b a b

     (1)( )( ) ( )− = − + + = + +
3 3 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14
3

. بنابراین از تساوی )1( 
a b aba b

( )+ = − + = +2 2
2 2

1 1 1 1 2 24
3

از طرف دیگر، 

نتیجه می شود

  
a b

( )− = + + =
3 3

1 1 2 14 16 68
3 3

 

  را به توان سه برسانیم.
a b
− =1 1 4 راه حل دوم توجه کنید که اگر طرفین رابطۀ 

 

  
ab  

a b               

  
a b a a b ab b

   
ab a ba b

 
a b

,

( )

( )

= − =

− = ⇒ − + − =

− − − =

→ − = + × =

3 3
3 2 2 3

3 3

1 13 4

3 3

1 1 1 3 3 14 64

1 1 3 1 1 64

1 1 364 4 68
3

 

17799 اگر از اتحاد چاق و لاغر اس�تفاده کنیم، عبارت مورد نظر ن9زگ -90  4
برابر است با

 
( )( )

= = = =
+

+ − × + +
2 2 3 33 3 3 3 3 3 3 3

5 5 5 5 1
3 2 5

3 2 3 3 2 2 3 2

17809 ب�ه کم�ک اتح�اد جمل�ۀ مش�ترک عب�ارت را به صورت ن9زگ -90  3
زیر می نویسیم:

 
A x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( ) ( )

= − + − + = − − − +

= − − − + = − − − +

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1
اکنون به کمک اتحاد مربع مجموع دو جمله عبارت را به صورت زیر می نویسیم:

 A x x( )= − −2 21  

17819 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
x x x

x xx

x  
x

( ) ( )( )

( )

+ = + −

= + − = − =

2 2
2

2 2

4 2 22
3 39
2 4 4 233

3 3 3 3

 

. x x
x x

( )+ = + = × =2 2
2 2

4 4 233 3 3 23
33 9

بنابراین 

17829 . ن9زگ -90 a>0 نتیج�ه  ، در  a
a

| |= + >1 2 0 توج�ه کنی�د ک�ه   3

a درمی آید. اکنون توج�ه کنید که 
a
− =1 2 بنابرای�ن، ف�رض مس�ئله به ش�کل 

. بنابراین a a  
a a

( ) ( )+ − − =2 21 1 4 . از طرف دیگر،  a a
a a

| |+ = + >1 1 0

 
a

aa a
a a

( )
+ >

+ = + = → + =
1 0

21 14 4 8 2 2  

17839 . بنابراینن9زگ -90 ( )− = − 23 2 2 2 1 توجه کنید که   1

 ( )( ) ( )( ) ( )− − = − − = −2 32 1 3 2 2 2 1 2 1 2 1  
و در نتیجه

( )( )− − = −3 2 1 3 2 2 2 1  

17849 . ن9زگ -90 A ( )( )( )= + + +
1 1 1
8 4 23 1 3 1 3 1 فرض کنید   2

، که همان a است، ضرب می کنیم: −
1
83 1 دو طرف این تساوی را در 

 

A( ) ( )( )( )( )

(( ) )( )( ) ( )( )( )

( )( )

− = − + + +

= − + + = − + +

= − + = − =

1 1 1 1 1
8 8 8 4 2

1 1 1 1 1 1
28 4 2 4 4 2

1 1
2 2

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 2

 

 . A
a

= =

−
1
8

2 2

3 1

بنابراین 

17859 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 a b c a b c ab bc ac( )− + = + + − − +2 2 2 2 2 2 2

بنابراین
 ab bc ca ab bc ca( ) ( )= − + − ⇒ =− + −210 66 2 34 2  

. ab bc ca+ − =−17 پس 

17869 بنابر اتحاد مکعب مجموع دو جمله،ن9زگ -90  4

 
a b a b a a b ab b a b

ab a b ab
ab

( )

( ) ( )

− − + = − + − − +

=− − =− =−

3 3 3 3 2 2 3 3 33 3

33 3 9
 



)209(

17879 توجه کنید کهن9زگ -90  2
 a b a b a b ab( )(( ) )+ = + + −3 3 2 3  

از طرف دیگر،

a b

ab

( )( )

( )( )

+ + −+ = + = = =
−− + − +

= = =
−− +

1 1 3 2 3 2 2 3 2 3
3 23 2 3 2 3 2 3 2

1 1 1
3 23 2 3 2

. a b ( )+ = × − =3 3 2 3 4 3 3 18 3 بنابراین 

17889 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
 a b a b ab ab ab( )− = + − ⇒ = − ⇒ =−2 2 2 2 25 17 2 4  

بنابراین، طبق اتحاد چاق و لاغر،
 a b a b a b ab( )( ) ( )− = − + + = − =3 3 2 2 5 17 4 65  

a=4 و b=−1 در تس�اوی های داده ش�ده صدق  راه حل دوم توجه کنید که 
. a b− =3 3 65 می کنند، در این صورت 

17899 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 aba b a b
a b a b

  =++ = ⇒ = → + =
2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 7 7 7  

از طرف دیگر،
 a b a b ab( )+ = + + = + =2 2 2 2 7 2 9  

a نی�ز منف�ی اس�ت، در نتیج�ه  b+ چ�ون a و b عددهای�ی منفی ان�د، پ�س 
. به این ترتیب، بنابر اتحاد چاق و لاغر، a b+ =−3

 a b a b a b ab( )( ) ( )( )+ = + + − = − − =−3 3 2 2 3 7 1 18  

17909 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

a a a a a a a a a a

a a a a a

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( )

( )

− + + + + + + = − + +

= − + × + = − = −

= − = − =

4 3 2 10 5 5 10 5

5 5 2 5 5 3 15

5 15 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

3 1 3 1 26

 

17919 می توان نوشتن9زگ -90  4

 a b a b a b a b
b a b aa b b a

( )+ = + = − + × × = + =
4 4 2 2 2 2
2 2 2 2

2 8 2 66  

17929 ابتدا دو طرف تساوی داده شده را با 1 جمع می کنیم:ن9زگ -90  3

 a a
a a

+ = ⇒ + + =
+ +
1 14 1 5

1 1
 

اکنون دو طرف این تساوی را به توان دو می رسانیم:

a a a
a aa

a a
a a

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

+ + = ⇒ + + + + × =
+ ++

+ + + = ⇒ + + = − =
+ +

2 2 2
2

2 2
2 2

1 1 11 5 1 2 1 25
1 11

1 11 2 25 1 25 2 23
1 1

17939 a را حساب می کنیم:ن9زگ -90 b( )− 2 راه حل اول ابتدا مقدار   3

 
a b( ) ( )

( )( )

− = − − +

= − + + − − + = − =

2 23 2 2 3 2 2

3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 3 2 2 6 2 4
 

بنابراین
 a b a b( ) (( ) )− = − = =6 2 3 34 64  

راه حل دوم توجه کنید که

 
a

b

( )

( )

= − = − = −

= + = + = +

2

2

3 2 2 2 1 2 1

3 2 2 2 1 2 1
 

 . a b( ) ( ) ( )− = − − − = − =6 6 62 1 2 1 2 64 پس 

17949 طرفین تس�اوی های داده ش�ده را در ه�م ضرب می کنیم ن9زگ -90  3
. بنابراین  x a x x a x a( )( )− + − − = +1

 x a x a a− − = + ⇒ =− 11
2

 

17959 توجه کنید کهن9زگ -90  4
 a b c a b c bc ab ac( ) ( )− − = + + + − −2 2 2 2 2  

 . a b c− − =±6 . بنابراین  a b c( ) ( )− − = + =2 28 2 4 36 پس 

17969 .ن9زگ -90 a b a b ab a b( ) ( )+ = + + +3 3 3 3 توجه کنید که   4
دو طرف تساوی داده شده را به توان سه می رسانیم:

 

x

x x

   

( ) ( )

( )

( )

= − + +

+ − + − + +

= − + + + − = −

3 33 3 3

3 3 3 3

3

3 2 3 2

3 3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 3 4 2 3 3

 

. x x+ =3 3 2 3 بنابراین 

17979 اگر تس�اوی دوم را یک بار با تساوی اول جمع و بار دیگر ن9زگ -90  2
از آن کم کنیم، به دست می آید

 
a ab b a b a b a b

a ab b a b a b a b

( )

( )

+ + + = ⇒ + = ⇒ + =

+ − − = ⇒ − = ⇒ − =

3 2 3 2 3

3 2 3 2 3

3 3 125 125 5

3 3 27 27 3
 

. a b
a b
+ =
−

5
3

بنابراین 

17989 بنابر فرض،ن9زگ -90  3

 

a a
a a a
a a a

a a a

− = ⇒ − =

− = ⇒ − =

1 12 2

1 12 2
 

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می آید

 a a
a a

+ − = ⇒ + =1 12 2 4  

و اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به دست می آید

 a a
aa

+ + + =3
3

1 33 64  

. a
a

( )+ = − =3
3

1 64 3 4 52 به این ترتیب 

17999 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
a ( )

(( ) ( ) )

= × + × + × = + +

= + × +

3 3 3 3 33 3

3 2 3 3 32 2

2 9 2 15 2 25 2 9 15 25

2 3 3 5 5
 

در نتیجه، از اتحاد چاق و لاغر نتیجه می شود:

 
ab ( )(( ) ( ) )( )

(( ) ( ) )( ) ( )

= − + +

= − = − =−

3 3 3 3 3 3 32 2

3 3 3 3 33 3

3 5 3 3 5 5 2

3 5 2 3 5 2 2 2
 



فصل دوم: آزمون ها
)210(

18009 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

A x y x x y x y xy y

x y x x y x y x y y

x y x y

( )( )

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) )

( )

= − + + + +

= − + + + +

= − = −

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

5 5 5 5

2 2 4 8 16

2 2 2 2 2

2 32

y=5 مقدار A برابر است با  4 =x و  52 2 بنابراین به ازای 

A ( ) ( )= − = × − × =−5 55 52 2 32 4 32 2 32 4 64

18019 a مثبت است، بنابراین این عبارت را ن9زگ -90 b
a b
+
−

مقدار عبارت   2

a نوشت. به این ترتیب b
a b

( )+
−

2 می توان به صورت 

a b a b a b ab ab ab ab
a b a b ab ab aba b ab

( )+ + + + += = = = =
− − −+ −

2 22
2 2

2 8 2 10 5
8 2 6 32

18029 ، دو طرف تس�اوی ن9زگ -90 x  ≠ 0 راه ح��ل اول با توجه به اینکه   1

x را به دست می آوریم:
x

+ 1 داده شده را معکوس می کنیم و مقدار 

 x x x
x x x x
+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 21 1 14 4 4  

، ابتدا مقدار معکوس آن را حساب می کنیم: x
x +

2

4 1
برای محاسبۀ مقدار 

 x x x x
xx x x x

( )+ = + = + = + − = − =
4 4 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 4 2 14  

. x
x

=
+

2

4
1

141
بنابراین 

x نتیجه می شود
x

=
+2

1
41

راه حل دوم از تساوی 

 x x x x+ = ⇒ = −2 21 4 4 1 
. به جای  x x x= − +4 216 8 1 دو طرف این تساوی را به توان دو می رسانیم: 

 : x−4 1 x2 قرار می دهیم 

 x x x( )= − − + =4 16 4 1 8 1 x x x− − = −64 8 15 56 15

. x x x
x xx ( )
− −= = =
− −+

2

4
4 1 4 1 1

56 14 14 4 1 141
بنابراین 

18039 می توان نوشتن9زگ -90  4

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

+ × − × −

= + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = − =

63

66 63 2

6 63 2 3 3

2 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 4 1
18049 راه حل اول فرض کنیدن9زگ -90  3

 a+ + − =3 8 3 8  
طرفین این تساوی را به توان دو می رسانیم:

 a ( )( )= + + − + + − = + − =2 3 8 3 8 2 3 8 3 8 6 2 9 8 8  
. از طرف دیگر، می دانیم a= 8 بنابراین 

 = = =63 3 32 2 8 2 2  
8× یا همان 4 است. 2 پس مقدار عبارت داده شده برابر 

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 

( )

( )

+ = + = + = +

− = − = − = −

= =

2

2

3 3

3 8 3 2 2 2 1 2 1

3 8 3 2 2 2 1 2 1

2 2 8 2

 

 .( ) ( )+ + − = + + − =33 8 3 8 2 2 2 1 2 1 2 4 پس 

18059 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
a b c ab bc caa b c

( ) ( )+ + = + + + + +2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 12  

از طرف دیگر،

 a b ca b c abc
abc ab bc ca
+ ++ + = ⇒ = ⇒ + + =1 1 16 6 6  

.
a b c
+ + =

2 2 2
1 1 1 13 . در نتیجه 

a b c
( )= + + +2

2 2 2
1 1 15 2 6 بنابراین 

18069 ابت�دا دو ط�رف تس�اوی را به توان س�ه می رس�انیم و از ن9زگ -90  4
اتحاد مکعب تفاضل دو جمله استفاده می کنیم:

a a a a a a a( ) ( ) ( )= + − − = + − − − − + − −33 3 3 33 2

1
1 5 5 5 5 3 25 5 5



a و در نتیجه  − =3 2 25 3 . بنابراین  a= − −3 21 10 3 25 در نتیجه 
a − =2 25 27

18079 a مقدار ن9زگ -90 a
a a

( )− = + −2 2
2

1 1 2 ابت�دا به کمک اتح�اد   2

a را حساب می کنیم:
a

− 1

 a a
a a

( )− = − = ⇒ − =±21 118 2 16 4  

a درست است. اکنون 
a

− =−1 4 . بنابراین  a
a

<1 >a نتیجه می شود  <0 از 1

a را 
a

−3
3

1 a مقدار  a a
a aa

( ) ( )− = − − −3 3
3

1 1 13 با اس�تفاده از اتح�اد 

حساب می کنیم:

 a a
a a

( ) ( )− = − − − ⇒ − =−3 3 3
3 3

1 14 3 4 76  

18089 طبق اتحاد چاق و لاغر می توان نوشتن9زگ -90  3

a

( )(( ) ( ) ) ( ) ( )+ − × + = + = + =3 3 3 3 3 3 3 32 2 3 35 3 5 3 5 3 5 3 5 3 8


.
a

+ =3 3 85 3 بنابراین 

18099 توجه کنید کهن9زگ -90  1

a ab b a ab b a b a ab b

a b a ab b a b

( )( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

− + + + = − + +

= − + + = −

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 2

2

اگر تساوی های داده شده را با هم جمع کنیم، به دست می آید

 a b a b− = ⇒ − =3 3 3 35 5 15 3  
بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر ۹ است.



)211(

18109 ، دو طرف معادلۀ داده ش�ده را ن9زگ -90 x≠±1 با توجه به اینکه  2
x ضرب می کنیم و نتیجه می شود −2 1 در 

 

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

x x x x    (.¡.¡.ù)

( )( )

( )( )( )

( )( )

( )( ) ,

− + + + = + − +

+ − + + + = + − +

+ − = + − +

+ − − = + − + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 5 6 7 2

5 6 7 2

6 6 7 2

7 6 6 7 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 2 0

2 1 0 2 1





 

پس معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد.

18119 راه حل اول عبارت مورد نظر را به صورت زیر تجزیه می کنیم:ن9زگ -90  2

 x x x x x x x x

x x

( ) ( )

( )( )

+ − = − + − = − + −

= − +

2 26 7 3 6 2 9 3 2 3 1 3 3 1

3 1 2 3
 

x−3 در تجزیۀ عبارت وجود دارد. پس عامل 1
 راه ح��ل دوم عب�ارت م�ورد نظ�ر را A می نامی�م و آن را ب�ه کم�ک اتح�اد 

جملۀ مشترک به صورت زیر تجزیه می کنیم: 

 A x x A x x x x

x x

( )( )

( )( )

= + − ⇒ = + − = − +

= × − +

2 26 7 3 6 36 42 18 6 2 6 9

2 3 3 1 2 3
 

x−3 در تجزیۀ وجود دارد.  A و عامل 1 x x( )( )= − +3 1 2 3 بنابراین 

18129 توجه کنید کهن9زگ -90  1
x x y y x x y y x y

x y x y x y x y

( ) ( ) ( )

( ( ))( ) ( )( )

− + − − = − + − − + = − − −

= − − − − + − = − + + −

2 2 2 2 2 22 4 3 2 1 4 4 1 2

1 2 1 2 1 3
x عاملی از عبارت است. y− +1 بنابراین 

18139 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

16 100 20 100 4 10 4

10 2 10 2
 

x است. x+ +4 216 100 x عامل  x− +2 2 10 بنابراین 

18149 راه حل اول توجه کنید که ن9زگ -90  3

 

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ + + = + + +

= + − + + +

= + − + + = + + +

3 2 3 2

2

2 2

2 2 1 1 2 2

1 1 2 1

1 1 2 1 1

 

x است.  x x+ + +3 22 2 x عامل 1 x+ +2 1 بنابراین 
راه حل دوم توجه کنید که 

 
x x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

+ + + = + + + +

= + + + = + + +

3 2 3 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1

1 1 1 1
 

x است.  x x+ + +3 22 2 x عامل 1 x+ +2 1 بنابراین 

18159 ابت�دا به کم�ک اتحاد مربع مجم�وع دو جمله، عبارت را ن9زگ -90  3
به شکل زیر می نویسیم:

x y x y x y x y x y( ) ( )= + − + = + −2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22A x y x y= + +4 4 2 2

اکنون به کمک اتحاد مزدوج، عبارت را تجزیه می کنیم:
 A x y xy x y xy( )( )= + − + +2 2 2 2  

x وجود دارد.  y xy+ −2 2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

18169 صورت و مخرج کسر دوم را تجزیه می کنیم:ن9زگ -90  1

x x x x

x x x x x x x x x x

( )( )

( ) ( ) ( )( )

− = − + +

+ − = + − − = + − + = + −

3 2

2 2

1 1 1

2 3 5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 1

. x xx x
x x xx x x

( )( )

( ) ( )( )

+ −+ + × =
+ − + +

2

2
2 5 11 1

2 5 1 1
بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

18179 به کمک مخرج مشترک گیری عبارت را ساده می کنیم:ن9زگ -90  1

 x x x
xx x x x x x x x( ) ( )

++ = + = =
+ + + + +

2

2 3 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
 

18189 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

a a  a a  
a a a a aa a

a a aa a  
a

a a  
aa

( ) ( )

( )

( )

− + −
− + − += =
− + −

= + = − + = + =

5
6 4 2 5

2 4 33

2 2 2
2

1 1
1

1

1 1 2 3 2 11

 

18199 ابتدا صورت و مخرج کسر را تجزیه می کنیم:ن9زگ -90  2

 
a a a a a a a a

a a a a a a a a

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

− − + = − − − = − −

− − + = − − − = − −

6 4 2 4 2 2 2 4

3 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
 

. چون  a a a
aa a

( )( )

( )( )

− − −=
−− −

4 2 4

2
1 1 1

11 1
در نتیج�ه عبارت م�ورد نظر برابر اس�ت با 

، پس عبارت مورد نظر برابر است با  a ( )= =4 42 4

 − += = × = +
− − − +

4 1 3 3 2 1 3 2 3
2 1 2 1 2 1 2 1

18209 . در این صورت، بنابر ن9زگ -90 A a b= −3 3 فرض می کنی�م   2
اتحاد مکعب تفاضل دو جمله،

A a b a b a b a b

ab A A

( ) ( )

( )

= − = − − −

= − = −

3 3 3 3 3 33 3

3

3

76 3 76 3

بنابراین

 
A A A A A A

A A A A A A A

( )

( )( ) ( ) ( )( )

+ − = ⇒ − − + = ⇒ − + − =

− + + + − = ⇒ − + + =

3 3 3 3

2 2

3 76 0 64 12 3 0 4 3 4 0

4 4 16 3 4 0 4 4 19 0
 

 . A=4 ، در نتیجه  A− =4 0 . پس  A A A( )+ + = + + ≠4 24 19 2 15 چون 0

18219 عبارت را به صورت زیر تجزیه می کنیم:ن9زگ -90  3
a ab b a ab ab b a a b b a b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

− − = − + − = − + −

= − +

2 2 2 22 3 2 2 4 2 2 2 2

2 2

a وجود دارد. b−2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

18229 . در این صورتن9زگ -90 x x A− =2 راه حل اول فرض کنید   2
x x x x A A A A( ) ( ) ( )( )− − − + = − + = − −2 2 2 214 24 14 24 2 12

اکنون توجه کنید که 

 
A x x x x

A x x x x

( )( )

( )( )

− = − − = + −

− = − − = − +

2

2

2 2 1 2

12 12 4 3
 



فصل دوم: آزمون ها
)212(

x+3 عامل های عبارت مورد نظر هس�تند.  x−4 و   ، x−2  ، x+1 بنابراین
اکنون توجه کنید که

 
x x x x x x x x

x x x x x x x x

      

      

( )( ) , ( )( )

( )( ) , ( )( )

+ + = + + − − = + −

+ − = − + − − = − +

2 2

2 2

4 3 1 3 2 3 1 3

6 2 3 3 4 4 1
 

x عامل عبارت مورد نظر نیست.  x− −2 2 3 بنابراین 
راه حل دوم با توجه به عامل های عبارت های ذکر ش�ده در گزینه ها، که در راه حل 
 ، x+3  ، x+1 اول نوشته ایم، کافی است بررسی کنیم که کدام یک از عبارت های
x−4 عام�ل عب�ارت داده ش�ده در صورت س�ؤال نیس�ت.  x−2 و   ، x−3

. در این صورت P x x x x x( ) ( ) ( )= − − − +2 2 214 24 فرض کنید 

 
P P

P

      ( ) , ( )

( )

− = − + = − = − + =

= − + =− ≠

1 4 28 24 0 3 144 168 24 0

3 36 84 24 24 0
 

x−3 عامل عبارت مورد نظر نیس�ت. در نتیجه گزینۀ )2( عامل عبارت  پس 
مورد نظر نیست.

18239 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

4 3 1 4 4 1 2 1

2 1 2 1
 

 x x+ +22 1 x و  x− +22 x عبارت های 1 x+ +4 24 3 1 بنابراین عامل های 
1− و 1 هستند که حاصل ضرب آن ها  هس�تند، یعنی مقادیر ممکن a عددهای 

1− است. برابر 

18249 توجه کنید که با اس�تفاده از اتحاد مربع تفاضل دو جمله ن9زگ -90  4
می توان نوشت

 
x x y y x x y y x y

x y x y( )

− + = − + −

= − −

4 2 2 4 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2

4 16 9 4 12 9 4

2 3 4
 

طبق اتحاد مزدوج این عبارت به صورت زیر تجزیه می شود:
 x xy y x xy y( )( )− − + −2 2 2 22 2 3 2 2 3  

x وجود دارد.  xy y− −2 22 2 3 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

18259 عب�ارت را ابت�دا به کمک فاکتورگیری و س�پس به کمک ن9زگ -90  1
اتحاد مزدوج تجزیه می کنیم:

 
a ab a b b a a b b a b

a b a b a b a b a b

( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

− − + = − − −

= − − = − + −

3 2 2 3 2 2 2 2

2 2

3 3 2 2 3 2

3 2 3 2
 

a وجود دارد. b−3 2 بنابراین در تجزیۀ عبارت، عامل 

18269 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
x x x x x x x

x x x x

      ( )( ) , ( )( )

( )( )

+ = + − + − = − +

+ − = + −

3 2 2

2

1 1 1 1 1 1

2 3 3 1
 

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با
x x x x x

x
x x x x

( )( ) ( )( )

( )( )

+ − + + −
× = +

− + − +

2

2
1 1 3 1 3

1 1 1
 

18279 به کمک مخرج مشترک گیری عبارت را ساده می کنیم:ن9زگ -90  3
x x

   
x x x x x x x xx

xx
x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

− − − +
− − = − − =

+ − − + + − − +−
−−= =− =−

− + − + +

2
2 1 12 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11
2 12 2 2

1 1 1 1 1

18289 به کمک مخرج مشترک گیری عبارت را ساده می کنیم:ن9زگ -90  1

x x xx
x x x x x x

xx
x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − − −
− − =

− + − + − +

−−= =− =−
− −

2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2

2 48 2 2
4 4

18299 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 a b a b a b a b ab  
b a abb a a b

     ,− + +− = + + =
3 3 2 2

2 2 2 2
1  

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

a b a b aba b a b ab a b 
aba b a b ab ab a b ab ab

a b
ab

( )( )

( ) ( )

( )

( )( )

− + +− + + −÷ = =
+ + + +

− − +−= = =−
− +

2 23 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2
3 2 3 2

18309 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  4
a a a a a a a

a a a a

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + + − +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

1 2 1 1

1 1

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a a a a a
a

a a

( )( )( )− + + − +
= − = − =

− +

2 2
3

2
1 1 1 1 5 1 4

1
 

)a ضرب کنیم،  )+1 راه حل دوم اگر صورت و مخرج عبارت داده ش�ده را در 
می توان نوشت

 

a a a a a a a

a a a a

a aa a
a a

( )( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )

+ − + + − + +
=

+ − + +

− +−= = = −
+ +

4 2 2 4 2

2 3

3 36 3
3 3

1 1 1 1 1
1 1 1

1 11 1
1 1

 

 .( ) − =3 35 1 4 =a برابر است با  3 5 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر به ازای 

18319 می توان نوشتن9زگ -90  2

( ) ( )( )

( )( )

( )( )( ) ( )

( )

− + − +−= = =
− − +−

− + + +
= =

+
= = +

22 2 2 2 2 2 2 21 2 2
22 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 21
4 2

 

18329 راه حل اول ابتدا مخرج کس�رها را گویا می کنیم، س�پس ن9زگ -90  2
عبارت را ساده می کنیم:
( )

( )( ) ( )( )

( )

+++ = +
− − − + − +

++= + =− − + + =
− −

7 3 21 7 1 2
1 2 3 2 1 2 1 2 3 2 3 2

7 3 21 2 1 2 3 2 2
1 2 9 2

راه حل دوم ابتدا مخرج مشترک می گیریم:

 ( )

( )( ) ( )

−− + − −+ = = = =
− − − − − −

2 5 4 21 7 3 2 7 7 2 10 8 2 2
1 2 3 2 1 2 3 2 5 4 2 5 4 2

 



)213(

18339 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  1

 ( )( ) ( )( )

( )( )

− + − +− = = = +
−− − +

4 4
4

4 4 4
2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1
 

 . + − =4 42 1 2 1 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 
راه حل دوم با مخرج مشترک گیری می توان نوشت:

 ( )− − −− − − + −− = = = =
− − − −

4 4 4 44
4 4 4 4

2 1 2 2 12 1 2 1 2 2 2 12 1
2 1 2 1 2 1 2 1

 

18349 4− ضرب ن9زگ -90 2  را در 1
+4

1
2 1

ص�ورت و مخ�رج کس�ر   2

. بنابراین − −× =
−+ −

4 4

4 4
1 2 1 2 1

2 12 1 2 1
می کنیم: 

( )( )

− − +− = − =
− − − −+

+ += = = = +
−− − +

4 4 4 4 4

4
2 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 2 12 1
1 2 1 2 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1

18359 توجه کنید که ن9زگ -90  4

( )
( )

( )
( )

−− − − −= × = × × = = −
+ + + −

−− − −= × = = −
−+ + −

2
2

2
2

8 5 18 5 8 5 1 5 1 5 18 8 2 5 1
45 1 5 1 5 1 5 1

5 25 2 5 2 5 2 5 2
5 45 2 5 2 5 2

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 ( ) ( ) ( ) ( )− − − = − − − =2 22 5 1 5 2 2 6 2 5 9 4 5 3  

18369  را گویا می کنیم. برای ن9زگ -90
+ +

8
1 2 3

ابتدا مخرج کس�ر   2

+ ضرب می کنیم: −1 2 3 این کار صورت و مخرج را در 

( )

( ) ( )

( )

+ −+ −× =
+ + + − + −

+ −
= = + −

2 2
8 1 2 38 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
8 1 2 3 1 2 3

2 2
. x( ) ( )− = =2 21 2 2 =x و در نتیجه  +1 2 بنابراین 

18379 ب�رای گویا کردن مخرج کس�ر، صورت و مخرج آن را در ن9زگ -90  2
مزدوج مخرج ضرب می کنیم:

 

A

( )

( ) ( )

( )( )

( )

+ + − + + −= ×
+ − − + + −

+ + −
=

+ − −

+ + − + + −
=

+ − −

+ −= = =

2

2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3 2 2 3 2 3
2 3 2 3

4 2 4 3 6 3
2 3 2 3

 

18389  ریشۀ سوم وجود دارد، ن9زگ -90
−3 3
1

3 2
چون در مخرج کس�ر   3

برای گویا کردن مخرج این کسر از اتحاد چاق و لاغر استفاده می کنیم. 
در  را  کس�ر  ای�ن  مخ�رج  و  ص�ورت  ترتی�ب،  ای�ن  ب�ه 

+ ضرب می کنیم: + = + +3 33 3 33 32 23 3 2 2 9 6 4

 ( ) ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +
−

3 33 3 3 3

3 3 3 3 3 3 33 3 3 3

33 3 33 3

1 1 9 6 4 9 6 4
3 2 3 2 9 6 4 3 2

9 6 4 9 6 4
3 2

 

به این ترتیب، عبارت مورد نظر برابر است با

 ( )+ + − + − =3 3 33 3 3 39 6 4 9 6 4 2 4

18399 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

 ( )− + = − +3 3 3 3 32 4 2 2 4 2 1  
بنابراین

 A     
( )

= − = −
− − + − − +

3

3 3 3 3 3 3 3
1 3 2 1 3
2 1 2 4 2 1 2 1 4 2 1

 

اکن�ون با اس�تفاده از اتحاد چاق و لاغر مخرج کس�رها را گویا ک�رده و عبارت را 
ساده می کنیم:

 

A   

    

( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

++ += −
− + + − + +

+ ++ + + += − = −
− +− +

= + + − − =

33 3

3 3 3 3 3 3

3 33 3 3 3

3 33 3

3 3 3 3

3 2 14 2 1
2 1 4 2 1 4 2 1 2 1

3 2 1 3 2 14 2 1 4 2 1
2 1 2 12 1 2 1

4 2 1 2 1 4

 

18409 اینکه ن9زگ -90 . برای  + + = + × +
23 3 33 29 3 1 3 1 3 1 چون   3

مخرج کسر اول را گویا کنیم )با استفاده از اتحاد چاق و لاغر(، صورت و مخرج 

3− ضرب می کنیم: 3 آن را در 1

 
( ) ( )

−= ×
+ + −+ +

− −
= = = −

−
−

3

3 2 33 3 3 2

3 3
3

33 3

2 2 3 1
9 3 1 3 13 3 1

2 3 1 2 3 1 3 1
3 1

3 1
به همین ترتیب،

( ) ( )+ ++= × = = = +
+− + +− + +

3 33 3
3 3 2 3 33 3 3 3

3 2 1 3 2 13 3 2 1 2 1
2 14 2 1 2 12 2 1 2 1

. − + + = +3 3 3 33 1 2 1 3 2 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

18419 x−2 برابر ن9زگ -90 P بر  x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   2

. P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 3 2 3 2 2 2 20 است با 

18429 P بر x−1 برابر ن9زگ -90 x( ) باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   2
 x−1 بر P x( ) . چون چندجمل�ه ای  P a a( )= − − =− +1 3 4 1 4 2 اس�ت ب�ا 

بخش پذیر است، پس این باقی مانده صفر است، در نتیجه

 a a− + = ⇒ =14 2 0
2
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18439 x−4 برابر با ن9زگ -90 P ب�ر  x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   2
. در نتیجه P( )=4 16 )P است، و چون بنابر فرض این باقی مانده 16 است، پس  )4

 P x ax bx P a b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ = + −

= + − ⇒ + =

13 97 13 97

13 97 13 97

5 4 4 4 5

16 4 4 5 4 4 21
 

x+4 براب�ر با  P ب�ر  x( ) از ط�رف دیگ�ر، باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای 
)P است. اکنون توجه کنید که )−4

 a bP a b( ) + =− =− − − →− − =−
13 974 4 2113 974 4 4 5 21 5 26  

26− است. بنابراین باقی ماندۀ مورد نظر برابر 

18449 x+3 بخش پذیر اس�ت، ن9زگ -90 P بر  x( ) چون چندجمله ای   3

. P a( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =8 7 23 3 3 3 3 9 0 ، در نتیجه  P( )− =3 0 پس 

. از ط�رف دیگ�ر، باقی ماندۀ  P x x x x( )= + + −8 7 23 9 بنابرای�ن a=1 و 
. اکنون  P P( ) ( )− =2 1 1 x−2 برابر است با  P بر  x( )−1 تقسیم چندجمله ای 

. P( )= + + − =−1 1 3 1 9 4 توجه کنید که 

18459 x−2 ن9زگ -90 P بر  x( ) چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   4
. در نتیج�ه، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای  P( )=2 4 براب�ر با 4 اس�ت، پ�س 

. P P( ) ( )× − = =2 3 4 2 4 x−3 برابر است با  P بر  x( )−2 4

18469 x−3 ن9زگ -90 P بر  x( )+1 باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   4
. از طرف دیگر،  P P( ) ( )+ =3 1 4 برابر است با 

 xP x x x P( ) ( ) ( ) ( )=− = − + → = − + =62 22 3 2 4 6 3 6 2 20  

18479 x−2 ن9زگ -90 P بر  x( )−1 چون باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای   1
. در نتیجه P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر 12 است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  
x+3 برابر است  P بر  x( )+2 از طرف دیگر، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای 

.اکنون توجه کنید که P P( ) ( )− + = −3 2 1 با 

 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  
بنابراین باقی ماندۀ مورد نظر برابر 22 است.

18489 P ن9زگ -90 x( ) ، پس چندجمله ای  x x x( )( )− = − +2 1 1 1 چون   1
بر چندجمله ای های x−1 و x+1 بخش پذیر است. بنابراین 

 
P a b a

P a b b

( )

( )

= − + − = =    ⇒ ⇒  
− = + − − = =    

1 0 1 2 0 2

1 0 1 2 0 1
 

. ب�ه ای�ن ترتی�ب، باقی مانده تقس�یم  P x x x x( )= − + −6 52 2 در نتیج�ه، 
x−2 برابر است با  P بر چندجمله ای  x( ) چندجمله ای 

 P( )= × − + − =6 52 2 2 2 2 2 96  

18499 P و ن9زگ -90 x( )+1 چ�ون باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمله ای های   1
x−2 به ترتیب برابر 3 و 5 است، پس Q بر  x( )+1

 P P Q Q      ( ) ( ) , ( ) ( )+ = ⇒ = + = ⇒ =2 1 3 3 3 2 1 5 3 5  
x−4 برابر  P بر  x Q x( ) ( )− −1 1 بنابرای�ن، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای 

. P Q P Q( ) ( ) ( ) ( )− − = = × =4 1 4 1 3 3 3 5 15 است با 

18509 بنابر فرض مسئله،ن9زگ -90  3

 x x x x Q x      (1)( ) ( )− + + = − +4 3 23 4 1 1 3  
 Q( )3 x−3 برابر با  Q بر  x( ) از طرف دیگر، باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای 
، به دس�ت  x=3 اس�ت. اکنون توج�ه کنید که اگر در تس�اوی )1( قرار دهیم 
. Q( )=3 17 .در نتیجه  Q( ) ( ) ( ) ( )− + + = − +4 3 23 3 3 4 3 1 3 1 3 3 می آید 

18519 . در نتیجه، ن9زگ -90 P x x( ) ( )= − +31 7 ابتدا توجه کنید ک�ه   4

−x برابر است با  −3 3 1 P بر  x( ) باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای 

 P( ) ( )+ = + − + = + =3 3 33 1 3 1 1 7 3 7 10  

18529 )x بخش پذی�ر ن9زگ -90 )+ 22 P ب�ر  x( ) چ�ون چندجمل�ه ای   4
x+2 نیز بخش پذیر است، بنابراین است، پس بر 

 P a a( )− = ⇒− + + + = ⇒ =−2 0 32 48 2 16 0 16  

18539 ، ن9زگ -90 x−1 هستند، پس P x( ) 2− ریشه های  چون 1، 2 و   1
P درجۀ  x( ) P هس�تند. از طرف دیگر، چون  x( ) x+2 عامل ه�ای  x−2 و 

سوم است، پس عامل دیگری ندارد. بنابراین می توان نوشت
 P x a x x x( ) ( )( )( )= − − +1 2 2  

، به دست می آید P( )− =1 24 ، چون  x=−1 اگر در این تساوی قرار دهیم 
 a a( )( )( )= − − ⇒ =24 2 3 1 4  

تقس�یم  باقی مان�دۀ  و   P x x x x( ) ( )( )( )= − − +4 1 2 2 ترتی�ب،  ای�ن  ب�ه 
x+3 برابر است با P بر  x( ) چندجمله ای 

 P( ) ( )( )( )− = − − − − − + =−3 4 3 1 3 2 3 2 80  

18549 x−5 ن9زگ -90 P بر  x( )−3 باقی مان�دۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   4
. اگ�ر در تس�اوی  P( )=−2 3 . بنابرای�ن  P P( ) ( )− =5 3 2 براب�ر اس�ت ب�ا 

، به دست می آید x=−1 P قرار دهیم  x x mx mx( )+ = − + +3 23 2

 P m m m( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + =− ⇒ =3 22 1 1 1 2 3 2  

18559 x+4 برابر ن9زگ -90 P بر  x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   3

P قرار  x xP x x( ) ( )− =−2 28 16 . اکنون اگر در تس�اوی   P( )−4 اس�ت با 
، به دست می آید x=−4 دهیم 

 P P P P( ) ( ) ( ( ) ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ − =−2 2 24 32 4 16 0 4 16 0 4 16  

18569 P بر x−1 برابر ن9زگ -90 x( )+1 باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   3
P قرار دهیم  x x x m( )− = − +3 22 4 P است. اگر در تساوی  P( ) ( )+ =1 1 2

 . P m m( )= − + = +2 64 16 4 48 4 )P به دست می آید:  )2 ، مقدار  x=4
m بنابراین  m+ = ⇒ =−48 4 4 11 

18579 x−3 برابر ن9زگ -90 Q بر  x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   3
 P Q x x x( ( ))− = − +21 3 2 . اگر در تساوی  Q( )=3 2 )Q است، پس  )3

، نتیجه می شود x=4 قرار دهیم 
 P Q P( ( )) ( )= − + ⇒ =3 16 12 2 2 6  

)f یا همان  )1 f بر x−1 برابر  x P x( ) ( )= +1 باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای 
)P است که برابر 6 است. )2

18589 Q بر x−1 برابر ن9زگ -90 x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمل�ه ای   4

 P x x Q x  ( ) ( ) ( )− = − +23 3 2 . اگر در تساوی  Q( )=1 5 )Q است. پس  )1
 . P Q( ) ( )− =− =− × =−4 2 1 2 5 10 ، نتیج�ه می ش�ود   x=−1 ق�رار دهی�م 

10− است. x+4 برابر  P بر  x( ) بنابراین باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای 
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18599 x+3 برابر ن9زگ -90 Q بر  x( ) باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای   2
. اکنون توجه کنید که  Q( )− =−3 4 )Q است. پس  )−3

 P x x xQ x x

P Q Q

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + + + −

− =− − − − − =− − − =− − × − =

3 3 2 1 3 2

2 8 6 3 6 2 16 6 3 16 6 4 8
 

x+2 برابر 8 است. P بر  x( ) بنابراین باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای 
18609 P و ن9زگ -90 x x( )+ چ�ون باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای های   2

2− است، پس x+2 به ترتیب برابر 1 و  Q بر  x x( )−

 
P P

Q Q

( ) ( )

( ) ( ) ( )

− − = ⇒ − =

− − − =− ⇒ − =−

2 2 1 2 3

2 2 2 2 4
 

x+2 برابر  kP بر  x xQ x ( ) ( )+ +2 بنابراین باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای 1

. چون چندجمله ای  kP Q k k( ) ( ) ( )− + − − + = + + = +2 2 2 2 1 9 8 1 9 است با 9
x+2 بخش پذیر است پس این باقی مانده برابر صفر است، بنابراین داده شده بر 

 k k+ = ⇒ =−9 9 0 1  

18619 . بنابراینن9زگ -90 ( )+ = +6 35 2 5 2 توجه کنید که   1

( )

( )

( )( )

+ × −+ × − =
+ +

= + × − = + × −

= + − = − =

36 33

6 6

3 3 36 2

33

5 2 5 25 2 5 2
5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 4 1

18629 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  3

 a b c            , ,= = = = ×
11 1 2 1
62 3 3 32 4 2 2 3  

. از طرف  c b= × < × = × = =
1 11 1 1 1 2
6 63 3 3 3 32 3 2 4 2 2 2 اکنون توجه کنید که  

، بنابراین باید a و c را مقایسه کنیم. توجه کنید که b a> دیگر، 

 c a= × > × = = =
1 1 31 1 1
6 6 63 3 22 3 2 2 2 2  

. a c b< < بنابراین 
راه حل دوم توجه کنید که

 a b c            , , ( )= = = =
1 1 2 1
2 3 3 32 4 2 2 3  

هر سه عدد را به توان شش می رسانیم )مخرج مشترک توان ها(:

 
a b

c

      ( ) , ( )

(( ) ) ( )

= = = = = =

= = =

1 2
6 6 3 6 6 42 3

1
6 6 23

2 2 8 2 2 16

2 3 2 3 12

 

. a c b< < ، b و c مثبت هستند، پس  a a و چون  c b< <6 6 6 پس 

18639 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  2
 a ab bc ca a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

از طرف دیگر،

 
a b

a b b c a c
b c

( ) ( )
+ = ⇒ + − − = − ⇒ + =−
− =

8
8 11 3

11
 . ( )× − =−8 3 24 بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

. در این صورت b=0 راه حل دوم فرض کنید 

 
a b a

b c c

+ = ⇒ =


− = ⇒ =−

8 8

11 11
 

. a ab bc ca+ + + = − =−2 64 88 24 بنابراین 

18649 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

( )

( )( )

( )( )

− + = ⇒ − − =

− − + − =

− − = ⇒ − − =

6 6

6

3 6 2

به این ترتیب

 
a b c

a a
a b c

 + − = ⇒ = ⇒ =
 − − =

3 252 5
42

راه حل دوم توجه کنید که
 a b c b c a− + = ⇒ − = −6 6  

: a−6 b در معادلۀ دوم قرار می دهیم  c− به جای 

 

a a a a

a a a

a a a

´ÃºIwnÂ¶ »j ·H¼U ¾M

+ − = ⇒ − = −

→ − = − +

= ⇒ = ⇒ =

6 3 6 3

6 9 6

5 256 15
2 4

18659 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
a a

aa

a a a a
a a aa

( )

( ) ( )( )

+ = + − = − =

+ = + − + = − × =

2 2
2

3 3
3

1 1 2 9 2 7

1 1 1 13 27 3 3 18
 

اکنون می توان نوشت

 
a a a a

aa a a

a a
a a

( )( )+ + = + + +

× = + + ⇒ + =

2 3 5
2 3 5

5 5
5 5

1 1 1 1

1 17 18 3 123
 

18669 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
a  

a a
aa

a a
a a

( )

( ) >

+ = ⇒ + − =

+ = → + =

2 2
2

02

4 223 2 23
4 2

2 225 5
2 2

اکنون اگر دو طرف این تساوی را به توان سه برسانیم، به دست می آید

 

a a a
a aa

a a
a a

( )( )( )+ + + =

+ + × = ⇒ + =

3 3
3

3 3

3 3

8 2 23 5
8 2 2

8 83 5 125 110
8 8

18679 ، آن گاه ن9زگ -90 y x x= + +2 1 اگر فرض کنیم   1

x x x x y y y y y y( )( ) ( ) ( )( )+ + + + − = + − = + − = − +2 2 21 2 12 1 12 12 3 4

از طرف دیگر،

 y x x x x       y x x( )( ),− = + − = − + + = + +2 23 2 1 2 4 5

y+4 درجۀ دوم اس�ت و ریش�ه ای ندارد، پس تجزیه نمی ش�ود. بنابراین  چون 

x هستند.  x+ +2 5 x+2 و   ، x−1 عامل های عبارت مورد نظر
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18689 A. در این صورت،ن9زگ -90 ( )= − +1 7 1 4 7
3

فرض می کنیم   3

 
A ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

= − + = + − +

= − + = − =

2 21 17 1 4 7 7 1 2 7 4 7
9 9
2 24 7 4 7 16 7 2
9 9

 

 . A= 2 چون A عددی مثبت است، 

18699 توجه کنید کهن9زگ -90  4

( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

= =
− + − − + − − +

+ −
= = + −

− −

2 2 2
1 3 2 6 1 3 2 1 3 1 3 1 2

2 1 3 1 2 1 3 1 2
1 3 1 2

18709 x−2 ن9زگ -90 P بر  x( )−1 چون باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای   1
. در نتیجه  P( )=1 12 ، یعنی  P( )− =2 1 12 برابر 12 است، پس 

 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5  

x+2 برابر است  P بر  x( )+1 از طرف دیگر، باقی ماندۀ تقس�یم چندجمله ای 

. اکنون توجه کنید که  P P( ) ( )− + = −2 1 1 با  

 P a b a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − + = − − =1 1 6 10 17 17 5 22  
بنابراین باقی ماندۀ مورد نظر برابر 22 است.

18719 ، بنابراینن9زگ -90 x= = × =
1 1 4

7 3 7 21 213 3 3 3 3 توجه کنید که   1

x x ( )= = =
21 4 21

4 21 4 21 43 3  

18729 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 = × × = × × =
1 1 51 1 1 13 4 3 36 6 93 12 3 182 4 4 2 4 4 2 2 2 2

بنابراین

× = × =
5 43 4 93 9 92 4 4 16 2 2 2

18739 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

a ab a b
b

b b a b a
a

a b a b a b

−−

−−

= =

= =

= =

1 3
3 2 2

3

2 52 3 2 5 3 33
5

7 514 10
12 14 10 6 612 12

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

 a b b a a b a b a b
− + − + +− −

= × = =
7 5 1 5 7 3 2 51 3 2 5

0 06 6 2 3 6 2 3 62 2 3 3 1

18749 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
x xx x x x−− − − −+ = ⇒ + = ⇒ + =1 1 3 33 3 2 2 3 3 6
3 3

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، به دست می آید
x x x x x x

x x

− − −

−

+ + × × = ⇒ + + =

+ =

2 23 3 2 3 3 36 9 9 2 36

9 9 34

18759 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 b a b a( ) + −= + − = − =17 3 17 317
2 2

 

. به این ترتیب، ab=2 a و  b− =3 بنابراین 

 a b ab a b a b ab ab( )(( ) ) ( )− + = − − + + = + + =3 3 29 3 9 3 9 6 18 63  

18769 81− ضرب ن9زگ -90 2 اگ�ر دو ط�رف تس�اوی داده ش�ده را در   2
کنیم، به دست می آید 

 

x

x

x x

x x
x

x x

( )( )( )( )

( )( )( )

( )( )

( ) ( )

−+ + + − =
−

−+ + − =
−

− −+ − = ⇒ − =
− −

−− = ⇒ − = − ⇒ =
−

= ⇒ = =

84 8 8
3

84 4
3

8 8

3 3

8 8 83 3
3

83 16 16 48 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2
1

1 21 2 1 2 1 2
1

1 2 1 21 2 1 2 1 2
1 1

1 21 1 2 1 2
1

2 2 4

18779 ابتدا همۀ ریشه ها را به ریشۀ ششم تبدیل می کنیم:ن9زگ -90  1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

+ × − × − = + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = =

6 63 6 63 2

6 63 2 3 3

66 63 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 1 1

18789  را گویا می کنیم:ن9زگ -90
+ +
1

3 2 1
ابتدا مخرج کسر   2

 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − + −= × =
+ + + + + − + −

+ − + − + − −= = = ×
+ + − + + −

+ − − + − −
= =

−

+ − − − + − += =

2
1 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1 3 2 1 6 2
3 2 2 6 1 2 6 2 2 6 2 6 2

3 2 1 6 2 3 2 1 6 2
2 6 4 4

3 2 2 3 6 2 3 2 2 2 2 6 2
4 4

 

در نتیجه

− − + −− = − =
+ +
1 2 6 2 6 2 2 6 1

4 4 4 23 2 1

18799 می توان نوشتن9زگ -90  3

x y x y xy x y xy x y xy

xy x y xy x y xy x y

( )

( ) ( ) ( )( )

− − − + = − + − + +

= − − + = − − − − + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 1 2 1 2

1 1 1

18809 x−2 بخش پذیر است، ن9زگ -90 P بر  x( )+1 چون چندجمله ای   3
 P x ax x a( )− = − +21 2 . اکنون اگر در تس�اوی  P P( ) ( )+ = =2 1 3 0 پ�س 

، به دست می آید x=−2 قرار دهیم 

P a a a( ) ( ) ( )= − − − + = ⇒ =−2 13 2 2 2 0
3



. در نتیجهن9زگ -1881990 ∆=0 چون معادله ریشۀ مضاعف دارد، پس   3

b ac k k k( ) ( )∆= − = ⇒ − × × − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 54 0 2 4 2 2 0 4 8 2 0
2

 

دلتای معادله باید مثبت باشد:ن9زگ -1882990  4

 k k k k k k IÄ  ( )∆= − = − > ⇒ > <2 14 4 1 0 0
4

 

] است. , ]− 10
4

 بنابراین k متعلق به مجموعۀ 

x جواب حقیقی ندارد، پسن9زگ -1883990 x k− + − =2 4 1 چون معادلۀ 0  3
 k k k( )∆= − − < ⇒ − > ⇒ >16 4 1 0 1 4 5  
∆ را حساب می کنیم: x مقدار  x k+ − + =2 2 6 0 در معادلۀ 
 k k k( ) ( )∆= − − + = − = −4 4 6 4 20 4 5  

)k و در نتیجه این معادله دو جواب حقیقی دارد. )− >4 5 0 ، پس  k>5 چون 

معادله را به روش تجزیه حل می کنیم:ن9زگ -1884990  1
 x x

x x x x  ( )( ) ,
<

− − = → = =1 2
1 22 5 0 2 5  

. x x ( ) ( )+ = + = + =2 4 2 4
1 2 2 5 2 25 27 بنابراین 

چون مجموع ضرایب معادله برابر صفر است، پس یکی از ن9زگ -1885990  1

، بنابراین x x<1 2 . چون  − 12
3

جواب های معادله برابر 1 است و دیگری 

x x x x  ,=− = ⇒ + = −1 2 1 2
12 1 3 1 12
3

x است، پس در این ن9زگ -1886990 x− − =2 5 0 چون a جواب معادلۀ   3
معادله صدق می کند، یعنی

a a a a− − = ⇒ − =2 25 0 5
. بنابراین b b− =2 5 به همین ترتیب معلوم می شود 

a a b b( )( ) ( )( )− − − + = − + =2 22 2 5 2 5 2 21

اگ�ر ان�دازۀ طول مس�تطیل را y و اندازۀ ع�رض آن را x ن9زگ -1887990  1
و   y x= +4 پ�س   . x y+2 2 می ش�ود  آن  قط�ر  ان�دازۀ  کنی�م،  ف�رض 

. در نتیجه x y+ =2 2 30

 
x x x x x

x x x x  

( )

,

+ + = ⇒ + + + =

+ − = ⇒ =− + =− −

2 2 2 2

2

4 30 16 8 30

4 7 0 2 11 2 11
 

، x عددی منفی می ش�ود، بنابراین قابل قبول نیس�ت. پس  x=− −2 اگر 11
بنابرای�ن   . y ( )= + − + = +4 2 11 2 11 نتیج�ه  در  و   x=− +2 11

مساحت مستطیل برابر است با
 S xy ( )( )= = − + = − =11 2 11 2 11 4 7  

و ن9زگ -1888990  y
x
=4 پ�س  می نامی�م.   y و   x را  ع�دد  دو   1

y و x=4 . بنابراین  xy x y= + +6

 
x x x x x x

x x   x  (.¡.¡.ù)

( )

,

= + + ⇒ − − =

±∆= + = ⇒ = ⇒ = =−

2

1

4 4 6 4 5 6 0

5 11 325 96 121 2
8 4

. y x− =6 y=8 و در نتیجه  بنابراین 

فصل یازدهم

فصل دوم: آزمون ها

ب�ا توجه به ش�کل زی�ر و بنابر قضیۀ فیثاغ�ورس، معادلۀ ن9زگ -1889990  3
x به دست می آید. بنابراین  x x( ) ( )= + −2 2 22 2 1

 x x x x x x x x,= + − + ⇒ − + = ⇒ = − = +2 2 2 24 4 4 1 4 1 0 2 3 2 3
، یعنی  x− >2 1 0 x−2 ان�دازۀ یک�ی از ضلع ه�ای مثلث اس�ت، پ�س  چ�ون 1

. از  x= +2 3 =x قابل قبول نیست و در نتیجه  −2 3 . بنابراین  x>1
2

طرف دیگر محیط مثلث برابر است با
 P x x x x ( )= + + − = − = + − = +2 2 1 5 1 5 2 3 1 9 5 3  

x+2 در نظ�ر می گیری�م. بنابراین ن9زگ -1890990 ای�ن دو ع�دد را x و   2
x برقرار است. پس x( )+ − =3 32 488 تساوی 

 
x x x x x x

x x x x x x  ( )( ) ,

+ + + − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−

3 2 3 2

2

6 12 8 488 6 12 480 0

2 80 0 8 10 0 8 10
چون عددها طبیعی و زوج هس�تند، پس x=−10 قابل قبول نیس�ت. بنابراین 
x=8 و دو ع�دد م�ورد نظ�ر 8 و 10 هس�تند و تفاض�ل مربع�ات آن ه�ا برابر 

، یعنی 36 است. − = −2 210 8 100 64
دلتای معادله باید برابر با صفر باشد:ن9زگ -1891990  2

 m m m m m m m( ) ( ) ( )( ) ( )∆= + − + = + + − = + =24 1 4 1 4 1 1 4 1 0  
. m=−1 بنابراین

اگر معادله حداکثر یک جواب حقیقی داش�ته باشد، باید ن9زگ -1892990  2
0≥∆. پس

 k k k( )∆= − × − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥1736 4 4 2 0 68 16 0
4

 

17 است.
4

پس حداقل مقدار k برابر 

x دو جواب حقیقی دارد، پس ن9زگ -1893990 x b+ + =2 2 0 چون معادلۀ   2
x را حس�اب می کنیم x b− + + =2 6 8 0 . اکنون دلتای معادلۀ  b∆= − >4 4 0

. بنابراین، معادلۀ اخیر نیز دو جواب دارد. b b( )∆= − + = − >36 4 8 4 4 0

راه حل اول ن9زگ -1894990  2

 

x m x m m

m m m m m m m

m m m

m m m m
x x m x m

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

+ − + − =

∆= − − − = − + − +

= − + = −

− ± − − ± −
= = ⇒ = − =

2 2

2 2 2 2

2 2

2
1 2

1 2 0

1 4 2 2 1 4 8

9 6 1 3 1

1 3 1 1 3 1 1 2
2 2

حالت اول 
 x m m   x m m,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2

1 11 2 0 2 2
2 2

 



فصل دوم: آزمون ها
)218(

حالت دوم 

 x m m   x m m,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2

 

. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 پس می توان گفت 

 x m x m m( ) ( )+ − − − =2 1 2 1 0 به ص�ورت  را  اگ�ر معادل�ه  راه ح��ل دوم 
بنویس�یم، به کمک تجزیه می توانیم آن را ح�ل کنیم. در واقع به دنبال دو عدد 
m−1 باشد.  m و حاصل جمعش�ان  m( )− −2 1 هس�تیم که حاصل ضربش�ان 
بنابرای�ن  اس�ت.   m− دیگ�ر  و   m−2 1 ع�دد  دو  ای�ن  از  یک�ی  پ�س 
و   x m= −1 1 2 معادل�ه  جواب ه�ای  پ�س   . x m x m( )( )− + − =2 1 0

x هستند. دو حالت ممکن است اتفاق بیفتد: m=2

 x m m x m m      ,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2
1 11 2 0 2 2
2 2

حالت اول 

 x m m x m m      ,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2

حالت دوم 

. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 بنابراین 

. ن9زگ -1895990 m m− + − =2 2 مجموع ضرایب معادله برابر است با 0  1
پس یکی از جواب های معادله برابر 1 است.

، آن گاه ن9زگ -1896990 a b c− + =0 ax اگر  bx c+ + =2 0 در معادلۀ   2

cx هستند. 
a

=− x=−1 و  جواب های معادله 

 ، x x(sin ) cosα + + α=2 2 2 0 در معادلۀ 

 a b c a b c    sin , , cos cos sin= α = = α⇒ − + = α− + α=2 2 2 21 1 0

. توج�ه کنی�د که چون  x =−2 1 x و  cos cot
sin

α=− =− α
α

2 2
1 2

بنابرای�ن 

. بنابراین  cot− α<−2 ، پس cotα>1 و در نتیجه 1 <α<0 00 45

x x ( ) ( cot ) cot
sin

− = − − − α = + α=
α

2 2 2 2
2 1 2

11 1

x+12 و ن9زگ -1897990 2 با توجه به ش�کل واضح اس�ت که ابعاد قاب   2
. پس  x x( )( )+ +6 4 12 2 x+6 است. بنابراین مساحت قاب برابر است با  4

x x x x x x  ( )( ) ,+ + = ⇒ + − = ⇒ = =−2 16 4 12 2 104 2 15 8 0 8
2

x=1 و 
2

x=−8 قابل قبول نیست. پس 

محیط قاب برابر است با
P x x

x cm

( )

( )

= + + +

= + =

2 6 4 12 2

2 6 18 42

س�ن کنونی مریم را x و س�ن کنونی برادرش را y در نظر ن9زگ -1898990  1
.اگر در معادلۀ اول به  x y= 2 x و  y( )− = −2 7 2 می گیریم. در ای�ن صورت 

، به دست می آید: y2 جای x قرار دهیم 

y y y y y y y( ) ( )( ) ,− = − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =2 22 7 2 7 12 0 3 4 0 3 4
x=9 یعنی مریم و برادرش در مجموع 12 س�ال دارند که  ، آن گاه  y=3 اگ�ر 
. یعن�ی مریم و ب�رادرش در  x=16 ، آن گاه  y=4 در گزینه ه�ا نیس�ت. اگ�ر 

مجموع 20 سال دارند که در گزینۀ )1( آمده است.

x2 و طول ن9زگ -1899990 اگر طول ضلع مربع x باشد، اندازۀ مساحت آن   3
x2 است. بنابراین طول ضلع مربع را از معادلۀ زیر به دست می آوریم: قطر آن 

 
x x x x  

x  x     .¡.¡.ù, ( )

+ = ⇒ + − =

= − =− −

2 27 72 2 0
2 2

2 22 2
2 2

 

 . −8 2 2 محیط مربع 4x است که می شود 

19009 طول یک تکه را x بگیرید. در این صورت طول تکۀ دیگر ن9زگ -90  3

x و طول هر ضلع 
4

x−20 اس�ت. بنابراین طول هر ضلع مربع نظی�ر تکۀ اول 

)x و  )2
4

x−20 اس�ت. در نتیجه، مس�احت این مربع ها 
4

مربع نظیر تکۀ دوم 

)x است. به این ترتیب، )− 220
4

 x x x x x x  ( ) ( ) ,−+ = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 220 13 20 96 0 12 8
4 4

 

، پس، طول یکی از تکه ها 12 س�انتی متر و طول تکۀ دیگر 8  + =12 8 20 چ�ون 
سانتی متر و اختلاف اندازه های آن ها برابر 4 سانتی متر است.

β جواب های معادلۀ مورد نظر باشند، آن گاهن9زگ -1901990 α و  اگر   2
 m mα+β= + = ⇒ =1 5 4  

. mαβ=− − =−2 1 9 بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر است با 

. در نتیجهن9زگ -1902990 x x+ =1 2 3 x و  x =−1 2 5 توجه کنید که   3

x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − = − + = − − =−1 2 2 1 1 2 1 22 2 2 2 2 5 2 3 16

β نشان ن9زگ -1903990 α و  x را با  x− − =2 2 5 0 جواب های معادلۀ   4
) را بیابیم.  )( ) ( )( )α− β− = −α −β2 2 2 2 می دهیم. در نتیجه بای�د حاصل 

برای این کار می توانیم یکی از روش های زیر را به کار ببریم.
). از طرف  )( ) ( )α− β− =αβ− α+β +2 2 2 4 راه حل اول دقت کنی�د که 
 ،( )( )α− β− =− − + =−2 2 5 4 4 5 αβ=−5. بنابراین  α+β=2 و  دیگر، 

پس حاصل ضرب جواب ها تغییر نکرده است.
. اگر در این تس�اوی به  x x x x( )( )− − = −α −β2 2 5 راه حل دوم می دانیم 
 ،αβ=−5 . چون  ( )( )− = −α −β5 2 2 جای x قرار دهیم 2، به دست می آید 

پس حاصل ضرب جواب ها تغییر نکرده است.

ابتدا توجه کنید که ن9زگ -1904990  1
 x x k k x x      ( ) ,+ =− + =− − =1 2 1 21 1 8

بنابراین

 
x x k

x x x x
+ − −+ =− ⇒ =− ⇒ =−1 2

1 2 1 2

1 1 3 3 1 3
4 4 8 4

 

. k=5 بنابراین 

=α و ن9زگ -1905990
β
2 β جواب های معادله باش�ند، آن گاه  α و  اگر   3

αβ=2. بنابراین در نتیجه 
m m m− = ⇒ − = ⇒ =1 2 1 4 5

2
 



)219(

α=β2. ن9زگ -1906990 β جواب های معادله باش�ند، آن گاه  α و  اگر   2
از طرف دیگر،

 αβ=− ⇒β =− ⇒β=−327 27 3
8 8 2

 

. بنابراین mα+β=−
8

α=9، همچنین 
4

پس 

 m m− =− ⇒ =−9 3 6
4 2 8

 

توجه کنید که ن9زگ -1907990  2
 x x x x x x x x     (1)( ) ( )+ = + + +3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 23  
. در نتیجه، از تس�اوی )1( و اینکه  x x k=1 2 x و  x+ =1 2 2 از طرف دیگر، 

. k=1
3

. بنابراین  k= +8 6 6 x به دست می آید  x+ =3 3
1 2 6

. از طرف ن9زگ -1908990 x x =1 2 9 x و  x k+ =1 2 3 توج�ه کنید که   4
دیگر،

x x x x

x x x x k k

( )− = ⇒ − =

+ − = ⇒ − = ⇒ =

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

6 6

2 36 3 2 9 36 14
 

ابتدا توجه کنید کهن9زگ -1909990  2

      
a

( ) , | | ( )
| |
∆α+β= ⇒ α+β = α−β = = ⇒ α−β =2 23 9 13 13  

پس معادله ای مورد نظر است که جواب های آن ۹ و 13 باشند. چون مجموع این 
جواب ه�ا براب�ر 22 و حاصل ضرب آن ها برابر 11۷ اس�ت، پس معادلۀ مورد نظر 

به صورت زیر است
 x Sx P x x− + = ⇒ − + =2 20 22 117 0  

x ن9زگ -1910990 x+ − =22 3 9 0 راه حل اول ابتدا جواب های معادلۀ   2
را می یابیم:

 x x x x x x  ( )( ) ,+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−2
1 2

32 3 9 0 2 3 3 0 3
2

 

x به صورت زیر هستند: ax b− + =29 0 بنابراین جواب های معادلۀ 

 
x x

      ,α= − = − =− β= − = − =−
2 2
1 2

1 4 23 1 1 263 3 3 3
9 9 9 9

 

. بنابراین aα+β=
9

از طرف دیگر، 

 a a=− ⇒ =−49 49
9 9

 

β نش�ان  α و  x را ب�ا  x+ − =22 3 9 0 راه ح��ل دوم جواب ه�ای معادل�ۀ 

x را با z و t نش�ان دهیم،  ax b− + =29 0 می دهی�م. اگ�ر جواب  های معادل�ۀ 

 . t= −
β2
1 3 =z و  −

α2
1 3 آن گاه 

 α+β=− 3
2

. چون  az t
( )

α +β+ = = + − = −
α β αβ

2 2

2 2 2
1 1 6 6

9
توجه کنید که 

. بنابراین ( )α +β = α+β − αβ= + =2 2 2 9 452 9
4 4

−=αβ، پس  9
2

و 

a a= − = − ⇒ =−

45
54 6 6 49

9 81 9
4

 

m و حاصل ضرب ن9زگ -1911990
m

2
مجم�وع جواب های معادله براب�ر   3

 است. بنابراین
m
1 آن ها برابر 

 m m m
m m

= ⇒ = ⇒ =±
2 21 1 1  

x است که جواب ندارد چون  x− + =2 1 0 ، آن گاه معادله به صورت  m=1 اگر
x اس�ت  x− − + =2 1 0 ، آن گاه معادله به صورت  m=−1 اگر . ∆=− <3 0

که دو جواب دارد.

3 ن9زگ -1912990
2

ابت�دا توجه کنید که مجموع جواب های معادله برابر   4

− است. بنابراین 5
2

و حاصل ضرب آن ها برابر 

( )α β+αβ =αβ α+β =− × =−2 2 5 3 15
2 2 4

 

−=αβ. بنابراینن9زگ -1913990 5
2

α+β=1 و 
2

ابتدا توجه کنید که   4

 
( )( ) − −α+β − αββ α +βα+ = = = =−

β α αβ αβ −

22 2
1 522 214 2

5 10
2

 

. بنابراینن9زگ -1914990 x x
a

| |
| |
∆− =1 2 توجه کنید که   3

k
k

k k k

( )( )

| |

− + −
= ⇒ = +

−

= + ⇒ = ⇒ =

2

2

5 4 1 23 6 8 33
2

36 8 33 8 3
8

 

x ون9زگ -1915990 x+ =1 2 1 توجه کنید که   3

 x x k k
a

| | ( )
| |
∆− = = − − = −1 2 1 4 2 3 13 8  

از طرف دیگر،
 x x x x x x x x( )( )− = ⇒ − + = ⇒ − =2 2

1 2 1 2 1 2 1 26 6 6  
، در نتیجه x x− >1 2 0 پس 

k k k− = ⇒ − = ⇒ =− 2313 8 6 13 8 36
8

 

. بنابراین ن9زگ -1916990 x x =1 2 9 x و  x+ =1 2 15 توج�ه کنید ک�ه   3
x و x, >1 2 0

x x x x x x x x
x x x x x x x x

+ +
+ = + = = = =

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1 2

15 5
9

. ن9زگ -1917990 x x =−1 2
4
3

x و  x ( )−+ =− =1 2
6 2

3
توجه کنید که   4

از طرف دیگر، 
S x x x x x x x x x x x x

P x x x x x x x x x x x x

x x x x

( )

( )( ) ( ( ))( ( ))

( )

= + + + = + + = + =

= + + = + +

= + =− × =−

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2

2 4

4 164
3 3

x است. x− − =23 12 16 0 x یا  x− − =2 164 0
3

بنابراین معادلۀ مورد نظر 
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β ن9زگ -1918990 α و  x را  x− − =2 3 5 0 اگ�ر جواب ه�ای معادل�ۀ   1

α3 و  αβ=−5. جواب ه�ای معادلۀ مورد نظر  α+β=3 و  بنامی�م، آن گاه 

β3 هستند. بنابراین

 
S

P

( ) ( ) ( )

( ) ( )

=α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =

=α β = αβ = − =−

3 3 3

3 3 3 3

3 27 3 5 3 72

5 125
 

بنابراین معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است
x Sx P x x− + = ⇒ − − =2 20 72 125 0  

αβ=−3، بنابراین ن9زگ -1919990 ابتدا توجه کنید که α+β=−1 و   1
مجموع و حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

S

P  

( )

( )( ) ( )

α+β −=α + +β + = α+β − αβ+ = + + =
β α αβ −

= α + β + = αβ +α+β+ = − − =
β α αβ

2 2 2

2 2 2

1 1 1 222 1 6
3 3

1 1 1 1 239 1
3 3

بنابراین معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

x Sx P x  x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 222 230 0 3 22 23 0
3 3

اگر دستگاه معادله های ن9زگ -1920990  3

 
x x x x S P
x x x x S P

( )

( )

+ + =− + =−  ⇒ + − =− − =−  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
11 11

 

x2 جواب های  x1 و  . بنابراین  P=5 S=−6 و  را حل کنیم، به دست می آید 

x هستند. x+ + =2 6 5 0 معادلۀ 

ax نابراب�ری ن9زگ -1921990 bx c+ + =2 0 کاف�ی اس�ت در معادل�ۀ   2

c برقرار باش�د تا معادله دو جواب داش�ته باشد که یکی مثبت و یکی منفی 
a
<0

. پس m می تواند مقادیر صحیح  m− < <2 4 m در نتیجه 
m
− <
+

4 0
2

است. پس 

1، 2 و 3 باشد.  ،0 ، −1

، آن گاه معادله فق�ط یک جواب دارد که قابل ن9زگ -1922990 a=0 اگ�ر   2

a که 
a
− 2

2
1 ، آن گاه حاصل ضرب جواب ها برابر است با  a≠0 قبول نیست. اگر 

باید منفی باشد. پس

 a a a a
a

| |− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ >
2 2 2

2
1 0 1 0 1 1  

توجه کنید که ن9زگ -1923990  1
 m m  m( )∆= + + ⇒ + + >2 24 4 4 2 1 3 0

پ�س معادله حتماً دو جواب دارد. برای اینکه جواب ها هم علامت باش�ند، کافی 
است حاصل ضرب آن ها مثبت باشد، پس

 c m m
a
> ⇒− − > ⇒ <−0 1 0 1 

، آن گاه معادله به صورت ن9زگ -1924990 a=0 ابت�دا توجه کنید که اگر   4
a≠0 باید دلتای  −x درمی آی�د که فقط ی�ک جواب دارد. با ش�رط  + =8 9 0

معادله مثبت باشد:

 a a a a a a

a a

( ) (( ) ) ( )

( )( )

∆= + − × = + − = − +

= − − >

2 2 216 2 16 9 16 2 9 16 5 4

16 1 4 0
 

. همچنی�ن مجم�وع و حاصل ض�رب  a ( , ) ( , ) ( , )∈ −∞ +∞0 0 1 4  بنابرای�ن 

، در نتیج�ه  a>0 . پ�س 
a
>9 0

4
a و 

a
+ >2 0 جواب ه�ا بای�د مثب�ت باش�ند: 

، 3 و 4 را نمی تواند داشته باشند. 2 ، یعنی a مقادیر طبیعی 1،  a ( , ) ( , )∈ +∞0 1 4

β جواب های معادله باش�ند، باید ش�رط های ن9زگ -1925990 α و  اگر   1
α+β<0 برق�رار باش�ند تا معادله دو جواب منفی داش�ته  αβ>0 و   ، ∆>0

باشد. در نتیجه
m m m m m m

m mm  m     

( ) ( )

,

∆= − − > ⇒ − + > ⇒ − > ⇒ ≠

− −α+β< ⇒ < ⇒ > αβ> ⇒ > ⇒ >

2 2 28 2 0 8 16 0 4 0 4

20 0 0 0 0 2
2 2

 . m ( , ) { }∈ +∞ −2 4 بنابراین 

برای اینکه معادله دو جواب داشته باشد باید ن9زگ -1926990  2
 m m m m m m IÄ ( ) ( )∆> ⇒ − − + > ⇒ − > ⇒ < >2 20 4 4 2 4 0 16 0 0 16 

ب�رای اینک�ه دو ج�واب معادل�ه نامنف�ی باش�ند، بای�د مجم�وع آن ه�ا مثبت و 
حاصل ضربشان نامنفی باشد:

 c bm m  m m
a a

      ,≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥− − > ⇒ − > ⇒ <0 2 4 0 2 0 4 0 4  

ب�ا توجه به ش�کل زیر، اش�تراک جواب های به دس�ت آمده ب�رای m به صورت 
1− را داشته  2− و  −m است و در نتیجه m می تواند مقادیر صحیح  ≤ <2 0

باشد.

. ن9زگ -1927990 m( )∆= + >2 8 0 معادلۀ مورد نظر همواره دو جواب دارد   3
اگر معادله دو جواب منفی داشته باشد، باید مجموع آن ها منفی و حاصل ضرب 

آن ها مثبت باشد. بنابراین
 m m m m, ( )− < ⇒ < − + > ⇒ <−2 0 2 1 0 1

. m<−1 پس 

. چون معادله دو جواب ن9زگ -1928990 m( )∆= + 22 1 توجه کنی�د که   3

. چ�ون قدرمطلق جواب منفی از ج�واب مثبت کوچک تر  m≠− 1
2

دارد، بای�د 

اس�ت، پس مجم�وع جواب ها مثبت اس�ت و چ�ون جواب ه�ا مختلف العلامت 
هستند، پس حاصل ضرب آن ها منفی است. بنابراین 

 mx x m x x m
m m

      ,−+ =− > ⇒ < < =− < ⇒ >1 2 1 2
2 1 1 20 0 0 0

2

 . m< <10
2

بنابراین 

0≤∆، پس ن9زگ -1929990 ابتدا توجه کنید که باید   2
 m m− + ≥ ⇒ ≤4 4 8 0 3  

از طرف دیگر، اگر معادله دو جواب مختلف العلامت داشته باشد، آن گاه

 c m m
a
≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤0 2 0 2  

همچنین، ممکن اس�ت معادله دو جواب نامثبت داش�ته باشد، که در این صورت 

 . b
a

− ، که ممکن نیست، زیرا 2= b
a

− باید مجموع آن ها نامثبت باشد، یعنی 0≥

بنابراین حداکثر مقدار m برابر 2 است.
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ابتدا توجه کنید که ن9زگ -1930990  2
 m m m( )∆= + + = + + >2 24 4 8 2 1 7 0

بنابراین معادله حتماً دو جواب دارد. از طرف دیگر، برای اینکه معادله دو جواب 
منفی داشته باشد، باید مجموع جواب ها منفی و حاصل ضرب آن ها مثبت باشد. 

یعنی باید
 b cm m m m

a a
      ,− < ⇒ < ⇒ < > ⇒− − > ⇒ <−0 2 0 0 0 2 0 2  

، معادله دو ج�واب منف�ی دارد. اکنون توجه کنی�د که اگر  m<−2 پ�س اگ�ر 
 x=0 x درمی آید که یک جواب آن  x+ =2 4 0 ، معادل�ه به صورت  m=−2
x=−4 است. پس در این حالت نیز معادله جواب مثبت ندارد.  و جواب دیگر 
، معادله یا دو جواب مثبت، یا دو جواب مختلف العلامت  m>−2 بنابراین اگر 

دارد، که در هر صورت یکی از جواب ها مثبت است.

x=−1 جواب های معادله هستند، پسن9زگ -1931990 x=1 و 
3

چون   3

 
a ba b

a ba b

( ) ( ) ( )

( )

 + =− + + = ⇒ 
− =− − − × − + = 

1 1 1 3 16 5 0
27 9 3

116 1 5 1 0
 

 x x x− − + =3 26 5 8 3 0 . پس معادله به ش�کل  b=3 a=−8 و  بنابراین 

 x+1 و x−3 1 و 1− جواب ه�ای آن هس�تند، پس 1
3

در می آی�د ک�ه چ�ون 

عامل های عبارت س�مت چپ معادله هس�تند و به کمک تقسیم می توان نوشت  

x=3 است. در 
2

. بنابراین جواب دیگر معادله  x x x( )( )( )+ − − =1 3 1 2 3 0

 . ab
k

( )− ×
= =−

8 3 16
3
2

k=3 و 
2

نتیجه 

معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -1932990  4

 
x x x x x x x x

x x x x x x x

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

+ + − − = ⇒ + − + + + − =

+ − + + − = ⇒ + − − =

3 2 2

2 2

8 5 14 0 2 2 4 2 7 0

2 2 4 7 0 2 3 0
بنابراین جواب های معادله به صورت زیر هستند:

 x x  x x x     , ±+ = ⇒ =− − − = ⇒ =2 1 132 0 2 3 0
2

 

پس حاصل ضرب جواب های منفی معادله برابر است با 

( )( )− − = −1 13 2 13 1
2

x=−1 ج�واب معادله اس�ت. پس ن9زگ -1933990 واض�ح اس�ت ک�ه   4
x+1 عامل عبارت سمت چپ معادله است 

 
x x x mx m x x x x m

x x x m

( ) ( )( )

( )( ( ))

+ + − − − = ⇒ + + + − − =

+ + − + =

3 2 2 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0
 

 x x m( )+ − + =2 1 0 برای اینکه معادله س�ه جواب داشته باشد، باید معادلۀ 
1− نباشند. بنابراین دو جواب داشته باشد و هیچ یک از این جواب ها برابر 

 
m m m

m m

( )

( ) ( )

∆= + + > ⇒ + > ⇒ >−

− − − + ≠ ⇒ ≠−2

51 4 1 0 5 4 0
4

1 1 1 0 1
 

 . m ( , ) { }∈ − +∞ − −5 1
4

پس 

، معادل�ه ن9زگ -1934990 t x= ≥2 0 راه ح��ل اول اگ�ر ف�رض کنی�م   2

t هستند.  ±=5 37
2

t در می آید که جواب های آن  t− − =2 5 3 0 به صورت 

5− قابل قبول نیست چون عددی منفی است. بنابراین 37
2

جواب 

 x x+ += ⇒ =±2 5 37 5 37
2 2

 

یعنی معادله دو جواب دارد.

t در  t− − =2 5 3 0 ، معادله به صورت  t x= ≥2 0 راه حل دوم اگر فرض کنیم 

c اس�ت. پس معادل�ه دو جواب مختلف العلامت دارد. 
a
<0 می آید، که در آن 

، جواب منفی غیرقابل قبول و جواب مثبت قابل قبول  t≥0 که با توجه به فرض 
. پس معادلۀ داده شده دو جواب دارد. x t=± خواهد بود و 

، معادل�ۀ مورد نظر می ش�ود ن9زگ -1935990 x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م   3
، پس   t t− − =2 4 12 0

t t t t

t t x x       .¡.¡.ù      

( )( )

( ),

− − = ⇒ − + =

=− = ⇒ = ⇒ =±

2

2

4 12 0 6 2 0

2 6 6 6

6− است. بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 

. در این ص�ورت معادلۀ مورد ن9زگ -1936990 x t=2 ف�رض می کنی�م   1
. چون معادلۀ اصلی چهار جواب دارد،  t m t m( )+ − − =2 2 1 2 0 نظر می ش�ود 

پس این معادلۀ درجۀ دوم دو جواب مثبت دارد. بنابراین 

m m m m

c m m
a

b m m m
a

( ) ( )

( )

∆> ⇒ − + > ⇒ + > ⇒ ≠−

> ⇒− > ⇒ <

− > ⇒− − > ⇒ − < ⇒ <

2 2 10 2 1 8 0 2 1 0
2

0 2 0 0

10 2 1 0 2 1 0
2

) است. , ) { }−∞ − − 10
2

بنابراین مجموعۀ مقادیر m به صورت 

kt ن9زگ -1937990 kt −− + =2 3 2 0
4

، به معادلۀ  x t=2 اگر فرض کنیم   3

t1 داشته باشد، معادلۀ  می رس�یم. اگر این معادله فقط یک جواب مثبت مانند 

x دارد:  t=± 1 اصلی دو جواب به صورت 

 

k k

b kt k
a

k k k k ¡.. ¡.—  

( )

( ),

∆= − − =
 ⇒ 

=− > > ⇒ >  

+ − = ⇒ =− =

2

1

2

0 3 2 0

0 0 0
2 2

2 3 0 3 1

همچنین اگر معادلۀ درجۀ دوم یک جواب منفی و یک جواب مثبت داشته باشد، 
x2 نمی تواند منفی باشد. بنابراین معادلۀ  جواب منفی قابل قبول نیس�ت، چون 

x دارد، پس  t=± اصلی دو جواب به صورت 
c k k k
a

−< ⇒ < ⇒ − < ⇒ >3 2 30 0 3 2 0
4 2

k=1 جواب مسئله است. k>3 یا 
2

بنابراین 
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t≥0 و ن9زگ -1938990  ، x t=± ، آن گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م   3
معادله به شکل زیر در می آید

 t mt m      ( )*− + − =2 22 4 0  
) به ازای  )* . بنابراین معادلۀ  m m( )∆= − − = >2 24 4 4 16 0 در این معادله 
ه�ر مق�دار m دو جواب حقیقی دارد. اگر هر دو جواب این معادله منفی باش�ند، 
 t2 t1 و  آن گاه معادل�ۀ اولی�ه ج�واب حقیق�ی نخواه�د داش�ت. بنابراین اگ�ر 

) باشند، باید  )* جواب های معادلۀ 

 
t t m m

t t m m m   IÄ  

+ < ⇒ < ⇒ <

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 4 0 2 2
 

m<−2 تا معادلۀ اولیه جواب حقیقی نداشته باشد. بنابراین کافی است 

. در این صورتن9زگ -1939990 x x t+ =2 فرض می کنیم   2

 

t t t t

t x x x x

x x x      x

t x x x x

x x x     x

( )( )

( )( ) ,

( )( ) ,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2

2 2

1 2
2 2

3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0

2 3 0 2 3

12 12 12 0

3 4 0 3 4

 

بنابراین مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر است با 
x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

. ن9زگ -1940990 t t= +2 3 4 . در نتیجه  x x t− + =2 7 11 فرض می کنیم   1
، پس به معادله های زیر می رسیم t ,=−1 4 بنابراین 

x x x x x

x x x x x

,− + =− ⇒ − + = ⇒ =

±− + = ⇒ − + = ⇒ =

2 2

2 2

7 11 1 7 12 0 3 4

7 217 11 4 7 7 0
2

 

پس معادلۀ مورد نظر چهار جواب دارد.

معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: ن9زگ -1941990  1
x x x x( )+ = + ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 0

=x هستند. پس جواب بزرگ تر  −1 2 =x و  +1 2 جواب های معادلۀ بالا 
1+ است. 2 معادله 

x ن9زگ -1942990
x x x x

=
− − + −4 2 3

1
2 1 1

ش�کل  ب�ه  را  معادل�ه   2

می نویسیم. بنابراین
cx x x x x x x
a

− = − − + ⇒ + − = ⇒ =−4 4 2 22 1 1 0 1

x ضرب و آن را ساده ن9زگ -1943990 x( )( )− +1 1 طرفین معادله را در   3
می کنیم:

x x x x x x x x( ) ( )( )+ + − = − + ⇒ − = − ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 1 3 1 2 2 2 3 1 0

3 است.
2

معادلۀ بالا دو جواب دارد که 1 و 1− از آن ها نیستند و مجموع آن ها برابر 

x1 جواب دیگر معادله باش�د. ابتدا معادلۀ ن9زگ -1944990 فرض کنید   3
داده شده را این طور می نویسیم:

 x a x a x a
x a x a

( ) ( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

5 2 4 1 7 6 2 0 1
2 2

x=5 جواب معادله است، پس چون 
 a a a( )− + + + = ⇒ =25 5 7 6 2 0 8

a+7 است، پس  چون مجموع جواب های معادلۀ )1( برابر 
 a x x x+ = + ⇒ = + ⇒ =1 1 17 5 15 5 10

یعنی جواب دیگر معادله 10 است که مخرج هیچ یک از کسرها را صفر نمی کند 
و قابل قبول است.

معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشت:ن9زگ -1945990  2

 
x a x x a
x x a x x a

x a x a x a x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − − ⇒ + − − − =2 2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12 4 9 4 10 3 0

−a است. پس −10 3
4

حاصل ضرب جواب های معادله برابر 

 a a a− − = ⇒− = ⇒ =−10 3 7 10 10 1
4 4

x ضرب می کنیم:ن9زگ -1946990 −2 1 دو طرف معادله را در   2
 x a x ax x a( ) ( )− − = − ⇒ − + − =2 21 2 1 3 0 1

0>∆ برقرار باشد، معادله جواب ندارد. بنابراین اگر در معادلۀ )1( شرط 

 a a a a a( ) − +∆= − − < ⇒ − + < ⇒ < <2 3 2 2 3 2 21 4 3 0 4 12 1 0
2 2

a=2 معادله جواب ندارد.  پس به ازای اعداد طبیعی a=1 و 
توجه کنید که در حالت های زیر هم معادلۀ اصلی جواب ندارد ولی این حالت ها 

در این مسئله اتفاق نمی افتند. 
x=1 ریشۀ مضاعف معادلۀ )1( باشد.  )1

x=−1 ریشۀ مضاعف معادلۀ )2( باشد.  )2
x=−1 هر دو جواب های معادلۀ )1( باشند. x=1 و   )3

. در این صورت معادلۀ مورد ن9زگ -1947990 x t
x
+ =2 1 فرض می کنیم   4

نظر به معادلۀ زیر تبدیل می شود

 t t t t t
t

,−+ = ⇒ − − = ⇒ =− =26 5 5 6 0 1 6

بنابراین

 
xt x
x

xt x
x

+=− ⇒ =− ⇒ =−

+= ⇒ = ⇒ =

2 1 11 1
3

2 1 16 6
4

از آنجای�ی که هیچ ک�دام از این دو مقدار باعث صفر ش�دن مخرج ها در معادلۀ 
اصلی نمی ش�وند، هر دو قابل قبول هس�تند. بنابرای�ن حاصل ضرب جواب های 

 . − 1
12

معادلۀ مورد نظر برابر است با 

. بنابراینن9زگ -1948990 x
x

+ =1 4 اگر این عدد x  باشد، آن گاه   1

x x x x x+ = ⇒ − + = ⇒ = ±2 21 4 4 1 0 2 3
 −2 3 2− ش�رط مورد نظ�ر را دارند که  3 2+ و  3 بنابرای�ن دو ع�دد 

کوچک ترین عددی است که این شرط را دارد.
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ف�رض کنید زم�ان رفت برابر t و س�رعت رف�ت برابر v ن9زگ -1949990  2

 v−5 t+4 و سرعت برگشت برابر 
9

باش�د. در این صورت زمان برگشت برابر 

vt=200 است. چون فاصلۀ دو شهر برابر 200 کیلومتر است، پس تساوی های 

v برقرارند. بنابراین t( )( )= − +4200 5
9

و 

v t t  
t t t

t t t t

t t t  SøIw

( )( )

( )( )

= ⇒ = − + ⇒ = + − −

− − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 2

200 200 4 800 20200 5 200 200 5
9 9 9

800 45 20 0 9 4 160 0

9 40 4 0 4
بنابراین زمان رفت 4 ساعت است.

5+ ن9زگ -1950990 1
2

نسبت طول به عرض در مستطیل طلایی برابر   1

است. اگر طول این مستطیل برابر x و عرض آن برابر y باشد، آن گاه
x x y
y

( )+ += ⇒ =5 1 5 1
2 2

3− است. بنابراین 5 از طرف دیگر نسبت محیط به مساحت مستطیل برابر 
x y

y y xy
xy

x x

( )
(( ) ) ( )

( ) ( )

( )

+ += − ⇒ + = −

+ + + ++ = − ⇒ = = ×
− − +

+ += =
−

2

2 5 13 5 2 3 5
2

5 1 5 3 5 3 3 52 1 3 5
2 3 5 3 5 3 5

3 5 7 3 5
9 5 2

معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -1951990  4

 

x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

− + −− + = ⇒ − =
− − − −

− −−− = ⇒ =
− − − −

1 1 5 31 0 1 0
3 5 3 5

2 1 42 81 0 0
3 5 3 5

 

بنابراین جواب های معادلۀ مورد نظر 1 و 4 هستند و مجموع آن ها 5 است.
معادلۀ داده شده را این طور می نویسیم:ن9زگ -1952990  1

 x x x x
x xx x x x x x

− + + += + = =
++ + +2 2 2

12 2 5 2 6 5 7 6
33 3 3

 

، x ,≠ −0 3 در نتیجه، با فرض 
 x x x x− = + ⇒ =− ⇒ =−12 7 6 6 18 3  

که قابل قبول نیست. بنابراین معادله جواب ندارد.
معادلۀ داده شده را این طور می نویسیمن9زگ -1953990  3

 x a x a x a
x a x a

     (1)( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

3 2 2 1 5 4 2 0
2 2

 

x=6 جواب معادله است، پس چون 
 a a a a( )− + + + = ⇒− + = ⇒ =36 6 5 4 2 0 2 8 0 4  

+a اس�ت، پس جواب دیگر  =5 9 چ�ون مجم�وع جواب های معادلۀ )1( برابر 
معادلۀ مورد نظر برابر 3 است.

در ن9زگ -1954990 را  ش�ده  داده  معادل�ۀ  ط�رف  دو  اول  راه ح��ل   4
x ضرب می کنیم: x x( )( )− + −2 1 1

 

ax x x x x x
a

ax x a x a ax a
a

x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + = + − +
+

− = + ⇒ + − − = +
+

= + ⇒ = +

2 2

3 3 3 3

33

1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

2 1 2 1

a+3 ریش�ۀ مخرج کسر در معادلۀ اصلی باشد، قابل قبول نیست. در  2 1 اگر 
غیر این صورت قابل قبول اس�ت و معادله یک جواب دارد. ریش�ۀ مخرج کسر 

x=1 است، پس 

 a a a+ = ⇒ + = ⇒ =3 2 1 1 2 1 1 0

x درمی آید که  x+ + =2 1 0 ، آن گاه معادله به صورت  a=0 توجه کنید که اگر 
، آن گاه س�مت راس�ت معادل�ه تعریف  a=−1 ج�واب ن�دارد. همچنی�ن اگ�ر

a معادله همواره یک جواب دارد. { , }∈ − −0 1 نمی شود. بنابراین برای 

. بنابراین گزینه های  a≠−1 در مخرج کسر است، پس a+1 راه حل دوم چون 
a=0 را امتحان کنیم.  )1( و )2( رد می شوند. برای یافتن گزینۀ صحیح کافی است 

 . a≠0 x که جواب ندارد. پس  x
x x
+ + =
− +

2

2
1 0
1

a=0 معادله می شود  به ازای 

معادله را به شکل زیر می نویسیم:ن9زگ -1955990  2

 

 k
x x x x

x x x
k k

x x x x x x

k x kx k

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

− =
− + + +

+ − − +
= ⇒ =

− + + − + +

− = ⇒ − − =2 2

5 3
1 4 1 4

5 1 3 1 2 4
1 1 4 1 1 4

1 2 2 0

k است. پس 
k

− −2 حاصل ضرب جواب های معادله برابر 

 k k k k
k

− − =− ⇒ = + ⇒ =2 24 4 2
3

، معادله به شکل زیر درمی آیدن9زگ -1956990 x t
x

( )+ =22 اگر فرض کنیم   2

 t t t t,− − = ⇒ =− =2 9 10 0 1 10

، آن گاه t=10 t=−1 غیرقابل قبول است. اگر  ، پس  t>0 چون 

 
x x x

x

x x x
x

,

,

 + = ⇒ − + = ∆=

 + =− ⇒ + + = ∆=

2

2

2 10 10 2 0 2

2 10 10 2 0 2

ه�ر کدام از معادله های ب�الا دو جواب غیرصفر دارن�د و جواب های معادلۀ اول 
قرینۀ جواب های معادلۀ دوم هستند. پس معادلۀ اصلی چهار جواب دارد.

معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -1957990  4

 x x
x x

( )− + + + =
+ +

2
2

21 4 10 10 6
4 10

، این معادله می شود x x t+ + =2 4 10 اگر فرض کنیم 

 
t

t t t
t

t t t t t t

nj Jo†

( )( ) ,

− + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

21 4 0 21 4 0

4 21 0 7 3 0 3 7

بنابراین

 

t x x x x

t x x x x

x x x x

jnHkº JH¼]

  

( ).

( )( ) ,

=− ⇒ + + =− ⇒ + + = ∆<

= ⇒ + + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ =− =−

2 2

2 2

3 4 10 3 4 13 0 0

7 4 10 7 4 3 0

1 3 0 1 3

4− است. بنابراین مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 



فصل دوم: آزمون ها
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اگ�ر طول ضلع های زاویۀ قائمۀ مثلث را a و b و طول وتر ن9زگ -1958990  2
آن را c فرض کنیم، آن گاه

 a b a
b
= ⇒ =3 4

4 3
 

بنابراین طول وتر برابر است با

 c a b a a a a= + = + = =2 2 2 2 216 25 5
9 9 3

 

بنابراین

a b c a a a aa a
+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =1 1 1 47 1 1 1 47 1 3 3 47

30 4 5 30 4 5 30
3 3

دو طرف معادله را در 60a ضرب می کنیم

 
b a

a a b
   =

+ + = ⇒ = = → =
4
3141 360 45 36 94 2

94 2
 

 . S ab= = × × =1 1 3 32
2 2 2 2

بنابراین مساحت مثلث برابر است با 

فرض می کنیم تعداد افراد کلاس، n نفر باشند، در نتیجه ن9زگ -1959990  1

 )برحسب هزارتومان( است. با افزودن پنج نفر از 
n

700 هزینۀ س�رانۀ اولیه برابر 

 می ش�ود. در نتیجه 
n
−700 7 دانش آم�وزان کلاس دیگ�ر هزینۀ س�رانه برابر با 

. بنابراین n
n

( )( )− + =700 7 5 700

n n n n n
n

n n n n n n

( )( ) ( )( )

( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2

700 7 5 700 700 7 5 700

5 500 0 25 20 0 25 20
n=20 قابل قبول است. فقط جواب 

20 کیلوگ�رم از محل�ول اولی�ه ش�کر و 80 کیلوگرم آن آب ن9زگ -1960990  1
است. اگر نیمی از آب را تبخیر کنیم، 40 کیلوگرم آب باقی می ماند. اگر x کیلوگرم 
x+60 می شود. پس x+20 و جرم محلول  شکر به آن اضافه کنیم، جرم شکر 

x x x x x x
x x

+ += ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ +

20 40 20 2 20100 5 120 2 3 20
60 100 60 5 3

ابتدا توجه کنید که ن9زگ -1961990  1
y x x x x x x( ) ( )( )= − + = − −2 3 2 1 2
بنابراین جدول تعیین علامت عبارت y به صورت زیر است.

x

y

−∞ +∞

− + − +

0 1 2

0 0 0

چون عبارت یک ریش�ه دارد و در دو طرف ریشه علامت آن ن9زگ -1962990  1
x2 باید صفر باشد: متفاوت است، پس باید عبارت از درجۀ اول باشد. یعنی ضریب 

 m m− = ⇒ =±2 4 0 2
x=4 ریشۀ عبارت  y است. چون  nx= +2 2 ، عبارت به صورت  m=2 اگر 

است، پس
 n n y x= × + ⇒ =− ⇒ =− +1 10 2 4 2 2

4 2
در ای�ن ص�ورت جدول تعیین علام�ت عبارت به صورت زیر اس�ت و این حالت 

قابل قبول نیست.

 
x

y

−∞ +∞

+ −

4

0

x=4 ریش�ۀ  y اس�ت. چون  nx=− −2 2 ، عبارت به صورت  m=−2 اگ�ر 

 . mn=1
2

، بنابراین  n=− 1
4

. در نتیجه  n=− × −0 2 4 2 عبارت است، پس 

x=2 ریشه های عبارت هستند:ن9زگ -1963990 با توجه به جدول، x=1 و   1

 
x m m n

x m m n

( ) ( )*

( ) ( )

= ⇒ + − + + =

= ⇒ + − + + =

2

2

1 2 2 0

2 4 2 2 2 0
دو طرف تساوی های بالا را از هم کم می کنیم:

 
m m

m m
m m

( ) ( )
+ = ⇒ =−+ − + = ⇒ + = ⇒ =

2 2 0 2
2 3 2 0 2 3 1

y ثابت  y که در ای�ن صورت علامت  n= m=−2 نتیجه می ش�ود  به ازای 
) مقدار n به دست می آید )* است و به ازای m=1 از معادلۀ 

n n− + = ⇒ =3 9 0 6

راه ح��ل اول ابت�دا نامعادله ه�ا را به صورت ه�ای زی�ر ن9زگ -1964990  1
بازنویسی می کنیم:

x
x x x x x x x x x x    ( )( ) , ( )

>
− > ⇒ − + > − < ⇒ − < ⇒ <

3 2 10 1 1 0 0 1 0 0

در نتیج�ه مجموع�ۀ جواب های نامعادلۀ م�ورد نظر، با فرض x>1 یا x<0 با 
) است، برابر است. , )−∞ −1 +x که بازۀ  <1 0 مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

 ( , )−∞ −1 ) برابر  , )−∞ −1 ) و  , ) ( , )−∞ +∞0 1 اش�تراک مجموعه های 

است که مجموعۀ جواب نامعادلۀ مورد نظر مسئله است.

2− در آن صدق  − در نامعادله صدق نمی کند ولی عدد  1
2

راه حل دوم عدد 

می کند پس گزینۀ )1( جواب است.

توجه کنید که می خواهیم نامعادلۀ زیر را حل کنیم:ن9زگ -1965990  4

 
x x x x

x x x x       x x x

( ) ( )

( )( ), ( )( )

− − − <

− − = − + − = − +

2 2 2

2 2

4 5 1 0

4 5 5 1 1 1 1
در نتیجه طرف چپ نامعادلۀ بالا به صورت زیر درمی آید:
 y x x x x( ) ( ) ( )= + − −3 21 5 1
با تشکیل جدول تعیین علامت، نامعادله را حل می کنیم:

 
x

y

−∞ − +∞

− + − + +

1 0 1 5

0 0 0 0

). پس  , ) ( , )−∞ −1 0 1 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله برابر اس�ت با 

. a b+ =−1 b=0 و در نتیجه   ، a=−1

. دلتای ن9زگ -1966990 x x x x( )( )+ = + − +3 21 1 1 توج�ه کنید ک�ه   3
 . x x− + >2 1 0 ). در نتیجه همواره )∆=−3 x منفی است  x− +2 1 عبارت 

 xy
x x( )( )

+= ≤
− −

1 0
2 4

بنابراین مسئله به یافتن مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 

تبدیل می شود. جدول تعیین علامت y به شکل زیر است:

 
x

y

−∞ − +∞

− + − +

1 2 4

0

) اس�ت.  , ] ( , )−∞ −1 2 4 بنابرای�ن مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 

. a b+ =3 b=4 و در نتیجه  a=−1 و  پس 

ت
ن

ت
ن
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نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -1967990  2
 x x x x( )( )− − < ⇒ + − <4 2 2 22 0 1 2 0  

x همواره مثبت است، پس +2 چون مقدار عبارت1
x x− < ⇒− < <2 2 0 2 2

) است. در نتیجه , )− 2 2 پس مجموعۀ جواب های نامعادله به صورت 
a b ab ,=− = ⇒ =−2 2 2  

کنی�م ن9زگ -1968990 ف�رض  اگ�ر  ک�ه  کنی�د  توج�ه  اول  راه ح��ل   2
P جدول تعیین علامت  باید به صورت زیر باشد x x a x a( ) ( )= + − + −2 1 2 6

 
x x x

P x( )

−∞ − +∞

+ − +
1 23
0 0

 

x=−3 منفی باشد. بنابراین P به ازای  x( ) پس باید 
 P a a a( ) ( ) ( )− = − − − + − < ⇒ >23 3 3 1 2 6 0 6  

راه حل دوم ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم:

 

x a x a x a x

x x

x a x a

x x x a x

x a a

( ) ( ) ( )( )

,

+ − + − = + − + =

+ = ⇒ =−


+ − = ⇒ = −
<− < ⇒ = − =−

= − <− ⇒ >

2

1 2 1 2

1

1 2 3 3 2 0

2 0 2

3 0 3

3 3 2

3 3 6

 

x−2 ن9زگ -1969990 ، آن گاه عب�ارت برابر  m=0 توج�ه کنید ک�ه اگر   3
x2 مثبت  ، آن گاه باید ضریب  m≠0 خواهد بود که همواره مثبت نیست. اگر 

∆ منفی باشد. پس و 
m m m m  ,> − < ⇒ > ⇒ >2 20 4 4 0 1 1 

نابراب�ری ن9زگ -1970990  x مق�دار  ه�ر  ازای  ب�ه  می خواهی�م   3
. بنابراین  mx mx− + >2 2 8 0 mx برقرار باش�د، یعنی  mx− + >−2 2 2 6

0>∆. پس m>0 و  ، باید  m≠0 اگر 
 m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 32 0 8 0

 . m< <0 8 با توجه به جدول زیر، باید 

 
m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 8
8 0 0

6− بزرگ تر  ، آن گاه عبارت به صورت y=2 است که از  m=0 از طرف دیگر، اگر
. پس m می تواند هشت مقدار صحیح داشته باشد. m≤ <0 8 است. بنابراین 

عبارت را تجزیه می کنیم:ن9زگ -1971990  1
y x x x x( )( )= − − = + −4 2 2 23 4 1 4

x را تعیین علامت کنیم: −2 4 x همواره مثبت است، پس کافی است  +2 چون 1
x
y

−∞ − +∞

+ − +

2 2
0 0

ریشۀ عبارت را به دست می آوریم:ن9زگ -1972990  1
m m

m x m x
mm m

| | | |
| |

| || |

− − −+ = ⇒ = = =2
2 2

10

ضریب x عددی مثبت است، پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است:

x
m

y
| |
−−∞ +∞

− +

1

0

x ن9زگ -1973990 x− ≥−3 23 4 x و  x− ≤3 23 0 بای�د نامعادله های   2
را حل کنیم و بین مجموعۀ جواب های آن ها اشتراک بگیریم:

 
x x x x x

x x x x x

x x x

( )

( )( )

( )( )

− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

− + ≥ ⇒ + − + ≥

+ − ≥ ⇒ ≥−

3 2 2

3 2 2

2

3 0 3 0 3
3 4 0 1 4 4 0

1 2 0 1
−x مجموعۀ جواب های نامعادله های مورد نظر اس�ت. پس  ≤ ≤1 3 بنابرای�ن 

. توجه کنید که a b+ =2 b=3 و در نتیجه  a=−1 و 

 x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− + = + − + = + − −

= + − + − − + = + − +

3 2 3 2 3 2

2 2
3 4 1 3 3 1 3 1
1 1 3 1 1 1 4 4

 

نامعادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن9زگ -1974990  2

 

x x x

x x x x x x

x x x x x x x x
y x x x x

( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

− − − − ≥

− − + − − − − + ≥

− − − − ≥ ⇒− + − + ≥

= + − + ≤

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 4 4 2 0

2 4 2 4 2 4 2 4 0

3 2 8 2 0 3 4 2 2 0
3 4 2 2 0

 
x

y

−∞ − − +∞

+ − + − +

42 0 2
3

0 0 0 0
ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت بالا، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادله به صورت 

2− را شامل می شود. ] است که اعداد صحیح 2، 1، 0 و  , ] [ , ]− − 42 0 2
3


عبارت را به شکل زیر می نویسیم:ن9زگ -1975990  3
x xx x xy x
x x xx

     

( )( )
,

( )( )

− −− + −= = = ≠
− + +−

2

2
2 35 6 3 2
2 2 24

بنابراین جدول تعیین علامت عبارت به شکل زیر است:
x
y

−∞ − +∞
+ − − +

2 2 3
0

) باش�د، منفی است.پس  , ) { }− −2 3 2 بنابراین y به ازای هر x که در مجموعۀ 

. a b
c
+ =1

2
. در نتیجه  c=2 b=3 و   ، a=−2

ax به یکی از دو ن9زگ -1976990 b− مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادلۀ 0<  3

b است. با توجه به فرض مسئله،
a

( , )−∞ b یا 
a

( , )+∞ صورت 

 ba a b
a

,> = ⇒ =0 2 2

، کافی اس�ت مجموعۀ جواب های  a>0 . چ�ون  ax b xa
x x

( )+ +=
− −

2
2 2

بنابرای�ن 

) است. , )−2 2 x را بیابیم که بازۀ 
x
+ <
−

2 0
2

نامعادلۀ 

نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -1977990  1
x x

x
x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +
+ − < ⇒ <

+ +
− +− + + < ⇒ >

+ +

2

9 5 39 5 0 0
3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادله به صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

x
y

−∞ − − +∞

− + − +

4 3 6
0 0

. a b+ =2 b=6 و در نتیجه  a=−4 و  پس 

ت
ن

ت
ن

ت
ن
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، ثانیاً باید ن9زگ -1978990 m<0 x2 منفی باشد. پس  اولًا باید ضریب   4
0>∆. پس

 m m m  m   mIÄ| |− < ⇒ > ⇒ > ⇒ > <−2 2 1 1 1 11 4 0
4 2 2 2

 

 . m<− 1
2

بنابراین نتیجه می شود 

نابراب�ری ن9زگ -1979990  x مق�دار  ه�ر  ب�ه ازای  می خواهی�م   2
. بنابراین  mx mx− + >2 2 4 0 mx برقرار باش�د، یعن�ی  mx− + >−2 2 2 2

0>∆. پس m>0 و  ، باید  m≠0 اگر 
m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 16 0 4 0

. m< <0 4 با توجه به جدول زیر، باید 
m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 4

4 0 0

 −2 y=2 اس�ت که از  m=0 آن گاه عبارت به صورت  از ط�رف دیگ�ر، اگ�ر 
. m≤ <0 4 بزرگ تر است. بنابراین 

نابرابری را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -1980990  3

 x m x mx mx m
x x x x

( )− + + + −+ + − ≤ ⇒ ≤
− + − +

22

2 2
2 3 33 0 0

1 1
x برقرار اس�ت، پس کافی اس�ت  x− + >2 1 0 چ�ون ب�ه ازای ه�ر x نابراب�ری 

x برای هر x برقرار باشد. بنابراین m x m( )− + + + − ≤22 3 3 0 نامعادلۀ 

 m m m m

m m m

( ) ( )

( )( )

∆= + + − ≤ ⇒ + − ≤

− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 23 8 3 0 14 15 0

1 15 0 15 1
15− است. پس حداقل مقدار m برابر 

دو طرف معادله را به توان چهار می رسانیم:ن9زگ -1981990  1

 
x x x x x

x x x x

( )

,

+ = − ⇒ + = + −

− = ⇒ = =

2 2

2

2 1 2 1 2 1 4 1 4

34 6 0 0
2

x=0 قابل قبول نیس�ت، زیرا در معادلۀ اصلی صدق نمی کند  واضح اس�ت که 

x=3 در معادلۀ اولیه صدق می کند. پس معادله فقط یک جواب دارد.
2

ولی 

+x و در نتیج�ه ن9زگ -1982990 ≥1 1 0
2

ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د   4

. اکنون دو طرف  x− ≤ ≤2 2 −x و در نتیجه  ≥24 0 . همچنین باید  x≥−2
معادله را به توان دو می رسانیم:

 
x x x x x

x x x x x x  

( )

( )( ) ,

− = + ⇒ − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2 2 2

2

1 14 1 4 1
2 4

65 4 12 0 2 5 6 0 2
5

− است.  4
5

هر دو جواب قابل قبول هستند. پس مجموع جواب های معادله برابر 

اگ�ر دو طرف معادلۀ م�ورد نظر را به توان دو برس�انیم، ن9زگ -1983990  2
نتیجه می شود

x x x x x x x x ,− − = + + ⇒ + + = ⇒ =− =−2 2 2 34 3 8 16 2 11 12 0 4
2

ه�ر دو ج�واب در معادلۀ اصلی ص�دق می کنند، پ�س حاصل ضرب جواب های 
معادله برابر 6 است.

دو طرف معادلۀ داده شده را به توان دو می رسانیم:ن9زگ -1984990  2
 x x x x x x x( ) ( )( )+ − = + ⇒ − − = ⇒ − + =4 2 4 2 2 22 5 1 6 0 3 2 0

. x=± 3 x بنابراین  − =2 3 0 ، پس  x + ≠2 2 0 چون 
−=x در معادله صدق نمی کند،  3 =x در معادله صدق می کند، اما  3
−=x سمت راست معادله منفی است و سمت چپ آن مثبت  3 زیرا به ازای 

است. پس معادله فقط یک جواب دارد.
معادله را به شکل زیر می نویسیم:ن9زگ -1985990  2

 x x ( )*− = −2 1 2 2
سپس دو طرف آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ + =2 1 4 4 8 2 5 8  
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم:

 
x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

− += =

2 24 20 25 64 4 44 25 0
11 4 6 11 4 6

2 2
) طرف راست باید نامنفی باشد، پس )* در معادلۀ 

 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 0 1 0 1

11− جواب معادله است. 4 6
2

11+ قابل قبول نیست و  4 6
2

بنابراین جواب 

x=8 در معادله صدق می کند:ن9زگ -1986990 ابتدا توجه کنید که   1
 a a a (1)− + + = +8 4 8 24

دو طرف معادلۀ بالا را به توان دو می رسانیم:

 
a a a a a

a a a a a a

( )( )− + + + − + = +

− − = + ⇒ − − = +2 2

8 4 8 2 8 4 8 24

2 64 24 4 4 8 64 24 4 2 4
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم:

 
a a a a

a a a a a a  ,

− − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2

2 2

64 24 4 4 16 16

8 40 48 0 5 6 0 1 6
 a قابل قبول نیس�ت چ�ون در معادلۀ )1( صدق نمی کند. پس a=−6 جواب 

فقط یک مقدار می تواند داشته باشد.

x ن9زگ -1987990 x( ) ( )− + =3 34 25 4 0 ص�ورت  ب�ه  را  معادل�ه   1
. در این صورت  x a( ) =3 2 می نویسیم و فرض می کنیم 

 
a a a a

a x x x

a x x x

( )( )

( )

( )

− + = ⇒ − − =
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±


= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

2

3 2 2

3 2 2

5 4 0 4 1 0

1 1 1 1

4 4 64 8
بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 64 است.

، معادله به صورت زیر درمی آید:ن9زگ -1988990 xt
x

=
+1

اگر فرض کنیم   3

t t t t t
t

+ = ⇒ + = ⇒ − + =2 21 2 1 2 2 1 0

t=1 است. بنابراین تنها جواب معادلۀ بالا 
x x x x x    
x

x x x x x x   x .¡.¡.ù

( )

, ( )

= ⇒ = + ⇒ − =
+

+ −− + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 1 1 1
1

3 5 3 52 1 3 1 0
2 2

3− جواب معادله نیس�ت.  5
2

با توجه به معادلۀ )1( باید x>1 و در نتیجه 

x جواب معادله است. +=3 5
2

پس فقط 
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.بنابراینن9زگ -1989990 x
x

= 4 اگر این عدد x باشد، آن گاه   3

x x x
x

= ⇒ = ⇒ = 33
2

16 16 16

زمان�ی را ک�ه محس�ن روی خش�کی مس�یر AD را ط�ی ن9زگ -1990990  4
t2  نشان می دهیم.  t1 و زمان طی کردن مسیر DB روی آب را با  می کرده با 

، آن گاه CD x= در نتیجه اگر 
AD x DB xt t
v v

,+ −= = = =
2

1 2
1 2

16 8
5 3

، بنابراین x xt t + −+ = + =
2

1 2
16 8 8

5 3 3
در نتیجه 

x x x x

x x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnïÂ¶

( )

+ = ⇒ + = →

+ = ⇒ = × ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

16 3 16 5
5 3

9 16 25 16 9 16 9 3
 . CD km=3 پس 

طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و ساده می کنیم:ن9زگ -1991990  1

x x x x x x x( )+ = + ⇒ + = + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 37 2 7 4 4 4 3
4

x=3 در معادلۀ اصلی صدق می کند، پس جواب معادله در 
4

ب�ا توجه به اینکه 

) قرار دارد. , )1 1
2

بازۀ 

، دو طرف تساوی ن9زگ -1992990 x x+ = −2 1 11 2 برای حل معادلۀ   1
را به توان دو می رسانیم:

x x x x x

x x x x  

( ) ( )

,

+ = − ⇒ + + = −

− + = ⇒ = =

2 2 2

2

2 1 11 2 4 4 1 11 2

34 7 3 0 1
4

1 است. 
4

که هر دو جواب قابل قبول هستند. پس قدرمطلق تفاضل دو جواب برابر 

طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و آن را ساده می کنیم:ن9زگ -1993990  2
x x x x x x x x x

x   x  x

( )

, ,

+ − = − − + ⇒ = ⇒ − =

= = =−

2 2 3 3 21 3 1 6 9 9 0

0 3 3
x=−3 غیرقاب�ل قبول اس�ت، زی�را در معادلۀ اولیه ص�دق نمی کند.  ج�واب 

بنابراین معادله دو جواب دارد.

طرفین معادله را به توان سه می رسانیم و آن را ساده می کنیم:ن9زگ -1994990  1

x x x x x x x − ±+ = + + + ⇒ + − = ⇒ =3 3 2 2 3 212 3 3 1 3 3 1 0
6

− است. −3 21
6

پس جواب کوچک تر معادله 

x می نویسیم و ن9زگ -1995990 x− = + −2 1 1 معادله را به ش�کل   1
دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم

 x x x x x x− = + + − + ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =2 1 1 2 1 1 2 1 4 3  
x=3 در معادلۀ اصلی صدق می کند. بنابراین معادله یک جواب دارد. 

معادله را به شکل زیر می نویسیمن9زگ -1996990  2
 x x      ( )*− = −3 2 2 2  

و دو طرف آن را به توان دو می رسانیم

 x x x x x− = + − ⇒ + =3 2 4 4 8 6 8  
مجدداً دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم

 
x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

= − = +

2 236 12 64 52 36 0

26 8 10 26 8 10
 

) طرف چپ معادله نامنفی است، پس طرف راست آن نیز نامنفی  )* در معادلۀ 
است، بنابراین

 x x x  ,− ≥ − ≥ ⇒ ≤ ≤23 2 0 2 2 0 1
3

 

=x جواب  −26 8 10 26+ قابل قب�ول نیس�ت و  8 10 بنابرای�ن ج�واب 
معادله است.

x=2 باید در ن9زگ -1997990 x=2 اس�ت، پ�س  ی�ک جواب معادله   2
معادله صدق کند

 a a a a− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =2 1 2 3 2 2 2 4 6  
x است و در نتیجه x− + − =1 6 3 بنابراین معادله به صورت 

 

x x x x x

x x x x x x x

x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

( )( ) ,

− − =− − → − + − − = −

+ = − ⇒ + + = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2

1 3 6 1 9 6 1 6

1 3 1 2 1 9 9 7 10 0

2 5 0 2 5

 

هر دو جواب در معادلۀ اصلی صدق می کنند، پس معادله دو جواب دارد.

x ن9زگ -1998990 x+ + = +2 21 6 5 1 به ص�ورت  را  معادل�ه   3
 t t+ =2 6 5 ، معادل�ه به صورت  t x= +2 1 می نویس�یم. اگ�ر فرض کنی�م 
t بنویس�یم،  t t t( )( )− + = − − =2 5 6 2 3 0 درمی آی�د که اگر آن را به صورت 

t=3 هستند. بنابراین t=2 و  جواب های آن 
x x x x

x x x x

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2

1 2 1 4 3 3

1 3 1 9 8 8
بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 24 است.

به ص�ورت ن9زگ -1999990 معادل�ه   ، t x x= + کنی�م  ف�رض  اگ�ر   1
 t t t t( )( )+ − = − + =2 2 1 2 0 t درمی آی�د که اگ�ر آن را به صورت  t+ =2 2

t=−2 جواب های آن هستند. بنابراین t=1 و  بنویسیم، 
x x  

x x x x

x x x x x

x      x  

(.¡.¡.ù)

     

(.¡.¡.ù)

( )

,

+ =−

+ = ⇒ = −

= + − ⇒ − + =

− += =

2 2

2

1 1 1

1 2 3 1 0

3 5 3 5
2 2

 x x+ x ج�واب ندارد، زی�را عبارت  x+ =−2 توج�ه کنی�د که معادلۀ 

x ج�واب معادله نیس�ت زیرا در  +=3 5
2

هم�واره نامنف�ی اس�ت. همچنین 

3+ بزرگ تر از 1 است. 5
2

، ولی  x≤ ≤0 1 معادلۀ )1( باید 

20009 طرفین معادله را به توان سه می رسانیم و ساده می کنیم:ن9زگ -90  3
x k x x x x x k+ = − + − ⇒ − + + =3 3 2 23 3 1 3 3 1 0

برای اینکه معادلۀ بالا دو جواب داشته باشد، باید

k k( )∆> ⇒ − + > ⇒ <− 10 9 12 1 0
4
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20019 −x در می آید که ن9زگ -90 =2 0 ، معادله ب�ه صورت  m=0 اگر   3
، باید مقدار دلتای معادله برابر صفر باشد، یعنی m≠0 یک جواب دارد. اگر 

 m m m∆= − = ⇒ = ⇒ =±2 2 1 14 16 0
4 2

 

بنابراین به ازای سه مقدار m ، معادله فقط یک جواب دارد.

20029 β عدد کوچک تر باشد. ن9زگ -90 α عدد بزرگ تر و  فرض کنید   3
β جواب های معادلۀ  α و  αβ=−2. بنابراین  α+β=4 و  در این ص�ورت 

.β= −2 6 =α و  +2 6 x هستند. در نتیجه  x− − =2 4 2 0
بنابراین

( )

( )( )

+α + += = = =− −
β −− − +

22 62 6 10 4 6 5 2 6
4 62 6 2 6 2 6

20039 . پسن9زگ -90 x x =−1 2 13 x و  x+ =−1 2 8 توجه کنید که   2

x x
x x x x x x

( )

( )

+ + − ++ = = =
+ + + + + − − +

1 2

1 2 1 2 1 2

41 1 8 4 4
2 2 2 4 13 16 4 25

 

20049 α+β=8 ن9زگ -90 β جواب های معادله باشند، آن گاه  α و  اگر   2
=α. از ح�ل دس�تگاه معادله ه�ای به دس�ت آم�ده نتیج�ه می ش�ود  β+2 4 و 

 . m=80
9

، پس  mαβ= β=4. از طرف دیگر 
3

α=20 و 
3

20059 ، آن گاه معادل�ۀ م�ورد نظر ن9زگ -90 x t− =2 4 اگ�ر ف�رض کنی�م   1

t ضرب کنیم، آن گاه t( )+1 . اگر دو طرف این معادله را در 
t t
+ =
+

4 5 2
1

می شود 

 
t t t t t t t t

t t t t

( ) ( )

,

+ + = + ⇒ + + = +

− − = ⇒ =− =

2

2

4 1 5 2 1 4 4 5 2 2

12 7 4 0 4
2

، آن گاه  t=− 1
2

اگر 

 x x x− =− ⇒ = ⇒ =±2 21 7 74
2 2 2

، آن گاه  t=4 اگر 
 x x x− = ⇒ = ⇒ =±2 24 4 8 8

بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 28 است.

20069 25 کیلوگرم از محلول اولیه شکر و ۷5 کیلوگرم آن آب است. ن9زگ -90  2
اگ�ر یک س�وم از آب را تبخی�ر کنیم، 50 کیلوگرم آب باقی می مان�د. اگر x کیلوگرم 
x+75 می شود. پس x+25 و وزن محلول  شکر به آن اضافه کنیم، وزن شکر 

x x x x
x

+ = = ⇒ + = + ⇒ =
+

25 50 1 50 2 75 25
75 100 2

یعنی باید 25 کیلوگرم شکر به آن اضافه کنیم.

20079 x می نویسیم ن9زگ -90 x− = + −2 1 2 2 معادله را به صورت   2
و دو طرف آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − + − ⇒ − = −4 4 4 2 4 2 3 6 4 2
دوباره دو طرف معادله را به توان دو می رسانیم:

 
x x x x x

x x x x( )( ) ,

+ − = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 29 36 36 16 32 9 52 68 0

342 9 34 0 2
9

هر دو جواب به دست آمده در معادلۀ اصلی صدق می کنند، پس معادله دو جواب دارد.

20089 طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و ساده می کنیم:ن9زگ -90  1

x x x x x x x x x− + + − = − ⇒ − = −2 22 1 2 2 1 3 1 2 2 1
x=0 جواب معادلۀ اصلی نیست، پس چون 

x x ( )− = −2 2 1 1 1
دوباره طرفین معادله را به توان دو می رسانیم:

x x x x x x   x( ) ,− = + − ⇒ − + = ⇒ = + = −2 24 2 1 1 2 10 5 0 5 2 5 5 2 5

x تا هم عبارت زیر رادیکال منفی نش�ود و   ≤ ≤1 1
2

) باید  )1 با توجه به تس�اوی 

=x قابل قبول  +5 2 5 ه�م حاصل عب�ارت رادیکالی منفی نش�ود. بنابرای�ن 
=x تنها جواب معادله است. −5 2 5 نیست و 

20099 ، پسن9زگ -90 P x( )=0  ، x=3 x=1 و  با توجه به اینکه در   2

P m m m n m n

P m m m n m m n

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − − − = ⇒ − − =

= ⇒ + − − − = ⇒ + − − =

2 2

2 2

1 0 12 2 0 2 12 0

3 0 9 3 12 2 0 3 8 2 36 0
اگر طرفین معادلۀ )1( را از معادلۀ )2( کم کنیم، نتیجه می شود

m m m m

m m m m   ( )( ) ,

+ − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 22 8 24 0 4 12 0

6 2 0 2 6

P مثبت است و جدول تعیین علامت  x( ) x2 در  ، آن گاه ضریب  m=2 اگر 
، آن گاه  m=−6 آن نمی تواند به صورت داده شده باشد. اگر 

m n n n− − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 12 0 36 2 12 0 12

20109 نامعادلۀ داده شده را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  4

x mx m x mx m x x
x x x x

x m x m

x x

( )

− − − − − + −− ≤ ⇒ ≤
− + − +

+ − + +
≥

− +

2 2 2

2 2

2

2

3 3 33 0 0
1 1

2 3 3 0
1

∆ منفی اس�ت و مقدار عب�ارت همواره مثبت  x مقدار  x− +2 1 ب�رای عبارت 
اس�ت. پس برای اینکه مقدار کس�ر بالا همواره نامنفی باشد، کافی است صورت 

x ضریب  m x m( )+ − + +22 3 3 آن همواره نامنفی باشد. یعنی برای عبارت 

∆ نامثبت باشد. پس x2 مثبت باشد )که هست( و 

m m m m m

m m m m m

( ) ( )

( )( )

∆= − − + ≤ ⇒ − + − − ≤

− − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 8 3 0 6 9 8 24 0

14 15 0 15 1 0 1 15

بنابراین حداکثر مقدار m برابر 15 است.

دستگاه زیر را حل می کنیم: ن9زگ -2011990  2

 
mx xx x x m m

x x x

= + = = ⇒ → = ⇒ = 
 = + = 

1 21 2 2 3

1 2 1

17 2
103 3 10
3 33 3 5

 

ریاضی - 87  

β جواب های معادله باشند، آن گاهن9زگ -2012990 α و  اگر   2

       ,
βα+β= α= +8 5
2

 

β=2. از  α=6 و  از حل دس�تگاه معادله های به دس�ت آمده نتیجه می ش�ود 
m mαβ= ⇒ =12 طرف دیگر، 

خارج از کشور ریاضی - 91  



)229(

x2 جواب های معادلۀ مورد نظر ن9زگ -2013990 x1 و  فرض می کنی�م   4

. از طرف دیگر، x x =1 2
1

16
mx و  x ++ =1 2

1
2

باشند. در این صورت 

 
x x x x x x

m m m

»j#·H¼U#¾M

´ÃºIwnÂ¶

+ = → + + =

+ ++ = ⇒ = ⇒ =

1 2 1 2 1 22 2 4

1 1 1 72 4 6
2 16 2 2

 

ریاضی - 96  

αβ=−2. بنابراین ن9زگ -2014990 α+β=3 و 
2

ابتدا توج�ه کنید که   3

مجموع و حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر به شکل زیر است:

 
S

P ( )( )

α+β= + + + = + = + =
α β αβ −

α+β= + + = + + = + + =−
α β αβ αβ − −

3
1 1 521 1 2 2

2 4
3

1 1 1 1 121 1 1 1
2 2 4

 

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − − =2 2 25 10 0 4 5 1 0
4 4

 

ریاضی - 92  

برای اینکه معادله دو جواب مثبت داشته باشد، بایدن9زگ -2015990  4

 
b c
a a

a a a a a a

            , ,

( ) ( ) ( )( )

∆> − > >

∆= − − − = − − = − +2 2

0 0 0

4 2 4 14 4 12 40 4 5 2
 

. از طرف دیگر، a>5 a<−2 یا  0<∆ نتیجه می شود  از شرط 

 b ca a a a
a a

      ( ) ,− = − > ⇒ > = − > ⇒ <2 2 0 2 14 0 14  

>a است. <5 اشتراک ناحیه های به دست آمده جواب مسئله است که به صورت 14
ریاضی - 96  

حاصل جم�ع و حاصل ض�رب جواب های معادل�ه برابر با ن9زگ -2016990  3

αβ=1 است. بنابراین
4

−=α+β− و  =12 3
4

 

( )α+ βα+ β+ = =
α β αβ αβ

+α+β+ αβ += = = =
αβ

21 1

13 22 3 14 4
11
24

 

خارج از کشور ریاضی - 85  

ب�رای آنک�ه، معادله دو ج�واب مختلف العلامت داش�ته ن9زگ -2017990  1

، پس c
a
<0 باشد، باید 

mc m m
a m

IÄ
−= < ⇒ <−
+

>11 0 2
2

خارج از کشور ریاضی - 95  

×/ ن9زگ -2018990 =40 11 4 4
100

در مخل�وط اول که 11 کیلوگرم اس�ت،   3

×/ کیلوگرم  =70 4 2 8
100

کیلوگ�رم رنگ و در مخلوط دوم که 4 کیلوگرم اس�ت، 
رنگ موجود است. 

فرض می کنیم که با تبخیر، x کیلوگرم از مواد غیر از رنگ تبخیر شود. در این صورت

x x
x x

/ / / / /+ = ⇒ = ⇒ × = − ⇒ =
+ − −

4 4 2 8 50 7 2 1 7 2 2 15 0 6
11 4 100 15 2

خارج از کشور ریاضی - 92  

، آن گاهن9زگ -2019990 x x A+ + =2 4 5 اگر فرض کنیم   2
A

c
a

A A A A A A A

A

A x x x x x x

¡#.¡#.    ( —)

#

.

≥

=

− = → − + = ⇒ − + =

=


 = ⇒ + + = ⇒ + + = → =

2 2 2

1
2 2

1 2

2 4 4 5 4 0

1

4 4 5 4 4 1 0 1
ریاضی - 94  

20209 f نتیجه می شود:ن9زگ -90 x( )>7
2

از   4

x x x x x− + + > ⇒ − − < ⇒ − < <2 21 72 6 4 5 0 1 5
2 2

) اس�ت. پس بیش�ترین  , )−1 5 ، همان بازۀ  a b( , ) بنابرای�ن بزرگ تری�ن بازۀ 

تجربی - 89  . ( )− − =5 1 6 b برابر است با  a− مقدار 

، آن گاه به دست می آید:ن9زگ -2021990 t x x= +2 اگر فرض کنیم   2

 

t t t t

t x x x x x x

t x x x x x x

( )( )− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

2

2 2
1 2

2 2
3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0 1

12 12 12 0 1

 

بنابراین مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر است با 
 x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

تجربی - 90  
راه ح��ل اول ابتدا مجم�وع و حاصل ض�رب جواب های ن9زگ -2022990  3

معادلۀ اول را حساب می کنیم: 

 x x     ,−+ − = ⇒α+β= αβ=−2 3 25 3 2 0
5 5

 

اکنون مجموع و حاصل ضرب جواب های معادلۀ دوم را به دست می آوریم: 

 
S

P

( )

( )

+α+β − αβα +β= + = = = =
α β α β αβ

= =
α β

22 2

2 2 2 2 2

2 2

9 4
21 1 2925 5

4 4
25

1 25
4

بنابراین معادله به صورت زیر است:

x Sx P x x x x k− + = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 229 250 0 4 29 25 0 29
4 4

1− است:  راه حل دوم یکی از جواب های معادلۀ اول برابر 
 x x+ − = ⇒α=−25 3 2 0 1

بنابراین یکی از جواب های معادلۀ دوم 1 است: 

 k kα=− ⇒ = ⇒ × − × + = ⇒ =
α

2
2

11 1 4 1 1 25 0 29  

ریاضی - 90  



فصل دوم: آزمون ها
)230(

معادل�ۀ ن9زگ -2023990 جواب ه�ای   x2 و   x1 می کنی�م  ف�رض   3

x باش�ند.  mx− − =28 8 0 β جواب ه�ای معادلۀ  α و  x و  x− − =22 2 0

در این صورت

 

x x x x

m

x x

 

 

,

,

,

+ = =−

α+β= αβ=−

α= β=

1 2 1 2

3 3
1 2

1 1
2

1
8

 

x را به توان سه می رسانیم: x+ =1 2
1
2

دو طرف تساوی 

 
x x x x x x

m m

( )

( )

+ + + =

α+β− = ⇒ = + ⇒ =

3 3
1 2 1 2 1 2

13
8

1 1 1 33 13
2 8 8 8 2

 

خارج از کشور ریاضی - 96  

x=2 در معادله صدق می کند، پس ن9زگ -2024990  2
 a a( )− − = ⇒ =2 4 2 5 2 2  

x اس�ت. با تقس�یم عبارت  x x− − − =3 22 5 2 0 بنابرای�ن معادله به صورت 
x−2 به دست می آید: سمت چپ معادله بر 

 x x x x x x( )( )− − − = − + + =3 2 22 5 2 2 2 3 1 0  

x به دس�ت می آین�د که  x+ + =22 3 1 بنابرای�ن دو ج�واب دیگ�ر از معادل�ۀ 0

خارج از کشور ریاضی - 87 − است.   3
2

مجموع آن ها برابر 

.ن9زگ -2025990 t t m− + − =2 2 1 0 ، آن گاه  t x= اگر فرض کنیم   3
ب�رای آنک�ه دو جواب برای x به دس�ت آید، بای�د این معادله دو ج�واب نامنفی 

داشته باشد: 

 

m m

c m m m m
a

b m
a

( )∆> ⇒ − − > ⇒ < 


− ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ → ≤ <


− − > ⇒− > ⇒ > ⇒ ∈


0 4 4 1 0 2

10 0 1 0 1 1 2
1

20 0 2 0
1





خارج از کشور تجربی - 88  

برای اینکه همۀ مقادیر عبارت مورد نظر مثبت باشد، بایدن9زگ -2026990  2

 
a

a a

a a a a a   IÄ  ( )

− > ⇒ <

∆= + − < ⇒− + + < ⇒ <− >2 3

1 0 1

24 4 1 0 6 0 2
 

خارج از کشور ریاضی - 96  . a<−2 از اشتراک این ناحیه ها به دست می آید 

x جواب داش�ته ن9زگ -2027990 x− = −4 3 2 3 برای اینک�ه معادلۀ   4
باشد، باید

x x      x x,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤3 24 3 0 2 3 0
4 3

ب�ا اش�تراک دو مح�دودۀ به دس�ت آمده، نتیج�ه می گیری�م که معادل�ه جوابی 
خارج از کشور تجربی - 87 نمی تواند داشته باشد. 

x=4 جواب معادله باشد:ن9زگ -2028990 ابتدا مقدار a را طوری می یابیم که   4

a a a+ = − ⇒ + = ⇒ =−4 20 16 4 2 2
، معادلۀ مورد نظر را حل می کنیم: a=−2 به ازای 

x x x x x x x

x x x ,

− = − ⇒ − + = −

− + = ⇒ =

2 2 2

2

2 5 4 4 5

12 9 4 0 4
2

x ص�دق نمی کن�د، ای�ن معادله  x x− = − 22 5 x=1 در معادل�ۀ 
2

چ�ون 

تجربی - 87 جواب دیگری ندارد. 

. بنابراینن9زگ -2029990 f x( )<2 باید   2

x x x x x x x x
x
− < ⇒ − < + ⇒ − − < ⇒− < <
+

2 2 2 2
2

3 2 2 3 2 2 8 2 8 0 2 4
4

. b a− =6 b=4 و در نتیجه  a=−2 و  پس 
خارج از کشور ریاضی - 88  

20309 است که ن9زگ -90 x ، نمودار تابع زیر محور  x به ازای مقادیری از   2
، پس f x( )<0 داشته باشیم 

f x   

f x x x x x x x x x

x x x x x x

x

f x

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

<

= − − + = − − + = − −

= − − + → − + − <

− +∞

+ − +

3 2 2 2

0

4 4 4 4 4 1

4 1 1 1 1 4 0

1 1 4

0 0 0

 ( , )1 4 f منفی اس�ت، بازۀ  x( ) a که در آن  b( , ) بزرگ تری�ن ب�ازه به صورت 

ریاضی - 88  . b a− = − =4 1 3 است، پس 



20312 . ی2گ -231 a a| |+ =− −1 1 ، پس a+ <− <1 1 0 ، آن گاه a<−2 اگر  2

، پس  a<−2 . از ط�رف دیگر، چون  a a a| | | | | || |− + = + + = +1 1 1 1 2 در نتیجه 

. a a| |+ =− −2 2 ، در نتیجه  a+ <2 0

20322 ، پسی2گ -231 x− < <1 2 راه حل اول چون   ۴

 x x x x
x x x x

      

| |
,

| |

− − + += =− = =
− − + +
2 2 1 11 1
2 2 1 1

 . − − =−1 1 2 بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 
x=0 حساب کنیم: راه حل دوم کافی است حاصل عبارت را به ازای 

 x  x xA    A
x x
| |

| |
=− += − → =− − =−

− +
02 1 1 1 2

2 1
 

20332 توجه کنید کهی2گ -231  1
 x x x− < <− ⇒− < <− ⇒ < < + <3 2 18 6 12 0 14 6 32 20  

. از طرف دیگر، x x| |+ = +6 32 6 32 در نتیجه 
 x x x− < <− ⇒ >− > ⇒ > − > >3 2 3 2 11 8 10 0  

. بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با x x| |− = −8 8 در نتیجه 

 x x x x
x x
( )+ − − += =

6 32 4 8 6 4 10
3 3 3

 

20342 توجه کنید کهی2گ -231  1

 


x x x x x

x x x x x
Âÿ¹¶

| |

( ) | |

< < ⇒ < < ⇒ < − < ⇒ − = −

− + = − = − =− +2 2

1 2 3 3 6 0 3 3 3 3 3 3 3

4 16 16 4 2 2 2 2 4

. A x x x( )= − − − + = −3 3 2 4 5 7 بنابراین 

20352 x منفی ی2گ -231
x

+ 4 راه ح��ل اول چون x منفی اس�ت، عبارت   ۴

. از طرف دیگر، x x  
x x

| |+ =− −4 4 است، پس 

 x xxx  
x x x

( )( )
| | | | | |

− +−− = =
2 2 24 4

+x و چ�ون x منف�ی اس�ت، پس  >2 0 −x و  <2 0 ، پ�س  x− < <2 چ�ون 0

، بنابراین  x x
x x

| |− = −4 4 x مثبت است، پس 
x

−4

f x x  x  
x x x

( ) −=− − + − =4 4 8

x=−1 حساب می کنیم: راه حل دوم حاصل عبارت مورد نظر را به ازای 

 x  f x  x x  f
x x

( ) | | | | ( ) | | | |= −= + + − → − = − + =14 4 1 5 3 8  

x=−1 برابر 8 می شود. فقط مقدار گزینۀ )4( به ازای 

20362 . بنابراینی2گ -231 a a| |− =− +6 6 ، پس  a− <6 0 چون   3

 a

A a a a a a a

A a a

| | | | | |

| ( )| | |

| | | | | || |
− >

= − − + − = − − − + = − − −

→ = − − − = − =9 0
6 3 6 6 3 6 6 9

6 9 3 3

فصل دوازدهم

20372 ، پس ی2گ -231 y x− >2 0 x و  y− <2 0 ، پس  x y< <0 چ�ون   2
 . x y y x x y x y( ) ( )− − − − − + =− +2 2 2 2 عبارت مورد نظر برابر است با 

20382 ، ی2گ -231 a b+ < − =1 1 0 +b و  >2 0  ، a− <1 0 توجه کنید که   ۴
 . − − − =−1 1 1 3 بنابراین عبارت مورد نظر برابر با 

20392 ، در نتیجهی2گ -231 a a| |=− ، پس  a<0 چون   1

 a  a  aa b a b b
a

| |
| |

≠ <≤ → ≤ → ≤−0 0 1  

b−2 هم منفی هستند، پس  b−2 و  6 بنابراین هر یک از عددهای 
b b b b| | | | ( ) ( ( ))− − − =− − − − − =2 6 2 2 2 6 2 2 2

20402 . ی2گ -231
aa a

a a a
| |

| |

>= =
− <

1 0

1 0
ابتدا توجه کنید که   3

اکنون به جدول زیر توجه کنید:

 

x

x

x
y

−∞ − +∞−

+ + − + +−

+ − − − +−

−

2

2

1 12 2
0 01

0 02
2 0 2 0 2

)«   دارد. )±2 0 بنابراین y سه مقدار مختلف 

20412 x می نویسیم. بنابراینی2گ -231 x− =±2 5 6 معادله را به صورت   ۴

 
x x x x x x x x

x x x x x x x x

 

 

( )( ) ,

( )( ) ,

− = ⇒ − − = + − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = − − = ⇒ = =

2 2

2 2

5 6 5 6 1 6 0 1 6

5 6 5 6 2 3 0 2 3
 

36− است.  بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 

20422 x وی2گ -231 x x| | | ( )| | |− = − = −3 18 3 6 3 6 توج�ه کنی�د که   2

. بنابراین x x x x| | | | | ( )| | |− = − = − = −24 4 4 24 4 6 4 6

 x x x x| | | | ,− = ⇒ − = ⇒ = =7 6 28 6 4 2 10

پس مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر ۱۲ است.

20432 a یا ی2گ -231 b= ، آن گاه  a   b| | | |= ابت�دا توج�ه کنید ک�ه اگ�ر   1
 x x x x− = + −2 22 2 4 . بنابراین از معادلۀ داده شده نتیجه می شود  a b=−

. بنابراین x x x x− =− − +2 22 2 4 یا 

 x x x x x x

x x x x x x

− = + − ⇒ = ⇒ =

− =− − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2
2 2 4 4 4 1
2 2 4 2 4 2

2− است. بنابراین حاصل ضرب جواب های معادله برابر 

20442 دو حالت در نظر می گیریم:ی2گ -231  3
x و معادلۀ مورد نظر می شود x| |= ، آن گاه  x≥0 حالت اول اگر 

 x x x x  ,− + = ⇒ = =2 4 3 0 1 3  
x و معادلۀ مورد نظر می شود x| |=− ، آن گاه  x<0 حالت دوم اگر 

 x x x x   (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = − = +2 4 3 0 2 7 2 7  
بنابراین معادلۀ موردنظر سه جواب دارد.

ت
ن ت

ن
ت
ن

ت
ن
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20459 راه حل اول معادله را به شکل زیر می نویسیم:ن9زگ -90  2

 

x t

x x x x x

x x t t
t t t x

x x
t x

x x

( ¡.¡.—)

| |

| | ( ) | |

| | | |

( )( ) | | .

| |

− =

− + − − − = ⇒ − − − − =

− − − − = → − − =
+ − = ⇒ =− ⇒ − =−

− = ⇒ == ⇒ − = ⇒ − =− ⇒ =−

2 2

12 2

2 1 1 2 0 1 1 2 0

1 1 2 0 2 0
1 2 0 1 1 1

1 2 3
2 1 2 1 2 1

پس مجموع جواب های معادله برابر 2 است.
راه حل دوم دو حالت در نظر می گیریم.

x و معادلۀ مورد نظر می شود x| |− = −1 1 ، آن گاه  x≥1 حالت اول اگر 

 x x x x x x x (.¡.¡.ù)   ,− − + − = ⇒ − = ⇒ = =2 22 1 1 0 3 0 0 3  
x و معادلۀ مورد نظر می شود x| |− = −1 1 ، آن گاه  x<1 حالت دوم اگر 

 x x x x x x x   (.¡.¡.ù),− + − − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 22 1 1 0 2 0 1 2  
. − =3 1 2 بنابراین مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر است با 

20469 نامعادله را به صورت زیر حل می کنیم:ن9زگ -90  4

 x   x x   xIÄ IÄ− ≥ − ≤− ⇒ ≥ ≤− 53 2 7 3 2 7 3
3

 

) یا  , ] [ , )−∞ − +∞5 3
3
 بنابرای�ن مجموعۀ جواب ه�ای نامعادل�ه به صورت 

 . ab=−5 b=3 و در نتیجه  −=a و  5
3

) است. پس  , )− − 5 3
3



20479 نابراب�ری ن9زگ -90 ب�ا   x y| | | |≤ نابراب�ری  اول  راه ح��ل   1
x معادل است، زیرا y x y( )( )− + ≤0

 x y x y x y x y x y| | | | ( )( )≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≤2 2 2 2 0 0
در نتیجه نابرابری را به شکل زیر می نویسیم:

 a a a a( )( )+ − + + + − ≤5 5 5 5 0
a≤20 درمی آی�د ک�ه مجموع�ۀ  0 )a ی�ا  )≤10 2 0 نابراب�ری ب�الا به ص�ورت 

) است. , ]−∞ 0 جواب های آن 
راه حل دوم دو طرف نامعادله را به توان دو می رسانیم تا به نامعادلۀ زیر برسیم:

 a a a a a+ + ≤ − + ⇒ ≤2 210 25 10 25 20 0
) است. , ]−∞ 0 پس مجموعۀ جواب های آن 

20489 x می نویس�یم. چ�ون ن9زگ -90
x
| |

| |

−
>

−
6 3
2

نامعادل�ه را به ص�ورت   1

|x ضرب می کنیم: |−2 ، دو طرف این نامعادله را در عبارت مثبت  x≠2
 x x| | | |− > −6 3 2

چون دو طرف نامعادله نامنفی هستند، پس می توانیم دو طرف را به توان دو برسانیم:
 x x x x x x x( ) ( )− + > − + ⇒ − < ⇒ < <2 2 212 36 9 4 4 8 3 0 0 3

x=2 قابل قبول نیس�ت،  ) هس�تند. اما  , )0 3 عددهای صحیح 1 و 2 در بازۀ 
پس تنها جواب صحیح نامعادلۀ مورد نظر 1 است.

20499 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن ن9زگ -90 x<0 اگر   3
، آن گاه x>0 x=0 جواب نامعادله نیست. اگر  صدق می کنند. همچنین 

 x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x
x

I

 (.¡.¡.—)

Ä

( )

( ) >

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >




− <− ⇒ + < ⇒ + < → + <
 <−

2 2

02 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0
1

) است که  , ) ( , )−∞ +∞0 3 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله به صورت 
شامل عددهای صحیح 0 ، 1 ، 2 و 3 نیست.

20509 x بنابرای�ن نامعادله به ن9زگ -90 x| |=2 2 راه ح��ل اول می دانیم   3
، نامعادله  t x| |= x نوشته می ش�ود. اگر فرض کنیم  x| | | |− + ≤2 5 4 0 شکل 

t درمی آید.  t− + ≤2 5 4 0 به صورت 
≥t جواب نامعادله است. یعنی  ≤1 4 با توجه به جدول زیر، محدودۀ 

x| |≤ ≤1 4

t

t t

−∞ +∞

− + + − +2

1 4

5 4 0 0

راه ح��ل دوم ع�دد صف�ر در نامعادله ص�دق نمی کند، پس گزین�ۀ )1( جواب 
نیس�ت. ع�دد 5 هم در نامعادله صدق نمی کند، پ�س گزینه های )2( و )4( هم 

جواب نیستند. پس گزینۀ )3( جواب است.

20519 x ن9زگ -90  a| |= ، آن گاه جواب های معادلۀ  a≥0 می دانی�م اگر   2
. بنابراین x a=± برابرند با 

x x  
x

x x  

| | | |
| |

| | | |

− − = ⇒ − =− − = ⇒
− − =− ⇒ − =−

4 1 3 4 4
4 1 3

4 1 3 4 2

x جواب ندارد. پس   | |− =−4 2 معادلۀ 

 
x x

x  
x x

| |
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =  

4 4 8
4 4

4 4 0
بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد.

20529 . ن9زگ -90 x x x x( )( )− + = − −2 4 3 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   3
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

 

x x x x x

x x

x x x x

| || | | | | |(| | )

| |

| | ,

− − − − = ⇒ − − − =

− = ⇒ =


− = ⇒ − =± ⇒ =− =

1 3 5 1 0 1 3 5 0

1 0 1

3 5 3 5 2 8

بنابراین مجموع جواب ها برابر است با ۷.

20539 راه حل اول ابتدا توجه کنید که چون سمت چپ معادله ن9زگ -90  2
. طرفین  x≥0 نامنفی اس�ت، پس س�مت راست آن هم نامنفی اس�ت، بنابراین 

معادله را به توان دو می رسانیم
x x x x x x x

x x x x

| | ( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − =

2 2 2 2 4 2 2

4 2 2 2

4 3 4 3 8 16 9

17 16 0 1 16 0

بنابراین 
x x  

x x

− = ⇒ =±

− = ⇒ =±

2

2

1 0 1

16 0 4
x=4 قاب�ل قبول هس�تند که  ، پ�س فق�ط جواب ه�ای x=1 و  x≥0 چ�ون 

مجموعه آن ها برابر است با 5.
، آن گاه معادله جواب ندارد، زیرا سمت راست تساوی منفی و  x<0 راه حل دوم اگر 

، آن گاه معادله را به شکل زیر حل می کنیم: x≥0 سمت چپ آن نامنفی است. اگر 

 
x x x x x x

x x x x x x

,

,

 − = − − = ⇒ =− = ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

2 2

4 3 3 4 0 1 4

4 3 3 4 0 1 4
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x≥0 معادله  x=−4 قابل قبول نیس�تند، زیرا با شرط  جواب های x=−1 و 
x=4 هس�تند که مجموع  را ح�ل کرده ای�م. پس جواب ه�ای معادله x=1 و 

آن ها برابر 5 است. 

20549 x و معادله می شودن9زگ -90 x| | ( )+ =− +3 3 ، آن گاه  x≤−3 اگر   4

 
x x x x

x x ( ¡.¡.—)

( )

, .

+ + − = ⇒ + − =

=− − =− +

2 22 3 18 0 2 12 0

1 13 1 13

x و معادله می شود  x| |+ = +3 3 ، آن گاه  x>−3 اگر 

 
x x x x

x x x x( ¡.¡.—)

( )

( )( ) . ,

− + − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2 22 3 18 0 2 24 0

6 4 0 4 6

 . −5 13 بنابراین مجموع جواب های معادلۀ مورد نظر برابر است با 

20559 ب�ا توج�ه ب�ه ف�رض س�ؤال، ه�ر ی�ک از معادله ه�ای ن9زگ -90  4
x باید دو جواب داش�ته باش�د. در نتیجه  x a− + =2 6 0 x و  x a− − =2 6 0
معادل�ۀ   ، a<0 اگ�ر  )زی�را   a>0 می دانی�م   . a− >36 4 0 و   a+ >36 4 0

. بنابراین کافی است a+ >36 4 0 x جواب ندارد(، در نتیجه  x a| |− =2 6
 a a− > ⇒ <36 4 0 9

. a< <0 9 بنابراین 

20569 |x ن9زگ -90 |− ≥3 2 ابتدا باید مجموعۀ جواب های نامعادله های   4
|x را بیابیم. توجه کنید که |+ ≤2 1 5 و 

 
x x

x
x x

x x x x

| |

| |

− ≥ ⇒ ≥− ≥ ⇒
− ≤− ⇒ ≤

+ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤

3 2 5
3 2

3 2 1

2 1 5 5 2 1 5 6 2 4 3 2
A و مجموعۀ    ( , ] [ , )= −∞ +∞1 5 پ�س مجموعۀ جواب های اول�ی برابر با 

. A B [ , ]= −3 1 B است. بنابراین  [ , ]= −3 2 جواب های دومی 

20579 راه حل اول برای حل این نامعادله دو طرف آن را به توان ن9زگ -90  2
دو می رسانیم تا به نامعادلۀ زیر برسیم:

 x x x x x x( ) ( )+ ≥ − ⇒ + + ≥ − +2 2 2 21 2 1 2 1 4 4 1
در نتیجه به نامعادلۀ زیر می رسیم: 

 x x x− ≤ ⇒ ≤ ≤23 6 0 0 2
 . b a− =2 . در نتیجه  b=2 a=0 و  بنابراین 

A را به توان دو برسانیم، نتیجه می شود:  B| | | |≥ راه حل دوم اگر دو طرف نابرابری 

 A B A B A B A B( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − + ≥2 2 2 2 0 0
و برعکس. در نتیجه نامعادلۀ مورد نظر معادل است با

 x x x x x x x( )( ) ( )( )+ − + + + − ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≤1 2 1 1 2 1 0 2 3 0 0 2
 . b a− =2 . در نتیجه  b=2 a=0 و  بنابراین 

20589 x می نویسیم. ن9زگ -90
x

| |− ≤
−

3 1
2

ابتدا نامعادله را به صورت   4
بنابراین

x
x x x

x

x x x x x x x

     

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≥2 2 2 2

3 1 3 2 2
2

53 2 6 9 4 4
2

 ، a=5 ] مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , )+∞5
2

بنابرای�ن 

 . a b+ =7 . پس  b=2

20599 . ن9زگ -90 x x| |= ، آن گاه  x≥0 راه حل اول توجه کنید که اگر   1
بنابراین

 x x x| |< ⇒ <0  
در نتیجه

 x  x  x x x x x x x| | ( )< << →− < ⇒ + > → + <0 02 2 1 0 1 0  

. بنابرای�ن  x x| |− = −1 1 x و  x| |=−  ، x x| |+ =− −1 1 ب�ه ای�ن ترتی�ب، 
. x−3 حاصل عبارت مورد نظر برابر است با 

x صدق می کند. بنابراین  x x| |< < 2 x=−2 در نابرابری های  راه حل دوم 
x=−2 به دست آوریم: کافی است حاصل عبارت مورد نظر را به ازای 
 x  A x x x A| | | | | | = −= + + − + → = + + =21 1 1 3 2 6  

x=−2 برابر 6 است. فقط مقدار گزینۀ )1( به ازای 
20609 +x و نامعادله به ن9زگ -90 >1 ، آن گاه 0 x≥0 راه ح��ل اول اگ�ر   4

، آن گاه  x− < <1 0 x درمی آید که جواب ندارد. اگر  x x x( ) ( )+ < +1 1 شکل 
یعن�ی  درمی آی�د،   x x x x( ) ( )− + < +1 1 ش�کل  ب�ه  نامعادل�ه  و   x+ >1 0
+x و نامعادله به  ≤1 0 ، آن گاه  x≤−1 x که درست نیست. اگر  x( )+ >2 1 0
x درمی آی�د که ج�واب ن�دارد. پ�س مجموعۀ  x x x( ) ( )− + <− +1 1 ش�کل 

جواب های نامعادله تهی است.
x=−1 جواب های نامعادله نیس�تند،  x=0 و  راه حل دوم معلوم اس�ت که 

پس می توانیم نامعادله را به صورت زیر بنویسیم:

 x x
x x

( )
| | | |
+ <
+
1 1
1

 

. بنابرای�ن تنه�ا حالت�ی که 
aa

a a| |

>=
− <

1 0

1 0
 ، a≠0 می دانی�م ب�رای ه�ر 

نامعادلۀ )1( می تواند جواب داشته باشد به صورت زیر است:
 x x      

x x
,

| | | |
+ =− =
+
1 1 1
1

 

x<−1 و از معادلۀ دوم نتیجه  ، یعن�ی  x+ <1 0 از معادلۀ اول نتیجه می ش�ود 
. دو مح�دودۀ به دس�ت آمده اش�تراک ندارند، پ�س مجموعۀ  x>0 می ش�ود 

جواب های نامعادلۀ مورد نظر تهی است.
20619 ، پ�س از ن9زگ -90 A≤0 ، نتیج�ه می ش�ود  A A| |=− چ�ون از   4

بنابرای�ن   . x x− − ≤2 6 0 می ش�ود  نتیج�ه   x x x x| | ( )− − =− − −2 26 6
  [ , ]−2 3 x و ب�ا توجه ب�ه جدول تعیی�ن علامت زی�ر بازۀ  x( )( )+ − ≤2 3 0
صحی�ح  ع�دد  ش�ش  ش�امل  ک�ه  اس�ت،  نامعادل�ه  جواب ه�ای   مجموع�ۀ 

3) است. 2± و   ، ±1  ، )0

 

x

x x

−∞ − +∞
+ − +− −2

2 3
0 06  

20629 توجه کنید کهن9زگ -90  3
 x x| | | || |− − = ⇒ − − =±2 25 2 1 5 2 1

حالت اول
x x x

x x
x x x

| | | |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− − =− ⇒ − = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 1 4 2
5 2 1 5 1

5 1 6 6
حالت دوم

x x x
x x

x x x
| | | |

 − =− ⇒ = ⇒ =±− − = ⇒ − = ⇒
− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 3 2 2
5 2 1 5 3

5 3 8 8
بنابراین معادله هشت جواب دارد.
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20639 معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  3

 x x x x x x| ( )| | | | || | | |− = ⇒ − =2 23 3

x≠0 دو طرف  x=0 یک ج�واب معادله اس�ت. با ش�رط  واضح اس�ت ک�ه 
|x تقسیم می کنیم: | معادله را بر 

 
x x x

x
x x x

| |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2

2 2

3 1 2 2
3 1

3 1 4 2

بنابراین معادله پنج جواب دارد.

20649 با توجه به ریش�ۀ عبارت های داخل قدرمطلق، سه حالت ن9زگ -90  4
زیر را بررسی می کنیم

x x x x x

x x x x x

x x x x x

.¡.¡.—)(( ) ( )

( )

( )

≤− ⇒− − − + = ⇒− = ⇒ =−

− < ≤ ⇒− − + + = ⇒− + = ⇒ =−

> ⇒ − + + = ⇒ = ⇒ =

52 2 1 2 5 3 5
3

2 1 2 1 2 5 4 5 1
51 2 1 2 5 3 5
3

} اس�ت، پس مجموع  , }− 51
3

بنابرای�ن مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر 

2 است.
3

جواب ها برابر 

20659 . ن9زگ -90 a≠0 چون صفر جواب معادلۀ مورد نظر نیس�ت، پس   4
. اکنون می توان نوشت a>0 همچنین، سمت چپ معادله نامنفی است، پس 

 x xa x ax a           a x ax a
x x

IÄ= ⇒ − − = =− ⇒ + + =
+ +

2 22 20 0
1 1

x همیش�ه دو ج�واب غیرصف�ر دارد  ax a− − =2 0 توج�ه کنی�د ک�ه معادلۀ 

. بنابرای�ن ب�رای اینک�ه معادل�ۀ اصلی دو ج�واب غیرصفر  a a( )∆= + >2 4 0

x جواب نداشته باشد: ax a+ + =2 0 داشته باشد، باید معادلۀ 

 a a a∆= − < ⇒ < <2 4 0 0 4  
، معادلۀ مورد نظر دو ج�واب غیرصفر دارد. توجه کنید  a< <0 4 بنابرای�ن اگر 

x نیست. ax a− − =2 0 x=−1 )ریشۀ مخرج کسر(، جواب معادلۀ  که 

20669 نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  2
 x xIÄ| | | |− > − <−4 1 4 1

 . x− < <3 3 |x نتیجه می شود  |<3 . از نامعادلۀ  x xIÄ| | | |> <5 3 پس 

. بنابرای�ن مجموعۀ  x<−5 x>5 ی�ا  |x نتیج�ه می ش�ود  |>5 از نامعادل�ۀ 

جواب های نامعادله به صورت زیر است:
 ( , ) ( , ) ( , )−∞ − − +∞5 3 3 5 

3± نیست. تعداد این اعداد 6 تاست. 4± و   ، ±5 که شامل اعداد صحیح 

20679 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  1
 x x x x x x x x|( )( )| |( )( )| | || | | || |− − < − − ⇒ − − < − −5 2 2 3 2 5 2 3

. چ�ون دو ط�رف این  x x| | | |− < −5 3 . بنابرای�ن  x≠2 معل�وم اس�ت ک�ه 

نامعادله نامنفی هستند، پس می توان آن ها را به توان دو رساند:

 x x x x x x− + < − + ⇒ > ⇒ >2 210 25 6 9 4 16 4

راه حل دوم 

 

x x   x x  

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x     xIÄ

| | | |

( )( )

− + < − +

− + < − + ⇒ > ⇒ >

− + >− + − ⇒ − + > ⇒ − + >

− − > ⇒ > <

2 2

2 2

2 2 2 2

7 10 5 6

7 10 5 6 2 4 2

7 10 5 6 2 12 16 0 6 8 0

2 4 0 4 2

مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر برابر با اش�تراک این جواب ها اس�ت، که 
x>4 است.  برابر 

20689 x می نویسیم.ن9زگ -90 x x| |− + < + −2 2 1 2 1 نامعادله را به صورت   2
بنابراین

x x x x( ) | | | | | |− < + − ⇒ − < + −2 21 2 1 1 2 1

، آن گاه t x| |= −1 اگر فرض کنیم 

t t t t( )( )− − < ⇒ + − <2 2 0 1 2 0

−t را حل کنیم  <2 0 +t و در نتیجه باید نامعادلۀ  ≥1 1 ، بنابرای�ن  t≥0 چ�ون 
|x و در نتیجه |− <1 2 t<2 جواب است. پس  که 

 x x− < − < ⇒− < <2 1 2 1 3  
پس اعداد صحیح صفر، 1 و 2 در مجموعۀ جواب های نامعادله مورد نظر قرار دارند.

20699 ابتدا نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  2

a x a a a a  x  a a| | | |− − < − < + ⇒− + − < < + +2 2 2 22 3 2 3 2 3 2

، آن گاه نامعادله جواب ندارد. پس a a+ + ≤2 3 2 0 واضح است که اگر 

 a a a a( )( )+ + = + + ≤2 3 2 1 2 0  

a

a a

−∞ − − +∞

+ + + − +2

2 1

3 2 0 0

 . a− ≤ ≤−2 1 با توجه به جدول فوق باید 

20709 و ن9زگ -90 منف�ی  نامعادل�ه  چ�پ  س�مت  آن گاه   ، x<1 اگ�ر   2
 ، x>1 جواب نامعادله است. اگر x<1 س�مت راس�ت آن نامنفی اس�ت. پس

x و در نتیجه x| |+ = +1 1 آن گاه 

 
x

x x x x
x

>
≤ + ⇒ ≤ − ⇒ ≥ → ≥

−

12 23 1 3 1 4 2
1

] است و در نتیجه , )−1 2 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله 

 a b a b,= = ⇒ + =1 2 3

20719 =x در ضابطۀ تابع به دست می آید ن9زگ -90 −2 با جای گذاری 1  4

 
f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

2 1 5 3 2 3 1 3 5 2 5 4

5 3 2 4 3 5 2 9 7

=x در ضابطۀ تابع به دست می آید  −3 با جای گذاری 1

 
f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

3 1 5 3 3 3 1 3 5 3 5 4

5 3 3 4 3 5 3 9 7

پس
f f( ) ( )− + − =2 1 3 1 14  



)235(

20729 x>1 ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می شود: ن9زگ -90 برای   3

 x xx x f x   
x x

, ( ) + −− > + > ⇒ = − =
+ −
1 11 0 1 0 2
1 1

−x به دست می آید < <1 به طریق مشابه برای 1

 x xx x f x   
x x

, ( )
( )

+ −− < + > ⇒ = − =
+ − −
1 11 0 1 0 0
1 1

 ، x<−1 همچنین برای 

 x xx x f x   
x x
( )

, ( )
( )

− + −− < + < ⇒ = − =−
+ − −

1 11 0 1 0 2
1 1

fR و برد تابع 3 عضو دارد. { , , }= −0 2 2 بنابراین 

20739 ، آن گاه ن9زگ -90 x≥0 راه حل اول اگر   3
 x x x x x x| | | | | || |= ⇒ − = − =0

، آن گاه  x<0 . اگر  f x x x x( ) | | | |= − = =2 0 2 2 بنابراین 

 x x x x x x x x| | | | | | | || |=− ⇒ − = + = =−2 2

. در نتیجه f x x x x x( ) | ( )| | |= − − = =−2 2 4 4 بنابراین 

 
x x

f x
x x

( )
≥=

− <

2 0

4 0

. فقط در تابع گزینۀ )3( این شرایط برقرار است. f( )=1 2 راه حل دوم توجه کنید که 

20749 توجه کنید که ن9زگ -90  2

 
x x x x x x  x xf x

x x xx x x
x

| |
( )

| |

 − > − >−  = = = 
+ <− − < −

2
2

2

2 0 2 02
2 02 0

 

20759 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x  x x xxf x

x xx  x
x

( )
( )

( )

− − < − + < = = 
− > − >

11 0 1 0

1 1 01 0

، آن گاه خط  k>1 بنابراین نمودار تابع به ش�کل زیر اس�ت. واضح است که اگر 
y و نمودار تابع f در دو نقطه متقاطع اند.  k=

20769 نمودار تابع f را ن9زگ -90  1
 ،( , )−1 3  ،( , )−2 3 به کم�ک نقاط 
) رسم می کنیم.  , )−2 3 ) و  , )−3 3

y این  k= واضح اس�ت که اگ�ر خط 
نم�ودار را در یک نقطه ب�ا طول مثبت 

 . k− < <3 قطع کند، باید 1

20779 ب�رای اینکه حداکثر ن9زگ -90  2

 را به دست 
x x| | | |− + −

15
1 4

مقدار عبارت 

بیاوری�م، کاف�ی اس�ت حداق�ل مق�دار تابع 
به دس�ت  را   f x x x( ) | | | |= − + −1 4

 f در ش�کل رسم شده است. با توجه به شکل، کمترین مقدار تابع f آوریم. نمودار تابع

. =15 5
3

برابر 3 است، بنابراین بیشترین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

20789 a22 واحد به س�مت راس�ت ن9زگ -90 y را   x| |= اگ�ر نم�ودار تابع   2

 a2 y به دس�ت می آید و اگ�ر این نمودار را   x a| |= − 22 منتق�ل کنیم، نمودار تابع 

f به دست می آید.  x  x a a( ) | |= − −2 2 22 واحد به پایین منتقل کنیم، نمودار تابع 
با توجه به نمودار این تابع، مساحت ناحیۀ 

مورد نظر برابر است با 

S a a a( )= =2 2 41 2
2

بنابراین
 a a= ⇒ =±4 4 2  

20799 نم�ودار دو تاب�ع را ن9زگ -90  3
چهارضلع�ی  مس�احت  می کنی�م.  رس�م 
ABCD مطلوب است. در واقع مساحت 
مورد نظ�ر از چه�ار مثل�ث قائم الزاویه به 
قاعدۀ یک واحد و ارتفاع یک واحد تشکیل 
ش�ده است. پس مساحت ABCD برابر 

. ( )×× =1 14 2
2

است با 

20809 .ن9زگ -90
x x x

f x
x x x

( )
 − + ≥=

+ − <

2

2

2 2 1

2 2 1
ابتدا توجه کنید که   3

] است. , )− +∞3 بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است و برد آن بازۀ 

20819 f را حساب می کنیم:ن9زگ -90 a( | |)+2 f و  a( | |)−2 ابتدا مقادیر   1

 
f a a a a

f a a a a

( | |) | | | | | |

( | |) | | | | | |

| | | |
| | | |

− = − − + = − + = +

+ = + − + = + = +

2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1

. f a f a a a a( | |) ( | |) | | | | | |− − + + = + − − + =−2 2 2 1 1 2 2 1 بنابراین 

20829 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
x x

f x
x x

| |
( )

| |

 >=
− <

2

2
1
1

بنابرای�ن نم�ودار تاب�ع به ص�ورت روبه رو 
ب�ا  براب�ر   f تاب�ع  ب�رد  و  اس�ت 
) است. پس a=1 و  , ) ( , )− +∞1 0 1

 . a b− =1 b=0 و در نتیجه 



فصل دوم: آزمون ها
)236(

20839 ، پسن9زگ -90 x− ≤2 0 +x و  >2 0 ، آن گاه  x≤ ≤0 2 اگر   2

 
x x x  

x x x x  

( )( )

( )

− = − + ≤

− = − ≤

2

2

4 2 2 0

2 2 0

. پس  f x x x x x( ) ( )=− + + − =− +2 24 2 2 4 بنابراین 
 x x x≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤− + ≤0 2 4 2 0 0 2 4 4

پس حداکثر مقدار تابع برابر 4 است.

20849  ن9زگ -90
x x x

f x
x x x

( )
 − ≤=

− >

2

2

2 2

2 2
ضابطۀ تابع به ش�کل   2

y به صورت زیر است. x x= −2 2 y و  x x= − 22 است. نمودار توابع 

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

20859 راه حل اول ضابطۀ تابع به صورت زیر است:ن9زگ -90  3

 
x x x

f x
x x x

( )
 + − ≤=

− − >

2

2

2 2 0

2 2 0

) و دومی  , )− −1 3 هر یک از قطعه ها بخشی از یک سهمی است )اولی به رأس 
)(. پس نمودار تابع به صورت گزینۀ )3( است. , )−1 3 به رأس 

راه حل دوم توجه کنید که
f x x x x( ) | | | | (| | )= − − = − −2 22 2 1 3  

y را رس�م کنیم، س�پس  x( )= − −21 3 بنابراین کافی اس�ت ابتدا نمودار تابع 
قس�متی از نمودار را که سمت چپ محور عرض ها قرار دارد حذف کنیم و قرینۀ 

قسمتی را که سمت راست این محور قرار دارد نسبت به این محور رسم کنیم.

 y نس�بت به محور f بنابراین نمودار تابع ، f x f x( ) ( )− = راه حل س��وم چون 
 f از قرینه کردن نمودار تابع y f x( )= − متقارن اس�ت )توجه کنید که نمودار 
نس�بت به محور y به دست می آید(. بنابراین گزینه های )2( و )4( رد می شوند. 

، پس گزینۀ )1( هم رد می شود. f( )=−0 2 از طرف دیگر، 

20869 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x xx x

f x
x x x

| || || |
( )

| |

− >−− + = =
+ − − <−

2 22 2
2 2 2

y را رسم می کنیم. x| |=− −2 y و  x| |= −2 ابتدا نمودار توابع 

پس نمودار تابع f به صورت زیر است.

20879 توج�ه کنید که ب�ا توجه به ریش�ه های عبارت های داخل ن9زگ -90  2
قدرمطلق چهار حالت زیر برای ضابطۀ تابع وجود دارد:

 

x f x x x x x

x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤− ⇒ =− + − + + =

− < ≤ ⇒ =− + − − + =− −

< ≤ ⇒ = + − − + =−

> ⇒ = − − − + =−

1 2 2 1 2

1 0 2 2 1 2 4

0 2 2 2 1 4

2 2 2 1 2
] نمودار تابع یک پاره خط افقی اس�ت که طول آن برابر  , ]0 2 بنابرای�ن روی بازۀ 

است با 2.

20889 ضابطۀ تابع را بدون قدرمطلق می نویسیم و نمودار تابع را ن9زگ -90  4
رسم می کنیم:

 
x f x x x x

x f x x x x

( ) ( )

( )

 ≥ ⇒ = − − =− +

 ≤ ⇒ = + − = −

3 2 3 3
2
3 2 3 3 3
2

مطابق شکل روبه رو، مساحت مثلثی 

3 و قاع�دۀ 2 م�د نظر 
2

ب�ه ارتف�اع 

 . 3
2

است که برابر است با 

20899 در ش�کل زیر نمودارها را رس�م کرده ایم. با توجه به اینکه ن9زگ -90  3
شکل حاصل مربع است، کافی است طول ضلع مربع را به دست آوریم: 

 A      B AB   ( , ) , ( , ) ( ) ( )⇒ = − + − =2 20 3 3 0 3 0 0 3 3 2  

 .( ) =23 2 18 بنابراین مساحت مربع برابر است با 



)237(

20909 نم�ودار دو تاب�ع را رس�م می کنی�م. مس�احت ABCD ن9زگ -90  4
مطلوب مسئله است. ابتدا طول نقطه های A و C را مشخص می کنیم:

 x x x x| | | | | |− = − ⇒ = ⇒ =±3 32 1
2 2

ABCD یک مربع اس�ت  . پس چهارضلعی  BD=3 AC=3 و  بنابرای�ن 

. S= × =21 93
2 2

که مساحت آن برابر است با 

20919 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 x x=− ⇒ =−33 20 20

، بنابراین < <35 2 20 6 همچنین 
 x x[ ]− <− <− ⇒− < <− ⇒ =−36 2 20 5 6 2 5 2 6

، پس  < < 63 3125 160 216 3= و چون  32 20 160 توجه کنید که 
< <35 2 20 6

20929 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

x x x

x x x

x x x

x x x

x

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

= ⇒ =

1 4 1 2 1

4 9 2 3 2

9 16 3 4 3

16 25 4 5 4

25 25 5

 

بنابراین 
A

IU IU IU

= + + + + + + + + + + + + + + +

= + + + + =
5 7 9

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5

3 10 21 36 5 75

  

  

20939 توجه کنید کهن9زگ -90  1
x x x x[ ]= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − <2 2 3 6 3 9 1 3 5 4

]x می تواند مقادیر 1، 2 و 3 را داشته باشد. ]−3 5 بنابراین 

20949 . بنابراینن9زگ -90 x−− ≤ <−53 2
2

، آن گاه  x[ ]− =−5 3
2

اگر   1

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−6 5 4 11 9
 . x< ≤9 11 در نتیجه 

20959 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
x x x x[ ]− = ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <43 2 1 1 3 2 2 3 3 4 1

3
بنابراین

x x x[ ]≤ < ⇒− ≤ − <− ⇒ − =−8 12 2 1 2 3 2 3 1
3 3

20969 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  2
n n n n n n n n n

n n n n

( ) ( ) ( )− + < − + < ⇒ − < − + <

− < − + <

2 2 2 2 2 2

2

4 4 1 4 2 1 2 2 1 4 2 1 2

2 1 4 2 1 2

. n n n[ ]− + = −24 2 1 2 بنابراین 1

. n n[ ] [ ]− + = =24 2 1 13 3 . در این صورت n=2راه حل دوم فرض کنید
n=2 برابر 3 می شود. فقط مقدار گزینۀ )2( به ازای 

20979 ، بنابراینن9زگ -90 x−− ≤ <−54 3
2

، آن گاه  x[ ]− =−5 4
2

اگر   2

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−8 5 6 13 11
 . b a− =2 b=13 و   ، a=11 . بنابراین  x< ≤11 13 در نتیجه 

20989 .ن9زگ -90 x x[ ] [ ]− = −1 x و1 x[ ] [ ]+ = +2 ابتدا توجه کنید که2  2
بنابراین 

 x x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − − = ⇒ + − + = ⇒ = ⇒ ≤ <2 2 1 7 2 4 1 7 2 2 3

20999 . ن9زگ -90 x k x k[ ] [ ]+ = + اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه   1
بنابراین

 x x x x x x x[ [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =3 3 3 3 3 3 3
 . a b+ =7 b=4 و   ، a=3 . بنابراین  x≤ <3 4 در نتیجه 

21009 ]x یا ن9زگ -90 ]=3 ]x معادل اس�ت با  ]≤ ≤3 4 توج�ه کنید که   3
. پس x[ ]=4

x x      x x[ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <3 3 4 4 4 5
] است.  , )3 5 پس مجموعۀ جواب های نامعادله بازۀ 

. a b+ =8 b=5 و   ، a=3 در نتیجه 

21019 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
      [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

= = = = = = = =

= = = =

3 3 3 3 3 3

3 3 3

2 3 7 1 8 9 26 2

27 28 63 3

 



بنابراین

 A
IUIU6 IU

= + + + + + + + + + + + = + + =

19 37

1 1 1 2 2 2 3 3 3 6 38 111 155
  

  

21029 3 ن9زگ -90

 
A   

  

[ ] [ ] [ ] [ ]

([ ] [ ]) ([ ] [ ]) ([ ] [ ])

= − + − + − + +

= − + + − + + + − +

10 9 8 10

10 10 9 9 1 1





. از  x x[ ] [ ]+ − =−1 x∉ آن گاه  x و اگر  x[ ] [ ]+ − =0 x∈ آن گاه  اگ�ر 
 ، 2 9 صحیح هس�تند و اعداد  4 و   ، 1  ، 0 10 اعداد  0 تا 

10 غیرصحیح هستند. بنابراین 8 و   ، 7  ، 6  ، 5  ، 3
 A

IU
IU

( ) ( ) ( )= + + + + − + − + + − =−
4 7

0 0 0 0 1 1 1 7





21039 >x نتیجه می شود ن9زگ -90 <1 2
3 3

از   4

 x x     
x x x x

[ ] , [ ]< < ⇒ = < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =3 1 2 2 21 3 2 3 1 3 3 6 1 2 1
2 3 3

. x
x

[ ] [ ]− = − =23 1 1 0
3

بنابراین 

21049 از فرض مسئله نتیجه می شودن9زگ -90  2
 x x y y      ,× ×≤ < → ≤ < ≤ < → ≤ <2 32 3 4 2 6 2 3 6 3 9

در نتیجه با جمع کردن این دو نابرابری معلوم می شود که

 x yx y ÷ +
≤ + < → ≤ <5 2 310 2 3 15 2 3

5

 . x y
[ ]

+
=

2 3 2
5

پس 



فصل دوم: آزمون ها
)238(

21059 ، پسن9زگ -90 x x x( )− = − −2 24 2 4 ابتدا توجه کنید که   1
x x x x

x x

[ ] ( )

( ) [( ) ]

= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <

− ≤ − − <− ⇒ − − =−

2

2 2

2 2 3 0 2 1 0 2 1

4 2 4 3 2 4 4

4− را داشته باشد. x فقط می تواند مقدار  x[ ]−2 4 بنابراین 
21069 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

x x x x

x  x

x x x x

[ ]

( ) ( )

( ) | |

+ =− ⇒− ≤ + <

− ≤ + − < ⇒− ≤ + <

+ < ⇒ + < ⇒− < + < ⇒− < <

2 2

2 2

2

1 1 0

1 1 3 1 11 0
2 4 4 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1 0
2 4 2 2 2 2 2

 . x[ ]=10 0 >x و در نتیجه  <100 1 بنابراین 
21079 توجه کنید که ن9زگ -90  2

 
n n n n n n

n n n n n n n n( )

< + + < + + +

< + + < + ⇒ < + + < +

3 3 2 3 2

33 3 2 3 3 2

3 1 3 3 1

3 1 1 3 1 1

 . n n n[ ]+ + =3 3 23 1 بنابراین 
21089 ، ن9زگ -90 x  x| |=− و   x[ ]=−2 آن گاه   ، x− < <−2 1 اگ�ر   3

بنابراین معادله به شکل زیر است

 x x− − = ⇒ =− 53 4 1
3

، پس معادله به شکل زیر است x  x| |=− ]x و  ، آن گاه 1−=[ x− ≤ <1 0 اگر 
 x x− − = ⇒ =−3 2 1 1

، بنابراین معادله به شکل زیر است x  x| |= ]x و  ]=0 ، آن گاه  x≤ <0 1 اگر 

 x x+ = ⇒ =13 0 1
3

) برابر است با  , )−2 1 بنابراین مجموع جواب های واقع در بازۀ 

  − − + =−5 1 71
3 3 3

21099 معادل�ۀ ن9زگ -90 بنابرای�ن   . x x[ ] [ ]− = −1 1 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
مورد نظر می شود

 x x x x[ ] [ ] ([ ] )([ ] )+ + = ⇒ + + =2 5 6 0 2 3 0
اکنون توجه کنید که

 
x x x

x x x

[ ] [ ]

[ ] [ ]

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

2 0 2 2 1

3 0 3 3 2
بنابراین مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر می شود

 [ , ) [ , ) [ , )− − − − = − −3 2 2 1 3 1

 . b a− =2 ، b=−1 و  a=−3 در نتیجه 
21109 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 x x
x

[ ] [ ]
[ ] [ ]

+ +
= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <

2 1 2 1 193 3 4 7
5 5 2

]x عددی صحیح است، پس  ] چون 
 x x       x x       x x[ ] , [ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <7 7 8 8 8 9 9 9 10

بنابراین مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر می شود
 [ , ) [ , ) [ , ) [ , )=7 8 8 9 9 10 7 10 

 . b a− =3 b=10 و   ، a=7 در نتیجه 

21119 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه ن9زگ -90  2
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 
x x x xf x

x x f x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ + ++ = − = + − +

+= + − − =− −

3 4 13 1 2
2 2 2 2
1 1 2 1

2 2
 . f x f x( ) ( )+ + =−3 1 در نتیجه 

21129 .ن9زگ -90 x− ≤ − <−2 3 ، آن گاه 1 x [ , )∈1 2 راه حل اول اگر   2

. همچنین x x| |− =− +3 3 بنابراین 

 x x[ ]− ≤ − < ⇒ − =−1 2 0 2 1

. f x x x( ) ( )=− + − + =− +1 3 2 در نتیجه 

f فقط در گزینۀ )2( برقرار است.   ( ) | |=− + − =1 1 2 1 راه حل دوم 

21139 −x و در نتیج�ه ن9زگ -90 ≥29 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د   2
. از طرف دیگر، x− ≤ ≤3 3

 x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <1 0 1 1 2 2 4
2 2 2

] در دامنۀ تابع نیس�تند و دامن�ۀ تابع به صورت  , )2 4 بنابرای�ن عدده�ای ب�ازۀ 
 . a b+ =−1 b=2 و   ، a=−3 ] است. پس  , )−3 2

21149 ]x را حل کنیم ن9زگ -90 ]− ≥3 0 ]x و  ]+ ≥2 0 باید نامعادله های   2
و اشتراک مجموعۀ جواب های آن ها را به دست آوریم:

 x x x       x x x[ ] [ ] , [ ] [ ]+ ≥ ⇒ ≥− ⇒ ≥− − ≥ ⇒ ≤ ⇒ <2 0 2 2 3 0 3 4

 . a b+ =2 b=4 و   ، a=−2 . پس  fD [ , )= −2 4 بنابراین 

21159 ،ن9زگ -90 x− ≤ <1 0 اگر   1
 x x x f x x[ ] ,| | ( )=− =− ⇒ =− +1 1

 ، x≤ <0 1 اگر 
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ =−0

  ، x≤ <1 2 اگر 
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ = −1 1

] است.  , ] { }− − −2 0 1 بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است و برد تابع به صورت 

21169 . از طرف ن9زگ -90 fD x x{ |[| | ] }= + − >1 2 0 توجه کنید ک�ه   4

|]x عددی صحیح اس�ت، پس اگر مثبت باشد، بزرگ تر یا  | ]+ −1 2 دیگر، چون 

. در نتیجه x[| | ]+ − ≥1 2 1 مساوی 1 است: 

 
x x

x x
x x

| | | |
+ ≥ ⇒ ≥+ − ≥ ⇒ + ≥ ⇒
+ ≤− ⇒ ≤−

1 3 2
1 2 1 1 3

1 3 4

 . fD ( , ] [ , )= −∞ − +∞4 2 بنابراین 



)239(

21179 نمودار این تابع ها را در ش�کل زیر رس�م کرده ایم. از روی ن9زگ -90  2
شکل معلوم است که نمودارها در دو نقطه متقاطع اند.

21189 ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می شود:ن9زگ -90  3

 
x x f x x      x x f x

x x f x x

[ ] ( ) , [ ] ( )

[ ] ( )

− ≤ < ⇒ =− ⇒ =− ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1 0 1 0 0

1 2 1
بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

21199 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
x x x f x x

x x x f x x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ = +

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< ≤ ⇒− ≤− < ⇒ − =− ⇒ = −

2 1 1 2 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1
پس نمودار تابع f به شکل زیر است:

  
. بنابراین  a a[ ]≤  ، a راه حل دوم می دانیم برای هر عدد حقیقی

 x x x x[ ] [ ]− ≤− ⇒ + − ≤0  
، پس مقادیر تابع f همواره نامثبت هستند، بنابراین گزینه های  f x x x( ) [ ]= + − چون 

، پس گزینۀ )1( نیز رد می شود. f( )=0 0 )3( و )4( رد می شوند. از طرف دیگر 

21209 ضابطۀ تابع به شکل زیر است:ن9زگ -90  2

 
x x x f x x

x x x f x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< < ⇒− <− < ⇒ − =− ⇒ =−

2

2

2 1 1 2 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1
پس نمودار تابع به شکل زیر است:

21219 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
 f f x f x f x( ( )) ( ) [ ( )]= − 3

f را پیدا می کنیم. اگر k عددی صحیح باشد، آن گاه  x[ ( )]3 اکنون حاصل 
x k x k[ ] [ ]+ = +

در نتیجه 
 f x x x x x x[ ( )] [ [ ]] [ ] [ ] [ ]= − = − =−3 3 3 3 3 3 3 2 3

( بنابراین x[ ]∈3 3  )زیرا 

 f f x f x x x x x x x( ( )) ( ) ( [ ]) [ ] [ ] [ ]= − − = − + = +2 3 3 2 3 3

. f f x x x( ( )) [ ]− = 3 در نتیجه 

21229 راه حل اول ریشه های مخرج را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

 
x x x x

x x x

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

− + − = ⇒ + − + − =

+ − =− ⇒ ∉

4 3 0 4 3 0

1 

پس عددهای غیرصحیح مخرج کس�ر را صفر می کنند و در دامنۀ تابع نیستند. 
 است.  بنابراین دامنۀ تابع 

. بنابراین عدده�ای صفر و 1 در  f f( ) ( )= =0 1 1 راه ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 
دامنۀ تابع هستند و گزینه های )1(، )3( و )4( رد می شوند.

21239 اگر x عددی صحیح باشد که در دامنۀ f نیست، آن گاهن9زگ -90  1
 x[| | ] ( )+ − − =1 2 5 0 1

|x نیز صحیح است، در نتیجه |+ −1 2 و چون x صحیح است، پس 

 x x[| | ] | |+ − = + −1 2 1 2

بنابراین معادلۀ )1( می شود
 x x x x | | | |+ − − = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ =± −1 2 5 0 1 7 1 7 7 1

2− است.  بنابراین مجموع عددهای صحیح مورد نظر برابر 

21249 x را حل ن9زگ -90
x
[ ]

[ ]

−
≥

−
4 0

1
برای تعیین دامنۀ تابع f باید نامعادلۀ   3

t درمی آید که 
t
− ≥
−

4 0
1

، نامعادله به ص�ورت  t x[ ]= کنی�م. اگر ف�رض کنی�م 

>t است.  ≤1 4 جواب آن به صورت 
بنابراین 

x x[ ]< ≤ ⇒ ≤ <1 4 2 5

. a b+ =7 b=5 و   ، a=2 fD و در نتیجه  [ , )= 2 5 بنابراین 

21259 x را ح�ل کنی�م. ف�رض ن9زگ -90 x[ ] [ ]− ≥24 0 بای�د نامعادل�ۀ   2
x و در نتیجه  t[ ]= می کنیم 

 t t t t t( )− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤24 0 4 0 0 4

fD و دامنۀ تابع  [ , )= 0 5 . پ�س  x≤ <0 5 . در نتیج�ه  x[ ]≤ ≤0 4 بنابرای�ن 

شامل 5 عدد صحیح است.

21269 x برای هر ن9زگ -90 x[ ]≤ − <0 ابت�دا توجه کنی�د که نابراب�ری 1  1
مقدار x برقرار است. 

پس
x x x x f x[ ] [ ] ( )− < − ≤ ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤1 0 2 2 2 0 2 0

. fR  ( , ]= −2 0 بنابراین 



فصل دوم: آزمون ها
)240(

21279 y را رسم می کنیم. ن9زگ -90 x[ ]= y و  x= −31 نمودار دو تابع   4
از روی شکل معلوم است که نمودارها در هیچ نقطه ای یکدیگر را قطع نمی کنند. 

21289 ]x عددی زوج باش�د، آن گاه ن9زگ -90 ] ابتدا توج�ه کنید که اگر   2

]x عددی فرد باش�د،  ] . همچنی�ن اگ�ر  f x x( )= ]x و در نتیج�ه  ]( )− =1 1

. بنابراین نمودار تابع به ش�کل  f x x( )=− ]x و در نتیجه  ]( )− =−1 1 آن گاه 
زیر است.

21299 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر است:ن9زگ -90  4

 

x x x f x

x x x f x

x x x f x

x x x f x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

0 1 0 1 0 0

1 4 1 2 1 1

4 9 2 3 2 2

9 11 3 11 3 3

پس نمودار تابع به شکل زیر است.

21309 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 

x x f x x

x x f x x

x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < <− ⇒ =− ⇒ = +

− ≤ < ⇒ =− ⇒ = +

≤ < ⇒ = ⇒ =

2

2

2

2 1 2 2

1 0 1 1

0 1 0
پس نمودار تابع f به شکل زیر است:

21319 . ن9زگ -90 x x x x( )( )+ − = − +22 5 3 2 1 3 ک�ه  کنی�د  توج�ه   2
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

 
x x x x x x

x x

|( )( )| | | | || | | |

| |(| | )

− + = + ⇒ − + = +

+ − − =

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

3 2 1 2 0

به این ترتیب

 
x x  

x x x

| |

| | ,

+ = ⇒ =−

− − = ⇒ − =± =− =

3 0 3

1 32 1 2 0 2 1 2
2 2

2− است. در نتیجه، مجموع جواب ها برابر با 

21329 معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -90  1

 x x( )− =± −2 3 1

بنابراین

 
x x x x

x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ + − =

2 2

2 2

3 1 2 0 1

3 1 4 0 2

ه�ر دو معادل�ه دو ج�واب دارن�د و دو معادله جواب یکس�ان ندارن�د. مجموع 

جواب های معادلۀ )1( برابر 1 و مجموع جواب های معادلۀ )2( برابر 1− است. 

بنابراین مجموع جواب های معادلۀ اصلی برابر صفر است.

21339 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
 x x x x x x x| | | ( ) | | || |− − + = − − = − −2 24 8 16 4 4 4 4

از طرف دیگر،

 x x x x| | ( )− < ⇒− < − < ⇒ < < ⇒ < <2 5 3 3 2 5 3 2 2 8 1 4 1

. بنابراین عبارت مورد نظر  x x| | ( )− =− −4 4 ، در نتیجه  x− <4 0 بنابرای�ن 

. از طرف دیگر، بنابر نابرابری های )1(، x x x| | | |+ − = −4 4 5 4 برابر است با 

 x x x> ⇒ > ⇒ − >1 5 5 5 4 1
 . x−5 4 بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

|x صدق می کند.  |− <2 5 3 x=2 در نامعادلۀ  راه ح��ل دوم توجه کنید ک�ه 

x=2 به دست می آوریم: بنابراین مقدار عبارت مورد نظر را به ازای 

 xA x x x A| | | |== − − + → = − − + =224 8 16 8 4 16 16 6  

x=2 برابر 6 است. فقط مقدار گزینۀ )3( به ازای 

21349 نامعادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -90  4
 x x x x x x x x x| | | ( )| | || |− < ⇒ − < ⇒ − <2 3 2 3 2 3 2

x=0 جواب این نامعادله نیس�ت و x نمی تواند منفی باش�د.  معلوم اس�ت که 
x>0 و بنابراین 

 
x x x x x x x

x x

| | (| | ) | | | |− < ⇒ − − < ⇒ − − < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

3 2 3 2 0 3 2 0 3 2

2 3 2 1 5
 ، a=1 اس�ت، یعنی ( , )1 5 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

 . b a− =4 b=5 و 
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21359 ، نتیجه می شود ن9زگ -90 x− ≤ ≤3 6 راه حل اول از   2

x− ≤ − ≤4 1 5

. بنابراین x| |≤ − ≤0 1 5 پس 

x x f x| | | | ( )| |− ≤ − − ≤− ⇒ ≤ − − ≤ ⇒ ≤ ≤8 1 8 3 3 1 8 8 3 8

پس حداقل مقدار تابع برابر 3 و حداکثر مقدار آن 8 است و مجموع آن ها 11 است.

راه حل دوم نمودار تابع را رس�م می کنیم. با توجه به شکل تابع، واضح است که 

 . f x( )≤ ≤3 8  ، x− ≤ ≤3 6 وقتی 

21369 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 

x x x x x x

f x x x x x  x x x

x x x x x x

x x

x x

x x

( ) ( )

( )

 − + ≤ ≤
 
 = − − + < ≤ = − + < ≤ 
 

− + > >  
 ≤

= − − + < ≤


>

2 2

2 2

2 2

2

2

2

0 0

0 1 2 0 1

1 1

0

1 1 0 1

1

بنابراین نمودار تابع f به شکل زیر است.

21379 .ن9زگ -90 f( ) [ ] [ ]= − −120 120120
11 17

توجه کنید که   3

از طرف دیگر، 

      [ ] , [ ]< < ⇒ = − <− <− ⇒ − =−120 120 120 12010 11 10 8 7 8
11 11 17 17

 . f( ) ( )= − − =120 10 8 18 بنابراین 

21389 توجه کنید کهن9زگ -90  2

x x x x

f x x x x x

x x

( )

( ) ( )

− − − − ≤ < − − ≤ < 
  = − − ≤ < = − + ≤ < 
 
+ = =  

1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 1

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است:

21399 آن گاه ن9زگ -90 باش�د،  صحی�ح  ع�ددی   k اگ�ر  اول  راه ح��ل   1
. بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +

 x f x x x x[ ] ( ) ([ ] [ ])∈ ⇒ = + −2


نوش�ت  می ت�وان  پ�س   .
x x

x
x x

[ ]
[ ]

[ ]

− ∈− =
− − ∉ 1





دیگ�ر،  ط�رف  از 

 و نمودار تابع f به صورت زیر است:
x

f x
x x

( )
∈=

− ∉





2

0

  
f همواره  x x x x( ) [[ ] ]= −2 ، بنابرای�ن تابع  x x[ ]≤ راه ح��ل دوم می دانیم 
نامثب�ت اس�ت. بنابرای�ن گزینه ه�ای )3( و )4( رد می ش�وند. از ط�رف دیگ�ر 

، پس گزینۀ )2( هم رد می شود. f( )=0 0

21409 :ن9زگ -90 x−1 قرار می دهیم f در ضابطۀ x به جای  1
f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

− = − − − − − = − − + − +

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3
21419 x<0 ن9زگ -90 x≥0 و  x را ب�رای  x x( )| |− < −4 2 5 معادل�ۀ   4

جداگانه حل می کنیم:

x

x x x x x x x

x x x x x x

x x x

( )

( )( )

, <

≥ ⇒ − < − ⇒ − + < ⇒ < <

< ⇒ − − < − ⇒ − − >

< − > + → < −

2

2

0

0 4 2 5 6 5 0 1 5

0 4 2 5 2 5 0

1 6 1 6 1 6

) است.  , ) ( , )−∞ −1 6 1 5 پس مجموعۀ جواب های  معادله به صورت 
ریاضی - 92  

21429 ، نامعادله جواب ندارد. ن9زگ -90 x<0 راه حل اول واضح است که اگر  4
x که غیرممکن اس�ت. بنابراین باید با ش�رط  x  | |− <2 2 زی�را در این صورت باید 0

x≥0 نامعادله را حل کنیم. اکنون توجه کنید که نامعادله به صورت زیر ساده می شود:

x x  x x x  x  x x  x

x x  x  x  

x x

| | | ( )| | || |

| | | |

− < ⇒ − < ⇒ − <

− < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

2 2 2 2

2 2 1

1 2 1 1 3
)  است. , )1 3 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله بازۀ 



فصل دوم: آزمون ها
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x=2 گزینۀ صحیح مشخص می شود.  راه حل دوم به کمک دو مقدار x=1 و 

x=2 در آن ص�دق می کن�د. تنها  x=1 در نامعادل�ه ص�دق نمی کن�د ول�ی 

گزین�ه ای ک�ه ع�دد 2 در آن قرار دارد ولی عدد 1 در آن ق�رار ندارد، گزینۀ )4( 

خارج از کشور ریاضی - 92 است. 

21439 ، آن گاه نامعادله جواب ن9زگ -90 x   | |+ − <1 1 0 راه حل اول اگ�ر   3

x که غیرممکن اس�ت. بنابراین باید   | |− <2 2 0 ندارد. زیرا در این صورت باید 

x و در نتیجه    | |+ − ≥1 1 0

x    x
x    

x    x  
| |

+ ≥ ⇒ ≥+ ≥ ⇒
+ ≤ − ⇒ ≤ −

1 1 0
1 1

1 1 2

، پ�س نامعادله ب�ه صورت زیر  x   − >2 2 0 +x و  <1 0 . آن گاه  x≤−2 اگ�ر 
خواهد بود:

x x  x x x x x    ¡.¡.ù( ) (. )− <− − − ⇒ + < ⇒ + < ⇒− < <2 22 1 1 0 1 0 1 0

 x≥0 )  ج�واب ندارد. پس باید با فرض  , ]−∞ −2 بنابرای�ن نامعادله در بازۀ 

x و نامعادله به صورت زیر درمی آید:   + >1 0 آن را حل کنیم. در این حالت 

x   x   x  x x x x| | | |− < + − ⇒ − < ⇒− < − <2 2 22 1 1 2 2

 را حل کنیم. مجموعۀ 
x x

x x

( )

( )

 − − <


+ − >

2

2

2 0 1

2 0 2
پس باید دستگاه نامعادله های 

≥x و مجموعۀ  <0 2 x≥0 ب�ه ص�ورت  جواب ه�ای نامعادل�ۀ )1( ب�ا ش�رط 

x≥0 به صورت x>1 اس�ت. اش�تراک این  جواب های نامعادلۀ )2( با ش�رط 

1/ است. 5 )  است که وسط بازه نقطه ای به طول  , )1 2 مجموعۀ جواب ها بازۀ 

g را رسم  x  x( ) | |= + −1 1 f و  x  x( ) | |= −2 2 راه حل دوم ابتدا نمودار توابع 

a اس�ت. از روی  b( , ) ، بازۀ  f x g x( ) ( )< می کنی�م. توج�ه کنید جاهایی که 

 g . بنابراین در این بازه، ضابطۀ  x>0 نمودارها معلوم می ش�ود که در این بازه 

g ساده می ش�ود. اکنون توجه کنید که نامعادلۀ  x x x( )= + − =1 1 به صورت 

مورد نظر می شود:

 
x  

x  x x x x x x

x x x

| |

( )( ) >

− < ⇒ − + < ⇒ − + <

− − < → < <

2 4 2 2 4 2

02 2

2 4 4 5 4 0

4 1 0 1 2
 

) است و وسط بازه  , )1 2 ، پس بازۀ مورد نظر به صورت  b=2 بنابراین a=1 و 

1/ است. 5 نقطه ای به طول 

خارج از کشور ریاضی - 95  

21449 با تعیین ضابطه، دو تابع مورد نظر را رسم می کنیم:ن9زگ -90  3

 
x x x x

y x       y x x
x x x

| | , | |
− ≥ ≥  = − = = + = 
+ < <  

2 0 2 0
2

2 0 0 0
 

ابتدا مختصات نقطۀ B را محاسبه می کنیم:

 
B B B B

ABCD ABC ACD

x x x x

S S S

− = ⇒ = ⇒ =

×
×= + = + = + =

22 2 3 2
3

2 2
2 2 2 83 2

2 2 3 3

 

تجربی - 95  

21459 x همواره مثبت است، پس ن9زگ -90 +2 عبارت 1  4

x   x| |+ = +2 21 1

بنابراین

x x x x x x x x x

x   x x x x x

x x

x   x x x x x

x x

#(¡.¡#.—)

 

| | | | ( ) | |

: ( ) ( ) ( )( )

: ( ) ( ) ( )( )

+ − − > + ⇒− + > − ⇒− − > −

≥ − − > − ⇒ − − − >

− > ⇒ <−

< − − >− − ⇒ − − + >

− <− ⇒ >

2 22 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 0

1 1

2 2 2 2 1 0

1 1
خارج از کشور تجربی - 95  . x< <1 2 بنابراین 

21469 ابتدا ضابطۀ تابع g را ساده می کنیم:ن9زگ -90  3

g x f x f x x x x x

x x x x g x x x

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]

= − − = − − − − +

= − − + − + ⇒ = −

2 3 2 2 3 2 3 2 2

2 3 2 3 2 2 2 2

g همواره عددی صحیح اس�ت،  x x x( ) [ ] [ ]= −2 2 ب�ا توجه ب�ه اینکه حاص�ل 

} پاس�خ صحیح هس�تند که  , }0 1 } یا گزینۀ )4( یعنی  , }−1 0 گزینۀ )3( یعنی 

با قرار دادن چند مقدار خواهیم داشت:

x y x y,= ⇒ = = ⇒ =−1 90 1
10 10

خارج از کشور ریاضی - 92  

21479 x را می یابیم:ن9زگ -90 ، مقادیر  x x[ ]+ =−2 1 ابتدا از   2

x x x
x x

x x x

x¥HoT{H

SwH Swnj ½nH¼µÀ.

 + < ⇒− < <− ≤ + < ⇒
+ + ≥ ⇒ ⇒ ∈

→− < <

2
2

2

0 1 0
1 0

1 0

1 0



تجربی - 88 ]x برابر صفر است.   ]20 >x و حاصل  <200 1 پس 



)243(

21489 n>2 ن9زگ -90 راه ح��ل اول از آنج�ا که ب�ه ازای هر ع�دد طبیعی   3
n=3 این عدد را به دست می آوریم: حاصل، عددی منحصربه فرد است به ازای 

n :[ ] [ ] [ ] [ ]= − + − − = − = − =3 36 9 1 2 9 6 28 2 3 5 2 3

، n>2 راه حل دوم به ازای 

n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

( ) ( )

[ ]

( ) ( )

[ ]

 − + < − + < ⇒ − < − + <

 − < − + < ⇒ − + = −


− + < − < − + ⇒ − < − < −

 − < − < − ⇒ − = −

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

4 4 1 4 3 1 4 2 1 4 3 1 2

2 1 4 3 1 2 4 3 1 2 1

4 4 2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2

. n n n n n n[ ] [ ] ( )− + − − = − − − = − =2 24 3 1 2 2 2 1 2 2 4 1 3 پس 
تجربی - 91  

21499 f را تشکیل می دهیم:ن9زگ -90 x f x( ( ))− ضابطۀ   1
f x x f x f x f x x( ) [ ] ( ( )) ( [ ])= ⇒ − = −

 f x x( [ ])− ] اس�ت، بنابراین  , )0 1 x همواره در فاصلۀ  x[ ]− از ط�رف دیگر 

. f x x( [ ])− =0 یعنی جزء صحیح آن برابر صفر است، یعنی 
خارج از کشور تجربی - 85  

21509 ، ن9زگ -90 x− < <1 0 x نتیج�ه می گیریم  x+ <2 0 از نامعادلۀ   1
: x− < <1 0 پس به ازای 

x   x       x   x

x   x       x   x

     [ ] , [ ]

[ ] , [ ]

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

2 2

3 3 4 4

1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 0

. x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ + + =− + − + =−2 3 4 1 0 1 0 2 بنابراین 
خارج از کشور تجربی - 88  



21519 نقاط A و B را معین می کنیمن9زگ -90  3

 
x xy x x A

x y B  

( , )

( , )

− −

−

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = − =− ⇒ = −

1 1 1

1

0 2 2 0 2 2 1 1 2 2 0

3 30 2 2 0
2 2

 

. AB ( ) ( ( ))= − + − − =2 23 52 0 0
2 2

بنابراین 

21529 با توجه به فرض های مسئله،ن9زگ -90  1

 
a a

a a

f b b

f b b

( )

( )

− + − +
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − = ⇒ = −

3 3
2 23 0 9 2 0 2 9

2
0 26 9 2 26 2 9 26

بنابراین

 
 a  aa a a

a a a

( )

( )

− + − + −
= − ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =

3 3 3
2 2 29 9 26 9 9 26 9 1 9 26

1 39 1 26 9 27
27 2

 . a b+ =2 . به این ترتیب،  b=1
2

، یعنی  ab= − =2 9 26 1 در نتیجه 

21539 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 f a a a( ) − −− = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =1 1 11 9 1 9 8
8

 

. از طرف دیگر xf x( ) ( )= +1 1
8

بنابراین 

 f b b b( ) ( )= ⇒ + = ⇒ = + =010 1 1 1 2
8

 

 . ab=1
4

در نتیجه 

21549 x=1 به صورت ن9زگ -90 چون عرض نقطۀ برخورد تابع ها با خط   4
، c و d است، با توجه به نمودار چهار تابع و مقایسۀ عرض نقطۀ برخورد  b  ، a

 . c d a b> > > x=1 معلوم می شود  تابع ها با خط 

21559 . ابت�دا نمودار ن9زگ -90 xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

توج�ه کنید ک�ه   1

xy را رسم می کنیم و سپس آن را دو واحد به پایین انتقال می دهیم: ( )= 1
3

فصل سیزدهم

فصل دوم: آزمون ها

xy را رس�م می کنیم، س�پس آن را نس�بت به  |( ) |= −1 2
3

اکن�ون نمودار تابع 

محور x قرینه می کنیم:

در نهایت، نمودار را یک واحد به بالا انتقال می دهیم:

 xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

 

21569 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می شود:ن9زگ -90  3

 

x x x x

x x x x x

x x
x

f x
| | | |

( ) | | | |
| |

| | | ( ) | | ( ) |

+ + + +

− − − − −

− − −= = = = −

= − = − = −

1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1
2 2 2 2 2

2 1 14 4 2 2 4
2 22

بنابراین نمودار تابع f به ترتیب زیر رسم می شود:

21579 می توان نوشتن9زگ -90  2
g x x x

x x

fog x f g x

f x f x fog x fog x f x

( )( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

− + −

−

= = = =

= = × ⇒ = × ⇒ =

2 2 2

2

3 3 3

1 13 3 9
9 9

21589 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
x

x

x
f x

x
( )

 + >=
− <

2 1 0

2 1 0
بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

) است.  , ) ( , )− +∞1 0 2 پس برد تابع به صورت 



)245(

21599 x=1 وx=−1 مقدار ن9زگ -90 xf برای  x( )= +
2

2 1 در تاب�ع   4
تابع برابر 3 است. پس تابع یک به یک نیست.

21609 و ن9زگ -90 k>0توجه کنید که باید  2
x x xf x

k k
( ) ( ) ( )= × × = ×1 22 2 2

بنابراین، چون تابع f اکیداً صعودی است، پس

 
  

k  k
k

>> → <02 1 2  

. k< <0 2 بنابراین 

21619 با توجه به فرض مسئله،ن9زگ -90  3

 
b b

b b b

f a a

a a a f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )− − −

=− ⇒ − =− ⇒ =

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =2 3 3

21 1 21 1 30 6
4 2 4 2 4

1 1 13 6 6 0 3 0
2 2 2

3− قطع می کند. بنابراین نمودار تابع f محور طول ها را در نقطه ای به طول 

21629 1− ن9زگ -90 چ�ون نم�ودار تابع ه�ای f و g در نقطه ای ب�ه طول   2
متقاطع اند، پس

 a b  b  b  bf g ( ) ( )( ) ( ) ( )− + − − − − − +− = − ⇒ = = =1 2 1 2 111 1 2 2 2
4

بنابراین
 a b b a b( ) ( )− + = + ⇒ + =−2 1 2 1

از طرف دیگر،

 
a b  b a b  b

a b 

f g

a b

( )( ) ( ) ( )

( )

+ − + − −

+ −

= ⇒ × = ⇒ × =

= ⇒ + =

1 2 1 2

3 2 2

11 1 4 2 4 2 2 2
4

2 2 3 4 2
بنابرای�ن   ، b=3 و   a=−5 می ش�ود  نتیج�ه   )2( و   )1( تس�اوی های  از 

. در این صورت f m( )− =1 1
128

. اکنون فرض کنید  xf x( ) − += 5 32

 mf m m m( ) − + −= ⇒ = = ⇒− + =− ⇒ =5 3 71 12 2 5 3 7 2
128 128

21639 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x

x

x
f x

x

  

( )
−

 − ≤=
− >

1 2 0

1 2 0

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

راه حل دوم توجه کنید که

f f( ) ( )= − =11 1
2
فقط گزینۀ )4( این شرط را دارد.

21649 ابتدا توجه کنید که ضابطۀ تابع به شکل زیر ساده می شود:ن9زگ -90  4

 
x x x x x

x x x x x
y

| | | |
| | | | |( ) |

| |

− − −= = = = − = −
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

22 2 2 2 2
 

بنابراین نمودار تابع به ترتیب زیر رسم می شود:

21659 . ن9زگ -90 f s( )− =1 26 . چون  m s− + =22 1 ف�رض می کنی�م   1
. اکنون می توان نوشت f( ) ( )= − =26 5 26 1 129 . در نتیجه  f s( )=26 پس 

 m ms − −= + = ⇒ = =2 2 72 1 129 2 128 2
. m=9 ، پس  m− =2 7 بنابراین 

21669 ، بنابراین  ن9زگ -90 x xg x( ) + − ++ = =2 1 12 2 2 توجه کنی�د ک�ه   4

 . x xf( )+ = +12 2 1

 x x x x

x x

f f

x

( ) ( )+ − += + ⇒ + =

+ = ⇒ = = ⇒ =

1 1 1

3

2 2 1 2 1 2

2 1 9 2 8 2 3

 

. f ( )− += =1 3 19 2 16 بنابراین 

21679 می توان نوشتن9زگ -90  2

 
x

x x xxf       g x ( )( ) , ( ) − + += = − = =2 2 5 2 138 2 2 2 2
3

 

بنابراین

 x x x x xxf g x f x( ) ( ) ( )+ +− = × = = × = × =2 1 3 1 32 2 2 2 2 2 2 8 2
3

21689 ضابطۀ تابع را به شکل زیر می نویسیمن9زگ -90  3

 x x

x x x x
f x( ) + + −= = + = −

+ + + +
2 1 2 2 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2

 

. بنابراین x >2 0 اکنون توجه کنید که برای هر x حقیقی، 

 x
x x x

+ > ⇒ < < ⇒− <− < ⇒ < − <
+ + +

1 1 1 1 1 12 2 2 0 0 1 1
2 2 22 2 2 2 2 2

 

. f x( )< <1 1
2

در نتیجه 

21699 xf ن9زگ -90 x ka( )= ش�کل  ب�ه  نمای�ی  تابع ه�ای  می دانی�م   4

 xy −= 54 xy و  += 1 23 ، یک به یک هستند. در نتیجه تابع های  a a( , )> ≠0 1

، یک به یک نیست، زیرا برای هر x حقیقی،  xf x | |( ) −= 32 یک به یک هستند. تابع 

 x xy += + × 19 2 3 . اکن�ون ثاب�ت می کنی�م تاب�ع  xf x f x | |( ) ( ) −= − = 32

. فرض  x x x( )++ × = + −1 29 2 3 3 3 9 یک به ی�ک اس�ت. دق�ت کنی�د ک�ه  

 . x x( ) ( )+ − = + −1 22 23 3 9 3 3 9 . در نتیج�ه  f x f x( ) ( )=1 2 می کنی�م 

، پس x x
 ,+ + >1 23 3 3 3 0 ، چون  x x( ) ( )+ = +1 22 23 3 3 3 بنابراین 

 x x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =1 2 1 2 1 23 3 3 3 3 3  



فصل دوم: آزمون ها
)246(

21709 توجه کنید که ن9زگ -90  1
x x xkf x k k k

k k
( ) ( ) ( )= × × =

− −
1

2 1 2 1
تابع f اکیداً نزولی است، پس باید

 

k
k

k k   k
k
k k k k k
k k k

IÄ

 IÄ 

< <
−

> ⇒ > <
−

− +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ > <
− − −

0 1
2 1

10 0
2 1 2

1 11 1 0 0 1
2 1 2 1 2 1 2

. k>1 پس 

21719 x3 معادله را حل می کنیمن9زگ -90 با فاکتورگیری از   1
 x x x x( )+ = ⇒ × = ⇒ = = ⇒ =33 3 1 108 3 4 108 3 27 3 3  

پس معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد.

21729 معادله را به شکل زیر می نویسیمن9زگ -90  2

 
x x x x

x x x x

( )− − −= ⇒ =

− =− ⇒ + − =

2 23 3

2 2

15 5 5
5

3 3 0
 

1− است. پس مجموع جواب های معادله برابر 

21739 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
a a

f a f a

a a

( ) ( )−

− −

= ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =

1

2 2

5 5

2 3 5 3 3 2 1 3
 

21749 ، معادلۀ مورد نظر می شود:ن9زگ -90 x t=2 اگر فرض کنیم   2

 t t t
t

− + = ⇒ + − =22 15 0 15 2 0

ای�ن معادل�ه یک جواب مثبت و یک ج�واب منفی دارد. از ط�رف دیگر، معلوم 
 a مثبت باشد و البته اگر a فقط وقتی جواب دارد که x a=2 است که معادلۀ 
alog2 اس�ت(. بنابراین  مثبت باش�د، این معادله فق�ط یک جواب دارد )که 

معادلۀ اصلی فقط یک جواب دارد.

21759 ش�کل ن9زگ -90 ب�ه  می ت�وان  را  نظ�ر  م�ورد  معادل�ۀ   1
، ای�ن معادله  x t=3 x نوش�ت. اگ�ر ف�رض کنی�م  x× − × + =23 3 9 3 5 0
. هر دو جواب این معادل�ه مثبت اند و مجموع آن ها  t t− + =23 9 5 0 می ش�ود 

. t tα β+ = + =1 23 3 3 . به این ترتیب =9 3
3

برابر است با 

21769 . با ن9زگ -90 y x= −5 x به دس�ت می آی�د  y+ =5 از معادل�ۀ   2

، به دست می آید x y− =2 2 4 x−5 به جای y در معادلۀ  جای گذاری 

 

x x x x x
x

x

x

x

x
x

x
x

 

  

x y

x

y

¡.¡. )

2

(. —

( ) ( )

( )( )

−

=

− = ⇒ − =

⇒

⇒ − − =

 + = ⇒ =−− + = ⇒


= − →

− = = ⇒ =

 =

55 2

3

22 2 4 2 4 2 4 2 32 0
2

2 4 0 2 4
2 8 2 4 0

5 2

8 0 2 8 3
 

. x y− =1 بنابراین 

21779 عددهایی که مخرج کسر را صفر کنند، در دامنۀ تابع قرار ن9زگ -90  2
ندارند. پس

 x x x x| | ,− − = ⇒ − =± ⇒ = =2 4 3 0 2 4 3 2 7 2 1 
هر یک از معادله های بالا فقط یک جواب دارند و این دو جواب متمایز هس�تند 

پس دامنۀ تابع شامل دو عدد نیست.

21789 ، پس نامعادلۀ مورد نظر می شود:ن9زگ -90 ( )−= 12 3
3 2

چون   4

 x x( )( ) ( )
− − +<1 3 33 3

2 2
 . x>2 ، بنابراین  x x( )− <− +1 3 3 ، پس  >3 1

2
اکنون توجه کنید که چون 

) است. , )+∞2 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر بازۀ 

21799 −x را ح�ل ن9زگ -90 >81 3 0 x و  − ≥2 8 0 بای�د نامعادله ه�ای   3
کنیم و اشتراک مجموعۀ جواب های آن ها را به دست آوریم

 x x x xx      x,− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ − > ⇒ < ⇒ <3 42 8 0 2 2 3 81 3 0 3 3 4  

. a b+ =7 b=4 و   ، a=3 . در نتیجه  fD [ , )= 3 4 بنابراین 

21809 دامنۀ تابع f برابر است با ن9زگ -90  1
x x

fD x{ | }+= − + × − >2 13 4 3 1 0

، در نتیجه باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم: x t=3 فرض می کنیم 
 t t t t( )( )− + − > ⇒− − − >23 4 1 0 1 3 1 0

. بنابراین  x< <1 3 1
3

>t است. در نتیجه  <1 1
3

جواب نامعادلۀ بالا به صورت 

x− < <1 0
21819 می توان نوشتن9زگ -90  1

x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + = + ⇒ × = ×

= ⇒ = ⇒ =

22 1 2 2 5 2 5 2 7 5 7

22 5 1 0
5

پس معادله فقط یک جواب دارد.

21829 xن9زگ -90 x x x x| | ( )− − −= =
2 212 2 2 ش�کل  ب�ه  را  معادل�ه   2

می نویسیم. بنابراین
 x x x| | ( )= −2 1

، این معادله می شود: x≥0 اگر
 x x x x x x x,= − ⇒ = ⇒ = =2 22 2 0

، معادلۀ )1( می شود: x<0 اگر 
 x x x x− = − ⇒ =2 2 0

. x=2 و x=0 ، جواب ندارد. بنابراین معادلۀ مورد نظر دو جواب دارد: x<0که چون

21839 ، یعن�ی ن9زگ -90 x − =3 1 8 ای را پی�دا می کنی�م ک�ه  x ابت�دا   3
. به این ترتیب، اگر در تس�اوی داده ش�ده به جای x قرار  x=2 ، پس  x =3 9

. از طرف دیگر،  f( )= + =38 2 1 9 دهیم، 2 به دست می آید 

 f a f a

x x x

( ) ( )− = ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ =

1

3 3

2 2

1 2 1 1
 

پس 
 f f( ) ( )− = + ⇒ =1 33 1 1 1 2 2  

. + =9 2 . بنابراین مقدار مورد نظر برابر است با 11 f ( )− =1 2 2 در نتیجه 
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21849 . بنابراین اگر فرض ن9زگ -90 − =
+

15 2
5 2

توج�ه کنید ک�ه   2

. معادله به شکل زیر درمی آید: x t( )+ =5 2 کنیم 

 
x

x

t t t t x
t

t x

( )

( )

+ = ⇒ − + = ⇒ = + = + ⇒ =

= − = + ⇒ =−

21 18 18 1 0 9 4 5 5 2 2

9 4 5 5 2 2

4− است. بنابراین حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 

21859 معادلۀ مورد نظر را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  1
 x x x x+ × = ×2 22 2 3 2 3

، این معادله می شود: x b=3 x و  a=2 اگر فرض کنیم 

 a ab b a b b ab a b a b b b a

a b a b b a b a b

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ = ⇒ − = − ⇒ − + = −

− + + = ⇒ − + =

2 2 2 2 22

0 2 0

بنابراین

 
x x x

x x

a b x

a b jnHkº JH¼]

( )

.

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + × =

20 2 3 1 0
3

2 0 2 2 3 0

 . x=0 در نتیجه، معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد: 

21869 ، در نتیجهن9زگ -90 yb=3 xa=2 و  فرض می کنیم   2

 
x

x

  
a b    a

a b aab b
a

a
a a a a

a x

.jnHkº JH¼]

( )( )

 − =− ⇒ − =− ⇒ − =−
 = ⇒ =

 =− =− − = ⇒ + − = ⇒
 = = ⇒ =−

2

1 1 7
1 1 17 18 7

1 1
18 18

1 2
918 7 1 0 9 1 2 1 0

1 2 1
2

 

21879 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 ( )−+ = = −
−

113 2 3 2
3 2

بنابراین نامعادلۀ مورد نظر می شود:

 x x( ) ( )
− − −− > −1 2 33 2 3 2

، پس < − <0 3 2 چون 1
 x x x− <− − ⇒ >1 2 3 4  

21889 نامعادله را به شکل زیر می نویسیم:ن9زگ -90  4
 x x( ) ( )− + ≥28 2 6 2 1 0

، نامعادله به شکل زیر درمی آید:  x t=2 اگر فرض کنیم 

x x

x x

t t t t t t

t x

t x

 IÄ  ( )( )

−

−

− + ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ ≥ ≤

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥−

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤−

2

1

2

1 18 6 1 0 2 1 4 1 0
2 4

1 12 2 2 1
2 2
1 12 2 2 2
4 4

) است که همان  , ] [ , )−∞ − − +∞2 1 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله 

 . a b+ =−3 ، b=−1 و در نتیجه  a=−2 ) است. پس  , )− − − 2 1

21899 x را حل کنیم تا دامنۀ تابع ن9زگ -90 x+ − ≥12 4 0 باید نامعادل�ۀ   3
به دست آید

 x x x x x x( ) ( )+ − ≥ ⇒ × − ≥ ⇒ − ≥1 22 4 0 2 2 2 0 2 2 2 0  

x نتیجه می شود >2 0 با توجه به اینکه 
 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 2 0 2 2 1  

. a=1 بنابراین

21909 دامنۀ تابع f مجموعۀ xهایی است کهن9زگ -90  3

 

x

x

x x

x x

x

x

( )

( ) ( )

−
≥

−

− = ⇒ = = ⇒ =−

− = ⇒ = = ⇒ =

2

3

1 4
2 0

27 3
1 14 0 4 2 2
2 2

27 3 0 3 27 3 3
اکنون توجه کنید که

 

x

x

x

x

x

( )

( )

−∞ − +∞

− + − −

− + + −

−
+ − +

−

2 3

1 4 0
2

27 3 0

1 4
2 0

27 3
بنابراین

fD ( , ] ( , ) ( , ]= −∞ − +∞ = − − 2 3 2 3

 . a b+ b=3 و 1=  ، a=−2 در نتیجه 

21919 به کمک ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  1
alog log( ) log log log log= × = + = + = + = +290 9 10 9 10 3 1 2 3 1 2 1

21929 b می توان نوشتن9زگ -90
aa
b

log
log

log
= با استفاده از ویژگی   1

 

log
log log log log log

log

log log log log

− × = − ×

= − = =

2
36 2 3 6 2
2

66 3 2
3

 

21939 ). بنابراین ن9زگ -90 )( )− + =3 2 3 2 توجه کنید ک�ه 1  1

. در نتیجه + =
−
13 2

3 2

 ( ) ( )log ( ) log ( )− −+ = =−
−3 2 3 2
13 2 1

3 2
 

21949 توجه کنید که ن9زگ -90  3

× × ×

+ ++ +
× × ×

= × ×

= × × = = =

1 1 14 3 4 4 2 4 2 3

1 3 11 3 4 6 9 4 19
4 8 64 4 2 4 2 3 24 24

3 27 81 3 27 81

3 3 3 3 3 3
بنابراین 

log log log= = =
194 3 243 3 3

19 193 27 81 3 3
24 24

ت
ن
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21959 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 log log log
log log

log log log
= = = × =4 2

5 5 51 15 5
4 2 2 2 2 2

 

در نتیجه باید حاصل عبارت زیر را پیدا کنیم:

 


log log log log( ) ( ) ( )
− − −−= = = = =2 2 2 2

1 1 1 1 15 5 5 512 2 2 2 2

5

1 12 2 2 5
2 5

 

21969 ، در نتیجهن9زگ -90 = = ×3 3 3216 6 2 3 توجه کنید که   2

 
x y

log log( ) log log

log log

= × = +

= + = +

3 3 3 3216 2 3 2 3

3 2 3 3 3 3

21979 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
 log log log( ) log+ = × = =5 20 5 20 100 2

. alog log= − = −20 2 5 2 بنابراین 

21989 x لگاریتم می گیریم:ن9زگ -90 y=2 3 از دو طرف تساوی   2
 x y x ylog log log log= ⇒ =2 3 2 3

بنابراین

 x x
y y

log
log

log
= ⇒ =2

3 3
2

 . x
y

log log log= = =3
2

8 22
2 29 3 3
3 3

در نتیجه 

21999 blog نتیجه می شودن9زگ -90 =2 53 از تساوی  1
 blog log=3 2 5

alog نتیجه می شود =5 32 از تساوی 
 a alog log log= ⇒ =5 2

3 53 2  
. a blog log log log× = × =3 3 5 22 5 بنابراین 1

22009 x بازنویسی می کنیم. در ن9زگ -90 x× =2 2 5 معادله را به صورت   4

. بنابراین با توجه به تعریف لگاریتم می توان نوشت x( ) =5 2
2

نتیجه 

x log
log log loglog

= = = =
− −5

2 2 22 2

1 1 12
5 5 2 5 1
2

 

22019 به کمک ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  3
 A alog( ) log( ) log log= × × = × = + = +4 420 30 50 3 10 3 10 4

22029 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 log , log
log log

= =18 18
6 3

1 16 3
18 18

 

در نتیجه عبارت مورد نظر برابر است با
log log log ( )+ = × =18 18 186 3 3 6 1

22039 .ن9زگ -90 ( ) ( )+ = + =
−

2 213 2 2 1 2
2 1

ابتدا توجه کنید که   2

بنابراین

 
( ) ( )

( )

log ( ) log ( )

log ( )

− −

−

+ =
−

= =−
−

2
2 1 2 1

2 1

13 2 2
2 1

12 2
2 1

22049 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

    

    

log log ( )

log log

log log ( )

log log

+ +

+ +

= × ×

= = =

= × ×

= = =

1 1 1
4 3 4 12 242 2

2 2 1 17
4 12 24 242 2

11 1
3 4 62 242 2

1 2 2 22
2 6 24 242 2

4 4 2 4 4 2

172 2
24

2 4 4 2 4 4

222 2
24

. =

17
1724

22 22
24

بنابراین نسبت مورد نظر برابر است با 

22059 راه حل اول توجه کنید که ن9زگ -90  2

log log log= =38 22
13 3 3
3

در نتیجه عبارت مورد نظر به صورت زیر درمی آید:
log loglog log( ) ( )

++ = = × = × = =


2 28 2
1 1 1 13 3 3 33 3 333 3 3 3

3
2 2 2 2 8 2 8 3 8 3

راه حل دوم

 
loglog log× = × = × = × =38 8 2

12 33 23 32 2 8 3 8 3 8 3 8 3  

22069 به کمک ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  4

 

a a  

log / log log log (log log )

(log log ) ( log (log log ))

( log log ) ( )

= = = = −

= − = − −

= − = − = −

3 3 3

5

64 32 1 32 16 4 32 5
10 5 3 5 3

1 10 12 5 2 10 2
3 2 3
1 1 16 2 10 6 1 2
3 3 3

22079 توجه کنید کهن9زگ -90  2

a a a

b b
b

log
log log log

log

log log
log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

5

3

22 2 5
5
5 55 3
3 بنابراین 

 a a ab
b

bb

log log log
log

log log log log log
= = = = =

+ +++
15

4 2 2 2 5 2 24
15 3 5 5 1 115

 

22089 ، پس طرفین س�ه تس�اوی داده ن9زگ -90 = × ×385 5 7 چ�ون 11  2
شده را با هم جمع می کنیم:

 
a b c

a b c

a b ca b c

log log log log log log

(log log log )

log( ) log

+ + + + + = + +

+ + = + +

+ +× × = + + ⇒ =

11 5 5 7 7 11

2 11 5 7

2 11 5 7 385
2

22099 b می توان نوشتن9زگ -90
a

a
b

log
log

= 1 با توجه به خاصیت   1

 
log log log

log

log log

log log log

+ = +
− − − −

−
= + = =
− − −

2 3 2
2

2 2

2 2 2

1 1 1 1
1 3 1 2 1 3 11

3
3 1 31 1

1 3 3 1 1 3
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22109 x می نویس�یم. ن9زگ -90 x( ) − − =23 3 2 0 معادل�ه را به صورت   1

x همواره مثبت اس�ت،  +3 1 ، چون عبارت  x x( )( )+ − =3 1 3 2 0 در نتیج�ه 
نتیجه می شود

 x x x log− = ⇒ = ⇒ = 33 2 0 3 2 2  

22119 راه حل اول با توجه به اینکه ن9زگ -90  1

c c ca b ablog log log ( )+ =

داریم

 A log ( ) log log log −= × × × × = = =

=−



2
5 5 5 5

5 6 7 124 5 1 5
6 7 8 125 125 25

2
 

c می توان نوشت c c
a a b
b

log log log= − راه حل دوم با توجه به تساوی 

 
A log log log log log log

log log log log

= − + − + −

+ + − = − = − =−

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

5 6 6 7 7 8

124 125 5 125 1 3 2

22129 ، پسن9زگ -90 b
a

a
b

log
log

=1 چون   1

 
log log log log ( ) log

log

log

= = = =
+ + ×+

=

3 3 3 3 3
2

6

1 1 1 1 1
1 1 2 3 2 3 2 61

3
3

22139 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 log( ) log( ) log( ) log( )+ = + = + + = +22 3 5 3 5 9 5 6 5 14 6 5

بنابراین

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log log

+ − + = + − +

+= = =
+

28 12 5 2 3 5 28 12 5 14 6 5

28 12 5 2
14 6 5

22149 b می توان نوشتن9زگ -90
aa
b

log
log

log
= به کمک تساوی   2

 log log log log log
log log log

log log log log log
× × = × × = = =2 3 5

3 5 8 8 3 23 5 8 3
2 3 5 2 2

22159 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
  

  

a

b

log log log log log log

log log log log log

+ +

+ +

= = = = × = ×

= = = = ×

20 10 2 1 2 2 5

50 10 5 1 5 5
5 5 5 5 5 5 2
2 2 2 2 2

.
loga

b log
×= =
×

5

5
5 2 5

22 2
بنابراین 

22169 . از طرف دیگرن9زگ -90
log

log
log

= 3

3

15
15

10
توجه کنید که   2

 
b

abb
a a

log log ( ) log log

log log ( ) log log

log
log

= × = + = +

= × = +

+= + = + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3
2

15 3 5 3 5 1

10 2 5 2 5

1 1 15
3

 

. a bb
ab ab
a

( )
log

++= =
+ +

1115
1 1

بنابراین 

22179 ، پسن9زگ -90 x aa
b b

x
log log= 1 چون   2

 
a a a

a a a

log log ( ) log ( )

(log log ) log log

= ⇒ × = ⇒ × =

+ = ⇒ + = ⇒ = −

38 22

2 2 2 2

110 2 5 2 5
3

1 2 5 1 5 3 5 3 1
3

بنابراین 

 
a a
a a

log log ( ) log log
log

log log ( ) log log

log ( )

log

× +
= = =

× +

+ + − −= = =
+ + − +

2 2
2 2 2 2

40 3 32 2 2 2

2

2

50 2 5 2 5
50

40 2 5 2 5
1 2 5 1 2 3 1 6 1
3 5 3 3 1 3 2

22189 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 a ab
x xx x
a ab

      

log log
log , log

log log( )
= =

بنابراین

 

a

ab

a

x
x aba
x x a

ab
a b b b

a a

log
log log( )log
log log log

log( )

log log log
log

log log

= ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + = ⇒ =

3 3 3

3 1 3 2

 . a bb alog log+ = + =1 52
2 2

. در نتیجه  b
a

a
b

log
log

= =1 1
2

بنابراین 

22199 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  4
 x x( ) − × + =22 8 2 15 0

، پس x x( )( )− − =2 5 2 3 0 بنابراین

 
x x

x x

x

x

log

log

 − = ⇒ = ⇒ =


− = ⇒ = ⇒ =

2

2

2 3 0 2 3 3

2 5 0 2 5 5
 

 ، log log>2 25 3 f تابعی اکیداً صعودی اس�ت، پس  x x( ) log= 2 چون 

log2 است. 5 در نتیجه بزرگ ترین جواب معادلۀ  مورد نظر 

22209 x در پایۀ 3 ن9زگ -90 y=2 3 راه ح��ل اول از دو ط�رف معادل�ۀ   1
لگاریتم می گیریم:

 x y x y y xlog log log log log= ⇒ = ⇒ =3 3 3 3 32 3 2 3 2

، در نتیجه  x log3 2 x به جای y قرار می دهیم  y+ در معادلۀ 1=

x x x

x x

x x

log ( log )

(log log ) log

log
log

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

3 3

3 3 3

6
3

2 1 1 2 1

3 2 1 6 1

1 3
6

راه حل دوم 

 x  x x x
x

x y y x

x log−

+ = ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =1
6

1 1

32 3 2 6 3 3
3
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22219 ، بنابراینن9زگ -90 f t( )=8 ، آن گاه  f t( )− =1 8 اگر   4

 t t t tlog( ) log( )+ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =133 5 2 3 8 2 3 1 2 3 10
2

 

22229 ) ن9زگ -90 , )3 4 ) و  , )2 3 چ�ون نم�ودار تاب�ع f از نقطه ه�ای   2

می گذرد، پس

 
f a b

f a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + + =

= ⇒ + + =

1
2

1
2

2 3 2 1 3 1

3 4 3 1 4 2

اگر تساوی )2( را از تساوی )1( کم کنیم، به دست می آید:

 

b b

b b b
b b

log ( ) log ( )

log

+ − + =−

+ +=− ⇒ = ⇒ =−
+ +

1 1
2 2

1
2

2 1 3 1 1

2 1 2 1 11 2
3 1 3 1 4

در نتیجه از تساوی )1( به دست می آید:

 a log ( ) log= − − + = − = − =1 1
2 2

1 13 1 3 3 1 2
2 2

22239 ) ن9زگ -90 , )− +∞3 ب�ا توجه ب�ه ش�کل دامن�ۀ تابع به ص�ورت   4

b باشد. بنابراین
a

( , )− +∞ است. پس دامنۀ تابع باید به شکل 

 b b a
a

− =− ⇒ =3 3

) می گذرد. بنابراین , )−0 2 همچنین، نمودار تابع از نقطۀ 

 f b b( ) log ( )−= =− ⇒ = =2
1
3

10 2 9
3

 . ab=27 . بنابراین  a=3 در نتیجه 

22249 y را دو واحد به چپ انتقال ن9زگ -90 log x= ابتدا نمودار تاب�ع   2

y به دس�ت آید. س�پس نمودار به دست  xlog( )= +2 می دهیم تا نمودار تابع 
 y xlog( )=− +2 آمده را نسبت به محور طول ها قرینه می کنیم تا نمودار تابع 

به دست آید.

22259 y را رس�م می کنیم و قسمت هایی ن9زگ -90 xlog= ابتدا نمودار   1
از نمودار را که پایین محور طول ها قرار دارد نسبت به این محور قرینه می کنیم و 
 y  x|log |= قس�مت های پایی�ن مح�ور طول ها را ح�ذف می کنیم. ت�ا نمودار 
به دس�ت آید. س�پس نمودار اخیر را نس�بت به محور طول ها قرین�ه می کنیم تا 

y رسم شود. x|log |=− نمودار تابع 

22269 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 f x x x
x

( ) log log log log= = − = −2 2 2 2
2 2 1  

بنابراین نمودار تابع به ترتیب زیر رسم می شود:

22279 شرایط زیر باید برقرار باشند:ن9زگ -90  2
 x x x x x x, ,− > ⇒ < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠10 0 10 2 0 2 2 1 3  

) است که شامل شش عدد صحیح 4 ، 5 ، 6 ، ۷ ،  , ) { }−2 10 3 پس دامنۀ تابع 
8 و ۹ است.

22289 x2 ن9زگ -90 ، چ�ون ضری�ب  x mx− + >2 2 4 0 بای�د هم�واره   3
. ∆<0 مثبت است، باید 

 
b ac m

m m m m

( ) ( )

( ) | |

∆= − < ⇒ − − × × <

− < ⇒ − < ⇒ < ⇒− < <

2 2

2 2

4 0 2 4 1 4 0

4 16 0 4 4 0 2 2 2
 

22299 xf ن9زگ -90 x( ) −= +12 1 ب�ا تغیی�رات دو مرحل�ۀ اول ب�ه تابع   3
 f ب�ه تابع وارون ، y x= می رس�یم. ب�ا قرینه کردن نمودار تابع نس�بت به خط 

می رسیم. ضابطۀ تابع وارون f به صورت زیر پیدا می شود:
x xy y x y x ylog ( ) log ( )− −= + ⇒ = − ⇒ − = − ⇒ = − +1 1

2 21 2 2 1 1 1 1 1

 . f x x( ) log ( )− = − +1
2 1 در نتیجه 1

22309 . ن9زگ -90 y xlog ( )=− − +2 1 2 ف�رض می کنیم  راه حل اول   3
در نتیجه

 yy x xlog ( ) −− = − ⇒ = −2
22 1 2 1

 . xf x( )− −= +1 22 ، پس 1 yx −= +22 1 بنابراین 

 . f ( )− =1 1 3 ، بنابراین  f( ) log=− + =23 2 2 راه حل دوم توجه کنید که 1
فقط گزینۀ )3( در این شرط صدق می کند.



)251(

22319 )f در نتیجه ن9زگ -90 )=29 3 ، پس  f ( )− =1 3 29 چون   4

 k k klog ( )× − = ⇒ − = = ⇒ =3
3 2 29 3 58 3 27 31

22329 نمودار تابع f نیمس�از ناحیۀ اول را در نقطه ای به طول 2 ن9زگ -90  2
) می گ�ذرد. همچنین نمودار تابع f نیمس�از  , )2 2 قط�ع می کند، پ�س از نقطۀ 

 ( , )−1 1 ناحی�ۀ دوم را در نقط�ه ای ب�ه ع�رض 1 قط�ع می کن�د، پ�س از نقطۀ 

می گذرد. به این ترتیب

 
f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + = ⇒ + =

− = ⇒ − + = ⇒− + =
2

2

2 2 2 2 2 4 1

1 1 1 2 2

 . b=8
3

a=2 و 
3

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

22339 x=−2 باید ن9زگ -90 ، پس  fD ( , )= − +∞2 توجه کنید ک�ه   4
bx باشد. بنابراین  c+ ریشۀ عبارت 

 b c     ( )− + =2 0 1  
. پس f( )− =1 0 )f و  )=−0 1 از طرف دیگر 

 a

a

f c c
a

f b c b c

    

    

( ) log ( )

( ) log ( ) ( )

= =− ⇒ =

− = − + = ⇒− + =

10 1 2

1 0 1 3
 

. همچنین از معادلۀ )2(  c=2 b=1 و  از مع�ادلات )1( و )3( نتیجه می ش�ود 

. a b c+ + =7
2

a=1 و در نتیجه 
2

نتیجه می شود 

22349 نقط�ۀ برخ�ورد نم�ودار تاب�ع f ب�ا مح�ور طول ه�ا از معادلۀ ن9زگ -90  2
f به دست می آید: x( )=0

 f x x x x( ) log ( )= − = ⇒ − = ⇒ =2 3 5 0 3 5 1 2  

است. بنابراین نقطۀ برخورد  A( , )2 0 پس نقطۀ برخورد نمودار f با محور طول ها
است. بنابراین B( , )0 2 نمودار تابع وارون f با محور عرض ها

 AB ( ) ( )= − + − =2 22 0 0 2 2 2  

22359 y را رس�م می کنیم، سپس ن9زگ -90 xlog= 1
2

ابتدا نمودار تابع   3

y به دست  xlog ( )= −1
2

آن را نسبت به محور y قرینه می کنیم تا نمودار تابع 

بیای�د. س�پس آن را یک واحد به س�مت چ�پ انتق�ال می دهیم تا نم�ودار تابع 
f به دست آید. مراحل رسم نمودار  x x x( ) log ( ( )) log ( )= − + = − −1 1

2 2
1 1

تابع f را در شکل های زیر نشان داده ایم:

22369 y را رس�م می کنی�م و آن را ن9زگ -90 xlog= ابت�دا نم�ودار تابع   1
y به دست  xlog( )= −1 یک واحد به سمت راست انتقال می دهیم تا نمودار تابع 
بیاید. س�پس قسمت هایی از نمودار را که زیر محور طول ها قرار دارد نسبت به این 
y به دست آید و آن قسمت ها  x|log( )|= −1 محور قرینه می کنیم تا نمودار تابع 

را حذف می کنیم. در آخر نمودار به دست آمده را یک واحد به پایین انتقال می دهیم 
تا نمودار تابع f به دست آید.

22379 ابت�دا توجه کنید که دامنۀ تابع مجموعۀ عددهای حقیقی ن9زگ -90  1
 a g xa g xlog ( ) ( )= مخالف صفر است و با توجه به اینکه 

 xf x x xlog( ) ,= = ≠
2

2 22 0

بنابراین نمودار تابع به شکل زیر است:

22389 x معنا دار باشد، باید ن9زگ -90 x( )log ( )− − 2
1 16 برای اینکه عبارت   3

 x x x   x x   x x, ,− > ⇒ < ⇒− < < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠2 216 0 16 4 4 1 0 1 1 1 2

b=4 و   ، a=1 اس�ت، پس fD ( , ) { }= −1 4 2 بنابراین دامنۀ تابع به صورت 
 . a b c+ + =7 c=2 و در نتیجه 

22399 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 

x x x
x

x x

y y y

y yy y x
y y

( ) log ( )

+ +−= ⇒ × − = −
−

+ +
+ = + ⇒ = ⇒ =

+ +

1 1

2

4 2 2 4 2
2 1

4 42 2 4 2
2 2

 . xf x
x

( ) log ( )− +=
+

1
2

4
2

بنابراین 

22409 ب�رای محاس�بۀ ضابطۀ تاب�ع وارون تابع داده ش�ده، x را ن9زگ -90  2
بر حسب y حساب می کنیم:

 y
 y

xy y y x x y x y
x

yx x
y

log
log log ( )log

log

log −

= ⇒ + = ⇒ − =−
+

= ⇒ =
−

1

1
1

10
1

 .
x

 xf x( )− −=1 110 بنابراین 
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22419 x را حل کنیم:ن9زگ -90 x x− =2 3 کافی است معادلۀ   3
 x x x x,− = ⇒ = =2 4 0 0 4

x=0 قابل قبول نیس�ت چون لگاریتم صفر تعریف نمی شود.  واضح اس�ت که 
پس معادله فقط یک جواب دارد.

22429 معادله را می توان این طور نوشتن9زگ -90  1

 bb b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = =
−

2
2 2 2 2

12 2112 21 3 2
3

در نتیجه

 b b b
b
− = = ⇒ − = −
−

2 2
2

12 21 2 4 4 12 12 21
3

بنابراین

 b b b( )− + = − =2 24 12 9 2 3 0

 blog ( )−2 12 21 b=3 هیچ یک از عبارت های 
2

. اما به ازای  b=3
2

بنابراین 

blog معنا دار نیست، بنابراین معادله جواب ندارد. ( )−2
2 3 و 

22439 طبق تعریف لگاریتمن9زگ -90  1

 x x

x x

log (log ( )) log ( )− = ⇒ − = =

− = ⇒ = +

5
2 3 3

32 32

1 5 1 2 32

1 3 3 1
 

22449 ، پس معادل�ۀ مورد نظر ن9زگ -90 k aa
b b

k
log log= 1 چون   4

می شود

 

x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 6
2 3

2 2 2

2 2 2

6
2 2

9

1 2 3 9
2 4 6
3 9 6 2 64
2

22459 . ن9زگ -90 x t
log =13 ، در نتیجه  x tlog =3 ف�رض می کنیم   1

بنابراین به معادلۀ زیر می رسیم:

 t t t t t t t
t

( )( ) ,− + = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =− =26 1 0 6 0 2 3 0 3 2

پس

 
x x

x x

log

log

−=− ⇒ =

= ⇒ =

3
3

2
3

3 3

2 3

1 است.
3

بنابراین حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 

22469 )xlog بامعنا ن9زگ -90 )−3 )xlog و  )+2 باید ه�ر دو عبارت   1

، پس xlog( )− ≠3 0 باشند و نیز 

 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠2 0 3 0 3 0

به ص�ورت   f تاب�ع  دامن�ۀ  بنابرای�ن   . x=2 آن گاه   ، xlog( )− =3 0 اگ�ر 

)  است.  , ) { }− −2 3 2

22479 دامنۀ توابع f و g به شکل زیر هستند:ن9زگ -90  3

f gx x D x x D{ }, { }> ⇒ ≠ ⇒ = − − ≠ ⇒ ≠ ⇒ = − 

2 0 0 0 1 0 1 1

بنابراین دامنۀ تابع gof طبق تعریف به شکل زیر است:

 gof f gD x x D f x D x x x

x x x

 

 

{ | , ( ) } { | , log }

{ | , } { , }

= ∈ ∈ = ≠ ≠

= ≠ ≠± = − ±

20 1

0 10 0 10

بنابراین 3 عدد در دامنۀ تابع gof قرار ندارند.

22489 می ش�ود ن9زگ -90 نتیج�ه   xlog( ) log+ >1 3 نامعادل�ۀ  از   2
ب�ه ازای xlog( )+1 . واض�ح اس�ت که عبارت x>2 +x و در نتیج�ه >1 3

)است. , )+∞2 با معنا است. پس مجموعۀ جواب های نامعادله بازۀ x>−1

22499 ، ن9زگ -90 x− >1 0 بامعنا باش�د، باید  xlog ( )−1
2

1 ب�رای اینکه  4

. از طرف دیگر، x>1 یعنی 

 x x xlog ( ) log− > = ⇒ − < ⇒ <1 1
2 2

1 1 31 1 1
2 2 2

 

. x< <31
2

بنابراین 

22509 −x ت�ا عب�ارت ن9زگ -90 >216 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د   2

)xlog معنا دار باشد. بنابراین )− 216

 x x< ⇒− < <2 16 4 4  
از طرف دیگر،

  x x x x   xIÄlog( ) log− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ > <−2 2 216 15 16 15 1 1 1 

)  است که چهار عدد صحیح  , ) ( , )− − 4 1 1 4 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادله 

2± در آن قرار دارند. 3± و 

22519 معادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -90  1

 

xx x
x

x x x x
x

log ( ) log ( ) log ( )++ − − = ⇒ =
−

+ = = ⇒ + = − ⇒ =
−

9 9 9

1
2

1 2 1 12 1 1
2 1 2

2 1 9 3 2 1 3 3 4
1

 

22529 معادله را به صورت زیر می نویسیمن9زگ -90  1

 x
x

log( ) log(log )=
+

2
1

 

در نتیجه

 

x x x
x
x x x

x x

log log log

( log ) log (log log ) log log log

log
log

log

= ⇒ = +
+
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ = 5

2 2 2
1

1 2 2 10 2 2 5 2

2 2
5

 

22539 توجه کنید که ن9زگ -90  3

 x x

x x x

log ( log ( )) log ( )

log ( )

+ − = ⇒ + − = =

− = ⇒ − = = ⇒ =

4
2 4 4

2
4

14 1 4 14 1 2 16

1 2 1 4 16 17
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22549 ، پس معادل�ۀ مورد نظر ن9زگ -90 k aa
b b

k
log log= 1 چون   2

می شود

 

x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 62 2 2

2 2 2

4
2 2

11
3

1 1 1 11
2 4 6 3
11 11 4 2 16
12 3

22559 ص�ورت ن9زگ -90 ای�ن  در   . x tlog =3 می کنی�م  ف�رض   2

. بنابراین، معادلۀ داده شده 
x

x tlog
log

= =3
1

3
. در نتیجه  x t

log =13

به صورت زیر درمی آید

 t t t t t
t

t t t t  ( )( ) ,

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 212 1 12 12 0

4 3 0 4 3
 

در نتیجه

 x x x xlog , log −= ⇒ = = =− ⇒ = =4 3
3 3

14 3 81 3 3
27

22569 ، آن گاهن9زگ -90 x tlog =2 اگر فرض کنیم   2

 
x x x t

x x x t

log log log

log log log−

= = =

= =− =−

3

1

8 22

1 88
8

1 1
3 3

1
3

بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

 
t t t t t  t

t t t t t  t

( )

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

1 1 1 21 0 1 0
3 3 3 3

2 3 0 3 1 0 1 3
بنابراین

 
t x x

t x x

log

log

−=− ⇒ =− ⇒ = =

= ⇒ = ⇒ = =

1
2

3
2

11 1 2
2

3 3 2 8
در نتیجه، حاصل ضرب جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 4 است.

22579  است. طرفین ن9زگ -90
x y

x y

log log

log log

+ =


− =

3

2 3 1
دستگاه به شکل   1

معادلۀ اول را در 3 ضرب می کنیم، سپس طرفین دو معادله را جمع می کنیم:

 
x y

x x x
x y

log log
log log

log log

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− =

3 3 9
5 10 2 100

2 3 1
 

بنابراین
 x y y y ylog log log log+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =3 2 3 1 10  

. x y− = − =2 100 20 80 در نتیجه 

22589 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
 x x xlog ( ) log ( ) log ( )−− = − =− −11 33

3
2 1 2 1 2 1

بنابراین نامعادله های مورد نظر را می توان به صورت زیر نوشت
 x xlog ( ) log ( )− ≤− − ≤− ⇒ ≤ − ≤3 33 2 1 2 2 2 1 3

اکنون توجه کنید که

 
x

x x x

log log ( ) log

+ ÷

= ≤ − ≤ =

≤ − ≤ → ≤ ≤ → ≤ ≤

3 3 3
1 2

9 2 2 1 3 27

9 2 1 27 10 2 28 5 14
(. تعداد  x− >2 1 0 ≥x )توج�ه کنی�د ک�ه در ای�ن مح�دوده  ≤5 14 بنابرای�ن 

)    است. , , , , )5 6 7 14 عددهای صحیح در این محدوده ده تا 

22599 توجه کنید که ن9زگ -90  4
 x x x x xlog ( ) log ( )+ < + ⇒ + < + ⇒ <2 21 3 7 1 3 7 3

. بنابراین  x>− 1
3

. در نتیج�ه  x+ >7 0 +x و  >1 3 0 از ط�رف دیگر، بای�د 

) است. , )− 1 3
3

مجموعۀ جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 

22609 ، ن9زگ -90 x+ >2 0 xlog بامعنا باشد، باید  ( )+3 2 برای اینکه   2
. از طرف دیگر، باید x>−2 یعنی 

 x x x xlog ( ) log ( ) log− + ≥ ⇒ + ≤ = ⇒ + ≤ ⇒ ≤3 3 31 2 0 2 1 3 2 3 1
) است.  , ]−2 1 پس دامنۀ f بازۀ 

22619 . در نتیج�ه معادلۀ داده ن9زگ -90 log =5 25 2 توج�ه کنید ک�ه   4
شده به صورت زیر درمی آید

 xx x
x

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−4 4 4

28 628 6 1 2 2
1

 

در نتیجه

 x x x x x
x
− − −= = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ = =
−

228 6 10 54 16 28 6 16 16 12 10
1 12 6

 xlog ( )−4 1 xlog و  ( )−4 28 6 x هیچ یک از دو عبارت  −= 5
6

اما به ازای 

معنادار نیست. بنابراین معادله جواب ندارد.

22629 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 x xx xlog ( ) log ( )− = ⇒ − =22 2 1 1 2 1 1

بنابراین

 
x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ,

− = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

2 1 4 4 1

14 5 1 0 4 1 1 0 1
4

، پایۀ لگاریتم داده ش�ده در صورت مسئله برابر 1  x=1 اکنون توجه کنید که اگر

، که باز هم ممکن  x− =− 12 1
2

، آن گاه  x=1
4

می ش�ود که ممکن نیس�ت و اگر 

نیست، زیرا لگاریتم عددهای منفی تعریف نمی شود. بنابراین هیچ یک از مقدارهای 
به دست آمده برای x قابل قبول نیستند و معادلۀ مورد نظر جواب ندارد.

22639 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 x x x x  xlog ( ) log ( ) log | | log | |− + = − = − = −2
2 2

4 2 22
26 9 3 3 3
2

در نتیجه مسئله به حل معادلۀ زیر منجر می شود
 x x x xlog ( ) log | | log ( )| |+ + − = + − =2 2 23 3 3 3 4

. اکنون می توان گفت x x( )| |+ − = =43 3 2 16 بنابراین 

 

x x x x

x x   x  

x x x x x  

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)

( )( )

,

( )( )

> ⇒ + − = ⇒ − =

= ⇒ = =−

< ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

3 3 3 16 9 16

25 5 5

3 3 3 16 9 16 7
بنابراین معادلۀ موردنظر فقط یک جواب دارد.
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22649 به کمک ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  2

 

x x x

x x x

x x log

log log log log

log log log log

log log

+ − =

+ − × =

= ⇒ =

1 2
2

2

2
5 25

5

5 5 5 2

5
5 2

2 5

12 2 2 5
2

5 5

22659 x و ن9زگ -90 tlog =2
2 2 ، آن گاه  x tlog =2 اگر فرض کنیم   2

معادلۀ مورد نظر می شود

 

t t
t t t t

t t t t t t t

( )

( )( )

,

+ − +
− = ⇒ =

+ + + +

= + + ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 2 11 1 1 1
1 1 2 6 1 1 2 6

16 1 3 2 2 3 1 0 1
2

اکنون توجه کنید که

 
t x x

t x x

log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2

2

1 1 2

1 1 2
2 2

+ است. =
222 2 6 بنابراین مجموع مربع های جواب های معادلۀ مورد نظر برابر 

22669 راه حل اول از دو طرف معادله لگاریتم می گیریم:ن9زگ -90  2

 

xx x x x
x

x x

x x x

( log )log log( ) ( log )log log

log

log log

− = ⇒ − =−

 = ⇒ = =


− =− ⇒ = ⇒ =

8
2

0

10

1 8 2

0 10 1

8 2 10 10

  xx log− =10 1 xx ی�ا  x log−× =2 8 1 راه ح��ل دوم معادل�ه را به ص�ورت 
می نویس�یم. با توجه به اینکه x عددی مثبت اس�ت، دو حالت وجود دارد: پایه 
در عبارت س�مت چپ 1 باشد، یعنی x=1 یا توان در عبارت سمت چپ صفر 

. x= 1010 ، پس  xlog =10 باشد، یعنی 

22679 x به دست می آید ن9زگ -90 ylog log+ =2 2 4 از معادلۀ   2

 xy xylog ( )= ⇒ = =4
2 4 2 16

x به دست می آید y+ =10 از معادلۀ 
 y x= −10  

xy=16 نتیجه می شود x−10 به جای y در معادلۀ  با جای گذاری 

 
x x x x x x

x y       x y

( ) ( )( )

,

− = ⇒ − + = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

210 16 10 16 0 2 8 0

2 8 8 2

 . x y+ =2 2 68 در هر صورت 

22689 توجه کنید که ن9زگ -90  3
 x x x x xlog ( ) log ( )− > + ⇒ − < + ⇒ <1 1

2 2
2 1 1 2 1 1 2

 xlog( )+1 x>1 و عبارت 
2

xlog به ازای  ( )−1
2

2 1 از طرف دیگر، عب�ارت 

به ازای x>−1 معنا دار اس�ت. بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر  

) است. , )1 2
2

بازۀ 

22699 نامعادلۀ مورد نظر را می توان این طور نوشتن9زگ -90  4

 

x x
x x x x

x x

x x x

log log
( log )( log ) (log ) (log )

(log ) (log )

(log ) (log ) (log )

− + + > ⇒ > ⇒ >
− + − −

− +
− > ⇒ > ⇒ >

− − −

2 2

2 2

2 2 2

1 1 2 12 2 1
1 1 1 1

1 11 1 0 0 0
1 1 1

 : x(log )− >21 0 x(log و  ) ≠2 0 بنابراین باید 

 
x x x  x  

x x

    (log ) , (log ) |log |

log

≠ ⇒ ≠ < ⇒ <

− < < ⇒ < <

2 20 1 1 1

11 1 10
10

) است. , ) { }−1 10 1
10

پس مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 

22709 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 f
x xD x x

x x
{ | , , log( ) }− −= ≠− > ≥

+ +
3 1 3 13 0 0

3 3
اکنون توجه کنید که

 
x x

x
xx x x

x x x

( , ) ( , )

( )
log( ) ( , ) [ , )

− > ⇒ ∈ −∞ − +∞
+

−− −≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ∈ −∞ − +∞
+ + +

3 1 10 3
3 3

2 23 1 3 10 1 0 3 2
3 3 3





. در نتیج�ه عددهای صحیحی که در  fD ( , ) [ , )= −∞ − +∞3 2 بنابرای�ن 

، صفر و 1 هستند. −1  ، −2  ، −3 دامنۀ تابع f نیستند، 

22719 xy=3 را یک واحد به س�مت راس�ت ن9زگ -90 ابتدا نمودار تابع   1

xy به دست بیاید. سپس این نمودار را یک  −= 13 انتقال می دهیم تا نمودار تابع 

xy به دست بیاید. سپس  −= −13 1 واحد به پایین انتقال می دهیم تا نمودار تابع 
قرینۀ قس�متی از این نمودار را که پایین محور x اس�ت، نسبت به محور x رسم و 

قسمتی را که زیر محور x است، حذف می کنیم تا نمودار تابع f به دست بیاید.

22729 . در این صورت معادلۀ مورد نظر ن9زگ -90 x t=2 فرض می کنیم   4
می شود

 
x x x x

t t t t

( )

( )( )

+− × + = − × +

= − + = − − =

2 2

2

4 3 2 27 2 12 2 27

12 27 3 9 0
بنابراین 

 x xt      t( ), ( )= ⇒ = = ⇒ =1 23 2 3 1 9 2 9 2

 . x x+ =1 22 27 اگر تساوی های )1( و )2( را در هم ضرب کنیم، به دست می آید 
. x x< + <1 24 5 . در نتیجه  x x+< <1 24 52 2 2 بنابراین 



)255(

22739 با توجه به فرض های مسئله، ن9زگ -90  3

 f a b       f a b( ) , ( )= ⇒ + = = ⇒ + =21 1 1 2 7 7
اگر تساوی اول را از تساوی دوم کم کنیم، به دست می آید:

 a a a a,− − = ⇒ = =−2 6 0 3 2

. به این ترتیب  b a= − =−1 2 . در نتیجه  a=3 چون a باید مثبت باشد، پس 

، آن گاه f m( )− − =1 5
3

. اکنون توجه کنید که اگر  xf x( )= −3 2

m mf m m( )=− ⇒ − =− ⇒ =− + = ⇒ =−5 5 5 13 2 3 2 1
3 3 3 3

22749 . ن9زگ -90
x

x

x
f x

x
( )

 + <=
− >

2 1 0

2 1 0
ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   2

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است.

) است.  , )+∞0 پس برد تابع به صورت 

22759 ) می گذرد، پسن9زگ -90 , )5 0 نمودار تابع از نقطۀ   3

 af b b b( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =45 0 5 3 0 5 3 1
5

 ( , )15 2 . نم�ودار تاب�ع از نقط�ۀ  af x x( ) log ( )= −4 3
5

ب�ه ای�ن ترتی�ب 
می گذرد، پس 

a af a a( ) log ( ) log= ⇒ × − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2415 2 15 3 2 9 2 9 3
5

. ab=12
5

بنابراین 

22769 با استفاده از ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  1

b a

log log log log( )

(log log ) ( log log ) ( )

= = = ×

= + = + = +

1
4 3 24

3 2

1 172 72 72 2 3
4 4

1 1 12 3 3 2 2 3 3 2
4 4 4

22779 ، پسن9زگ -90 b
a

a
b

log
log

=1 چون   1

log log log
log log log

log ( ) log

+ + = + +

= × × = =

30 30 30
2 3 5

30 30

1 1 1 2 3 5
30 30 30

2 3 5 30 1

22789 x می نویسیم. ن9زگ -90
x

log log(log )− =1 2 معادله را به صورت   1
بنابراین 

x x x x
x

log log
log log log

log log log log
log

log log log loglog

− = ⇒ − = ⇒ = =
− −

+= = = = = + = +5

1 1 12 1 2
1 2 10 2

10 2 5 21 1 1 2 1
10 5 5 5 5
2

22799 راه حل اول از دو طرف معادل�ۀ مورد نظر در مبنای 10 ن9زگ -90  1
لگاریتم می گیریم:

x x x

x x

( ) log ( )log (log log ) log log

log log
log log loglog log

+ = − ⇒ − = +

= == = ⇒ = =
− −

1 2 1 5 5 2 2 5

1 15 1 110 1
10 4 1 2 22 5 10

2 4
راه حل دوم توجه کنید که

 x x x x x( )+ − −= ⇒ × = × ⇒ =1 1 1 52 5 2 2 5 5 10
2

از دو طرف این معادله در مبنای 10 لگاریتم می گیریم:

 

x xlog log
log log

log log log

= = ⇒ = =

= =
− −

5 1 110 1
2 5 10

2 4
1 1

10 4 1 2 2
22809 )xlog بامعنی ن9زگ -90 )−2 )xlog و  )+3 باید هر دو عبارت   1

 : xlog( )− ≠2 0 باشند و نیز 
 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠3 0 2 0 2 0

. از  x<2 −x نتیجه می شود  >2 0 x>−3 و از  +x نتیجه می ش�ود  >3 0 از 
. بنابراین  x=1 در نتیجه ، x− =2 ، آن گاه 1 xlog( )− =2 0 ط�رف دیگر اگر 

) است. , ) { }− −3 2 1 دامنۀ تابع f به صورت 

22819 . ن9زگ -90 x x x
x

( ) ( ) ( )= = =2 23 1 1 1
3 33 3

ابتدا توجه کنید که  3

اکنون نقطۀ تقاطع نمودارها را به صورت زیر به دست می آوریم:

xt  x x x
x

t

x

t
t

t t t t

t x y
t t

t  .¡.¡.ù

( )

( )( )
( )

=

×

+ = ⇒ + = → + =

→ + = ⇒ + − =

 = ⇒ = ⇒ =− ⇒ =− + = ⇒
 =−

32

3 2 2

8 3 8 1 8 13 3
3 3 3 33

3 8 3 3 8 3 0

1 13 1 3
3 33 1 3 0
3

A و   ( , )−1 3 A نقط�ۀ م�ورد نظ�ر اس�ت. بنابراین بای�د فاصلۀ نق�اط   ( , )−1 3

. AB ( ) ( )= − + + − =2 21 1 3 1 B را به دست آوریم که برابر است با 2  ( , )−1 1
ریاضی - 96  

22829 . اکنون نقطۀ A ن9زگ -90 x
x x

( ) = =2
2

1 1 1
2 2 4

ابتدا توجه کنید که   2
را به صورت زیر به دست می آوریم:

xtx x x
x

t

x

t
t

t t t t

t  
t t

t x y

.¡.¡.ù

( )

( )
( )( )

=

×

= + ⇒ = + → = +

→ = + ⇒ − − =

 =−+ − = ⇒
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

42

2 2 2

1 3 1 3 1 34 4
2 2 2 24

2 2 3 2 3 2 0

1
22 1 2 0

12 4 2 2
2

 B( , )− 1 1
2

)A و  , )1 2
2

)A نقطۀ مورد نظر است. بنابراین باید فاصلۀ نقاط  , )1 2
2

.AB ( ) ( )= + + − =2 21 1 2 1 2
2 2

را به دست آوریم که برابر است با 
خارج از کشور ریاضی - 96  



فصل دوم: آزمون ها
)256(

22839 ) ن9زگ -90 , )12 10 ) و  , )2 6 ب�ا توجه به اینکه نمودار تابع از نقاط   3
. بنابراین f( )=12 10 )f و  )=2 6 می گذرد، پس 

 
f a b b a

f a b b a

( ) log ( ) log ( )

( ) log ( ) log ( )

= + − = ⇒ − = −

= + − = ⇒ − = −
2 2

2 2

2 2 4 6 2 4 6

12 12 4 10 12 4 10
 

تساوی اول را از تساوی دوم کم می کنیم:

 
bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−

− = ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2
12 412 4 2 4 4 4
2 4

12 4 16 12 4 32 64 20 60 3
2 4

 

 b a alog ( ) log ( )− = − = = − ⇒ =2 22 4 6 4 1 6 5 بنابراین 

ریاضی - 96  

22849 x اس�ت. جواب ن9زگ -90 ax b{ | }+ >0 دامنۀ تاب�ع به صورت   1

b است. چون تابع فقط در 
a

( , )−∞ − b یا 
a

( , )− +∞ نا معادلۀ اخیر به صورت 

b a b
a

( )− =− ⇒ =1 2 1
2

) تعریف شده است، پس   , )− +∞1
2

بازۀ 

f a b a b      ( ) log ( ) ( )= ⇒ + = ⇒ + =34 2 4 2 4 9 2 از طرف دیگر،  

. به این ترتیب b=1 a=2 و  با توجه به تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 
 f x x( ) log ( )= +3 2 1  

ریاضی - 94  . f( ) log ( ) log− = − + = =−3 3
4 8 11 2
9 9 9

و در نتیجه 

22859 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

/ ( ) ( )
−

= = =
2

3 2 2 33 35 10 25 2
10 2

 

از فرض مسئله نتیجه می شود

A log ( / ) log ( ) log log
−

= = × = = × =3 3

2 1
3 3 38 22 2

1 1 12 0 25 2 2 2 2
3 3 9

A
log ( ) log ( ) log log− = − = = =2

3
4 4 22

1 3 31 9 1 2 2
2 2

بنابراین 

ریاضی - 90  

22869 عبارت داده شده را ساده می کنیم:ن9زگ -90  2

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log( ) log( ) log(( )( ))

log( ) log log

− + + = − + +

= − + + = − +

= − = = =

26 2 5 2 1 5 6 2 5 1 5

6 2 5 6 2 5 6 2 5 6 2 5

36 20 16 4 2 4
تجربی - 90  

22879 . معادله ن9زگ -90 x>2 برای اینکه لگاریتم ها بامعنی باش�ند باید   4
را ساده می کنیم:

x  

x x x x

x  x x  x  x   ¡.¡.ù)(.

log( ) log( ) log( ) log( )

,( )

− = + ⇒ − = +

− = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2

2 2

2 2 10 2 10

2 10 5 6 0 1 6

ریاضی - 85  . xlog ( ) log log log+ = = = =2
3

4 4 22
3 32 8 2 2
2 2

بنابراین

22889 . از ن9زگ -90 x>5
3

ب�رای اینک�ه لگاریتم ها بامعن�ی باش�ند باید   3

معادلۀ داده شده مقدار x را به دست می آوریم:
x x x x

x x x x x x    ¡.¡.ù)(.

log ( ) log ( ) log (( )( ))

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − = ⇒ = =

5 5 5

2

2 1 3 5 1 2 1 3 5 1

132 1 3 5 5 6 13 0 0
6

. xlog ( ) log ( ) log+ = + = =4
2 2 26 3 13 3 2 4 بنابراین 

ریاضی - 86  

22899 مقدار x را از معادلۀ داده شده به دست می آوریم:ن9زگ -90  3

 
x x x x

xx x x x
x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log ( )

− = + + ⇒ − − + =

=− −= ⇒ = ⇒ − − = ⇒
+ + =−

2 2
3 3 3 3

2 2 2
3

1 1 3 1 3 1

51 11 3 3 10 0
3 3 2

 

xlog تعری�ف نمی ش�ود و اگ��ر  ( )−4 3 −x و  <3 0 ، آن گاه  x=−2 اگ�ر 

ریاضی - 88  . xlog ( ) log− = =4 4
13 2
2

، آن گاه  x=5

22909 y به دست می آیدن9زگ -90 xlog log log= +2 3 از معادلۀ   3

 y yy x y x
x x

log log log log log− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =9 9 9 9  

x به جای y قرار می دهیم ۹x، در نتیجه x y− +× =72 4 در معادلۀ 1

 
x x x x x x

x x y

− + − −× = ⇒ × = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ =

7 9 7 20 21 72 4 1 2 2 1 2 1

121 7 0 3
3

 

تجربی - 96  

22919 1− متقاطع هستند، پسن9زگ -90 دو نمودار در نقطه ای به طول   2

 b af g b a      ( ) ( ) ( )−− = − ⇒ = = ⇒ − =21 1 3 9 3 2 1  

، پس f( )=12
3

از طرف دیگر 

 a b a b      ( )+ −= = ⇒ + =−2 113 3 2 1 2
3

 

. پ�س  b=1 ب�ا توج�ه ب�ه تس�اوی های )1( و )2( نتیج�ه می ش�ود a=−1 و 

 . f m( )− =1 27 . اکنون فرض می کنیم  xf x( ) − += 13

در این صورت

ریاضی - 95   mf m m m( ) − += ⇒ = ⇒− + = ⇒ =−127 3 27 1 3 2  

22929 با توجه به فرض های مسئله،ن9زگ -90  3

 
f ab a

f b b
b

( )

( ) −

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

2 2
2

3 3 30
2 2 2

3 3 3 3 32 16
32 2 32 322

 

. xf x( )= ×3 4
2

b=4 و  چون مقدار مثبت b مورد نظر است، پس 

بنابراین

تجربی - 91  f( ) ( )= × = × = × =
3 3

22 23 3 3 34 2 8 12
2 2 2 2

 



)257(

22939 ) و ن9زگ -90 , )5 11 ب�ا توج�ه ب�ه اینک�ه نم�ودار تاب�ع از دو نقطۀ   3

. بنابراین f( )=21 15 )f و  )=5 11 ) می گذرد، پس  , )21 15

 

f a b a b

ab

f a b a b

a  b

( ) log ( ) log ( )

log ( )

( ) log ( ) log ( )

log ( )

= + + = ⇒ + + =

−+ =

= + + = ⇒ + + =

−+ =

2
2 2

2

2
2 2

2

5 15 11 2 15 11

1115
2

21 63 15 2 63 15

1563
2

 

تساوی اول را از تساوی دوم کم می کنیم:

 
bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )++ − + = ⇒ =
+

+ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+

2 2 2
6363 15 2 2
15

63 4 63 60 4 3 3 1
15

 

بنابراین
a alog ( )+ + = ⇒ =2

2 15 1 11 3

خارج از کشور ریاضی - 96  

22949 نمودار تابع محور x  را در نقطه ای به طول 1− قطع می کند، ن9زگ -90  1
) عبور می کند. همچنین نمودار تابع نیمس�از ناحیۀ چهارم را در  , )−1 0 پس از نقطۀ 

) عبور می کند. در نتیجه , )−1 1 نقطه ای به عرض 1− قطع می کند، پس از نقطۀ 

f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

− = ⇒ − + = ⇒− + =

=− ⇒ + =− ⇒ + =

1
2

1
2

1 0 0 1 1

1 1 1 2 2

. b=3
2

a=1 و 
2

بنابراین از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

خارج از کشور ریاضی- 94  

22959 از معادلۀ داده شده مقدار x را می یابیم:ن9زگ -90  4

x x x x
x x x x

x x x        x¡.¡.ù)(.

log( ) log log( ) log( ) log( ) log

log(( )

,

( )) log ( )( )

− = − − ⇒ − + − =
− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = − = +2

2 2 2 4 2 4 4
2 4 4 2 4 4

6 4 0 3 5 3 5

. xlog ( ) log ( ) log− = + − = =5 5 5
13 3 5 3 5
2

بنابراین 

ریاضی - 87  

22969 ، ن9زگ -90 a aA ( )= =2 2 23 3 راه حل اول ابتدا توجه کنید که   1

بنابراین
a aA

a a

( )log ( ) log ( ) log

( )log

+= × =

= + = +

2 2 2 2 2
3 3 3

3

9 3 3 3

2 2 3 2 2

. پس A alog =3 راه حل دوم از فرض مسئله نتیجه می شود 

A A A A

A a a

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

(log log ) ( )

= = =

= + = + = +

2 2 2 2
3 3 3 3

3 3

9 3 3 2 3

2 3 2 1 2 2
ریاضی - 91  

22979 به کمک ویژگی های لگاریتم می توان نوشتن9زگ -90  3

x x x x

x

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log (( )( )) ( )( )

( )( ) ,

+ = − − ⇒ + + − =

+ − = ⇒ + − =

− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2

2 2 2

3 8 2 6 3 8 6 2

3 8 6 2 3 8 6

3 10 48 5 24 0

8 3 0 3 8

x بی معن�ی  xlog ( )+3 8 x و  xlog ( )−6 x=−3 عبارت ه�ای  ب�ه ازای 

x=8 و مقدار لگاریتم x در پایۀ 4 برابر است با هستند، بنابراین 

xlog log log log= = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2
2 2

خارج از کشور تجربی- 93  

22989 با توجه به ویژگی های لگاریتم می توان نوشت ن9زگ -90  4

x xx x
x x

x x x x x       x

log ( ) log ( ) log

,

+ ++ − + = ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2 22
3 3 3

2 2

2 1 2 12 1 2 1 1 3
2 2

52 1 3 6 2 3 5 0 1
2

xlog می پردازیم. ب�ا توجه ب�ه محدودۀ  ( )−8 2 1 اکن�ون ب�ه محاس�بۀ مق�دار 

x=5 قابل قبول است، پس
2

، تنها  x( )>1
2

تعریف این لگاریتم 

xlog ( ) log ( ) log log log− = × − = = = =3
2

8 8 8 22
5 2 22 1 2 1 4 2 2
2 3 3

تجربی - 95  

22999 با توجه به ویژگی های لگاریتم می توان نوشت ن9زگ -90  2

x

x x x x

x xx x x x
x x

x x x

log( ) log( ) log( )

( )( )
log( ) log( )

≠

− − − − = −

− +− − = − ⇒ = −
− −

→ + = − ⇒ =

2

2

3

6 3 2 5

3 26 2 5 2 5
3 3

2 2 5 7

. xlog log log log+ = = = =2
3 3

4 4 22
1 11 8 2 2
2 2

بنابراین 

خارج از کشور تجربی- 95  

23009 . ن9زگ -90 y>0 x>0 و  برای اینکه لگاریتم ها بامعنی باشند باید   1
توجه کنید که

x   y  

x y xy xy

x y x y xy x y

x y x y
,

log log log

( ) ( )

( )
> >

+ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

+ = → + =

3 3 3
2 2 2 2

0 02

2 2 9

46 2 46 18 46

64 8

بنابراین

x ylog ( ) log log log /+ = = = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2 1 5
2 2

 

تجربی - 89  



23019 4 ن9زگ -90

23029 4  ن9زگ -90

23039 با توجه به ش�کل مقابل، بنابر ن9زگ -90   1
 ،ABD قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 
AD BA BD BD

BD ( )( )

= + ⇒ = +

= − = − + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

25 24

25 24 25 24 25 24 49
 

. از ط�رف دیگ�ر، چ�ون D روی  BD=7 بنابرای�ن 
. DE DB= =7 نیمساز زاویۀ A قرار دارد، پس 

23049 چون D روی نیمساز زاویۀ C ن9زگ -90  3
ق�رار دارد، پس فاصلۀ آن از دو ضل�ع این زاویه برابر 
مقاب�ل  ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا  بنابرای�ن  اس�ت. 

. در نتیجه DH DB= =4

ADC  DH ACSeIv¶( ) = × = × × =1 1 4 12 24
2 2

 

23059 چون نقطۀ D روی نیمساز زاویۀ A است، پس فاصلۀ آن ن9زگ -90  4
. بنابراین DH DH′= از AB و AC برابر است، یعنی با توجه به شکل زیر 

 
ABC ABD ACDS S S DH AB DH AC

DH DH DH

′= + = × + ×

′ ′ ′= × + × ⇒ =

1 1
2 2

1 146 15 8 4
2 2

 

. ADCS DH AC′= × =1 16
2

در نتیجه 

23069 روی ن9زگ -90  C چ�ون   3
نیمساز زاویۀ O قرار دارد، پس فاصله اش تا 
ضلع ه�ای این زاویه برابر اس�ت، بنابراین با 
 . CH CB= =2 توج�ه به ش�کل روبه رو 

اکنون توجه کنید که

 
AOC BOC CH OA  CB OB

OA  OB OA OB

SeIv¶ SeIv¶( ) ( )− = × − ×

= × × − × × = − =

1 1
2 2

1 12 2 4
2 2

23079 از نقط�ۀ D بر امتداد BC عم�ود می کنیم تا آن را در H ن9زگ -90  2
. توجه کنید  AD DH= قطع کند. چون D روی نیمس�از زاویۀ B است، پس 

 . DH=7 نتیج�ه  در   . AD BD AB= − = − =2 2 2 225 24 7 ک�ه 
 CHD و مثلث Ĉ= 045 DH )زیرا  CH= =7  ،CHD بنابرای�ن در مثل�ث
قائم الزاویۀ متساوی الس�اقین اس�ت(. دو مثلث ABD و HBD به حالت وتر و 

یک زاویۀ حاده همنهشت هستند. 

فصل چهاردهم

فصل دوم: آزمون ها

. BC BH HC= − = − =24 7 17 . در نتیجه  BH AB= =24 بنابراین 

23089 در ن9زگ -90 را   BH ارتف�اع   4
مثلث ABD رس�م می کنیم. چون مثلث های 
قائم الزاویۀ BCD و BHD همنهشت اند، پس 
 . BH BC= =4 و   HD CD= =11
. در نتیجه،  AH= − =23 11 12 بنابرای�ن 

، AHB بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 AB AH BH AB= + = + = ⇒ =2 2 2 144 16 160 4 10  

23099 به شکل زیر توجه کنید. چون نقطۀ D روی نیمساز زاویۀ B ن9زگ -90  4
. از طرف دیگ�ر، چ�ون مثلث ه�ای قائم الزاویۀ  DA DH= =5 اس�ت، پ�س 

. بنابراین AB HB= ABD و HBD همنهشت اند، پس 

 BC AB BC HB HC− = ⇒ − = ⇒ =10 10 10  
، DHC اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 DC DH HC DC= + = + = ⇒ =2 2 2 25 100 125 5 5  

23109 چون D روی نیمساز زاویۀ B قرار دارد، پس فاصله اش از ن9زگ -90  2
ضلع های AB و BC برابر است. همین طور، چون D روی نیمساز زاویۀ C قرار 
دارد، پس فاصله اش از ضلع های AC و BC برابر است. فرض کنید این فاصله 
برابر h باش�د. اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 
 . BC=15 پ�س   . BC AB AC= + = + =2 2 2 2 29 12 225  ،  ABC

× و از طرف  × =1 9 12 54
2

مس�احت مثلث ABC از یک طرف برابر اس�ت با 

: ADC و BDC ، ADB دیگر برابر است با مجموع مساحت های سه مثلث

 h h h h h( )× + × + × = ⇒ + + = ⇒ =1 1 1 19 15 12 54 9 15 12 54 3
2 2 2 2

 . BDC h BCSeIv¶( ) /= × = × × =1 1 3 15 22 5
2 2

بنابراین 



)259(

23119 m را طرفین - وسطین می کنیم ن9زگ -90
n
=3

2
تساوی   1

 nm n m= ⇒ =32 3
2

.
n n

m n n
m n n n n

( )+
+ = = =
− −

32
2 42 8

3 1
2 2

بنابراین 

23129 توجه کنید که بنابر فرض تست و ویژگی )چ( تناسبن9زگ -90  1

 a d a d a d b c
b c b c b c a d

+ + += = ⇒ = ⇒ =
+ + +

1 2
2

23139 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 yx x zy x z x     ,= ⇒ = = ⇒ =4 5
3 4 3 3 5 3

بنابراین

x y z x x x x x( )− + =− ⇒ − + =− ⇒− =− ⇒ =4 5 12 3 2 2 3 2 2 6
3 3 3

 

23149 . از طرف دیگر،ن9زگ -90 y x=3
2

yx پس  =
2 3

توجه کنید که   2

 
x kyx x x ky x ky

x k x k( )

−
= ⇒ = − ⇒ =−

=− ⇒ =−

2 7 4 2 3 2
2 7

33 2 1
2

23159 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 a c a c      c b
b c

,= ⇒ =− = ⇒ =
−

4 45
5

بنابراین

a b c c c c c c
c c

+ + = ⇒− + + = ⇒− + = ⇒− + = ⇒ =2 24 40 5 0 4 0 4 4 0 1

23169 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

yx x
y z zx
y zy
z

( )


= ⇒ = ⇒ = =

 = ⇒ =

1
2 2 1

2 4 81
4 4

بنابراین
z z z z zx y z z

 z z

+ ++ + = ⇒ + + = ⇒ =

= ⇒ =

2 833 33 33
8 4 8
11 33 24

8
23179 راه حل اول با توجه به فرض مسئلهن9زگ -90  4

 a k b k c k            , ,= = =5 7 4

. در نتیجه a b mc k k mk k mk k+ + + + += = =3 2 15 14 4 29 4
53 53 53

بنابراین 

 k mk k mk k m+ = ⇒ = ⇒ =29 4 53 4 24 6
راه حل دوم عددهای 3، 2 و m را به ترتیب در صورت و مخرج نسبت های داده 

. اکنون با توجه به ویژگی )چ(  a b mc k
m

= = =
× × ×
3 2
3 5 2 7 4

شده ضرب می کنیم: 

تناسب،

 a b mc k m m
m

ÆoÎ ¢Lö+ + = → + = ⇒ =
+ +

3 2 29 4 53 6
15 14 4

23189 x را طرفی�ن - وس�طین کنیم، ن9زگ -90 y
x y
−

=
+

4 1
2 5

اگ�ر تناس�ب   4

به دست می آید 
  x y x y x y x y x y x y( )− = + ⇒ − = + ⇒ = ⇒ =5 4 2 20 5 2 18 6 3

. x y x x x
x y x x x
+ += = =
+ +

6 6 3 9 9
3 4 4

بنابراین 

23199 و ن9زگ -90  a kb= نتیج�ه  در   . a c k
b d
= = می کنی�م  ف�رض   1

. در نتیجه  k b da c kb kd k
b d b d b d

( )++ += = = =
+ + +

77 7 3
7 7 7 2

. بنابراین  c kd=

ad bc ad bc a c k k k
bd bd bd b d
+ = + = + = + = =2 3

23209 تناسب داده شده را تفضیل در صورت می کنیم: ن9زگ -90  1
a a b b a b

a b a b
( ) ( )+ − + + − +

= ⇒ =
+ + + +

3 10 10 2 3 7 7 2
10 2 7 2 10 2 7 2

اگر این تناسب را طرفین - وسطین کنیم، به دست می آید
aa b b a a ab b ab a b
b

( ) ( )+ = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =107 2 10 2 7 2 10 2 7 10
7

23219 ، بنابر قضیۀ تالس،ن9زگ -90 ED BC مطابق شکل زیر، چون   2

 AD EBAE AD EB EB
EB DC EB

== → = ⇒ =12 4
4
3

. AB AE EB= + = + =12 4 16 در نتیجه 

23229 ،ن9زگ -90 MAB ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  EF AB چون   1

 MF ME
FA EB

( )= 1

، MAC DF و بنابر قضیۀ تالس در مثلث  AC همین طور، 

 MD MF
DC FA

( )= 2

از تساوی های )1( و )2( به دست می آید

 ME MD x x
EB DC x

= ⇒ = ⇒ =2 2
1

23239 با توجه به ش�کل مقابل، چون ن9زگ -90  1
EF و نقطۀ E وسط ضلع AC است، پس بنابر  AB

قضی�ۀ تالس در مثلث CAB، نقطۀ F نیز وس�ط ضلع 
. همچنی�ن در مثل�ث  CF=5 BC اس�ت. بنابرای�ن 

. به  ABEF= =3
2

EF ،CAB میان خط است، پس 

این ترتیب، از قضی�ۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 
EFC نتیجه می شود

 FC EF EC EC EC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 9 4  

. × × =1 4 3 6
2

بنابراین، مساحت مثلث CEF برابر است با 



فصل دوم: آزمون ها
)260(

23249 اس�ت، ن9زگ -90 متوازی الاض�لاع   BEFD اول چ�ون  راه ح��ل   4
 ،ABC پس بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC EF و  BD= =6

AE EF
AB BC EB

EB EB

= ⇒ =
+

= + ⇒ =

4 6
4 8

432 24 6
3

 ، CAB بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، FD AB راه حل دوم چون 
CF CD FA     
FA DB CF

( )= = = ⇒ =2 1 3 1
6 3

، ABC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، EF BC از طرف دیگر، چون 

 AE AF EB
EB FC EB

( )= → = ⇒ =1 4 43
3

 

23259 ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث ABC ،ن9زگ -90 EF BC چون   3

 AE AF AF
EB FC FC

      ( )= ⇒ = =6 3 1
2

 

، CAD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AD از طرف دیگر، چون 

 CF FK
CA AD

      ( )= 2  

اکنون توجه کنید که اگر تناسب )1( را ترکیب در صورت کنیم، نتیجه می شود

 AF FC AC FC
FC FC AC
+ += ⇒ = ⇒ =3 1 14

1 4
 

بنابراین از تناسب )2( به دست می آید

 AD
AD

= ⇒ =1 3 12
4

 

23269 ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث BAC ،ن9زگ -90 ED AC چون   4

 BE BD
EA DC

      ( )= = =8 4 1
6 3

 

، ABD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، EF BD از طرف دیگر، چون 

 AE EF
AB BD

    ( )= 2  

اکنون توجه کنید که اگر تناسب )1( را ترکیب در صورت کنیم، به دست می آید

 BE EA AB AE
EA EA AB
+ += ⇒ = ⇒ =4 3 7 3

3 3 7
 

بنابراین از تناسب )2( نتیجه می شود
EF EF= ⇒ =3 24

7 8 7
23279 . در نتیجه طب�ق تعمیم ن9زگ -90 NM HC توج�ه کنی�د ک�ه   2

بنابرای�ن   . BM NM
BC HC

= = =16 2
24 3

 ، BHC مثل�ث  در  تال�س  قضی�ۀ 

 . x=10 . در نتیجه  BM BM
BC BM MC x

= = =
+ +

20 2
20 3

23289 . در نتیجهن9زگ -90 EF FC AE k= = =6 4 3 12 فرض کنید   1
 EF k FC k AE k            , ,= = =2 3 4  

، ABC طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

  DE AE DE k DE
BC AC k

= ⇒ = ⇒ =4 20
45 9

،CED اکنون طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 GF CF k GF GF
DE CE k

= = ⇒ = ⇒ =3 3 12
5 20 5

23299 بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقه،ن9زگ -90  2

 AE BF x x
ED FC

= ⇒ = ⇒ =3 9
6 8 4

  

23309 از A خطی موازی BC رسم می کنیم تا پاره خط های EF ن9زگ -90  4
و CD را به ترتی�ب در نقطه های L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. در این 
ص�ورت چهارضلعی ه�ای ABFL و LFCK متوازی الاض�لاع هس�تند، پ�س 
، در مثلث  EL DK . اکن�ون توج�ه کنید که چ�ون  KC LF AB x= = =

ADK ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

 
EL AE x
DK AD x

x x x x

−= ⇒ = =
−

− = − ⇒ = ⇒ =

8 4 2
12 10 5

1640 5 24 2 3 16
3

23319 بنابر تعمیم قضیۀ تالس،ن9زگ -90  2

 AE EF BC
AB BC BC

= ⇒ = ⇒ =5 10 16
8

 

23329 ،ن9زگ -90 ADC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  EF CD چون   2

 AF AE
FD EC

( )= 1

، ABC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  DE BC چون 

 AE AD
EC DB

( )= 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 AF AD
FD DB

( )= 3  

، تساوی )3( را می توان به شکل زیر نوشت DF x= اگر فرض کنیم 

 
x x x

x
x x x( )( )

+= ⇒ + − =

− + = ⇒ =

22 2 2 24 0
12
4 6 0 4

. AB= + + =2 4 12 18 بنابراین 



)261(

23339 مثلث ADE متساوی الس�اقین اس�ت، پس میان�ۀ وارد بر ن9زگ -90  2
قاعدۀ AE در آن ارتفاع نیز هس�ت )به ش�کل زیر توجه کنید(. از طرف دیگر، اگر 
 ، HD AC ، همچنین، چون  BE EA a= =2 EH و  a= ، آن گاه  AH a=

بنابر قضیۀ تالس،
BH BD a x x
HA DC a

= ⇒ = ⇒ =3 15
5

23349 چون BFED لوزی است، پسن9زگ -90  4
 DE EF BF DB x= = = =

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DE BC چون 
AD DE x x x x x x
AB BC x x

= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ +

2 29 9 36 9 36 6
9 4

. AE AD
EC DB

= = =9 3
6 2

در نتیجه، بنابر قضیۀ تالس، 

23359 بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث DAB ،ن9زگ -90  3

 DK EK
DB AB

    ( )= =3 1
4

 

، BDC از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 BK KF
BD DC

     ( )= 2  

از تناسب )1( نتیجه می شود

 DK DB DK BK
DB DB DB

Rn¼Å nj ®ÃñÿU − −= → = ⇒ =3 4 3 1
4 4 4

 

. DC=8 ، پس 
DC

=1 2
4

بنابراین از تناسب )2( نتیجه می شود 

BK می توانیم از تناسب )1( به صورت زیر 
DB

تذکر برای به دست آوردن نسبت 
استفاده  کنیم:

DK DK BK BK BK BK
DB DB DB DB DB DB

= ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =3 3 3 11
4 4 4 4

23369 . بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ن9زگ -90 EF x= فرض کنید   4
، CAB

 EF CF x CF
AB CB CB

     ( )= ⇒ = 1
6

 

، BCD از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 EF BF x BF     
DC BC BC

( )= ⇒ = 2
3

 

با جمع کردن تناسب های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 x x CF BF x x x x
BC
+ ++ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 1 3 6 2

6 3 6
23379 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،ن9زگ -90 ED AC چون   2

ED BD ED ED
AC BC

= ⇒ = ⇒ =3 4
20 15

AEDF می توانیم یکی  برای به دست آوردن طول ضلع بزرگ متوازی الاضلاع 
از دو روش زیر را به کار ببریم:

، پس باز هم بنابر تعمیم قضیۀ تالس، FD AB روش اول چون 

 
AE FD    FD CD FD

AB CB FD
FD FD FD FD

== → =
+

= + ⇒ = ⇒ =

12
4 15

15 12 48 3 48 16

، BAC بنابر قضیۀ تالس در مثلث ، ED AC روش دوم چون 
BE BD
EA DC

EA
EA

=

= ⇒ =4 3 16
12

بنابراین محیط متوازی الاضلاع AEDF برابر است با 
ED FD( )+ = × =2 2 20 40

23389 از نقطۀ D خطی موازی FE رس�م می کنیم تا ضلع AB را ن9زگ -90  4
، BKD در K قطع کند )شکل زیر را ببینید(. طبق تعمیم قضیۀ تالس در مثلث 

 BF EFEF KD
BD KD

⇒ =

در نتیجه

 BF
BF FD KD

( )=
+

6 1

توجه کنید که با توجه به فرض سؤال،

 BF BF
FD BF FD

Zoh¶ nj KÃ¨oU

( )= → = =
+ +

3 33 2
3 1 4

. اکن�ون طبق تعمیم قضیۀ  KD=8 از تس�اوی های )1( و )2( نتیجه می ش�ود 
، ABC تالس در مثلث 

 KD ADKD BC
BC AC

( )⇒ = 3

همچنین طبق فرض سؤال،

 
DC AD DC
AD AD

AC AD
AD AC

Rn¼Å nj KÃ¨oU + += → = =

= ⇒ =

1 55 6
1

16
6

. BC=48 . پس 
BC

=8 1
6

بنابراین از تساوی )3( نتیجه می شود 

23399 چون پاره خط ه�ای افقی موازی اند، بناب�ر قضیۀ تالس در ن9زگ -90  1
′d تش�کیل ش�ده اند نیز برابر هس�تند، در  ذوزننقه، پاره خط هایی که روی خط 
 . t=12 ، پس  t+ =15 5 75 نتیج�ه از روی ش�کل زی�ر معل�وم می ش�ود ک�ه 

. AB= + =15 36 51 بنابراین 
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23409 از A خطی موازی BC رس�م می کنیم تا پاره خط های EF و ن9زگ -90  1
CD را به ترتی�ب در L و K قط�ع کند )ش�کل زیر را ببینی�د(. در این صورت چون 
، اکنون  KC LF AB= = =5 ABFL و LFCK متوازی الاضلاع هستند، پس 

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، ADK ، در مثلث  EL DK توجه کنید که چون 

 AE EL
AD DK

( )= 1

AE و اگر این تناسب را ترکیب در مخرج 
DE

=1
2

از طرف دیگر طبق فرض سؤال، 

کنیم به دست می آید 
AE AE

DE AE AD
= ⇒ =

+ +
1 1

2 1 3
بنابراین از تناسب )1( نتیجه می شود

 x x= ⇒ =1 1
3 3

. EF= + =1 5 6 بنابراین 

23419 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ تالس،ن9زگ -90  3

 AE AF EB
EB FC EB

×= ⇒ = ⇒ = =5 15 5 9 3
9 15

 

 ، ABC از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

BC AB AC BC( )= + = + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 28 24 8 1 3 8 10 8 10

23429 پاره خط EF میان خط اس�ت، پس طول آن برابر با نصف ن9زگ -90  3

 x x x( )+ = + ⇒ =13 3 1 5
2

طول AC است. بنابراین 

 . EF= + =5 3 8 بنابراین 

23439 .ن9زگ -90 AD DE
AB BC

= ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DE BC چون   3

، در نتیجه  BC DB= از طرف دیگر، 

 DB DB
DB DB

= ⇒ = +
+
5 2 5 2 10

5

. اکنون بنابر قضیۀ تالس، DB=10
3

بنابراین 

 AD AE AE AE
DB EC EC EC

= ⇒ = ⇒ =5 3
10 2
3

23449 ، )ش�کل ن9زگ -90 AF t= AE و  s= راه ح��ل اول فرض کنید   3
، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، EF BC زیر را ببینید(. چون 

 AE AF EF s t
AB AC BC s x t y

= = ⇒ = =
+ +

2
5

بنابراین

 

s s s x s x
s x

t t t y t y
t y

= ⇒ = + ⇒ =
+

= ⇒ = + ⇒ =
+

2 5 2 2 3 2
5
2 5 2 2 3 2
5

طرفین تساوی های بالا را جمع می کنیم:

 x ys t x y s t( ) ( ) + =+ = + → + =93 2 6
 . s t+ + =2 8 بنابراین محیط مثلث AEF برابر است با 

s را تفضیل  t
s x t y

= =
+ +

2
5

، تناسب  s t+ راه حل دوم برای به دست آوردن 

در مخرج می کنیم
s t s t

s x s t y t x y
= = ⇒ = =

+ − + − −
2 2

5 2 3
اکنون از خاصیت های تناسب )خاصیت چ( استفاده می کنیم

x ys t s t s t s t
x y x y

+ =+ += = ⇒ = → = ⇒ + =
+

92 2 2 6
3 3 9 3

. s t+ + =2 8 بنابراین محیط مثلث AEF برابر است با 
، پس مثلث های AEF و ABC متشابه اند. در  EF BC|| راه حل سوم چون 
نتیج�ه نس�بت محیط ه�ای آن ها برابر نس�بت تش�ابه آن هاس�ت. در نتیجه، با 

نمادگذاری شکل راه حل اول، 
s t s t s t

s x t y s t
+ + + += ⇒ = ⇒ + =

+ + + + + + +
2 2 2 2 6

5 5 9 5 5
. s t+ + =2 8 AEF برابر است با  بنابراین محیط مثلث 

23459 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس ن9زگ -90 EF BD راه حل اول چ�ون   1
، ABD در مثلث 

 AF EF        
AD BD

( )= =3 1
4

،DAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AC از طرف دیگر، چون 

 
             FK DF x DF x DA DF AF

AC DA DA DA DA
x x x

Rn¼Å nj ®ÃñÿU

( ) ( )

− −= ⇒ = → = =

−→ = ⇒ − = × ⇒ =1

12
12 12

12 3 4 12 3 12 3
12 4

راه حل دوم برای به دست آوردن x، از تناسب )1( به صورت زیر استفاده می کنیم:
AF AF FD FD FD FD     
AD AD AD AD AD AD

( )= ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =3 3 3 11 1
4 4 4 4

 ،DAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FK AC از طرف دیگر چون 
FK DF x x
AC DA

( )= → = ⇒ =1 1 3
12 4
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23469 از تعمی�م قضی�ۀ تال�س در مثلث ه�ای ABC و BAD ن9زگ -90  2
استفاده می کنیم:

 
FH AFFH BC
BC AB
FE BFFE AD
AD AB

⇒ =

⇒ =





با جمع کردن دو تساوی بالا معلوم می شود که

 

FH FE AF BF
BC AD AB

BC

BC
BC

++ = =

+ =

= − = ⇒ =

1

6 2 1
5

6 2 31 10
5 5

23479 چون در لوزی همۀ ضلع ها برابرند، پس ن9زگ -90  3
 AD AB BC CD= = = =6

،EAD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FC AD از طرف دیگر، چون 

 FC EC FC
AD ED

= ⇒ = 6
6 12

. اکن�ون بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در  BF= − =6 3 3 . بنابراین  FC=3 پ�س 
، AFB مثلث 

 

AB AF FB

AF

AF

= +

= +

=

2 2 2

236 9

3 3
به این ترتیب، مساحت مثلث ABF برابر است با 

AF BF× =1 9 3
2 2

 DE وسط C موازی است و AD با FC چون ،FC تذکر برای به دس�ت آوردن
است، بنابر قضیۀ تالس نتیجه می گیریم F نیز وسط AE است، در نتیجه FC در 

مثلث EAD میان خط است پس می توان FC را به صورت زیر به دست آورد:
ADFC= = =6 3
2 2

23489 ، از قضیۀ خطوط ن9زگ -90 EF BC ابت�دا توجه کنید که چ�ون   1
E )ش�کل زیر را ببینید(. از طرف دیگر،  Ĉˆ =2 موازی و مورب نتیجه می ش�ود 1
. بنابراین مثلث EBC متساوی الس�اقین است و در  E Ĉˆ =1 1 ، پس  E Eˆ ˆ=2 1

، از تعمیم  EF BC . اکن�ون توجه کنی�د که چ�ون  EB BC x= = نتیج�ه 
قضیۀ تالس در مثلث ABC نتیجه می شود

 
AE EF
AB BC x x
x x x

= ⇒ =
+

= + ⇒ =

6 4
6

6 24 4 12

 . AF AE
FC EB

= = =6 1
12 2

 ،ABC در نتیجه، بنابر قضیۀ تالس در مثلث

23499 ، از قضیۀ خطوط ن9زگ -90 EF BC ابت�دا توجه کنید که چ�ون   4
K )شکل زیر را ببینید(. از طرف دیگر،  Bˆ ˆ=1 2 موازی و مورب نتیجه می ش�ود 

، و در نتیجه مثلث BEK متساوی الس�اقین است،  K Bˆ ˆ=1 ، پس 1 B Bˆ ˆ=2 1

، به  KF FC= =3 . به همین ترتیب معلوم می ش�ود که  EK EB= =4 پس 
، بنابر  EF BC . اکنون توج�ه کنید که چ�ون  EF= + =4 3 7 ای�ن ترتی�ب 

،ABC تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AE EF BC BC
AB BC BC BC

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+
8 7 2 7 212 21

8 4 3 2
،ABC از طرف دیگر، بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 AE AF AF AF
EB FC

= ⇒ = ⇒ =8 6
4 3

 . /+ + + + =218 4 3 6 31 5
2

بنابراین محیط مثلث ABC برابر است با 

23509 . از نقطۀ B خطی ن9زگ -90 AB EF DC  ابت�دا توج�ه کنید ک�ه   3
موازی AD رسم می کنیم تا پاره خط های EF و CD را به ترتیب در K و H قطع کند 

،BHC شکل زیر را ببینید(. در این صورت، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث(

 BK KFKF CH KH
BH HC KH

⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

4 8 2
4 12



مثل�ث  فیثاغ�ورس در  بناب�ر قضی�ۀ  نتیج�ه،  . در  BH= + =4 2 6 بنابرای�ن 
 ، BHC قائم الزاویۀ 

 BC BH HC BC= + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 26 12 6 5 6 5

23519 زاویه های ACB و ECD متقابل به رأس هس�تند، پس ن9زگ -90  2
برابرند. بنابراین مثلث های ACB و ECD متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

 BC AC x x
DC EC

= ⇒ = ⇒ =9 12
4 3

23529 توج�ه کنید که در مثلث ه�ای ABD و CBA زاویۀ B ن9زگ -90  3
. بنابراین این دو مثلث متشابه اند )ز ز(. در  BAD ACBˆ ˆ= مش�ترک اس�ت و 

. پس  BC=9 2  در نتیجه 
BC

=2 3 2
3 2

، بنابراین  BD AB
AB BC

= نتیجه 

DC= − =9 2 2 8 2

23539 ADE )ز ز(. در نتیجه ن9زگ -90 ACB  توجه کنید ک�ه   2

. BD=11
3

. بنابراین 
BD

=
+

3 4
5 3

، یعنی  AD AE
AC AB

=
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23549 ، پس بناب�ر قضیۀ خطوط ن9زگ -90 EF BC راه ح��ل اول چون   3
F )ش�کل زیر را ببینید(. بنابرای�ن مثلث های قائم الزاویۀ  Ĉˆ =1 م�وازی و مورب 

AHF و FKC که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه اند )ز ز(. در نتیجه
AF AH
FC FK

= =2
3

اگر این تناسب را ترکیب در مخرج کنیم، به دست می آید
AF AF

AF FC AC
= ⇒ =

+ +
2 2

2 3 5
 

بنابراین از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ABC نتیجه می شود
EF AF BC
BC AC BC

= ⇒ = ⇒ =6 2 15
5

راه حل دوم از نقطۀ H عمود HD را بر ضلع BC رس�م می کنیم )ش�کل زیر را 
، بنابر  EF BC . از ط�رف دیگر چون  FK HD= ببینید(. واضح اس�ت که 
 AD و AH متشابه هستند و ABC و AEF قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث های

به ترتیب ارتفاع های آن ها هستند. از طرف دیگر
AH AH AH AH
HD FK AH HD AD

Zoh¶ nj KÃ¨oU

= = → = ⇒ =
+ +

2 2 2
3 2 3 5

2 اس�ت، پس 
5

 ،ABC و AEF بنابراین نس�بت ارتفاع های نظیر در دو مثلث

2 است، در نتیجه 
5

نسبت تشابه این دو مثلث نیز 

 EF BC
BC BC

= ⇒ = ⇒ =2 6 2 15
5 5

23559 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ خطوط م�وازی و ن9زگ -90 AB DE چ�ون   4
. بنابراین مثلث های ABC و EDC به حالت )ز ز(  B Dˆ ˆ= A و  Eˆ ˆ= م�ورب 

متشابه اند. در نتیجه
AB AC ED
ED EC ED

= ⇒ = ⇒ =9 6 15
10

. اگر این تناس�ب را ترکیب در صورت کنیم،  BC AC
DC EC

= = =6 3
10 5

همین ط�ور 

به دست می آید
BC DC BD DC

DC DC DC
+ += ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 5 8 32 8 20

5 5 5
. + + =20 10 15 45 بنابراین محیط مثلث CDE برابر است با 

23569 AEB )زاویه ه�ای متقاب�ل ب�ه ن9زگ -90 CEDˆ ˆ= توج�ه کنی�د   3

. بنابراین دو مثلث AEB و CED به حالت  AE BE
EC ED

= =1
2

رأس(. همچنین 

. x CD= =20 AB پس 
CD x

= =10 1
2

)ض ز ض( متشابه هستند. در نتیجه 

23579 ، ن9زگ -90 A Aˆ ˆ= . همچنین  AB AC
AE AD

= =1
2

توج�ه کنید ک�ه   1

. BC
DE

=1
2

ABC )ض ز ض(. در نتیجه  AED  بنابراین 

23589 . در نتیجه، ن9زگ -90 A Aˆ ˆ= AD و  AE
AC AB

= =1
2

توجه کنید که   4

دو مثلث ADE و ACB به حالت )ض زض( متشابه هستند. بنابراین

 DE x
BC x

= = ⇒ =6 1 12
2

23599 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث ن9زگ -90  3
 ،BEF قائم الزاویۀ

 BF BE EF BF= + = + = ⇒ =2 2 2 16 9 25 5  
از طرف دیگر مثلث های قائم الزاویۀ ABC و FBE که یک زاویۀ حادۀ مشترک 

دارند، متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 

ABC AB
FBE FB
ABC

ABC

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

( )

( )

( )
( )

= = =

= ⇒ =

10 2
5

2 24
12

 

23609 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه ن9زگ -90 EF BC چ�ون   4
مثلث های AEF و ABC متشابه اند. بنابراین

 
AEF AE
ABC AB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= = =2 22 4

5 25
 

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید 

 AEF  AEF  
ABC  AEF  BEFC  

SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

( ) ( )

( ) ( ) ( )
= = =

− −
4 4

25 4 21

23619 راه حل اول با توجه به شکل معلوم می شودن9زگ -90  2
 ADB ABC (pp) 

بنابراین

 AD AB AC
AB AC AC

= ⇒ = ⇒ =4 6 9
6

، ABC در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

 AC AB BC BC BC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 29 6 3 5

. ABCS AB BC= × =1 9 5
2

بنابراین 

، ADB راه حل دوم بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 
 AB AD DB DB DB= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 26 4 2 5

. اکنون توج�ه کنید که مثلث های  ADBS AD DB= × =1 4 5
2

در نتیج�ه 

ADB و ABC متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

ABC ABC
ABC

ADB

S SAB S
S AD

( ) ( )= ⇒ = = ⇒ =2 26 9 9 5
4 44 5

23629 . مثلث های ABD و CBA به ن9زگ -90 DC x= فرض کنی�د   2
A و زاویۀ B مشترک(. بنابراین Cˆ ˆ=1 حالت )ز ز( متشابه اند )

BD AB x x
BA CB x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+

4 8 16 4 12
8 4
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23639 مثلث های قائم الزاویۀ ABC و EFC که یک زاویۀ حادۀ ن9زگ -90  2
مشترک دارند، متشابه اند )ز ز(. بنابراین

AC AB AC AC
EC EF

= ⇒ = ⇒ =10 15
6 4

23649 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و ن9زگ -90 AB CD چ�ون   2
B )ش�کل زیر را ببینید(. بنابراین مثلث های قائم الزاویۀ AFB و  Eˆ ˆ=1 1 مورب 

BCE که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه اند )ز ز(. در نتیجه
AB BF AB AB
BE EC

= ⇒ = ⇒ =6 16
8 3

23659 A و در مثل�ث DCE، ن9زگ -90 Eˆ ˆ+ = 0
1 90  ،AEF در مثل�ث  2

. در نتیجه مثلث های  A Dˆ ˆ= ، پس  E Eˆ ˆ=1 2 D از ط�رف دیگر  Eˆ ˆ+ = 0
2 90

قائم الزاویۀ ABC و DEC متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 

BC AC EC
EC CD EC

EC EC

EC EC

EC EC EC( )( )

+= ⇒ =

= +

+ − =

− + = ⇒ =

2

2

3 4
4

12 4

4 12 0

2 6 0 2

23669 ، پ�س بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه ن9زگ -90 DE AB چ�ون   4
مثلث های DEF و BAF متشابه اند. بنابراین

 DE DF x
BA BF BA

( )= ⇒ =2 1
9

، پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث های  DC AB از ط�رف دیگ�ر، چون 
DCK و BAK متشابه اند. بنابراین

 x yDC DK
BA BK BA

( )
+

= ⇒ =6 2
5

اگر تساوی های )1( و )2( را بر هم تقسیم کنیم، به دست می آید 

x
x y

= =
+

2
59

6 27
5

23679 AEB )زاویه ه�ای متقابل به ن9زگ -90 CEDˆ ˆ= توجه کنی�د که   3

. بنابراین دو مثلث AEB و CED به حالت  AE BE
EC ED

= =1
3

رأس(. همچنین 

)ض ز ض( متشابه  هستند. در نتیجه
AB x
CD x

= = ⇒ =10 1 30
3

23689 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و ن9زگ -90 AB CD چ�ون   1

. بنابراین  AB AC
AC DC

= =3
4

. همچنین  BAC ACDˆ ˆ= مورب 

 ABC CAD (ƒpƒ) 

در نتیجه
BC BC AD
AD

( )= ⇒ = = =3 3 3 24 18
4 4 4

 

23699 مثلث ه�ای ABC و DAC به حالت )ز ز( متش�ابه اند، ن9زگ -90  4
B و زاویۀ C در آن ها مشترک است. بنابراین Âˆ = 1 زیرا 

ABC  ABCAC ABC
DAC  DC

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

( ) ( )
( )

( )
= ⇒ = ⇒ =6 18

15 5
 

23709 مثلث ه�ای ABC و DBE قائم الزاویه اند و زاویۀ B در ن9زگ -90  4
آن ها مشترک است، پس این دو مثلث متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 
ABC AB
DBE DB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= 2 1

از طرف دیگر،

 
ABC DBE ACDE

DBE
SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶

( ) ( ) ( )
( )

= +
=2

در نتیجه، تناسب )1( می شود

x x
x x

( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

8 642 2 32 4 2

23719 ، پ�س زاویه های ن9زگ -90 E Fˆ ˆ=1 1 . چون  CF x= ف�رض کنید   4

F2 نی�ز ک�ه مکم�ل ای�ن دو زاوی�ۀ برابر هس�تند، برابرند )ش�کل زیر را  E2 و 

 ببینی�د(. بنابرای�ن مثلث ه�ای ABF و ACE ب�ه حال�ت )ز ز( متش�ابه ان�د 
F و زاویۀ A مشترک(. در نتیجه Eˆ ˆ=2 2 (

AB AF x x
AC AE x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+
8 4 40 16 4 6

4 5

23729 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و ن9زگ -90 AB CD چ�ون   2
A )شکل زیر را ببینید(. بنابراین مثلث های ABC و CAD به  Cˆ ˆ=2 1 مورب 

(. در نتیجه B Âˆ = 1 A و  Cˆ ˆ=2 1 حالت )ز ز( متشابه اند )

AB AC AB AB
CA CD

= ⇒ = ⇒ =6 9
6 4
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23739 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث ن9زگ -90  2
 ،CDE قائم الزاویۀ

DE CE CD CE CE= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 25 3 4
 ،)E که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند )زاویۀ DCE و ABE مثلث های قائم الزاویۀ

متشابه اند. بنابراین
AB BE BE BE
DC CE

= ⇒ = ⇒ =6 8
3 4

. اکنون توجه کنی�د که بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در  BC= + =8 4 12 بنابرای�ن 
،ABC مثلث قائم الزاویۀ

AC AB BC AC( )= + = + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 26 12 6 1 2 6 5 6 5

23749 . از طرف دیگر، ن9زگ -90 BE= − =10 6 4 ابت�دا توجه کنید ک�ه   3
D )ش�کل زی�ر را ببینید(.  Eˆ ˆ=1 2 ، پ�س  E Eˆ ˆ+ = 0

1 2 90 E و  Dˆ ˆ+ = 0
1 1 90

بنابرای�ن مثلث های قائم الزاویۀ ADE و BEF ک�ه یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، 
متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

AE AD BF
BF BE BF

= ⇒ = ⇒ =6 8 3
4

. FC= − =8 3 5 در نتیجه 

23759 و ن9زگ -90  BC
CD

= =4 1
8 2

 ،  AB
AC

= =3 1
6 2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   2

. بنابراین مثلث های ABC و ACD متشابه اند )ض ز ض(.  ABC ACDˆˆ =
در نتیجه

AB AC x
AC AD x

= ⇒ = ⇒ =1 6 12
2

23769 و ن9زگ -90  AC
EC

= =12 4
3

 ، EDC و   ABC مثل�ث  دو  در   3

. چون زاویۀ C هم در این دو مثلث مشترک است، پس این دو  BC
DC

= =16 4
4

مثلث متشابه اند )ض زض(، بنابراین
AC AB AB AB
EC DE

= ⇒ = ⇒ =12 24
3 6

23779 CEF ن9زگ -90 و   ADF ، پ�س مثلث ه�ای  AD BC چ�ون   3
متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 
AF
CFAF AD CE

CF CE CE

=
= → = ⇒ =

3 63 2

از طرف دیگر، چون در متوازی الاضلاع ضلع های روبه رو برابرند، پس
 AD BC x x= ⇒ = + ⇒ =6 2 4

23789 ابتدا توج�ه کنید که چون ن9زگ -90  4
ط�رف  از   . AF=3 پ�س   ، DC AB= =14

 ، K Eˆ ˆ+ = 0
1 2 90 E و Eˆ ˆ+ = 0

1 2 90 دیگر، چون

. بنابرای�ن مثلث ه�ای قائم الزاویۀ  E Kˆ ˆ=1 1 پس 
AEF و DKE متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 AE AF x x
DK DE

= ⇒ = ⇒ =3 4
8 6

23799 توجه کنید که بنابر قضیۀ اساسی تشابه،ن9زگ -90  3

 

AEF

AMN

AEF
AEF

AEF

S AEAEF AMN
S AM

S
S

S

( ) ( )⇒ = = =

= ⇒ =
+

2 25 25
6 36

25 75
33 36

 

 

همچنین بنابر قضیۀ اساسی تشابه،

 

AEF

ABC

ABC
ABC

S AEAEF ABC
S AB

S
S

( )

( )

⇒ =

= ⇒ =

2

275 5 192
8

 

 

23809 بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه چ�ون مثلث ه�ای AEF و ن9زگ -90  2
AMN متشابه اند، پس

 AEF

AMN

S AF
S AN

( ) ( )= = =2 23 9
8 64

 

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید

 AEF AEF

AMN AEF EFNM

S S
     

S S S
( )= ⇒ =

− −
9 9 1

64 9 55
 

از طرف دیگر، بنابر قضیۀ اساسی تشابه مثلث های AEF و ABC متشابه اند، پس

 AEF

ABC

S AF
S AC

( ) ( ) ( )= = =2 23 9 2
10 100

 

اگر تساوی )2( را بر تساوی )1( تقسیم کنیم، به دست می آید

 EFNM

ABC

S
S

/= =55 0 55
100

 

23819 ، پ�س بنابر قضی�ۀ خطوط م�وازی و ن9زگ -90 AB CD چ�ون   1
. بنابرای�ن مثلث ه�ای ABE و DCE متش�ابه اند  B Ĉˆ = A و  Dˆ ˆ=  م�ورب 

)ز ز(. در نتیجه
AB BE BE
DC CE CE

= ⇒ =5
2

اگر این تناسب را ترکیب در صورت کنیم، به دست می آید
BE CE BC CE

CE CE CE
+ += ⇒ = ⇒ = ⇒ =5 2 7 7 28 8
2 2 2

23829 ، پس مثلث CDE متساوی الس�اقین ن9زگ -90 CD CE= چون   3
 D Dˆ ˆ=1 2 D )ش�کل زیر را ببینی�د(. از طرف دیگر  Eˆ ˆ=1 اس�ت و در نتیج�ه 

. بنابراین مثلث های ABD و ACE به حالت  D Eˆ ˆ=2 )متقابل به رأس(، پس 

(. در نتیجه D Eˆ ˆ=2 A و  Aˆ ˆ=1 2 )ز ز( متشابه اند )

AB AD DE
AC AE DE

= ⇒ = ⇒ =
+

4 6 9
10 6
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23839 ف�رض کنید ط�ول ضلع مرب�ع BEFD برابر x باش�د.ن9زگ -90  3
 ،)C که یک زاویۀ حادۀ برابر دارند )زاویۀ FDC و ABC مثلث های قائم الزاویۀ

متشابه اند )ز ز(. بنابراین
AB BC x x x
FD DC x x

( )= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
−

3 4 123 4 4
4 7

. x=484
7

بنابراین محیط مربع BEFD برابر است با 

23849 چ�ون نقطه های E و F به ترتیب وس�ط ضلع های AB و ن9زگ -90  3
AC از مثلث ABC هس�تند، در نتیجه EF در مثلث ABC میان خط اس�ت، 

. همچنین می توان نتیجه گرفت EF با BC موازی است.  BCEF= =4
2

پس 

. اکن�ون توجه کنید که  E Ĉˆ =1 1 بنابرای�ن طبق قضیۀ خطوط م�وازی و مورب 
مثلث های قائم الزاویۀ EFH و CEB متشابه اند )ز ز(. بنابراین

CE  EF FH FH FH
CE EB

tn¼üIXÃÎ( )
/

=
= → = ⇒ =

10 4 2 4
10 6

23859 بنابر قضیۀ تالس در مثلث DEC،ن9زگ -90  1

 DF DG DGFG EC DG
FE GC

⇒ = ⇒ = ⇒ =4 6
6 9



، پس AEB DEC  بنابر قضیۀ اساسی تشابه 

 AB EB EC
CD EC EC

/= ⇒ = ⇒ =6 3 7 5
15

،DEC در نتیجه با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 GF DG GF GF
EC DC /

= ⇒ = ⇒ =6 3
7 5 15

23869 ابت�دا توجه کنید که ن9زگ -90  1
، بناب�ر قضی�ۀ خط�وط  AD BC چ�ون 
B )شکل روبه رو را  Dˆ ˆ=1 1 موازی و مورب، 

ببینید(. از طرف دیگر، 

 
B E

B C
C E

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
+ =

0
1 1

1 10
1 1

90

90
 

. بنابراین مثلث های قائم الزاوی�ۀ BEC و CBD که یک  C Dˆ ˆ=1 1 در نتیج�ه 
زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

 EB BC x x x
BC CD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =21 4 2
4

 

23879 چ�ون در متوازی الاض�لاع ضلع ه�ای روب�ه رو برابرن�د، پ�سن9زگ -90  2
 ADF پس مثلث های ، AD BC .از طرف دیگر چون  AD x x= + − =6 6

و CEF متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 
AF
CFAF AD CE

CF CE CE

=
= → = ⇒ =

2 62 3

 . x=3 ، پس  x− =6 3 در نتیجه 

23889 بنابرای�ن ن9زگ -90  . EC ED DC
AB AC CB

= = =1
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

مثلث های EDC و ACB متشابه اند )ض ض ض(. در نتیجه 
 ABC DCEˆˆ = = 035

 . BACˆ ( )= − + =0 0 0 0180 65 35 80 به این ترتیب، 

23899 توجه کنید که بنابر قضیۀ اساسی تشابه،ن9زگ -90  1

 

AMF

ANC

AEM

ABN

S AMAMF ANC
S AN

S AMAEM ABN
S AN

( )

( )

⇒ =

⇒ =

2

2





 

 

 

بنابراین

 AMF AEM AEM
AEM

ANC ABN AEM

S S S
S

S S S
= ⇒ = ⇒ =

+ +
18 27

18 32 48
 

23909 مثلث ه�ای ABC و DBE قائم الزاویه اند و زاویۀ B در ن9زگ -90  4
آن ها مشترک است، پس این دو مثلث متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 ABC  AB
DBE  DB

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= 2 1

از طرف دیگر،
ABC  DBE  ACDE  

DBE  DBE  DBE  

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

SeIv¶ SeIv¶ SeIv¶

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= +

= + =3 5
2 2

. AB=5 10 ، پس  AB( )= 25
2 10

در نتیجه، تناسب )1( می شود 

23919 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، ن9زگ -90  2

 AC CH CB AC= × = × ⇒ =2 6 9 3 6  

23929 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،ن9زگ -90  4
 BD AD DC x x( )= × ⇒ = ⇒ =2 23 2 2 9

  

23939 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،ن9زگ -90  3

 AB BH BC x x x x

x x x

( )

( )( )

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 212 2 2 6 0

3 2 0 2
 

 . BC x= + =2 2 6 پس 
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23949 . از E پاره خط EF را عمود بر ن9زگ -90 CE x= فرض می کنی�م   2
 FA x= −10  ، FB x= AB رسم می کنیم )شکل زیر را ببینید(. در این صورت 

، بنابر رابطه های طولی، AEB . بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ  EF=4 و 

 
EF FB FA x x x x

x x x x

( )

( )( ) ,

= × ⇒ = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 24 10 10 16 0

2 8 0 2 8

. CE x= =2 ، پس  CE DE< چون 

23959 راه ح��ل اول در مثل�ث قائم الزاوی�ه، ارتف�اع وارد بر وتر ن9زگ -90  2
 AHB مثلث را به دو مثلث کوچک متشابه تقسیم می کند. بنابراین مثلث های

و CHA متشابه اند. در نتیجه

 AB BH BH BH AC
AC AH AC

= ⇒ = ⇒ =2 4 3
2 3

،AHC به این ترتیب، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 AC AH HC HC

HC HC

= + ⇒ × = × +

= × − × = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 3 2 3

4 3 2 3 36 6
راه حل دوم بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 AB BH BC BH BH BC BH BC

BH BH BC BH BH CH

= × ⇒ = × ⇒ =

− = − ⇒ =

2 24 4

4 3
از طرف دیگر بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

CHAH BH HC CH CH CH= × ⇒ = × ⇒ = ⇒ =2 212 36 6
3

23969 در ل�وزی قطرها بر ه�م عمودند، بنابرای�ن مثلث AEB ن9زگ -90  2
قائم الزاویه است. در این مثلث قائم الزاویه از رابطه های طولی نتیجه می شود

 EH AH HB HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 16 2 8
. AB= + =2 8 10 بنابراین 

  

23979 ،ن9زگ -90 ABC بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ   1

 AH HB HC HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 16 8 2  
، BDC همین طور در مثلث قائم الزاویۀ 

 DH H B H C DH′ ′ ′ ′= × = × ⇒ =2 4 6 2 6  

23989 بنابرای�ن ن9زگ -90  ، CBF ADEˆ ˆ= پ�س   ، AD BC چ�ون   3
 CFB و AED مثلث های قائم الزاویۀ
همنهشت اند )به حالت وتر و یک زاویۀ 
 . BF DE= =2 بنابرای�ن  ح�اده(. 
 ، ABD اکن�ون در مثل�ث قائم الزاویۀ

بنابر رابطه های طولی،

 AE DE EB x x( )= × ⇒ = × + ⇒ =2 16 2 2 6

23999 راه ح��ل اول بنابر رابطه های طول�ی در مثلث قائم الزاویۀ ن9زگ -90  3
 ،AHC

 HC CK CA y y= × ⇒ = × = ⇒ =2 2 7 10 70 70  
، ABC همین طور در مثلث قائم الزاویۀ 

 
AC CH CB x

x x x

( )= × ⇒ = × +

= + ⇒ = ⇒ =

2 100 70 70

30100 70 70 70 30
70

 

. xy=30 بنابراین 
،ABC راه حل دوم بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

AH BH HC AH xy    ( )= × ⇒ =2 2 1

 HAC از رابطه ه�ای طولی در مثل�ث قائم الزاویۀ ،AH ب�رای به دس�ت آوردن
استفاده می کنیم

AH AK AC AH= × ⇒ = × =2 2 3 10 30
. xy=30 در نتیجه با استفاده از تساوی )1(، 

24009 در مثلث قائم الزاویۀ FDC ، بنابر رابطه های طولی،ن9زگ -90  1
 DC ECFC EC DC FC EC== × → =22 2 22

یعن�ی   AD BD DC= ×2  ، ABC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  همچنی�ن 

. بنابراین DCEC= =4
2

. در نتیجه  DC=8 ، بنابراین  DC= ×16 2

 FC EC FC= = × ⇒ =2 2 22 2 4 4 2

24019 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،ن9زگ -90  3
 CD BD AD x x= × ⇒ = × = ⇒ =2 2 16 9 144 12

همچنین
 y AD AB y= × = × ⇒ =2 9 25 15

و
 z BD AB z= × = × ⇒ =2 16 25 20

. x y z+ + =47 در نتیجه 

24029 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،ن9زگ -90  2

 
BH AH CH x x

x x x x x x x

( ) ( )

,

= × ⇒ + = +

+ + = + ⇒ − − = ⇒ = =−

2 2

2 2

4 9 2

8 16 9 18 2 0 2 1

، آن گاه x=2 به این ترتیب اگر 

 ABC BH ACSeIv¶( ) ( )( )= × = =1 1 6 13 39
2 2

. ABC BH AC SeIv¶( ) ( )( )= × = =1 1 3 10 15
2 2

، آن گاه  x=−1 و اگر

بنابراین مساحت مثلث ABC می تواند برابر 15 یا 3۹ باشد.

24039 ،ن9زگ -90 BCD بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ   1
 CH HB HD= × = × =2 2 8 4

. در نتیجه CH=2 بنابراین 

 BCD CH BDSeIv¶( ) ( )( )= × = + = + =1 1 2 2 8 2 2 2 3 2
2 2

. ABCD  BCD  SeIv¶ SeIv¶( ) ( )= × =2 6 2 به این ترتیب 
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24049 در مثلث قائم الزاویۀ BDE، بنابر رابطه های طولی،ن9زگ -90  3
 DH HB HE= × = × =2 9 4 36

. از ط�رف دیگ�ر، در مثل�ث  AH= + =12 6 18 . بنابرای�ن  DH=6 پ�س 
قائم الزاویۀ BAC، بنابر رابطه های طولی،

 AH HB HC x x( )= × ⇒ = + ⇒ =2 218 9 4 32

24059 ،ن9زگ -90 ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث   2

 AC AB BC= + = + =2 2 2 27 9 36
، ABC . از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ  AC=6 بنابراین 

 BH AC AB BC x x× = × ⇒ × = × ⇒ =3 36 3 3 3
2

24069 راه حل اول بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ ACD، ن9زگ -90  4

 AD AC CD CD CD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6  
ارتفاع CH را در مثلث CAD رس�م می کنی�م. توجه کنید که چون نقطۀ C روی 
. از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در  CB CH= نیمساز زاویۀ A است، پس 

،ACD مثلث قائم الزاویۀ

 AC CD CH AD CH CH /× = × ⇒ × = × ⇒ =8 6 10 4 8  
. CB CH /= =4 8 بنابراین 

 CAB و DAC دو مثلث قائم الزاوی�ۀ ، CAB DACˆ ˆ= راه ح��ل دوم چ�ون 
متشابه هستند )ز ز(. بنابراین

CD  CD AD BC
BC AC BC

/== → = ⇒ =6 6 10 4 8
8

24079 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ ABD،ن9زگ -90  3

 BH AH HD AH AH= × ⇒ = × ⇒ =2 4 1 4
، ABC همین طور، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 AH BH HC x x= × ⇒ = × ⇒ =2 16 2 8

  

24089 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ DAK،ن9زگ -90  1

 AD DH DK= × = × =2 9 16 144
 . AD=12 بنابراین 

  

24099 ، در این صورت ن9زگ -90 HE b= BH و  a= فرض می کنیم   3

a ba b BE EC EC ++ = = ⇒ =2
2

، ABC بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 
a bAB BH BC a a b a a b

a a b

( ) ( )

( )

+= × ⇒ = + + = +

+ =

2 336
2 2

24

، BDE همین طور، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 BD BH BE x a a b x( )= × ⇒ = + = ⇒ =2 2 24 2 6

24109 ، بنابر قضیۀ فیثاغورس،ن9زگ -90 ADC در مثلث قائم الزاویۀ   3

 AC AD DC AC= + = + = ⇒ =2 2 2 4 16 20 2 5
، بنابر رابطه های طولی ADC از طرف دیگر، در مثلث قائم الزاویۀ 

 DE AC AD DC DE DE× = × ⇒ × = × ⇒ = =4 4 52 5 2 4
55

24119 چون پاره خط EF وس�ط ضلع ه�ای BA و BC را به هم ن9زگ -90  1
وص�ل کرده اس�ت، میان خط مثلث BAC اس�ت، پس ط�ول آن برابر با نصف 

طول ضلع سوم است. بنابراین

 x x x x x( )+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 4 6 4 2 3 1
2

 . EF= + =1 4 5 بنابراین 

24129 ، بنابر قضیۀ ن9زگ -90 DE AF|| . چ�ون  EF x= فرض کنی�د   2

، BAF تالس در مثلث 

 BD BE
DA EF

     (1)=  

 ، BAC ، بنابر قضیۀ تالس در مثلث  FD AC|| از طرف دیگر، چون 

 BD BF
DA FC

     (2)=  

از مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 BE BF x
EF FC x

+= ⇒ =1 1
6

 

. ای�ن معادله دو ج�واب دارد:  x x+ − =2 6 0 ، یعنی  x x( )+ =1 6 بنابرای�ن 

. x=2 ، پس  x>0 ، که چون  x=2 x=−3 و 
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24139 از نقطۀ A خطی موازی BC رسم می کنیم تا پاره خط های ن9زگ -90  2
EF و DC را ب�ه ترتی�ب در نقطه ه�ای L و K قطع کند )ش�کل زیر را ببینید(. 
 . KC LF AB= = =2 چ�ون ABFL و LFCK متوازی الاضلاع ان�د، پس 
، پس در مثلث ADK، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، EL DK|| اکنون توجه کنید که چون 

EL AE x AE AE
DK AD AE ED AE AE

x x

−= ⇒ = = =
+ +

− = ⇒ =

2 1
8 3 4

2 1 4
8 4

24149 ، بناب�ر قضیۀ ن9زگ -90 AB CD|| ابت�دا توج�ه کنی�د که چ�ون   4
B )شکل را ببینید(. از طرف دیگر، Dˆ ˆ=1 1 خطوط موازی و مورب، 

 
B E

B C
C E

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
+ =

0
1 1

1 10
1 1

90

90

. بنابرای�ن مثلث ه�ای قائم الزاوی�ۀ BEC و CBD ک�ه  C Dˆ ˆ=1 1  در نتیج�ه 
یک زاویۀ حادۀ برابر دارند، متشابه اند )ز ز(. در نتیجه 

 EB BC x x x
BC CD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =23 27 3 3
9

24159 . ن9زگ -90 ACBˆ =γ ˆECD و  =β  ، ACEˆ =α فرض می کنیم   2
. به طور مش�ابه  Ê=γ ˆBCE زاویۀ خارجی مثلث ECD اس�ت، پس  چ�ون 

. بنابراین مثلث های ABC و CDE متشابه اند )ز ز(. در نتیجه Â=β

 EC CD ED EC CD
AC AB BC

= = ⇒ = = =8 2
9 6 4

بنابراین
 EC CD EC CD,= = ⇒ × =18 12 216

24169 توجه کنید که با نمادگذاری شکل زیرن9زگ -90  3
 DE BC D Ĉˆ|| ⇒ =1 1

. بنابرای�ن مثلث های  E Bˆ ˆ= و چ�ون BKEL متوازی الاض�لاع اس�ت، پ�س 
ABC و FED متش�ابه اند )ز ز( و نی�ز نس�بت محیط ه�ای ای�ن مثلث ها برابر 

نسبت تشابه آن هاست:

 
ABC CA
FED DF

ˆÃd¶

ˆÃd¶

( )

( )
= = =10 2

5
. در نتیجه  FED DF DE EFˆÃd¶( ) = + + = + =5 9 14 از طرف دیگر 

ABC ˆÃd¶( ) = × =2 14 28

24179 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویهن9زگ -90  4

 AH BH CH= × = × =2 2 6 12

. از طرف دیگر، باز هم بناب�ر رابطه های طولی در مثلث  AH=2 3 بنابرای�ن 

 . AB AC AH BC× = × = × =2 3 8 16 3 قائم الزاویه 

24189 چون مثلث های HKB و HCD متشابه اند )ز ز(، پسن9زگ -90  1

 HB HK HB HB HC        
HD HC HC

( )= ⇒ = ⇒ × = ×8 8 27 1
27

 

، BCK از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ 
 BH HC HK BH HC= × ⇒ = ×2 2 8  

اگ�ر دو ط�رف این تس�اوی را در HB ض�رب و از تس�اوی )1( اس�تفاده کنیم، 
به دست می آید

 BH BH= × × ⇒ = × × =3 8 8 27 2 2 3 12  

24199 در ل�وزی قطرها بر ه�م عمودند، بنابرای�ن مثلث AFB ن9زگ -90  1
قائم الزاویه است و در این مثلث بنابر رابطه های طولی

 BF EB AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 3 12

. همین طور BF AE=2 3 بنابراین 

 AF AE AB AE AE AE AE( )= × = + =2 23 4
. چون در لوزی قطرها یک دیگر را نصف می کنند، پس  AF AE=2 بنابراین 

BD BF BF AE
AC AF AF AE

= = = =2 2 3 3
2 2

24209 . در این صورت ن9زگ -90 CH b= DH و  a= فرض می کنی�م   2
در  طول�ی  رابطه ه�ای  بناب�ر  ببینی�د(.  را  )ش�کل   BD DC a b= = +

، DEC مثلث قائم الزاویۀ 

 EC CH CD b a b( )= × ⇒ = +2 4
، ABC همین طور، در مثلث قائم الزاویۀ 

 AC CH CB x b a b b a b( ) ( )= × ⇒ = + = + = × =2 2 2 2 2 2 4 8

 . x=2 2 بنابراین 

24219 مساحت مثلث قائم الزاویۀ ABC برابر مجموع مساحت ن9زگ -90  4
دو مثلث ABD و ADC است. پس

 ABC ADC ABD
AB AC DN AC DM ABS S S × × ×= + ⇒ = +

2 2 2
. DM DN x= = هر نقطه روی نیمساز، از دو ضلع زاویه، به یک فاصله است، پس 

x در نتیجه x x x /× = × + × ⇒ = ⇒ =3 7 7 3 10 21 2 1



)271(

، پس مثل�ث ADN قائم الزاویۀ متساوی الس�اقین  Â = 0
1 45 توج�ه کنید ک�ه 

،ADN پس بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث ، AN DN x= = است. یعنی 
 AD AN DN x AD x /= + = ⇒ = =2 2 2 22 2 2 1 2  

تجربی - 95  

24229 مح�ل تلاقی امت�داد س�اق های ذوزنق�ۀ ABCD را M ن9زگ -90  4
، MDC می نامیم، با توجه به تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 

MA MB ABAB CD
MD MC CD

x x x x
x

y y y y
y

/

⇒ = = =

 = ⇒ = + ⇒ = +

 = ⇒ = + ⇒ =
 +

4
9

4 9 4 20 4
5 9

4 9 24 4 4 8
6 9



 

بنابراین محیط مثلث MAB برابر است با

 P x y / /= + + = + + =4 4 4 8 4 12 8  

تجربی - 94  
24239 از نمادگ�ذاری ش�کل زیر اس�تفاده می کنی�م. بنابر قضیۀ ن9زگ -90  3

اساسی تشابه، دو مثلث OAB و OCD متشابه اند، پس

 
x x x y
y y y y x
x y x y

,

 = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
 + = ⇒ + =

8 2 3 2
12 3 5 30 6 4

10 3 3 30
 

 . OCD
yS ×

= =
12 36

2
بنابراین مساحت مثلث OCD برابر است با 

نتیج�ه  در  اس�ت،   10 براب�ر  نی�ز   ADC مثل�ث  ارتف�اع  ک�ه  کنی�د  توج�ه 

. بنابراین ADCS ×= =10 12 60
2

 ADO ADC OCDS S S= − = − =60 36 24  

تجربی - 95  

24249 این دو مثلث که اضلاعی موازی دارند، متش�ابه هس�تند. ن9زگ -90  3

3 اس�ت. اگر 
2

9 یا 
6

نس�بت تش�ابه آن ها، برابر نس�بت دو ضل�ع بزرگ تر یعنی 

′S بنامیم، به دست می آید S و  A را به ترتیب  B C′ ′ ′ مساحت مثلث ABC و 

 S S S S
S S S

Rn¼Å nj ®ÃñÿU( ) /′− −= ⇒ = → = = =
′ ′ ′

23 9 9 4 5 1 25
2 4 4 4

خارج از کشور تجربی - 95  

24259 بنابر قضیۀ تالس در مثلث OBD،ن9زگ -90  1

 OA OCAC BD
AB CD

(1)|| ⇒ =

،OED بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 OB OCBC ED
BE CD

(2)|| ⇒ =

از مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 OA OB BE
AB BE BE

= ⇒ = ⇒ = =3 8 40 113
5 3 3

خارج از کشور تجربی - 94  

24269 بنابر قضیۀ تالس در مثلث MAC،ن9زگ -90  2

 ME MBEB AC
EA BC

|| ( )⇒ = 1

،MDC بنابر قضیۀ تالس در مثلث

 MA MBAB DC
AD BC

(2)|| ⇒ =

از مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 ME MA ME ME ME ME ME
EA AD

/+= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =3 7 3 9 2 25
3 7

 . MD / /= + + =2 25 3 7 12 25 پس 

خارج از کشور ریاضی - 93  

24279 راه حل اول از نماد گذاری ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. ن9زگ -90  1
،ABH بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 h x x h x x( ) ( )= − ⇒ = −2 4 4

از طرف دیگر، بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو مثلث BDH و BAC متش�ابه 
هستند. از تشابه این دو مثلث قائم الزاویه نتیجه می شود

 
x x x x xh x x

x x
x x x x x

( ) ( ) ( )

/

− − −− −= ⇒ = ⇒ =
− +
−= ⇒ = − ⇒ = =

24 4 44 4
3 4 3 4 9 16

4 3616 36 9 1 44
9 16 25

 ،ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث ، AB x x= + − =4 4 راه حل دوم چون 

 BC AC AB BC= + = + = ⇒ =2 2 2 9 16 25 5   
 ،ABC از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 AH BC AB AC AH AH× = × ⇒ × = × ⇒ =125 4 3
5
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اکنون از رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ AHB نتیجه می شود

 AH AD AB x x /= × ⇒ = × ⇒ = =2 144 1444 1 44
25 100

  

ریاضی - 89  

24289 شکل سؤال به صورت زیر است. توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
MA OAMDC OA DC
MD DC
NB OBNDC OB DC
NC DC

¾â Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

 

 

:

:

→ =

→ =








 

. پس  MA NB
MD NC

=  ، MNCD از ط�رف دیگر، بنابر قضی�ۀ تالس در ذوزنقۀ 

. OA
OB

=1 OA و  OB= ، در نتیجه  OA OB
DC DC

=

تجربی - 97  

24299 از فرض های مس�ئله ش�کل زیر به دست می آید. از قضیۀ ن9زگ -90  3
تالس نتیجه می شود

 

BN BD xBMC DN CM BN MN
MN DC x

yAM AEAND ME DN AM MN
MN ED y

 

 

:

:

⇒ = = = ⇒ =

⇒ = = = ⇒ =

1 1
3 3 3

1 1
3 3 3








 

. پس AM BN MN= =1
3

بنابراین 

AM AM AM AB AM
AB AM MN BN AM AM AM

= = = ⇒ =
+ + + +

1 5
3 5

خارج از کشور ریاضی - 97  

24309 CD و اگر ن9زگ -90 x=5 ، آن گاه  AB x=2 بنابر فرض سؤال اگر   1
. قطر AC را رسم می کنیم. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DF y=3 ، آن گاه  AF y=

 

CD x

CE DF     
CB DA

AB x

AF OFADC OF DC OF x
AD CD
CE OECAB OE AB
CB AB

OE
AB

OE x

  

(¾£ºp»l nj u²IU á¾Ãñ¤)

:

:

=

= =

=

⇒ = = → =

⇒ =

→ =

→ =

5

3
4

2

1 5
4 4

3
4

3
2









 .
x

EF
CD x

= =

11
114

5 20
. پس  EF OF OE x x x= + = + =5 3 11

4 2 4
بنابراین 

خارج از کشور تجربی - 97  



24319 a تهی باش�د، ن9زگ -90 a[ , ]+1 ) و  , )−1 3 اگر اش�تراک دو بازۀ   2
یکی از دو حالت زیر پیش می آید:

a≥3a a+ ≤− ⇒ ≤−1 1 2

. پس به ازای مقادیر  a− < <2 3 بنابراین اگر اش�تراک دو بازه، تهی نباشد باید 
، 0، 1 و 2 برای a اشتراک دو بازه تهی نیست.  −1 صحیح 

24329 از روی شکل زیر معلوم می شود که ن9زگ -90  3
 B ( , ) ( , )′= −∞ − +∞7 3

. A B ( , ]′= 3 7 بنابراین، از روی شکل زیر معلوم می شود که 

24339 na ن9زگ -90 a, , , ,…120 80 ف�رض می کنی�م دنبال�ۀ حاص�ل   3

باشد. در این صورت قدرنسبت این دنباله برابر است با 

d
n n
−= =
+ − +

80 20 60
2 1 1

اکنون توجه کنید که

 
n

a d d d d
a d

+= ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =
−

1 1 20 1 60 3 80 5
3 80 3

 

. n=11 ، یعنی 
n

=
+

60 5
1

پس 

24349 102= ن9زگ -90 1024 جملۀ دهم دنبالۀ هندس�ی مورد نظر برابر   4
)n است. بنابراین )+ −8 4 1 ام دنبالۀ حسابی مورد نظر برابر  n است و جملۀ 

 n n n+ − = ⇒ = ⇒ =8 4 4 1024 4 1020 255  
,    با جملۀ دهم  , ,8 12 16  پس جملۀ دویست و پنجاه و پنجم دنبالۀ حسابی 

,    برابر است. , ,2 4 8  دنبالۀ هندسی 

24359 ف�رض کنی�د a و b دو ع�دد مورد نظر باش�ند طوری که ن9زگ -90  4
. بنابراین a b< <0

a ba b ab ab a b ab ab

a b ab a b a b

ba b
a

bb a
a

  .¡.¡.ù

( )

( )( )

( )

++ = ⇒ = ⇒ + + =

+ − = ⇒ − − =

 = ⇒ =

 = ⇒ =

2
2 2

2 2

5 25 9 9 18 100
2 3 4 9

9 9 82 0 9 9 0

19
9

9 9

فصل پانزدهم فصل دوم: آزمون ها

24369 توجه کنید کهن9زگ -90  2

a a a a a a

a a

= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =

⇒ = = ⇒ =

1 41 2
3 6 62 3

2 3

2 2 2 2

2 8 8
بنابراین

 a a a a a= × = = = =
11 1 1

3 463 2 28 8 8  

24379 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 a a a
a a a

− = ⇒ + − = ⇒ + =2 2
2 2

1 1 12 2 4 6  

بنابراین

 a a  a  
a aa

( ) | |+ + = ⇒ + = ⇒ + =2 2
2

1 1 12 8 8 8  

. در نتیجه a
a

+ =−1 8 با توجه به اینکه a عددی منفی است، پس 

 a a a
a a a

( )( ) ( )− + = − ⇒ − =−2
2

1 1 12 8 4 2  

24389 عبارت مورد نظر را به صورت زیر تجزیه می کنیم:ن9زگ -90  3

 x xy y x y xy y x y x y y x y

x y x y y x y x y

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ − = − + − = − + + −

= − + + = − +

2 2 2 2 22

2
 

x در تجزیۀ عبارت وجود دارد. y+2 بنابراین عامل 

24399 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
A

( ) ( )

( )

= +
+ + + −

= +
+ + − +

3 3 3 3 33

3 3 3 33

1 5
2 2 1 4 2 16 1 4

1 1 5
2 2 4 1 16 4 1

 

اکنون مخرج هر یک از کسرها را به کمک اتحاد چاق و لاغر گویا می کنیم:

 
A

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

+ +− −= + = +
− +

− +

= − + + = + = +

3 33 3

3 3 3 33 3

3 3 3 3 3
3 3

5 4 1 5 4 11 2 1 1 2 1
2 1 4 12 22 1 4 1

1 12 1 4 1 2 4 1 2
2 2

 

24409 )m می گذرد و با توجه به شکل m ن9زگ -90 , )0 اولًا نمودار از نقطۀ   3

عددی مثبت اس�ت. با این ش�رایط حاصل ضرب صفرهای تابع منفی اس�ت که در 
نم�ودار همین وضعی�ت وج�ود دارد. ثانیاً طول رأس س�همی عددی منفی اس�ت. 

بنابراین

 m m
( )
−− < ⇒ <
−

2 1 10
2 1 2

 

، نمودار تابع f به صورت رسم شده است. m< <10
2

بنابراین اگر 
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24419 x1 و ن9زگ -90 αβ=2. اگر  α+β=6 و  ابتدا توج�ه کنید که   1

x2 جواب های معادلۀ مورد نظر باشند، آن گاه

 
S x x

P x x

( ) ( )

( )( )

α+β= + = α+ + β+ =α+β+ = + =
β α αβ

= = α+ β+ =αβ+ + = + + =
β α αβ

1 2

1 2

1 1 66 9
2

1 1 1 1 92 2 2
2 2

 

پس معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 290 9 0 2 18 9 0
2

 

24429 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

 BC xA x x x
AC

cosˆsin sin sin cos= ⇒ = ⇒ =2 23 9
1

 

، پس sin cosα= α=2 2 1 می دانیم 

 x x x xcos cos cos cos− = ⇒ = ⇒ =2 2 2 1 11 9
10 10

 

از طرف دیگر،

 ABA x AB AB
AC

ˆcos cos= ⇒ = ⇒ = 1
10

 

24439 . آن گاه ن9زگ -90 x≤ ≤π0 ابتدا توجه کنید که اگر   2

 xπ π π− ≤ − ≤3
4 4 4

 

و با توجه به نمودار زیر نتیجه می شود

 xsin( )π− ≤ − ≤2 1
2 4

 

بنابراین

 
x x

f x

sin( ) sin( )

( )

π π− ≤− − ≤ ⇒ ≤ − − ≤ +

≤ ≤ +

2 21 0 1 1
4 2 4 2

20 1
2

 

. fR [ , ]+= 2 20
2

پس 

24449 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

 x x x x      sin( ) cos , cos( ) sinπ π+ =− − =3 5
2 2

 

بنابراین
 x x xcos sin tan− = ⇒ =− 22 3

3
 

از طرف دیگر،

 x x
x x

tan cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ =2 2
2 2

1 4 1 91 1
9 13

 

 . xcos =− 3
13

چون انتهای کمان نظیر زاویۀ x در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس 

بنابراین

 x xsin( ) cosπ+ = =− 3
2 13

 

24459 y را یک واحد به راس�ت منتقل ن9زگ -90 x| |= اگ�ر نم�ودار تابع   2

y به دس�ت می آید و اگر این نمودار را یک واحد به  x| |= −1 کنیم، نمودار تابع 

f به دست می آید. x x( ) | |= − −1 1 پایین منتقل کنیم نمودار تابع 

y را ی�ک واح�د ب�ه چ�پ منتقل کنی�م، نم�ودار تابع  x= 2 اگ�ر نم�ودار تاب�ع 

y به دس�ت می آید و اگر این نمودار را یک واحد به بالا منتقل کنیم  x( )= + 21

y به دست می آید. x( )= + +21 نمودار تابع 1

اگر نمودار توابع f و g را در یک دس�تگاه رس�م کنیم، ملاحظه می کنیم که در دو 
نقطه متقاطع اند.

24469 . اکنون نامعادله را به صورت ن9زگ -90 x x| |=2 2 توجه کنید که   3
زیر می نویسیم:

 x x x x x x| | | | | | | | | |(| | )≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤2 24 4 0 4 0  

. پس x| |≥0 چون 

 x x x| | | |− ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤4 0 4 4 4  

1± و 0 در نامعادله صدق می کنند.  ، ±2  ، ±3  ، ±4 بنابراین نُه عدد صحیح 

24479 . ن9زگ -90 x≥− 1
4

x+4 بامعنی باشد باید  1 برای اینکه عبارت   2

. پس معادله به صورت زیر درمی آید: x x| |+ = +1 بنابراین x+1 مثبت است و 1

 x x x x x+ = + + ⇒ + = +4 1 2 1 4 1 3 1  
اکنون طرفین معادله را به توان دو می رسانیم و آن را حل می کنیم:

 
x x x x x

x x x x  ( ) ,

+ = + + ⇒ + =

+ = ⇒ = =−

2 24 1 9 6 1 9 2 0

29 2 0 0
9

 

هر دو جواب در معادلۀ اصلی صدق می کنند و معادله دو جواب دارد.
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24489 . بنابراینن9زگ -90 f(log )=8 3 0 )f و  )=−0 2 توجه کنید که   3

 

x

a

f b b f x a

f a a

a

log log

( ) ( )

(log )

log log

= − =− ⇒ = ⇒ = −

= − = ⇒ =

= ⇒ =

8 2

3

3 3 3
8

2

0 1 2 3 3

3 3 0 3

3 3 2

 

. ab=6 ، پس  a=2 b=3 و  بنابراین 

24499 ابتدا طرفین تساوی های داده شده را در هم ضرب می کنیمن9زگ -90  2

 a b a b a b a b+ + + += ⇒ =1 12 2 3 3 2 3  
بنابراین

 a b a b a b a b( ) log+ + +× = ⇒ = ⇒ + = 3
2

32 2 3 2 2
2

 

24509 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

 < < ⇒ < <6 764 120 128 2 120 2  
بنابراین

log log log log [log ]< < ⇒ < < ⇒ =6 7
2 2 2 2 22 120 2 6 120 7 120 6

24519 y قرینه کنیم، ن9زگ -90 x= اگر نمودار تابع f را نس�بت ب�ه خط   1

f به دس�ت می آید. اگر نمودار به دس�ت آمده را ی�ک واحد به  نم�ودار تاب�ع 1−
y به دست می آید و اگر  f x( )−= −1 1 س�مت راس�ت منتقل کنیم، نمودار تابع 

 y f x( )−=− −1 1 نمودار اخیر را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید.

مطابق شکل زیر دو نمودار یکدیگر را در یک نقطه قطع می کنند.

24529 ابتدا دامنۀ تابع های f و g را به دست می آوریم:ن9زگ -90  3

 f g

x
D D

x x x x x
[ , ]

( )

≥ ⇒ = =
− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤

2

0
0 4

4 0 4 0 0 4
 

. از طرف دیگر، f g f gD D D [ , ]× = = 0 4 بنابراین 

 f g x f x g x x x x x x x

x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( )( )× = = − − − +

= − − =−

2 2

2 2

4 2 4 2

4 4
 

] است. , ]−16 0 f به صورت زیر است و برد آن بازۀ  g× بنابراین نمودار تابع 

24539 x=−2 به دست ن9زگ -90 حد چپ و حد راست تابع f را در نقطۀ   1
می آوریم:

 x x

x x

f x a x a

f x a x a
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

= − − =− +

= − − =− +
2 2

2 2

2 12 2 24

3 15 3 30
 

x=−2 حد داشته باشد، باید حد چپ و حد راست آن در  برای اینکه تابع f در 
این نقطه با هم برابر باشند. پس

 a a a− + =− + ⇒ =2 24 3 30 6  
بنابراین 

 f x x x x f( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( )( )= + ⇒ − = − + − − =6 3 2 2 6 2 3 2 4 12  

24549 x و ن9زگ -90 +→2 0 ، آن گاه  x→0 ابت�دا توج�ه کنید که اگ�ر   1

. t  
x  

t  

f t
f x

f tf x

lim ( )
( )

lim
lim ( ) ( )( )

−

+

→
→

→

−
= = =

− − −−

2
0

20
0

2 1
3 3 1 23

. پس  x  −− →2 0

24559 ، آن گاهن9زگ -90
x

g x Llim ( )
→

= 22
 و 

x
f x Llim ( )

→
= 12

اگر   2

x x x

x x x

f g x f x g x L L

f g x f x g x L L L L

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

→ → →

→ → →

× = × = =

− = − = − = ⇒ = +

1 22 2 2

1 2 1 22 2 2

2

7 7
2 2

بنابراین

 

L L L L L L

L L
L L

L L

( )

( )( )

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

 =− ⇒ =−+ − = ⇒
 = ⇒ =

2 2
2 2 2 2 2 2

2 1
2 2

2 1

7 72 2 0 2 7 4 0
2 2

14
24 2 1 0

1 4
2

 

. x
x

x

f x Lf x
g g x L

  IÄ  

lim ( )
lim( )( )

lim ( )
→

→
→

= = =2 1
2 22

1 8
8

پس 

24569 با توجه به شرط های مسئله، باید رقم وسط 5 باشد، چهار ن9زگ -90  3
رقم نخست 1، 2، 3 یا 4 باشند و چهار رقم آخر 6، ۷، 8 یا ۹ باشند.

  
. ! !× = = ×2 6 24 4 24 2 3 بنابراین پاسخ برابر است با 

24579 فرض کنید پیش�امد مورد نظر A باش�د. در این صورت ن9زگ -90  3
′A پیش�امد این است که دو نفر انتخاب شده کنار هم نشسته باشند. بنابراین 

n و در نتیجه  A( )′ =6

 P A P A( ) ( )′= − = − =
 
 
 
 

6 51 1
7 7

2

 

24589 باید 4 تا لامپ س�الم یا 3 تا س�الم و یکی خراب انتخاب ن9زگ -90  2
کنیم. بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با

 

     
     +
     

+ ×      = =
 
 
 
 

5 5 3

4 3 1 5 10 3 1
8 70 2

4
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24599 اگر ارتفاع DH در مثلث ADC را رس�م کنیم، چون D ن9زگ -90  3
، بنابراین، از  DH DB= =2 روی نیمساز زاویۀ BAC است، نتیجه می گیریم 

قضیۀ فیثاغورس در مثلث DHC نتیجه می شود
 DC HC HD HC HC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 216 4 2 3  

می ش�ود  نتیج�ه   AHD و   ABD مثلث ه�ای  همنهش�تی  از  همچنی�ن 
.اکنون از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ ABC نتیجه  AH AB x= =

می شود
 x x x x x x( )+ = + ⇒ + + = + ⇒ =2 2 2 22 3 36 4 3 12 36 2 3  

24609 DCK ن9زگ -90 و   EFK مثلث ه�ای  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   3
. از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ  CD EF= همنهشت اند )ز ض ز(. بنابراین 

، ABC تالس در مثلث

 EF AFEF BC EF BC
BC AC

⇒ = = ⇒ =1 1
3 3

  

. اکنون توجه کنید که BC CD=3 ، یعنی  CD BC=1
3

در نتیجه 

BD BC CD CD CD

CD CD

= ⇒ + = ⇒ + =

= ⇒ =

24 24 3 24

4 24 6

24619 فرض می کنیم قدرنسبت دنبالۀ حسابی d باشد. در این صورت  ن9زگ -90  1
 a a d a a d a a d            , ,= + = + = +8 1 9 1 13 17 8 12  

a13 دنباله ای هندسی است، پس a9 و   ، a8 از طرف دیگر، چون 

 

a a a a d a d a d

a a d d a a d d

a d d a d

( ) ( )( )= × ⇒ + = + +

+ + = + +

=− ⇒ =−

2 2
9 13 8 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

2
1 1

8 12 7

16 64 19 84

203 20
3

 

بنابراین
dd da a d

a a d dd d

− ++
= = = =

+ − +

9 1

8 1

20 488 3 3 4
7 20 7

3 3

 

24629 a می گیریم. در این صورتن9زگ -90 a ar
r
, , جمله های مورد نظر را   4

 a a ar a a
r

( )( )( )= ⇒ = ⇒ =31 1 1  

. از طرف دیگر، طبق فرض، r
r
, ,1 1 بنابراین جمله ها می شوند 

r r r r r r r
r

( )( ) ,+ + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = =21 39 2 51 10 29 10 0 5 2 2 5 0
10 5 2

 . , ,2 51
5 2

، جمله ها می شوند  r=5
2

, و اگر  ,5 21
2 5

، جمله ها می شوند  r=2
5

اگر 

5 است.
2

بنابراین، در هر صورت، بزرگ ترین جمله در میان این سه جمله برابر 

24639 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  3

 A x x x x x x

x x

(( )( ))( ) ( )( )= − + + + + = − + +

= − + =

2 3 3 3

6 6

2 2 4 8 64 8 8 64

64 64
 

. A ( )= = =6 32 2 8 =x برابر است با  2 بنابراین مقدار A به ازای 

24649 تساوی های داده شده را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  3

 
a a b ab

b a b ab

( )

( )

+ + =

+ + =

3 2 2

3 2 2

2 20 1

2 7 2
 

اگر طرفین تساوی های )1( و )2( را با هم جمع کنیم، نتیجه می شود
 a b a b a b a b a b( )+ + + = ⇒ + = ⇒ + =3 3 2 2 33 3 27 27 3  

اگر طرفین تساوی )2( را از طرفین تساوی )1( کم کنیم، نتیجه می شود

 
a b a b ab a a b b ab

a a b b a b a b a b

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

− − + = ⇒ − + − + =

− + − = ⇒ − + =

3 3 2 2 3 2 3 2

2 2 2 2

13 13

13 13
 

، پس a b+ =3 چون 
 a b a b a b a b( )( )( )+ − + = × = ⇒ − =2 2 4 413 3 39 39  

24659 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

a b ( )( )= − × + = − + = − =7 7 775 6 4 15 4 15 4 15 4 15 16 15 1

بنابراین
 ab b ab

b
( ) ( )= ⇒ =5 5 11  

پس

 
ab ab

b b
( ) (( ) ) ( ) ( )

( )

= = =

= = = −
++

210 5 42 42 7
6

7
7

1 1

1 1 4 15
4 154 15

 

24669 چون معادله جواب دارد، پسن9زگ -90  3
 k k k k k( )∆≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤−2 20 4 4 10 20 0 40 80 0 2  

 k kαβ= + +2 10 20  ، kα+β=2 β جواب های معادله باشند، آن گاه  α و  اگر 
و در نتیجه

 
k k k

k k k

( )

( )

α +β = α+β − αβ= − − −

= − − = − −

2 2 2 2 2

2 2

2 4 2 20 40

2 20 40 2 5 90
 

بنابراین

 
k k k

k k

( )

( ) ( )

≤− ⇒ − ≤− ⇒ − ≥

− ≥ ⇒ − − ≥

2

2 2

2 5 7 5 49

2 5 98 2 5 90 8
 

بنابراین کمترین مقدار مجموع مربعات جواب ها برابر 8 است.

24679 اولًا چون معادله دو جواب دارد، پسن9زگ -90  2
 k k∆> ⇒ − > ⇒ <0 16 4 0 4  

 است. پس
a| |
∆ ax برابر  bx c+ + =2 0 ثانیاً اختلاف جواب های معادلۀ 

 k k k k− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ >16 4 151 16 4 1 4 15
1 4

 

 . k< <15 4
4

بنابراین 
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24689 x=−1 قطع ن9زگ -90 x=4 و  نمودار تابع f محور طول ها را در   3
. نمودار تابع f محور عرض ها را در  f x a x x( ) ( )( )= + −1 4 کرده است. پس 

y=2 قطع کرده است. پس

 
f a a

f x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )( )

= ⇒ + − = ⇒ =−

=− + − =− + +2

10 2 0 1 0 4 2
2

1 1 31 4 2
2 2 2

 

)C رأس سهمی است و   , )3 25
2 8

بنابراین نقطۀ 

 A B B
C B

x x x
x x

+ +
= ⇒ = ⇒ =

03 3
2 2 2

 

. در نتیجه AB=3 =CH و  − =25 92
8 8

پس 

 ABC
AB CHS

×
×= = =

93
278

2 2 16
 

24699 f را حل کنیم:ن9زگ -90 x( )<0 x>0 نامعادلۀ  باید با شرط   4

 x x x x x x
x

( ) ( )+ − < ⇒ + + − + < ⇒ − − <
+

21 5 0 2 1 5 2 0 3 9 0
2

 

 −3 3 5
2

3+ و  3 5
2

x به ص�ورت  x− −2 3 9 ریش�ه های چندجمل�ه ای 

هستند. پس

 x− +< <3 3 5 3 3 5
2 2

 

. بنابراین حداکثر مقدار a برابر  x +< <3 3 50
2

، پ�س  x>0 از طرف دیگر 

3+ است. 3 5
2
24709 x ت�ا عب�ارت ن9زگ -90 x− ≥22 0 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه بای�د   1

 . x≤ ≤0 2 x در معادله بامعنی باشد. پس  x− 22
، آن گاه س�مت چ�پ معادله برابر صفر و س�مت راس�ت آن برابر 2  x=2 اگ�ر 

x=2 جواب معادله نیست. است. پس 

x در می آید  x− =22 2 0 ]x و معادله به صورت  ]=0 ، آن گاه  x≤ <0 1 اگ�ر 
x=0 جواب آن است ولی مدنظر مسئله نیست. که 

x درمی آید  x− =22 2 1 ]x و معادله به صورت  ، آن گاه 1=[ x≤ <1 2 اگ�ر 
که به صورت زیر آن را حل می کنیم:

x x x x x x   .¡.¡.ù( ) , ( )+ −− = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 3 2 34 2 1 4 8 1 0
2 2

]  قرار ندارد بنابراین قابل قبول نیس�ت.  , )1 2 2− دربازۀ  3
2

توج�ه کنید ک�ه 

x است. +=2 3
2

پس جواب مثبت معادله 

24719 نامعادلۀ مورد نظر را می توان به شکل زیر نوشت:ن9زگ -90  2

 x x
x x

x x x
| | | |

| | | | | |
| | | | | |

+ −
≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

+ + +
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2
 

] اس�ت. بنابراین  , ]−1 1 پ�س مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادلۀ م�ورد نظر ب�ازۀ 
. b a− =2 b=1 و   ، a=−1

24729 ، نامعادلۀ مورد نظر را می توان به شکل زیر نوشتن9زگ -90 x≠5 اگر   3

 x
x

| |
| |

| |
< ⇒ − >

−
3 1 5 6

5 2
 

، x( )≠5 بنابراین 

 
x x

x x

− > >  ⇒ 
− <− <−  

5 6 11

5 6 1
 

به این ترتیب، مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر برابر است با
( , ) ( , )−∞ − +∞1 11

. b a− =12 ، پس  b=11 و a=−1 در نتیجه 

24739 >sin و در نتیجهن9زگ -90 α< 20
2

، آن گاه  <α<0 00 45 اگر   2

 sin sin< α< ⇒− < α− <0 2 2 2 2 2 0  

24749 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

 

 

cos( ) cos( ) sin

sin( ) sin( ) sin

sin( ) sin( ) sin

π π π π= − =

π π π= π+ =−

π π π= π− =−

3
10 2 5 5
6
5 5 5

9 2
5 5 5

 

بنابراین

 
sin cos( ) sin sin sin

sin( ) sin( ) sin sin sin

π π π π π+ +
= = =−

π π π π π− − + −

32 2 3
5 10 5 5 5 3

6 93 2 3 2
5 5 5 5 5

 

24759 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos ) sin cos

sin cos sin cos

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ =

4 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22
3 3

2 11 2
3 6

بنابراین

 

x x

x x x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos ( )

+

= + − +

= − = − =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

2 2

3

1 11 3 1 3
6 2

 

24769 ، معادله به صورت زیر درمی آید ن9زگ -90 xt=2 اگر فرض کنیم   3

 t k t k( )+ − + − =2 3 4 0  

. پ�س جواب ه�ای ای�ن  t k t k t k t( ) ( )( )+ − + − = + − +2 3 4 4 1 بنابرای�ن 
t هستند. بنابراین k= −4 t=−1 و  معادله 

 
x

x k x k k

  .¡.¡.ù( )

log ( ),

=−

= − ⇒ = − <2

2 1

2 4 4 4
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چون جواب معادله نباید مثبت باشد، پس
 k k k klog ( ) log ( ) log− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥2 2 24 0 4 1 4 1 3  

. k≤ <3 4 در نتیجه 

24779 از طرفین معادل�ه در مبنای 3 لگاریتم می گیریم. معادله ن9زگ -90  2
به صورت زیر درمی آید:

xx x x x x

x x x x

loglog log ( ) (log )(log ) log log

(log ) log (log )(log )

= ⇒ = +

− − = ⇒ + − =

33 3 3 3 3 3
2

3 3 3 3

9 9

2 0 1 2 0

بنابراین

 x x x x      log , log=− ⇒ = = ⇒ =3 3
11 2 9
3

 

پس حاصل ضرب جواب های معادله برابر 3 است.

24789 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن9زگ -90  4

 x x x x x  log ( log ) log log ( log )= ⇒ − =2 2 2 2 2
1 1 1 1 0
2 3 2 3

 

بنابراین جواب های معادله به صورت زیر به دست می آیند

 
x x

x x

log

log

= ⇒ =


 = ⇒ = =


2
2

332

0 1

2 2 4
3

 

3 است. 4 پس جواب بزرگ تر معادله برابر 

24799 x=2 ن9زگ -90 . بنابراین  fD { }= − 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه   4

g بای�د به صورت  x( ) g باش�د. یعنی مخ�رج  x( ) بای�د تنه�ا ریش�ۀ مخ�رج 

. از طرف دیگر b=−4 )x باشد که در این صورت  )− 22

 

ax b axg x
x bx x

axg x f x ax x
xx

ax x

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

− += =
+ + −

+ −= ⇒ = ⇒ + =− −
−−

+ =− +

2 2

2

4
4 2

4 2 4 2 2
22

4 2 4

 

. ab=8 b=−4 و در نتیجه   ، a=−2 پس 

24809 نم�ودار تاب�ع به ازای چند مقدار مختلف k در ش�کل زیر ن9زگ -90  1
، آن گاه تابع f یک به یک خواهد  f( )>1 3 رس�م شده اس�ت. واضح است که اگر 

بود. پس 
 k k+ > ⇒ >1 3 2  

24819 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x x f x x x x x x

x f x x x x x x x

  IÄ  ( )

( )

≤ ≥ ⇒ = − + − =

≤ ≤ ⇒ =− + + − =− +

2 2

2 2 2

0 4 4 6 2

0 4 4 6 2 10
 

] باشد. پس , )+∞8 ] و برد آن  , )+∞4 بنابراین دامنۀ تابع f باید 

 
f

y xf x y x x f x D  ( ) ( ) , [ , )−
−= = ⇒ = ⇒ = = +∞1

12 8
2 2

 

24829 x در نقطۀ ن9زگ -90 a
x
−
−

3 3

2 8
ابتدا توجه کنید که حد صورت کسر   4

، صفر است. پس باید حد مخرج آن نیز صفر باشد. در غیر این صورت  x a=

حاصل حد کسر برابر صفر خواهد بود که چنین نیست. بنابراین
 
x a

x a alim( )
→

− = ⇒ − = ⇒ =2 8 0 2 8 0 4  

پس مقدار حد مورد نظر برابر است با

 x x

x

x x xxb
x x

x x

( )( )
lim lim

( )

lim

→ →

→

− + +−= =
− −

+ + + += = =

23

4 4
2

4

4 4 1664
2 8 2 4

4 16 16 16 16 24
2 2

 

. a b+ =28 در نتیجه 

24839 ]x و در ن9زگ -90 ، آن گاه 1=[ x< <1 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه اگر   1

. از ط�رف دیگ�ر حد صورت کس�ر 
x x

bf x b
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−
1 1

نتیج�ه 

x در x=1 براب�ر صفر اس�ت. پس باید حد مخ�رج آن نیز در این نقطه 
ax b

−
+

2 1

صفر باش�د. در غیر این صورت حد چپ تابع f در x=1 برابر صفر می شود که 
−b هم برابر  در نتیجه برای پیوس�تگی تابع در x=1 باید حد راس�ت آن یعنی 

صفر شود که مخالف فرض سؤال است. پس

x

x x x x

ax b a b a b

x xx xf x
bx b b x b b

lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

−

− − − −

→

→ → → →

+ = + = ⇒ =−

− +− += = = =−
− + − − −

1
2

1 1 1 1

0

1 11 1 2
1

x=1 حد داشته باشد باید  برای اینکه تابع f در 

 
x x

f x f x b b b
b

lim ( ) lim ( )
− +→ →

= ⇒− =− ⇒ = ⇒ =±2

1 1

2 2 2  

x=1 پیوسته باشد، باید برای اینکه تابع f در 

 
x

f f x c b( ) lim ( )
→

= ⇒ =− =±
1

1 2  

24849 f و ن9زگ -90 bc( )=2 ابتدا توجه کنید که   2

 
x x

x x

f x ax b a b

x
f x

x a x a

lim ( ) lim ( )

( )
lim ( ) lim

( )( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

−
=

− +

2 2

2 2

2

32 2  

x=2 برابر صفر نیس�ت و  چون a و b مثبت اند، پس حد چپ تابع f در نقطۀ 
در نتیج�ه ح�د راس�ت آن ه�م براب�ر صف�ر نیس�ت. پس ح�د مخ�رج عبارت 

x=2 بای�د صفر باش�د. در غیر این صورت حد راس�ت  x در 
x a x a

( )

( )( )

−
− +
32 2

x=2 برابر صفر می شود. پس تابع f در 

x

x x x

x a x a a a a a

x
f x

x x x

  .¡.¡.ùlim (( )( )) ( )( ) , ( )

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

+

+ + +

→

→ → →

− + = ⇒ − + = ⇒ = =−

−
= = =

− + +

2

2 2 2

0 2 2 0 2 2

32 2 32 8
2 2 2
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x=2 پیوسته است، پس باید حد چپ، حد راست و مقدار تابع f در  چون f در 
این نقطه با هم برابر باشند:

a  b  a b b b bc c      ,= =+ = → + = ⇒ = = → =2 42 8 4 8 4 8 2

24859 حالت های زیر ممکن است:ن9زگ -90  2
حالت اول یک توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = = × =
   
   

3 6
3 15 45

1 2
 

حالت دوم دو توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = = × =
   
   

3 6
3 6 18

2 1
 

حالت سوم سه توپ قرمز انتخاب شود. در این صورت

 IÀïS²Ie jHk÷U

   
   = =
   
   

3 6
1

3 0
 

. + + =45 18 1 64 بنابراین پاسخ مسئله برابر است با 

24869 فرض کنید پیش�امد مورد نظر A باش�د. در این صورت ن9زگ -90  2
، که در آن X پیش�امد این اس�ت که از جعبۀ اول مهرۀ قرمز و از  A X Y= 

جعبۀ دوم مهرۀ آبی بیرون بیاید و Y پیشامد این است که از جعبۀ اول مهرۀ آبی 
و از جعبۀ دوم مهرۀ قرمز بیرون بیاید. بنابراین

 P A P X P Y( ) ( ) ( )= + = × + × =3 4 5 6 21
8 10 8 10 40

 

24879 فرض کنید A پیشامد این باشد که شمارۀ کارت 2 باشد ن9زگ -90  1
و B پیشامد این باشد که رنگ کارت آبی است. در این صورت

 P A B
P A B

P B
( )

( | )
( )

= =1
3

  

24889 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 

P A B
P A B P B

P B P B

P B A
P B A P A

P A P A

( )
( | ) ( )

( ) ( )

( )
( | ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

1
1 16
2 3

1
1 16
3 2





 

. P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =1 1 1 2
2 3 6 3

  بنابراین 

24899 اگر پاره خط EF را رسم کنیم، از عکس قضیۀ تالس نتیجه ن9زگ -90  3
. از طرف دیگر،  EF BC=1

2
EF و بنابر تعمیم قضیۀ تالس،  BC می شود که 

، پس مثلث های EKF و CKD متشابه اند )ز ز(. در نتیجه EF BC چون 

 EF FK EF DC
DC DK

= = ⇒ =3 3
5 5

 
به این ترتیب

DCBC DC BC DC BC DC DC DC

BDBD DC
DC

−= ⇒ = → − = −

= ⇒ =

1 3 6 6
2 5 5 5

1 1
5 5

24909 بناب�ر ن9زگ -90 ص�ورت،  ای�ن  در   . HC y= می کنی�م  ف�رض   4

. از طرف دیگر، بنابر  x y( )= +2 7 7 رابطه ه�ای طولی در مثلث قائم الزاوی�ه، 
، ABC قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

y x y y y y

y y y y y y     .¡.¡.ù

( ) ( )

( )( ) , ( )

+ = + = + + ⇒ + + = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2 2 2 2 2 2 2

2

7 12 7 7 12 7 14 7 7 12

7 144 0 16 9 0 9 16

. x=4 7 ، پس  x y( )= + = ×2 7 7 7 16 در نتیجه 

24919 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x x x x xxf x
x x xx x
x

( )
( )

( )

 + >  + > = = 
− − < + <  −

3 3

33

1 0 1 0

1 01 0
  

y را  k= پس نمودار تابع f به صورت زیر است. بنابراین اگر نمودار تابع f، خط 

k>1 است. در دو نقطه قطع کند، حدود k، به صورت 

24929 x  ن9زگ -90 x x( , ),( , )− −2 31 0 ب�ا توج�ه ب�ه زوج مرتب های   2
می توان نوشت:

 
x x x

x x x x x x( )

>− ⇒ ≥ −

− + ≥ ⇒ − + ≥

3 2

3 2 2

0 1

0 1 0
 

، پ�س همواره  ∆<0 a>0 و   ، x x− +2 1 چ�ون در چندجمل�ه ای درج�ۀ دوم 

)x و  , )2 8 . ب�ا توج�ه ب�ه زوج مرتب ه�ای  x≥0 . بنابرای�ن  x x− + >2 1 0

)x می توان نوشت: , )30

 x x x> ⇒ ≥ ⇒ ≥2 30 8 2  
با توجه به اینکه x باید عددی صحیح باش�د، از اش�تراک ش�رایط به دست آمده 

، پس دو مقدار صحیح برای x وجود دارد.  x  { , }∈ 1 2 نتیجه می شود 

ص�ورت  ای�ن  در  ک�ه  چ�را  نیس�ت  قب�ول  قاب�ل   x=0 ک�ه  کنی�د  توج�ه 
، که تابع نیست.  f {( , ),( , ),( , )}= −1 0 0 0 0 8

24939  اکیداً نزولی است، پسن9زگ -90 با توجه به اینکه تابع f روی   1

 
x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ < ⇒ <


< ⇒ > ⇒ >

3 3 0

3 3 0
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نامعادل�ۀ  کار  ای�ن  ب�رای  کنی�م.  مش�خص  را   g تاب�ع  دامن�ۀ  بای�د  اکن�ون 
x را حل می کنیم. f x( ) ( )− ≥2 9 0

x

x

f x

x f x

( )

( ) ( )

−∞ − +∞

− + − +

+ + −

− + − −

2

2

3 3

9 0 0

0

9 0 0

  

) است. بنابراین تنها یک  , ] { }−∞ −3 3 مجموعۀ جواب های نامعادلۀ فوق 
عدد طبیعی )عدد 3( جزء دامنۀ تابع g است. 

24949 نمودار تابع f به صورت زیر است. از روی نمودار مشخص ن9زگ -90  3
c ک�ه در آن  d[ , ] ]  و ه�ر ب�ازه ای به صورت  , ]−1 2 اس�ت ک�ه تاب�ع روی بازۀ 
b وقتی  a− d≤2 اکی�داً نزول�ی اس�ت. بنابراین بیش�ترین مق�دار  c≥−1 و 

. b a ( )− = − − =2 1 3 ، در این صورت  b=2 a=−1 و  به دست می آید که 

24959 a<0 روی بازۀ ن9زگ -90 f ب�ا ش�رط  x ax bx c( )= + +2 تاب�ع   2

b نزولی اس�ت. بنابراین باید شرایط 
a

[ , )− +∞
2

b صعودی و روی بازۀ 
a

( , ]−−∞
2

]  نزولی باشد )به شکل زیر توجه کنید(: , )+∞1 زیر برقرار باشد تا تابع f روی بازۀ 

 

k k
k

k k k
k k k

k
 IÄ 

( ) ( ) ( )

( )

− < ⇒ <
− − − − +≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤
− − −

− + ≤ ⇒ ≤ >
−

1 0 1
1 1 1 2 21 1 0 0

2 1 2 1 2 1
2 1 10 1

2 1 2

. k≤1
2

از اشتراک شرط های به دست آمده نتیجه می شود 

24969 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 fog x gof x f g x g f x

a x a x a x a x a

( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

= ⇒ =

− − = − − ⇒ − − = − + ⇒ =2 3 2 3 2 2 3 2 3 6
 

24979 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x xfog x f g x
x g x x

xxg x x x xg x x g x
x

( )( ) ( ( ))
( )

( ) ( ) ( )

= = ⇒ =
− + −

−+ = − ⇒ = − ⇒ =

1
2 1 1 2 1

12 1 1
 

24989 . پسن9زگ -90 fof f fD x x D   f x D{ | , ( ) }= ∈ ∈ می دانیم   3

f

f

x D x

f x D x x x( )

∈ ⇒− ≤ ≤


∈ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

1 3

1 2 5 3 4 2 8 2 4
. fofD [ , ]= 2 3 ≥x است، پس ≤2 3 اشتراک جواب های به دست آمده به صورت

24999 ابت�دا نم�ودار تابع f را یک واحد به س�مت چ�پ منتقل ن9زگ -90  4
y رسم شود. اکنون نمودار این تابع را نسبت  f x( )= +1 می کنیم تا نمودار تابع 
y حاصل ش�ود. س�پس  f x( )= −1 ب�ه محور y قرین�ه می کنیم تا نمودار تابع 
 y f x( )=− −1 نم�ودار را نس�بت ب�ه مح�ور x قرینه می کنی�م تا نم�ودار تابع 
به دس�ت آی�د و در نهایت نمودار را یک واحد به س�مت ب�الا جابه جا می کنیم تا 

y به دست آید. f x( )= − −1 1 نمودار تابع  

25009 g را یک واحد به سمت ن9زگ -90 x f x( ) ( )=3 2 اگر نمودار تابع   2
y به دس�ت  f x f x( ( )) ( )= + = +3 2 1 3 2 2 چ�پ منتق�ل کنیم، نم�ودار تابع 
می آی�د. اکن�ون اگ�ر این نمودار را س�ه واح�د به بالا منتق�ل کنیم، نم�ودار تابع 
y به دست می آید. در نهایت اگر طول نقاط این نمودار را دو  f x( )= + +3 2 2 3

y به دس�ت  f x f x( ( ) ) ( )= + + = + +13 2 2 3 3 2 3
2

براب�ر کنیم، نمودار تابع 

می آی�د و اگ�ر ع�رض نق�اط ای�ن نم�ودار را ی�ک س�وم کنی�م، نم�ودار تاب�ع 

y به دست می آید. f x f x( ( ) ) ( )= × + + = + +1 3 2 3 2 1
3

25019 ضابطۀ تابع وارون تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  4

 y x x y x y x y( ) ( )= − + ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ = − −2 21 3 3 1 3 1 1 3

، پس f x x( ) ( )− = − −1 21 3 بنابراین 

 f x x x x x x x ax b( ) ( )− = − − = + − − = − − = + +1 2 2 2 21 3 1 2 3 2 2  
در نتیجه

a b a b,=− =− ⇒ + =−2 2 2 3 10  

25029 fof برقرار ن9زگ -90 x x( )( )− =1 fx تس�اوی  R∈ برای ه�ر   1
 ، x≥3 . پس ب�رای هر  fR [ , )= +∞3  ،f اس�ت. ب�ا توجه ب�ه نم�ودار تاب�ع

، بنابراین g x x( )= −2

gx x g x R  ( ) [ , )≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞3 2 1 1 1
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25039 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
 fog x x m x m( )( ) ( )= + − = + −3 4 3 3 4  

از طرف دیگر،

 fog fog

m m m

( ) ( ) ( )( )

( )

− =− ⇒ − =

× − + − = ⇒ − = ⇒ =

1 8 1 1 8

3 1 3 4 8 3 7 8 5
 

25049 f ن9زگ -90 m نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع ه�ای f و 1− n( , ) اگ�ر   3
. پس f n m( )= f و  m n( )= باشد، نتیجه می شود 

bf b

f a b a
 

( )

( )

== + + =   ⇒ ⇒  
= − + + = =−    

20 2 0 0 2
12 0 1 2 0
2

. ab=−1 بنابراین 

25059  است. بنابراینن9زگ -90
a| |
π
π

2 دورۀ تناوب تابع f برابر   4

 a
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 1 4
2

 

a است. بنابراین b| |−2 کمترین مقدار تابع f برابر 
 a b b b| | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =2 4 16 4 20

. + =16 20 36 a است که برابر است با  b| |+2 بیشترین مقدار تابع f برابر 

25069 ] اکیداً صعودی ن9زگ -90 , )π π−
4 2

y روی ب�ازۀ  xtan= تابع   1

. بنابراین  xtan ≥−1 xtan و در نتیجه  tan( )π≥ −
4

است، پس 

 m m m m  | |− ≥− ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 2 22 5 1 2 4 2 2  
2 است. |m برابر  | پس حداقل مقدار 

25079 y را ن9زگ -90 xtan= برای رسم نمودار تابع f ابتدا نمودار تابع   2

 ضرب می کنیم. نمودار 
π
8 رسم می کنیم، سپس طول نقاط روی این نمودار را در 

تابع به ش�کل زیر اس�ت. پس حداقل مقدار a برای اینکه تابع f روی دامنه اش 
)a اکیداً صعودی باشد برابر 4 است. , )12 یعنی بازۀ 

25089 a−3 ن9زگ -90 2 ابت�دا توجه کنید ک�ه کمترین مقدار تاب�ع برابر   2
1− است. پس است که با توجه به نمودار تابع برابر 

 a a− =− ⇒ =13 2 1
3

 

− است. پس  =45 3 6
7 7

از طرف دیگر با توجه به نمودار، دورۀ تناوب تابع برابر 

 T b b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 6 6 6
2

 

f که در این صورت تابع  x x( ) sin( )π π= + − +21 2
6 3

، آن گاه  b=−6 اگر 

b=6 و  x=0 نزولی باشد که این طور نیست. پس  باید در همس�ایگی راست 
. ab=2 در نتیجه 

25099 α در ناحی�ۀ س�وم ق�رار دارد، پ�س ن9زگ -90 توج�ه کنی�د ک�ه   4
. از طرف دیگر، cosα<0

 
sin cos ( ) cos

cos |cos | cos

−α+ α= ⇒ + α=

−α= ⇒ α = ⇒ α=

2 2 2 2

2

41 1
5

9 3 3
25 5 5

 

، پس  cos cos sinα= α− α2 22 sin و  sin cosα= α α2 2 می دانیم 

 
sin ( ) ( )

cos ( ) ( )

− −α= × × =

− − −α= − = − =2 2

4 3 242 2
5 5 25

3 4 9 16 72
5 5 25 25 25

 

. cot

−
−α= =

7
7252

24 24
25

، پس  coscot
sin

αα=
α

22
2

می دانیم 

25109 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 

( cos )cos

sin sin cos

cos cos cot
sin cos sin

+ −+ =

= = =

2 00

0 0 0

2 0 0 0
0 0 0

1 2 20 11 40
40 2 20 20

2 20 20 20
2 20 20 20

 

25119 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 
A tan tan tan( ) tan( )

sin cos sin costan cot
cos sin cos sin

= − = + − −

−= − = − =

0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0

230 40 180 50 90 50

50 50 50 5050 50
50 50 50 50

 

، پس   x x xsin cos sin=2 2 x و  x xcos sin cos− =2 2 2 چون 

 A cos cot cot( ) tan
sin

−= =− = − + =
0 0 0 0 0
0

100 2 100 2 90 10 2 10
1 100
2

 

25129 x می نویسیم. ن9زگ -90 xcos cos( )π= +
4

معادله را به صورت   3

 k( )∈ بنابراین جواب ها به صورت زیر هستند: 

 
x k x k  

x k x x k x k

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = π− ⇒ = π−

12
4 8

2 2 2
4 4 8

  

25139 ابتدا معادله را به صورت زیر می نویسیم: ن9زگ -90  1

 x x x x( sin ) sin sin sin− + − = ⇒ − + =2 22 1 5 5 0 2 5 3 0  
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t در می آید. از  t− + =22 5 3 0 ، معادله به صورت  t xsin= اگر ف�رض کنیم 

xsin قابل قبول  =3
2

. چون  t =2 1 t و  =1
3
2

حل این معادله نتیجه می شود 
نیست، پس 

 xx x k x( , )sin ∈ ππ π= ⇒ = π+ → =0 21 2
2 2

 

) دارد.  , )π0 2 بنابراین معادلۀ داده شده تنها یک جواب در بازۀ 

25149 طرفین معادله را به توان دو می رس�انیم و آن را به صورت ن9زگ -90  3
زیر می نویسیم:

 
x x x x

x x

sin cos sinsin cos sin cos

sin sin

α α= α+ − = →

− = ⇒ =

2 22 2 2 1
2 2 2 2

1 1 0
 

 ، x= π2  ، x=π  ، x=0 ] عبارت اند از  , ]π0 4 بنابرای�ن جواب های واقع در بازۀ 
=x در  π2 x=π و  . ول�ی توج�ه کنی�د که جواب ه�ای  x= π4 =x و  π3
معادلۀ اصلی صدق نمی کنند و قابل قبول نیس�تند. این جواب ها به دلیل اینکه 
طرفی�ن معادله را به توان دو رس�انده ایم تولید ش�ده اند. بنابراین معادله در بازۀ 

π7 است. ] سه جواب دارد که مجموع آن ها برابر  , ]π0 4

25159 توجه کنید که حد مخرج کس�ر وقتی x→1 برابر صفر ن9زگ -90  2
x→1 برابر صفر باشد. پس است، بنابراین باید حد صورت کسر نیز وقتی 

 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = − + = ⇒ − =−2
1

1 0 1  

، پس b a= −1 راه حل اول چون 

 x x x

x

x x ax ax b x ax a
x x x xx x

x a a a
x

( )( )
lim lim lim

( )( ) ( )( )

( )
lim

( )

→ → →

→

− + −− + − + −= =
− − − −− +
+ − −= = = −
− −

2 2

21 1 1

1

1 11
2 1 1 2 1 12 3 1

1 2 2
2 1 2 1

 

 . a=−1 یعنی ، a− =2 3 طبق فرض مس�ئله حاصل حد برابر 3 اس�ت، پس 
. a b+ =−3 . در نتیجه  b a= − =−1 2 بنابراین 

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 
x x

x ax b x a a a
xx x

lim lim
→ →

− + − −= = = −
−− +

2

21 1
2 2 2
4 3 12 3 1

  

. بنابراین  b=−2 ، پس  b a− =−1 . چون  a=−1 ، بنابراین  a− =2 3 پس 
a b+ =−3

25169 توجه کنید که ن9زگ -90  4

 

x

x

x

x

x x x x
x x x x x

x x x
xx x

x x x
x x x

x x
x x

lim( )

lim( )

( )
lim( )

( )( )

lim( )
( )

→

→

→

→

− − − + + +× ×
+ − − + + +

− − + += ×
− ++ −

− + += ×
− + − +

+ + += × = × =−
− + − +− +

2

22

2

2

3 2 2 3 2 2 2
2 3 2 2 2

3 2 4 2
3 2 22

3 2 2
2 1 3 2 2

3 2 3 2 2 1
1 3 2 23 2 2

 

25179 در ن9زگ -90  ، f x
x

( )=
−
1

3
و   x[ ]=3 آن گاه   ، x +→3 اگ�ر   1

  ، f x
x

( ) −=
−
1
3

]x و  ]=2 ، آن گاه  x −→3 . اگر 
x

f xlim ( )
+→

=+∞
3

نتیجه 

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
3

در نتیجه 

25189 x=2 برابر 3 است. باید حد ن9زگ -90 چون حد صورت در نقطۀ   2
مخ�رج کس�ر در ای�ن نقطه برابر صفر باش�د، تا حد م�ورد نظر نامتناهی ش�ود. 
∞+ شده اند، پس باید مقادیر  همچنین، چون حد چپ و حد راست کسر هر دو 
x=2 مثبت باش�ند. در  x در ی�ک همس�ایگی محذوف نقط�ۀ  ax b+ −23

یعن�ی  اس�ت،   x ax b+ − =23 0 معادل�ۀ  مضاع�ف  ریش�ۀ   x=2 نتیج�ه 

)x باشد.  )− 23 2 x باید به صورت  ax b+ −23

در نتیجه

 x ax b x x x( )+ − = − = − +2 2 23 3 2 3 12 12  

. a b+ =−24 . یعنی  b=−12  ، a=−12 پس 

25199 . از طرف ن9زگ -90
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=−3 ابت�دا توج�ه کنی�د ک�ه   3

. بنابراین f x( )<−3 ، آن گاه  x→−∞ دیگر اگر 

x  x  t  
fof x f f x f t

( )
lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

−→−∞ →−∞ → −
= = =−∞

3

25209 ابت�دا توج�ه کنی�د که اگ�ر در صورت کس�ر داده ش�ده ن9زگ -90  4
 +∞ ∞− یا  x4 وجود داش�ته باش�د، حد م�ورد نظر براب�ر  جمله ای ش�امل 

x4 در صورت کس�ر داده شده صفر است، در نتیجه  می ش�ود. بنابراین ضریب 
. به این ترتیب a=2 . پس  a− =2 4 0

 
x  x  

x xb
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

−= = =
+ +

3 3

3 2 3
4 1 4 1

312 2 12
 

 . ab=2
3

در نتیجه 

25219 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

 
x x

f x f f x k
f

x x
( ) ( ) ( )

( ) lim lim
( )→− →−

− − −′ − = =
− − +2 2

22
2 2

 

از طرف دیگر 

 x x

x x

f x kf x f x f x k
x xx

f x k f x f kf
x x

( ) ( ) ( )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→− →−

→− →−

− −
=

− +−
− −′= × = − × =
+ − − −

2

22 2
2

2 2

2 24
22

2 2 4 4

 

 . k =2 8 ، در نتیجه  k =−
−

2
2

4
بنابراین 

25229 x=0 ن9زگ -90 مقدار مش�تق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ   3
را به کمک تعریف به دست می آوریم:

 

x  x  

x  

x  x  

x  

x x x xf
x x

x

x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

− −

−

+
→ →

→

−
→ →

→

+ − +′ = =
−

= + =

+ − − +′ = =
−

= − + =−

3 32 2

0 0

3 2

0

3 32 2

0 0

3 2

0

1 0 10
0

1 1

1 0 10
0

1 1

 

. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 0 0 3 بنابراین 



)283(

25239 توجه کنید کهن9زگ -90  3
 f x x x ax ax x x( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + −3 2 4 28 10 1 2 2 5 3  

بنابراین

 f a a a a a( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + − = + + = +1 8 10 1 2 2 5 3 18 18 8 26 18  
، پس f ( )′ =−1 8 چون 

 a a a+ =− ⇒ =− ⇒ =−2 18 8 26 26 1  

25249 x=2 مش�تق پذیر است، پس در این ن9زگ -90 چون تابع در نقطۀ   3
نقطه پیوسته است. یعنی 

 x x
f f x f x

a b a b

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =

+ = + ⇒ − =
2 2

2

8 4 4 2 4 0
 

، بنابراین
ax x

f x
x b x

( )
 + >′ =

+ <

23 2 2

2 2
از طرف دیگر 

 
x

x

f ax a

f x b b

f f a b a b

( ) lim ( )

( ) lim ( )

( ) ( )

+

−

+
→

−
→

+ −

′ = + = +

′ = + = +

′ ′= ⇒ + = + ⇒ − =

2

2

2

2 3 2 12 2

2 2 4

2 2 12 2 4 12 2

 

 . b=1 a=1 و 
4

 نتیج�ه می ش�ود 
a b

a b

− =


− =

4 0

12 2
 از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات 

. a b+ =5
4

پس 

25259 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 g x f g x f f
x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′ ′= ⇒ = =1 1 1 1 1
2

 

دیگ�ر  ط�رف  از   . g f f( ) ( ) ( )−′ ′ ′= =−
×

1 1 1 4 2
4 1 1 12

4 4 4

بنابرای�ن 

. g ( ) ( )( )′ = − − =1 4 5 20
4

. در نتیجه  f ( ) +′ = =−
−

4 12 5
2 3

25269 مشتق دوم تابع را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

 f x x ax x      f x x ax( ) , ( )′ ′′= + + = + +3 2 22 3 6 6 6 6  

x نباید جواب داشته باشد:  ax+ + =26 6 6 0 پس معادلۀ 

 a a a| |∆= − < ⇒ < ⇒ <2 236 144 0 4 2  

25279 ]a برابر است با ن9زگ -90 , ]1 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   3

f f a a a a
a a a

( ) ( ) ( )− − − − −= =
− − −

1 0 2 1 2
1 1 1

بنابراین

 

aa a a
a aa

a a a

a a a a

( )

,

−− + −= ⇒ = ⇒ =
− −−

− + = −

+ − = ⇒ = =−

2 2

2

2

22 5 25 4 4 25
2 1 4 1 41

4 16 16 25 25

34 9 9 0 3
4

 

3− است. با توجه به گزینه های داده شده جواب 

25289 x باشد. شیب خط ن9زگ -90 y( , )0 0 فرض کنید نقطۀ مورد نظر   2

f است که چون خط مماس  x( )′ 0 مماس بر نمودار تابع f در این نقطه برابر با 

. اکنون توجه کنید که f x( )′ =0 0 موازی محور x است، پس 

 
f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 12 12 3 2

0 3 2 0 2
 

. y f x f( ) ( )= = =0 0 2 6 بنابراین 

25299 x بر نمودار ن9زگ -90 y( , )0 0 فرض کنید خط مورد نظر در نقطۀ   4

x برابر با  x= 0 تابع f مماس باش�د. در این صورت، مقدار مشتق تابع f به ازای 

y یعنی 2 است. بنابراین x= +2 4 شیب خط 

 
f x x f x x

x x x IÄ 

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − =

= ⇒ = =−

2 2
0 0

2
0 0 0

6 4 2 6 4 2

1 1 1
 

x روی نمودار تابع f است، پس y( , )0 0 چون نقطۀ 

 y f y f   IÄ    ( ) ( )= = − + = = − =− + + =0 01 2 4 6 4 1 2 4 6 8  

)  می گذرند و شیب آن ها 2  , )−1 8 )  یا نقطۀ  , )1 4 بنابراین خط های مورد نظر از نقطۀ 
y است. x= +2 10 y یا  x= +2 2 است. پس معادلۀ این دو خط به صورت 

25309 A بر نم�ودار تابع f ن9زگ -90  ( , )1 6 y در نقط�ۀ  x= +4 2 خ�ط   4
چ�ون  نتیج�ه  در   . f ( )′ =1 4 و   f( )=1 6 بنابرای�ن  اس�ت.  مم�اس 

، پس f x x ax( )′ = −23 2

 
f a b

a b a b
f a

( )
,

( )

= − + = ⇒ =− = ⇒ + =
′ = − =

1 1 6 1 9 4
2 21 3 2 4

  

25319 باید تابع مشتق تابع f را تعیین علامت کنیم:ن9زگ -90  1

f x x x f x x x f x x  x( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − + ⇒ = − = ⇒ = =3 2 22 3 1 6 6 0 0 1

 
x

f x

 

 ( )

−∞ +∞

′ + − +

0 1

0 0
 

 ، d≤1 و c≥0 ]  نزولی است. می دانیم در صورتی که  , ]0 1 بنابراین تابع f روی بازۀ 

، زمانی اس�ت که   b a− c نزولی اس�ت اما بیش�ترین مقدار  d[ , تابع f روی بازۀ [

. b a− = − =1 0 1 . پس  b=1 a=0 و 

25329 . ن9زگ -90 f x x ax( )′ =− + −26 2 6 مشتق تابع f برابر است با   1
. پس  f ′≤0  اکیداً نزولی باشد باید همواره  برای آنکه تابع f روی 

a   a a, ,< ∆≤ ⇒− < ∆= − ≤ ⇒− ≤ ≤20 0 6 0 4 144 0 6 6

25339 f را تعیین علامت می کنیمن9زگ -90 ′ ابتدا تابع   2

x

f x

f x

( )

( )

−∞ − − +∞

′ − − + − +

3 2 0 1

0 0 0 0

    

، 0 و 1 ه�م برابر صفر اس�ت و ه�م در اطراف این  −2 f در نقطه ه�ای  ′ تاب�ع 
نقطه ه�ا تغییر علامت می دهد. بنابراین تابع f در این نقطه ها اکس�ترمم نس�بی 

− است. + + =−2 0 1 1 دارد. پس مجموع طول این نقطه ها برابر 



فصل دوم: آزمون ها
)284(

25349 f ون9زگ -90 x x x( )′ = − −2 2 8 توجه کنید که   3

f x x x x x x  x( ) ( )( ) ,′ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = =−20 2 8 0 4 2 0 4 2

) و  , )− 252
3

، پ�س نق�اط  f( )=− 834
3

)f و  )− =252
3

ب�ا توج�ه ب�ه آنک�ه 

) نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند، بنابراین فاصلۀ آن ها برابر است با  , )− 834
3

( ( )) ( )− − + − − = + =2 2 2 283 254 2 6 36 6 37
3 3

25359 x=2 مش�تق پذیر است، برای آنکه تابع ن9زگ -90 تابع f در نقطۀ   2
. پس f ( )′ =2 0 در این نقطه اکسترمم نسبی داشته باشد باید 

xf x x a f
x a

a
f a a a

a a

( ) , ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

+′ ′= + + =
+

+ +′ = + + = = ⇒ + = ⇒ =−
+ +

3
3 2

3
3 32 2

1 2 0
3

3 2 332 2 0 9 3 0 3
3 2 3 2

25369 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  3

x x x   x
f x  

x x x   x

x       x   x
f x

x       x   x

f x x x

 IÄ  

 IÄ 

 IÄ 

 IÄ  

( )

( )

( )

 − ≤− ≤ ≤=
 − − ≤ ≤ ≥

 − <− < <′ =
 − − < < >

′ = ⇒ − = ⇒ =±

3

3

2

2

2

2 2 0 2

2 2 0 2

2 3 2 0 2

3 2 2 0 2

20 2 3 0
3

−=x مش�تق چپ و مش�تق راست  2 =x و  2  ، x=0 همچنین در نقاط 
 ،f تابع برابر نیس�تند، پس تابع در این نقطه ها مش�تق پذیر نیست. بنابراین تابع

پنج نقطۀ بحرانی دارد.

25379 ب�ه نم�ودار تابع f ن9زگ -90  4
توجه کنید. واضح اس�ت که اگر تابع f در 
x=0 ماکزیمم نسبی داشته باشد،  نقطۀ 
ام�ا ماکزیمم مطلق نداش�ته باش�د، باید 
 ، k≥0 . توج�ه کنید که اگر  k− < <1 0
x=0 ماکزیم�م  آن گاه تاب�ع f در نقط�ۀ 
، در نقطۀ  k≤−1 مطلق تابع f دارد و اگر 

x=0 مینیمم نسبی دارد.

25389 تابع f در تمام نقطه های دامنه اش مشتق پذیر است و ن9زگ -90  1

x x a
ax xf x

x x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − +
−′ = =

+ +2 2

1 11
12 2

1 2 1
. چون کمترین مقدار  f x( ، آن گاه a=1 که در این صورت 1=( f x( )′ =0 اگ�ر 

4 اس�ت، پ�س a=1 قاب�ل قبول نیس�ت. پس 
3

] براب�ر  , ]0 4 تاب�ع f روی ب�ازۀ 

f و  a( )=0 ، بنابرای�ن نق�اط ابت�دا و انتهای بازه را بررس�ی می کنیم:  f x( )′ ≠0

 ، af( ) += =2 44
3 3

a=4 و اگ�ر 
3

، آن گاه  f a( )= =40
3

. اگ�ر  af( ) +=24
3

× است. =4 82
3 3

. بنابراین حاصل ضرب مقادیر ممکن برای a برابر  a=2 آن گاه 

25399 y ن9زگ -90 x= 22 ف�رض کنید نقطۀ B روی س�همی ب�ه معادلۀ   4

B است. پس x x( , )22 باشد. بنابراین مختصات آن به صورت 

AB x x x x x( ) ( )= − + − = − + +2 2 2 2 49 2 0 18 81 4

، آن گاه  f x x x x( )= + − +4 24 18 81 اگر 

 x xf x
x x x

( ) + −′ =
+ − +

3

4 2
8 9

4 18 81
 

f x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

′ = ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + + − = − + + = ⇒ =

3 3

2 2

0 8 9 0 8 8 1 0

8 1 1 1 1 8 8 9 0 1
بنابرای�ن کمتری�ن مق�دار تابع f به ازای x=1 به دس�ت می آید. پ�س B نقطۀ 

)  و عرض آن برابر 2 است. , )1 2

25409 پنج�ره ن9زگ -90 بای�د مس�احت  واق�ع  در   4
بیشترین مقدار ممکن باشد. پس 

rh r h r r

r r rh r

ôÃd¶ ( )π= ⇒ + + = + + π=

− − π π= = − −

25 2 2 2 2 5
2

5 2 5
2 2 2

 S S

r r r r rS r h r r r r r

S r r r   S r r r r

®ÃõTv¶ ½oÄHjï´Ãº
½o\¹Q SeIv¶

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= +

× ×π π π π= × + = − − × + =− − +

′ ′=− − π+ = ⇒− − π+ = ⇒ =
+π

2 2252 2 2 5
2 2 2 2 2

54 5 0 4 5 0
4

25419 حجم جس�م حاصل اس�توانه ای ب�ه ش�عاع 8 و ارتفاع 3 ن9زگ -90  3
است که استوانه ای به شعاع 3 و ارتفاع 3 از آن حذف شده است. بنابراین حجم 

V است. ( ) ( )= × ×π × − × ×π × = π8 8 3 3 3 3 165 جسم حاصل برابر با 

25429 ′BB قطر کوچک بیضی اس�ت و روی ن9زگ -90 با توجه به اینکه   1
 b OB= =4 2 محور y قرار دارد، مرکز بیضی روی مبدأ مختصات است. پس 

، در نتیجه  c OF′= =2 و 

ABF

a b c a

BO AFS

( )

( )
′

= + = + = ⇒ =

× +′×= = =

2 2 2 2 24 2 2 36 6

4 2 6 2 16 2
2 2

 . AF OA OF a c′ ′= + = + =6 توجه کنید که 

25439 فرض کنید نقطۀ M مرکز دایرۀ مورد نظر باشد و این دایره در ن9زگ -90  2
نقط�ۀ T ب�ر مح�ور x مماس ش�ده باش�د. با توج�ه ب�ه نام گذاری های روی ش�کل 
، یعنی ش�عاع این  TM OH= =3 . بنابراین  AH=2 ، پس  AB= − =5 1 4

دایره برابر 3 است. 



)285(

، AHM با توجه به قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ . AM=3 بنابراین 

AM AH HM HM HM= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 23 2 5

)  و ش�عاع آن برابر 3 است. پس معادله اش  , )5 3 پس مرکز این دایره نقطۀ 

x است. دقت داش�ته باشید که دایره ای  y( ) ( )− + − =2 25 3 9 به صورت 

x نیز می تواند پاسخ این سؤال باشد. y( ) ( )+ + − =2 25 3 9 به معادلۀ 

25449 )  است. پس شیب خطی که ن9زگ -90 , )−1 4 مرکز این دایره نقطۀ   4

 . m
( )− − −

= =
−

3 4 1
2 1

) روی آن اس�ت، برابر است با  , )−2 3 ش�عاع نظیر نقطۀ 

چون خط مماس بر دایره در نقطۀ تماس بر ش�عاع عمود اس�ت، پس ش�یب خط 
مماس مورد نظر برابر با m′=−1 است. پس برای نوشتن معادلۀ خط مورد نظر، 

) را می نویسیم: , )−2 3 1− و گذرنده از نقطۀ  معادلۀ خطی با شیب 
y x y x ( )+ =− − ⇒ =− −3 1 2 1

25459 راه ح��ل اول فرض کنید نقاط A و B محل برخورد خط ن9زگ -90  2
ب�ا دایره و O مرکز دایره باش�د. ابتدا توجه کنید که مرک�ز دایرۀ مورد نظر نقطۀ 
ب�ا  اس�ت  براب�ر  دای�ره  ای�ن  ش�عاع  و  اس�ت   O  ( , )− −1 2

. از ط�رف دیگ�ر طول پاره خ�ط OH برابر با  r ( )= + − × − =2 21 2 4 4 4 3
2

فاصلۀ مرکز دایره از خط است. پس 

OH
| ( ) ( ) |× − + × − −

= = =
+2 2

2 1 1 2 1 5 5
52 1

 ، OHA بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

r OH AH AH AH= + ⇒ = + ⇒ =
22 2 2 2 23 5 2

AB است. AH= =2 4 بنابراین طول وتر مورد نظر برابر با 

O

A

B

H

r

r

راه ح��ل دوم ابتدا محل های برخورد خط و دایره را مش�خص می کنیم، س�پس 
فاصلۀ بین این دو نقطه را به دست می آوریم که برابر با طول وتر مورد نظر است:

x y y x

x y x y x x x x

x x x     x

A x y   

B x y   

AB

( ) ( )

,

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ( ))

+ − = ⇒ = −

+ + + − = ⇒ + − + + − − =

+ −− + = ⇒ = =

+ − −= = + − −

− − += = − − +

= + − −

2 2 2 2

2
1 2

1 1

2 2

2

2 1 0 1 2

2 4 4 0 1 2 2 4 1 2 4 0

10 4 5 10 4 55 10 1 0
10 10

10 4 5 10 8 5 2 5 4 51 1
10 10 5 5

10 4 5 10 8 5 2 5 4 51 1
10 10 5 5

2 5 2 51 1
5 5

( ( ))

( ) ( )

+ − − − − +

−= + =

2

2 2

4 5 4 51 1
5 5

4 5 8 5 4
5 5

25469 x مرکز دایره نقطۀ ن9زگ -90 y x y+ − + − =2 2 2 4 8 0 در دای�رۀ   1

در  و   r ( ) ( )= − + − × − =2 21 2 4 4 8 13
2

دای�ره  ش�عاع  و   O  ( , )−1 2

O و ش�عاع دایره  ( , )′ −2 1 x مرک�ز دای�ره نقطۀ  y( ) ( )− + + =2 22 1 9 دای�رۀ 

r′=3 است. پس

OO

r r

r r

r r OO r r

( ) ( ( ))

| |

| |

′= − + − − − =

′+ = +

′− = −

′ ′ ′− < < +

2 21 2 2 1 2

13 3

13 3

بنابراین دو دایره متقاطع اند.

25479 O ن9زگ -90  ( , )−1 1 در ای�ن دای�ره ش�عاع براب�ر 1 و مرک�ز نقطۀ   2
، دای�ره را در دو نقطه قطع کرده اس�ت باید  kx y− − =2 0 اس�ت. چون خ�ط 

فاصلۀ مرکز دایره از خط کمتر از شعاع دایره باشد، پس

k k
OH

k k

k
k k k

k

k k

| ( ) | | |

( )

( )

− − − − −
= < ⇒ <

+ − +

+
< ⇒ + + < +

+

<− ⇒ <−

2 2 2

2
2 2

2

1 1 2 31 1
1 1

3 1 6 9 1
1

46 8
3

25489 A را پیشامد هم رنگ بودن هر دو مهره در نظر می گیریم. ن9زگ -90  3
′A پیشامد غیرهم رنگ بودن مهره ها است. با توجه به نمودار درختی زیر،  پس 

احتمال هم رنگ بودن مهره ها برابر است با 

P A( )= × + × + × = =3 2 4 3 2 1 20 5
9 8 9 8 9 8 72 18

بنابراین احتمال هم رنگ نبودن مهره ها برابر است با

P A P A( ) ( )′ = − =131
18
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25499 راه حل اول نمودار درختی زیر را در نظر بگیرید.ن9زگ -90  2
از روی نمودار معلوم می شود احتمال موردنظر برابر است با

( )× × + + × × + × × + × × + × ×

= + + + + =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 4 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 2

1 1 1 1 1 3
8 16 16 16 16 8

)دقت کنید که r ،b و w به ترتیب نماد سیاه، قرمز و سفید هستند.(
راه حل دوم عقربه باید دقیقاً دو بار روی س�یاه و یک بار روی قرمز یا س�فید قرار 

گیرد. بنابراین دو حالت رخ می دهد.
حالت اول

 
 
 × × × =
 
 

3

3 2 2 1 12
4 4 42 4

دو بار سیاه و یک بار سفید 

حالت دوم
 
 
 × × × =
 
 

3

3 2 2 1 12
4 4 42 4

دو بار سیاه و یک بار قرمز 

. + = =
3 3 3

12 12 24 3
84 4 4

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

25509 توجه کنید کهن9زگ -90  4

C

سالم

مع�وب
20

100

35

100

45

100

99

100

1

100

A

B

سالم

مع�وب

97

100

3

100

سالم

مع�وب

95

100

5

100

اگر X پیشامد معیوب بودن محصول انتخاب شده باشد، آن گاه

P X( )

/

= × + × + ×

= + + = =

20 1 35 3 45 5
100 100 100 100 100 100

20 105 225 350 0 035
10000 10000 10000 10000

25519 −a کمتر نباشد:ن9زگ -90 −2 a باید از   1
 a a a≥− − ⇒ ≥−2 1 

−a کمتر باشد: +3 2 a باید از 

a a a<− + ⇒ <13 2
2

 

]  مجموعۀ مقادیر ممکن برای a است. , )− 11
2

−a و در نتیجه بازۀ  ≤ <11
2

بنابراین 

25529 تساوی داده را ساده می کنیم:ن9زگ -90  2

 

a d a d
a d a a d a a d

a a d
a ad d a aa ad d

d dd d d

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ +
= + ⇒ + = + + +

+

+ − = ⇒ + − = ⇒ + − =

2

2 22 2 2
2 2 2

4 5 2 2 4 5 2 2

3 4 43 4 4 0 0 3 4 4 0

، آن گاه ak
d

= اگر فرض کنیم 

 k k k k  IÄ   + − = ⇒ = =−2 23 4 4 0 2
3

 

25539 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

+ +

+

= × × = =

= × = =

11 1 12 3 4 19
4 3 62 8 24 24

1 1 6 1 7
4 6 4 24 24 24

5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5
بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

 
−

= = = =

19 19 7 12 124 24 24 24 2
7
24

5 5 5 5 5

5
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25549 توجه کنید کهن9زگ -90  1
 a ab b a b a b( )( )+ − = ⇒ − + =2 26 0 2 3 0

پ�س   . a b=2 نتیج�ه  در  و   a b− =2 0 پ�س   ، a b+ ≠3 0 چ�ون 

 a=0 ، زیرا در غیر این صورت  b≠0 . توجه کنید که  a b b b
a b b b
− − −= =
+ +

4 2 4 2
3 2 3 5

a که تناقض است.( b+ =3 0 و در نتیجه 

25559 5 است، پسن9زگ -90
2

طول رأس سهمی برابر   1

a a− = ⇒ =−5 5
2 2

)f  مساوی 4 است. پس )0 مقدار 
 f b b b( )=− ⇒− = ⇒ =−0 4 4

. مجم�وع و حاصل ض�رب جواب ه�ای معادلۀ  f x x x( )= − +2 5 4 بنابرای�ن 
f به ترتیب برابر 5 و 4 هستند، پس مجموع جواب ها یک واحد بیشتر  x( )=0

از حاصل ضرب آن هاست.

25569 x و معادله به شکل زیر درمی آیدن9زگ -90 x t+ =2 فرض می کنیم   4
 t t t t t t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ =− =2 5 6 0 6 1 0 1 6

، t=−1 اگر 
 x x x x+ =− ⇒ + + =2 21 1 0

، t=6 این معادله جواب حقیقی ندارد. اگر 
 x x x x+ = ⇒ + − =2 26 6 0

معادلۀ بالا یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد. پس معادلۀ مورد نظر هم 
یک جواب مثبت و یک جواب منفی دارد.

25579 x می نویس�یم و ن9زگ -90 x− = −3 2 معادل�ه را به صورت   2
طرفین آن را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x− = + − ⇒ = +3 4 4 4 1 2
مجدداً طرفین را به توان دو می رسانیم:

 x x x x x= + + ⇒ − + =2 216 1 4 4 4 12 1 0
مجم�وع جواب ه�ای معادلۀ بالا مورد نظر اس�ت که برابر 3 اس�ت )توجه کنید 
که معادله درجۀ دوم فوق دو جواب دارد که در معادلۀ اصلی صدق می کنند(.

25589 ABCD ن9زگ -90 متوازی الاض�لاع  مس�احت  ش�کل،  مطاب�ق   1
دو برابر مساحت مثلث ADC است،

 ABCD ABDS S x xsin= = × × × =012 2 8 135 4 2
2

بنابراین
 x x= ⇒ =4 2 24 2 6

25599 ابتدا تساوی داده شده را ساده می کنیم:ن9زگ -90  3

sin( ) sin( )
cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos

sin cos tan

π+α − π+α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π−α

α− α=− α+ α

α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2

2 3 6

5 5

. tan( ) cotπ−α = α=3 1
2 5

بنابراین 

25609 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x x x x x x
x x

x x x

sin cos sin cos cos sin
cos sin

sin cos tan

+ = ⇒ + = −
−

=− ⇒ =−

2 1 4 8
4

75 7
5

. xx
x

( )
tansin
tan ( )

−
= = =−
+ + −

2 2

72
2 3552

7 371 1
5

بنابراین 

25619 در نقاط�ی نمودار تابع f مح�ور طول ها را قطع می کند کهن9زگ -90  2
، پس f x( )=0

 k k
x x x k  

( ) ( )
cos ,

+ π + π
= ⇒ = ⇒ = ∈

2 1 2 13 0 3
2 6



) را می خواهیم، پس , )π π7
2 2

چون جواب های واقع در بازۀ 

 k
x k k

( )+ ππ π π π< < ⇒ < < ⇒ < + < ⇒ < <
2 17 7 3 2 1 21 1 10

2 2 2 6 2
k=9 برای x هش�ت مقدار به دس�ت  ، ... و  k=3  ، k=2 بنابرای�ن ب�ه ازای 

می آید که طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور طول هاست.

25629 ، نامعادله برقرار اس�ت و عددهای منفی در آن ن9زگ -90 x<0 اگر   2
، آن گاه x>0 صدق می کنند. اگر 

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x   

IÄ

.¡.¡.ù

( )

( ) – ( )

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >


 − <− ⇒ + < ⇒ + < ⇒ + < ⇒ <

2 2

2 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0 1

x=0 نیز جواب نامعادله نیست. بنابراین مجموعۀ جواب های  واضح اس�ت که
) اس�ت ک�ه می توانیم آن را به صورت  , ) ( , )−∞ +∞0 3 نامعادله به صورت 

. a b+ =3 b=3 و در نتیجه  a=0 و  ] بنویسیم. پس  , ]− 0 3

25639 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4

بنابراین

 fof f fD x D f x D x x x x{ | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − + ≤20 4 0 4 3 4
از طرف دیگر

 
x x x x x x

x x
x

x x
( )

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≥

 − ≥ ≥ + − ≥ ⇒ ⇒ 
− ≤− ≤ −  

2 2 2

2

3 4 1 4 1 4 4 3

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3
بنابراین

 fofD x x x xIÄ{ | , }

[ , ] [ , ]

= ≤ ≤ ≥ + ≤ −

= − +

0 4 2 3 2 3

0 2 3 2 3 4

. ab= − =4 3 1 =b و  +2 3  ، a= −2 3 پس 

25649 ، هر یک از بخش های تابع یک به یک هستند. ن9زگ -90 m≠0 اگر   3
، نمودار بخش دوم خطی با ش�یب منفی می ش�ود که در این صورت  m<0 اگر 

یک به یک بودن تابع نقض می شود. زیرا شکل کلی آن به صورت زیر می شود:
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، نمودار تابع شبیه شکل زیر می شود. برای اینکه تابع یک به یک باشد،  m>0 اگر 
کافی است عرض نقطۀ توخالی بیشتر یا مساوی عرض نقطۀ توپر باشد. در نتیجه

 m m m+ ≤ + ⇒ ≥27 3 3 12

25659 ابتدا ضابطۀ تابع وارون تابع f را پیدا می کنیمن9زگ -90  4

 

y x x

x y x y

x y x y y y

,

( )

( ) | | ( )

= − − − ≤ ≤

− = − ⇒ − = −

= − − ⇒ = − − = −

2

2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 0

4 2 4 2

4 2 4 2 4

x و در نتیجه   y y=− − 24 ، پس  x− ≤ ≤2 0 چون 

 f x x x( )− =− −1 24
. a b+ =−1 b=0 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

25669 y را یک واحد به س�مت راست ن9زگ -90 f x( )=4 2 اگر نمودار تابع   3
y f x f x( ( )) ( )= − = −4 2 1 4 2 2 منتقل کنیم، نمودار تابع مقابل به دست می آید: 

 y f x( )= − +4 2 2 2 اگر این نمودار را دو واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
به دس�ت می آی�د. اگ�ر ط�ول نقاط ای�ن نم�ودار را نص�ف کنی�م، نم�ودار تابع 
y رس�م می ش�ود و اگر عرض نقاط ای�ن نمودار را نصف  f x( ( ) )= − +4 2 2 2 2
y رس�م می شود. بنابراین ضابطۀ  f x( ( ) )= − +1 4 4 2 2

2
کنیم، نمودار تابع بازۀ 

y است. f x( )= − +2 4 2 1 تابعی که نمودار آن رسم شده است به صورت 

25679 شرایط زیر باید برقرار باشند:ن9زگ -90  4
x x

x x

x x
/ / /log ( ) log ( ) log /

/ /

− > ⇒ >

− ≥ ⇒ − ≥

− ≤ ⇒ ≤
0 5 0 5 0 5

3 0 3

3 1 3 0 5

3 0 5 3 5
b و در نتیجه /=3 5 a=3 و ) است. پس , / ]3 3 5 بنابراین دامنۀ تابع بازۀ 

b a− =1
2

25689 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
 x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )− + − = − + − = − +3 2 2 21 1 1 1 1

اکنون اگر صورت و مخرج کس�ر داده ش�ده را در م�زدوج مخرج ضرب کنیم، 
معلوم می شود که حد مورد نظر برابر است با

 

x

x

x

x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x x x
x x

x x x
x

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

( )( )

( )( ) ( )
lim

→

→

→

→

− + + +

− + + +

− + + +
=

− −

− + + +
=

− +

+ + + +
= = =

+

2 2

2 21

2 2

2 21

2 2

1

2 2

1

1 1 2 3 1

2 3 1 2 3 1

1 1 2 3 1
4 3 1

1 1 2 3 1
1 1

1 2 3 1 2 2 2 4
1 2

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

 
x x

x x x x x
xx x
x

lim lim
→ →

− + − − += = =
− + − −

+

3 2 2

21 1
2

1 3 2 1 2 4
6 32 3 1 2 2

22 3 1

25699 نتیج�ه ن9زگ -90 در  و   xcos −→0 آن گاه   ، x ( )+π→
2

اگ�ر   4
. پس باید مقدار عبارت زیر را به دست آوریم:  x[cos ]=−1

x x x( )

lim
sin sin+π→

−
− 2

2

1

حد مخرج کس�ر صفر اس�ت و مقدار عب�ارت مخرج مثبت اس�ت، زیرا در یک 

>xsin برقرار است. بنابراین <0 1 ، نابرابری  π
2

همسایگی راست 

x
x x x x

x x( )

sin sin sin ( sin ) lim
sin sin+π→

−− = − ⇒ =−∞
−

2
2

2

11

25709 f ون9زگ -90 a( )=2 ابتدا توجه کنید که   4

 x x x

x x

f x x x x

f x x

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= − = − =

= + =
2 2 2

2 2

3 3 1 5

2 4

پس به ازای هیچ مقدار a حد چپ و حد راس�ت تابع نمی توانند با مقدار تابع در 
x=2 برابر باشند. نقطۀ 

25719 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x x

x xf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

+ + − + +
+ +′ =

+ + 2

1 16 1 1 2
2 1 2 6

6 1

. f
( ) ( )

( )
( )

+ − +
× ×′ = =

+ 2

1 13 1 2 2
12 2 2 33

483 1
در نتیجه 

25729 شرط لازم برای مشتق پذیری تابع در یک نقطه پیوستگی ن9زگ -90  4
آن است:

 x x x x
f x f x a x bx x

a b b a

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − + −→ → → →

= ⇒ − = +

− = + ⇒ =−

2

1 1 1 1
1

1 1
 

همچنین باید مشتق چپ و مشتق راست تابع f در نقطۀ x=1 با هم برابر باشند:

 
x x

b a

a x
f x x

bx x

af f x f f x b

a ab a a

      

( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )
+ −+ −

→ →

=−

− >′ =
 + <

′ ′ ′ ′= =− = = +

+ =− →− + =− ⇒ =

1 1

1
2

2 1 1

1 1 2 1
2

22 1 2 1
2 2 3

25739  ن9زگ -90
h

f h
h

( )
lim
→

+ −
=

0

2 9 3
2

با توج�ه به تعریف مش�تق، از   3

. از طرف دیگر، f( )=2 9 f و  ( )′ =32
2

نتیجه می شود 

 xf x
g x f x

f x

( )
( ) ( )

( )

′
′ = +

2
بنابراین

f
g f

f

( )
( ) ( ) /

( )

′
′ = + = + =

2 2 32 2 3 3 5
62 2
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25749 ابتدا مشتق تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  2

 x x x x x
f x

x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

3 4 3

3 2 3 2
2 4 3 8

4 4
f به صورت زیر است: x( )′ بنابراین جدول تعیین علامت 

 
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − − + −

3 4 0 2

0 0

] صعودی است و حداکثر مقدار a برابر 2 است. , ]0 2 بنابراین تابع f روی بازۀ 

25759 تعداد راه های انتخاب س�ه نقطه از ده نقطۀ مشخص شده ن9زگ -90  4

 است. از این سه تایی ها، با آن هایی که روی یک خط راست هستند، 
 
 
 
 

10

3
برابر با 

نمی توان مثلث رسم کرد. بنابراین تعداد مثلث های مورد نظر برابر است با

     
     − − = − − =
     
     

10 5 6
120 10 20 90

3 3 3
 

25769 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =1 3 1 1
7 7 2 14

   

از طرف دیگر، 

 
P B P A B P A B P A B

P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + ⇒ = +

′ = − =

3 1
7 14

3 1 5
7 14 14

  



 

25779 . ن9زگ -90 FF′=16 فاصلۀ کانونی بیضی مورد نظر برابر است با   1
. از طرف دیگر، طول قطر بزرگ بیضی برابر اس�ت  c=8 ، یعنی  c=2 16 پس 

، اکنون توجه کنید که  a=10 ، یعنی  a=2 20 با 2a. پس 

 a b c b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2100 64 6  
. b=2 12 بنابراین طول قطر کوچک بیضی مورد نظر برابر است با 

25789 ابتدا توج�ه کنید که چون طول ضلع ه�ای لوزی برابرند، ن9زگ -90  2
. از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  AB AD DC= = =10 پس 

 ،AED قائم الزاویۀ

 AD DE AE AE AE= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 210 6 8  
EFD )زز(  AFB و   . در این صورت، از تش�ابه مثلث های  EF x= فرض کنید 

نتیجه می شود

 AB AF x x x x x
ED EF x

−= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =10 8 10 48 6 16 48 3
6

 

ت
ن

25799 بنابر تعمیم قضیۀ تالس، ن9زگ -90  1

 
EX AXEX BM
BM AM
AX XYXY MN
AM MN

( )

( )

⇒ =

⇒ =

1

2





 

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 BM XYEX XY XY XY
BM MN XY

== → = ⇒ =4 6
9

 

، بنابر  XF MC . اکنون چون  AX
AM

= =6 2
9 3

بنابراین تس�اوی )2( می ش�ود 

،AMC تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 AX XF NC
AM MC NC

= ⇒ = ⇒ =
+

2 8 3
3 9

 

25809 طبق فرضن9زگ -90  3

 
a a a a a a

a a

+ + + + + + + + += ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ =

3 0 4 6 3 16 44 4 16 4 36
9 9

4 20 5
,      اس�ت. چون  , , , , , , ,0 3 3 4 5 5 5 5 6 در نتیج�ه مرت�ب ش�دۀ داده ها به صورت 

تعداد داده ها برابر ۹ است، پس میانه برابر دادۀ پنجم یعنی برابر 5 است.

25819 . ن9زگ -90 X X( )′ ′= U و  { , , , }= 1 2 8 ابتدا توجه کنید که   3
بنابراین 

 
A B A B

A B A B

(( ) ) { , }

(( ) ) { , , , , , }

′ ′= =

′ ′= =

3 8

1 2 3 4 5 8

 

 

 

، پ�س نم�ودار وِن زی�ر به دس�ت می آی�د. بنابرای�ن  B A { , }− = 2 5 و چ�ون 
A و مجموع اعضای A برابر 16 است. { , , , }= 1 3 4 8

  
25829 a است، پسن9زگ -90 b−2 a و  b− a واسطۀ هندسی  b+ چون   1

 
a b a b a b a ab b a b ab

a ab a a b

( ) ( )( )

( )

+ = − − ⇒ + + = + −

− = ⇒ − =

2 2 2 2 2

2

2 2 2 3

5 0 5 0

. a b b br
a b b b
+ += = =
− −

5 3
5 2

a و  b=5 ، در نتیجه  a b− =5 0 ، پس  a≠0 چون 

.
a a r

r
a a

( )= = = =
3

4 1 3 3

1 1

3 27
2 8

بنابراین 

25839 اعداد را با توان های گویا می نویسیم:ن9زگ -90  4

 

( )

( )

( ) ( )

= = × = ×

= = × = ×

= × = × × = ×

1 1 1 11
6 26 6 6 63

1 1 1 3 1
4 34 4 4 4 4

1 1 1 1 1 5 1
3 4 4 3 4 4 3 12 12

12 12 2 3 2 3

54 54 3 2 3 2

2 6 2 6 2 2 3 2 3
بنابراین

 
( )( ) + ++ +

× × = × × × × ×

= × = × =

11 3 1 5 1
36 4 4 63 4 4 12 12

1 3 11 1 5
6 4 123 4 12

12 54 2 6 2 3 3 2 2 3

2 3 2 3 6
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)290(

25849 ، همچنین،ن9زگ -90 a c a b b c( ) ( )− = − + − =8 توجه کنید که   2

 
ac b a c b b b a c acab ac bc b

a c a c a c
b a b c

a c

( ) ( ( ) )

( )( ) ( )( )

− + + − − − + +− + − = =
− − −

− − − − −
= = =

−

2 22

4 4 2
8

25859 . بنابراینن9زگ -90 x x m= +1 2 2 x و 1 x+ =1 2 3 توجه کنید که   3

 
x x x

x x x

+ = =  ⇒ 
− = =  

1 2 1

1 2 2

3 1

3 1 2
در نتیجه

 x x m m= ⇒ + = ⇒ =1 2
12 2 1 2
2

25869 معادله را به صورت زیر می نویسیمن9زگ -90  3

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )− − − − = ⇒ − + − + =2 21 5 2 4 40 6 5 6 8 40

 t t( )+ =3 40 t و معادل�ه به صورت  x x= − +2 6 5 اکن�ون فرض می کنی�م 
درمی آید. بنابراین

 t t t t t t( )( ) ,+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2 3 40 0 8 5 0 8 5
، آن گاه t=5 اگر 

 x x x x x x  ,− + = ⇒ − = ⇒ = =2 26 5 5 6 0 0 6
، آن گاه t=−8 اگر 

 x x x x

jnHkº JH¼] ¾²jI÷¶

− + =− ⇒ − + =

∆< ⇒

2 26 5 8 6 13 0

0
بنابراین مجموع جواب های معادله برابر 6 است.

25879 نامعادله را به صورت زیر می نویسیمن9زگ -90  1

 

x xx x
x x x

x xx x
x x

( )( )

( )( )

+ − +−< ⇒ + − < ⇒ <
+ + +

− +− + + < ⇒ >
+ +

2

9 5 31 5 9 5 0 0
3 9 3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�ا توجه به جدول تعیی�ن علامت زیر، مجموعۀ جواب ه�ای نامعادله به صورت 
) است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

 
x

x x
x

( )( )

−∞ − − +∞

− +
− + − +

+

4 3 6

6 4 0 0
3

. ab=−24 b=6 و   ، a=−4 پس 

25889 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن9زگ -90  3

 

x x xx x

x x x

x x x

x x x x

sin cos sin cos sin

sin (sin cos )

sin ,

sin cos

+ − = ⇒ + =

+ =

 = ⇒ = = π
 π π =− ⇒ = ⇒ =


21 0 2 2 0
2 2 2

2 0
2 2 2

0 0 2
2

3 3
2 2 2 4 2

25899 توجه کنید کهن9زگ -90  1
x  x  

x  
x   x  x  
»

IÄ

| |

[ , ] [ , ]

| |

− ≤ ≤ ⇒ ≤
∈ − − ⇒
 ≤− ≥ ⇒ ≥

4 4 4
4 1 1 4

1 1 1


 .  x  | |≤ ≤1 4 پس 

ت
ن

25909 b ن9زگ -90
a

−
2

y برابر  ax bx ab= + +2 ط�ول رأس س�همی   1

 b b a
a

− = ⇒ =−1 2
2

است. پس 

 است. پس
a

−∆
4

عرض رأس این سهمی برابر 

b a b
a a

( )−∆ −=− ⇒ = ∗
2 242 2

4 4
a−2 نتیجه می شود ) به جای b قرار دهیم  )∗ اگر در تساوی 

a a a a a a
a

a      b

a      b

 (.¡.¡.ù),

,

+ = ⇒ + = ⇒ + − =

 − + −= =


− − + = =

2 3 2 24 8 2 2 2 2 2 0
4

1 17 1 17
4 2

1 17 1 17
4 2

,  محور عرض ها را قطع می کند و عرض این نقطه  ab)(0 این س�همی در نقطۀ 

. ab
( )− + += =−

21 17 9 17
8 4

برابر است با 

25919 ، ن9زگ -90 gD { }= − −2 fD و  { }= − 1 توجه کنی�د که   2
بنابراین

 fog g f
xD x x D g x D x x
x

{ | , ( ) } { | , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠
+

2 32 1
2

 x x x x
x
− ≠ ⇒ − ≠ + ⇒ ≠
+

2 3 1 2 3 2 5
2

از طرف دیگر 

5 در  2− و  . بنابراین  fogD x x x{ | , } { , }= ≠− ≠ = − −2 5 2 5 پ�س 
دامنۀ تابع fog قرار ندارند که مجموع آن ها برابر 3 است.

25929 ) برخورد می کنند، پسن9زگ -90 , )1 2 چون این دو نمودار در نقطۀ   3

 

f f a b a b

f f f

a b a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ =

+ = ⇒ + =

3

1

3

1 2 1 2 2 8

1 2 2 1 2 1

2 1 2 1
در نتیجه

 
a b

a b
a b

,
+ = ⇒ =− =
+ =

8
7 15

2 1
 . a b+ =−3 6 بنابراین 

25939 راه حل اول اگر نمودار تابع f را نسبت به محور عرض ها ن9زگ -90  2
y به دس�ت می آید. اگر عرض نقاط نمودار  f x( )= − قرینه کنیم، نمودار تابع 
y به دس�ت می آید.  f x( )= −2 به دس�ت آم�ده را دو برابر کنیم، نم�ودار تابع 
 y f x( )= + −1 2 نم�ودار اخیر را یک واحد به بالا منتقل می کنیم تا نمودار تابع 

به دست آید که به صورت شکل )2( خواهد بود.

 y f x( )= −2   y f x( )= −  

  y f x( )= + −1 2  



)291(

. اگر شکل )2( مربوط به  f f( ) ( )− = =−1 2 1 راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 
. از طرف دیگر، g g( ) ( )− = =−2 1 1 تابع g باشد، آن گاه 

 
g x f x g f

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + − ⇒ − = + = − =−

= + − = − =−

1 2 2 1 2 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1
g است. x f x( ) ( )= + −1 2 بنابراین شکل )2( متعلق به تابع 

25949 ) است. ن9زگ -90 , )−∞ 3 با توجه به شکل، دامنۀ تابع به صورت   2

b است 
a

( , )−∞ − از طرف دیگر، با توجه به ضابطۀ تابع، دامنۀ تابع به صورت 
. بنابراین a<0 که در آن 

 b b a
a

− = ⇒ =−3 3

. اکن�ون توج�ه کنید که نم�ودار تابع f از  f x ax a( ) log ( )= −1
2

3 در نتیج�ه 

) گذشته است. بنابراین , )3 0
2

نقطۀ 

 f a a a( ) log ( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ − =1 1
2 2

3 3 30 3 0 0
2 2 2

. بنابراین  b=2 ، پس  a=− 2
3

، یعنی  a− =3 1
2

در نتیجه 

 f x x( ) log ( )= − +1
2

2 2
3

، آن گاه f m( )− − =1 2 در نتیجه اگر 

 
f m m

m m m

( ) log ( )

( )−

=− ⇒ − + =−

=− + ⇒ =− + ⇒ =−

1
2

2

22 2 2
3

1 2 22 4 2 3
2 3 3

. f ( )− − =−1 2 3 بنابراین 

25959 alog نتیجه می شودن9زگ -90 =8 از تساوی   3

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =
3
2 3 22 2 2

2 3
بنابراین

 
a a

log log log log

(log log ) ( )

= = =

= − = − = −

3 10125 5 3 5 3
2

23 10 2 3 1 3 2
3

25969 چون حد مخرج صفر است و حد مورد نظر وجود دارد، پس ن9زگ -90  2

0 در بیاید. در نتیجه
0 حد صورت هم باید صفر باشد تا حد مورد نظر به صورت 

 
x

x ax b a b b alim( )
→

− + = ⇒ − + = ⇒ = −2
1

0 1 0 1

اکنون باید حد زیر را حساب کنیم

 
x x x

x x ax ax a x a a
x x xx x

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− − +− + − − += = = −
− − −− +

2

21 1 1

1 11 1 2
1 2 1 2 12 3 1

بنابراین
 a a a− = − ⇒ =2 4 3

. a b+ =5 b=2 و در نتیجه  پس 

25979 x3 وجود ن9زگ -90 اگر در صورت کس�ر داده ش�ده جملۀ شامل   3
∞+ اس�ت. بنابراین باید  ∞− ی�ا  داش�ته باش�د، مق�دار حد مورد نظ�ر برابر 
، پس  a+ =1 0 x3 در ص�ورت کس�ر داده ش�ده صفر باش�د، یعن�ی  ضری�ب 

. در این صورت حد مورد نظر برابر است با a=−1

 
x

x x
bb x

lim
( )→−∞

− + −=
++ −

2

2
2 2

11 4

. a b+ =−3 . به این ترتیب  b=−2 ، یعنی 
b
− =
+
2 2
1

بنابراین 

25989 با توجه به رابطۀن9زگ -90  2

 
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





] فقط در  , ]−4 4 g اس�ت ک�ه روی ب�ازۀ  x( تاب�ع g هم�ان تاب�ع ثابت 1−=(
4− و 4 ناپیوسته است. نقطه های 

25999 ش�یب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطۀ x=1 همان ن9زگ -90  3
f است. پس، ( )′ 1

 f x x mx f m m( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + + = ⇒ =−3 34 2 1 1 4 2 1 2
2
26009 x=3 پیوسته است و ن9زگ -90 تابع در نقطۀ   2

 

x x

x
f x x

x

f f
x

      

( )

( ) lim , ( ) lim
+ −+ −

→ →

 >′ = +
 <

′ ′= = = =
+3 3

1 3
2 1
1 3

1 13 3 1 1
42 1

بنابراین

h h h

f h f h f h f f h f
h h h

f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )

+ + +→ → →

+ −

+ − − + − − −
= +

−

′ ′= + = + =

0 0 0

3 3 3 3 3 3

1 53 3 1
4 4

توجه کنید که می توانیم از قاعدۀ هوپیتال نیز استفاده کنیم:

 h h

f h f h f h f h
h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

+ +→ →

+ −

′ ′+ − − + + −
=

′ ′= + = + =

0 0

3 3 3 3
1

1 53 3 1
4 4

26019 f و ن9زگ -90 x x x x( )= =
1 7

3 2 2 ابتدا توجه کنید که   2

 f x x f x x x x( ) ( )′ ′′= ⇒ = =
5 3
2 27 35 35

2 4 4
بنابراین

f ( )′′ = × × =354 4 2 70
4

 

26029 . برای اینکه تابع ن9زگ -90 y x x k′= + +2 2 ابتدا توجه کنید که   1
اکیداً صعودی باشد باید مشتق آن به ازای هر x نامنفی باشد: 

x x k+ + ≥2 2 0
بنابراین

 k k∆= − ≤ ⇒ ≥4 4 0 1
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26039 1− و 5 برابر صفر اس�ت، ن9زگ -90 f در نقطه های  ′ مق�دار تابع   1
 x در نقطه های به طول 1− و 5 موازی محور f پ�س خط مم�اس بر نمودار تابع
f منفی اس�ت، پس  ′ ) علامت  , )+∞5 ) و  , )−∞ −1 اس�ت. روی بازه های 

 f ′ ) علامت  , )−1 5 f روی ای�ن بازه ها اکیداً نزولی اس�ت. روی ب�ازۀ  تاب�ع 

f روی این بازه اکیداً صعودی است. توجه کنید که فقط  مثبت است، پس تابع 
نمودار گزینۀ )1( این ویژگی ها را دارد.

26049 اگر دایره ها بر هم مماس درونی باشند، طول خط المرکزین ن9زگ -90  3
)k و  , )2 آن ها برابر با اختلاف شعاع های دایره هاست. مرکز دایره ها، نقطه های 

) و شعاع های آن ها ۹ و 2 است. , )− −1 3
بنابراین

 k k¸Äq¨oµ²Hïôi Ï¼ö ( ) ( ) ( )= + + + = + +2 2 21 2 3 1 25  
در نتیجه

 
k k

k k

( ) ( )

( )

+ + = − = ⇒ + + =

+ = ⇒ =± −

2 2

2

1 25 9 2 7 1 25 49

1 24 24 1
 

2− است. بنابراین مجموع مقادیر k برابر 

26059 چون کانون های بیضی روی محور x و دو سر قطر کوچک ن9زگ -90  1
بیضی روی محور y هس�تند، پس مبدأ مختصات مرکز بیضی اس�ت )شکل رسم 
a در  BF ( ) ( )= = + + − =2 20 4 3 0 5 ش�ده را ببینی�د(. از ط�رف دیگ�ر، 
) و ش�عاع آن برابر 5 اس�ت، پس  , )0 0 نتیج�ه، مرک�ز دای�رۀ م�ورد نظ�ر نقط�ۀ 

x است. y+ =2 2 25 معادله اش 

26069 ف�رض کنید تعداد مهره ه�ای آبی برابر n باش�د. در این ن9زگ -90  4
صورت تعداد مهره های قرمز برابر 2n است. اکنون توجه کنید که بنابر فرض،

 

n n

n n
n n n

n n n n
n

( )

( )

( )

   
   
   
    = ⇒ =

− 
 
 
 

= ⇒ = − ⇒ =
−

2

1 1 27 7
3 15 3 3 1 15

22

4 7 20 21 7 7
3 3 1 15

 

26079 فرض کنید A پیش�امد این باش�د که ش�خص س�رطان ن9زگ -90  4
داش�ته باش�د، B پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باش�د و شخص 
س�رطان داش�ته باشد و C پیش�امد این باش�د که جواب آزمایش مثبت باشد و 
شخص سرطان نداشته باشد. اگر جواب آزمایش مثبت باشد، یا شخص سرطان 
A اس�ت.  B A C( ) ( )′

   دارد ی�ا ن�دارد. بنابرای�ن پیش�امد م�ورد نظر 
احتم�ال  بنابرای�ن  ناس�ازگارند.   A C′

 و   A B پیش�امدهای   همچنی�ن 
 B و A همچنین، پیشامدهای . P A B P A C( ) ( )′+  مورد نظر برابر است با 

′A و C، مستقل اند. بنابراین  و نیز A و C، و در نتیجه 

 
P A B P A C P A P B P A P C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / ( / )( / ) /

′ ′+ = +

= × + − =0 02 0 95 1 0 02 0 03 0 0484

 

 

26089 ، بناب�ر قضی�ۀ خط�وط م�وازی و م�ورب، ن9زگ -90 EF AC چ�ون   2
. بنابراین مثلث های AKC و FEK متشابه اند )زز(. در نتیجه  C Eˆ ˆ=1 A و 1 Fˆ ˆ=1 1

 AC KC
FE KE

( )= 1  

 ،BAC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، DE AC همچنین، چون 

 DE BE
AC BC

( )= 2  

اگر تساوی های )1( و )2( را در هم ضرب کنیم به دست می آید

 AC DE DE
FE AC FE

× = × ⇒ =4 5 5
3 12 9

 

26099 ، پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه مثلث های ن9زگ -90 EF BC چون   2
AEF و ABC متشابه اند. در نتیجه

AEF

ABC

S AE
S AB AB AB

( ) ( )= = =2 2
2

1 1

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید

AEF

BEFC

S
S AB

( )=
−2

1 1
1

. بنابرای�ن از تس�اوی )1( نتیج�ه می ش�ود  AEF BEFCS S= ام�ا طب�ق ف�رض، 

. AB= 2 AB و در نتیجه  =2 2 ، یعنی  AB − =2 1 ، پس 1
AB

=
−2

1 1
1

26109 ابتدا میانگین داده های جدید را به دست می آوریمن9زگ -90  3

 y y× + + += ⇒ =
+

18 25 20 27 28 25
18 3

 

برای محاسبۀ واریانس از فرمول زیر کمک می گیریم:

 
n n

n

x x x x x x
x

n
x x x

( )
+ + + + + +

σ = − ⇒ = −

+ + + = × =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2
1 2

9 625
18

18 634 11412

 



 

بنابرای�ن مجموع مربعات داده های قبلی برابر 11412 اس�ت. مجموع مربعات 
داده های جدید برابر است با

 A= + + + =2 2 211412 20 27 28 13325  

 . A
]kÄk

( ) /σ = − = −2 2 1332525 625 9 52
21 21

 در نتیجه 

26119 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  4
 n A n A n U n B n B n U( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′+ = = + = =56 56  

اگر این تساوی ها را با هم جمع کنیم به دست می آید:

 
n A n B n A n B

n A n B n A n B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′+ + + =

′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + =

112

62 112 50
 

. n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = − =50 44 6  بنابراین 



)293(

26129 a جمله های متوالی دنباله ای حس�ابی باش�ند، ن9زگ -90 b c, , اگر   4
c جملات  b a, , c هم جم�لات متوالی دنبالۀ حس�ابی اند و چون  b a, , آن�گاه 

. بنابراین a b c= = متوالی دنباله ای هندسی هم هستند، پس 

 b
a b c b b b
+ + = ⇒ + + = ⇒ =1 1 1 1 1 1 1 1 36

12 12
26139 ابتدا مخرج کسرها را با استفاده از اتحادهای چاق و لاغر ن9زگ -90  2

گویا می کنیم:

 
( )( )

( ) ( )

( )( )

− −= = = −
−+ + − + +

+ +
= = = +

+− + + − +

3 3 3
3 3 3 3 3

3 3
3

3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

3 2 1 3 2 13 2 1
2 14 2 1 2 1 4 2 1

 . A= − + + =3 3 32 1 2 1 2 2 بنابراین 

26149 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
a a b b a b a b

a b a ab b a b a b a ab b

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

− − − = ⇒ − − − =

− + + − − = ⇒ − + + − =

3 3 3 3

2 2 2 2

0 0

0 1 0

. a ab b+ + =2 2 1 ، پس  a b− ≠0 و چون 

26159 β جواب های معادلۀ زیر باشند، ن9زگ -90 α و  اگر   3

x m x n( )− − + + =2 2 3 2 2 0
آن گاه

 m n,α+β= − αβ= +2 3 2 2

x باشند، آن گاه nx m− + + =2 1 0 x2 جواب های معادلۀ  x1 و  همچنین اگر 

 x x n x x m,+ = = +1 2 1 2 1

=xβ نتیجه می شود  +2 1 =xα و  +1 1 با توجه به 

 
x x

x x x x x x( )( )

α+β= + +

αβ= + + = + + +
1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 1 1
بنابراین

 
m n m n

n m n m n

− = + − =  ⇒ 
+ = + + + =  

2 3 2 2 5

2 2 1 1

پس
 m m m n,− = ⇒ = =2 5 5 5

 . m n+ =10 بنابراین 

26169 t≥0 و ن9زگ -90  ، x t=± ، آن گاه  x t=2 اگ�ر ف�رض کنی�م   1
معادله به شکل زیر درمی آید

 t mt m ( )*+ + − =2 22 1 0
در این معادله

 m m( )∆= − − = >2 24 4 1 4 0
) به ازای هر مقدار m دو جواب دارد. اگر هر دو جواب این  )* بنابراین معادلۀ 
 معادل�ه منف�ی باش�ند، آن گاه معادلۀ اولیه ج�واب نخواهد داش�ت. بنابراین اگر 

) باشند، باید )* t2 جواب های معادلۀ  t1 و 

 
t t m m

t t m m mIÄ

+ < ⇒− < ⇒ >

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 1 0 1 1

، آن گاه معادلۀ اولیه جواب ندارد. m>1 بنابراین اگر

26179 ، آن گاه علامت دو ن9زگ -90 x<− 1
2

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه اگ�ر   4

 ، x≥− 1
2

طرف تس�اوی یکس�ان نیس�ت و معادله جواب ندارد. پس با شرط 
طرفین معادله را به توان دو می رسانیم:

x x x x x+ = + + ⇒ + − =2 23 2 4 4 1 4 1 0
پس

 x x      ,− + − −= =1 2
1 17 1 17

8 8
 

− اس�ت.  +1 17
8

− و تنها جواب معادله  − <−1 17 1
8 2

واضح اس�ت ک�ه 

 . a b+ =0 b=1 و در نتیجه  a=−1 و  بنابراین 

26189 توجه کنید کهن9زگ -90  3

x x x x x xcos cos cos ( cos ) sin cos− = − = =2 4 2 2 2 2 11
8

بنابراین

x x x xx x
x x x x

sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

++ = + =
2 2 4 42 2
2 2 2 2

 

صورت کسر بالا را به صورت زیر ساده می کنیم:

 
x x x x x x

x x x x x x

sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos sin cos

+ + −

= + − = −

4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1

2 2

2 1 2


در نتیجه

x x x x
x x x x

sin cos sin cos

sin cos sin cos

−
+ −= = =

4 4 2 2

2 2 2 2

21
1 2 8 6

1
8

 

26199 )  ن9زگ -90 , )π0
2

xcos در بازۀ  + =3 4 1 بای�د ببینیم معادل�ۀ 1  2

xcos چند بار در این بازه اتفاق می افتد. =4 0 چند جواب دارد. یعنی 

 

x k k

x k k x

k x k x

      

 ¡.¡.ù

( ) ,

( )

, ( )

π= + ∈

π π= + ⇒ = ⇒ =

π π π= ⇒ = = ⇒ = >

4 2 1
2

2 1 0
8 8
3 51 2
8 8 2



 

)  قطع می کند. , )π0
2

y=1 نمودار تابع f را در بازۀ  پس دو بار خط 

26209 بنابرای�ن ن9زگ -90  . a| |≤1 آن گاه   ، a− ≤ ≤1 1 اگ�ر  می دانی�م   4

x می نویسیم. بنابراین
x

| |− ≤
−

2 1
3

نامعادله را به صورت 

 

x
x x x

x

x x x x x x x

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≤2 2 2 2

2 1 2 3 3
3

52 3 4 4 6 9
2

 ، a=5 ) مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادله اس�ت و در نتیجه  , ]−∞ 5
2

بنابرای�ن 

. a b+ =7 . پس  b=2
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26219 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  2

پ�س   .
x x x

f x
x x x

( )
 − ≥=
− + ≤

2

2

2 2

2 2

نم�ودار تابع ه�ای f و g به ص�ورت مقابل 
اس�ت. کمترین ط�ول نقطه ه�ای برخورد 
پ�س   ، a<1 چ�ون  اس�ت.   a براب�ر 
 . g x x( )=− +1 و f x x x( )=− +2 2
معادل�ۀ  ح�ل  از   a مق�دار 

x به دست می آید: x x− + =− +2 2 1

 x x x x.¡.¡.ù( ),+ −− + = ⇒ = =2 3 5 3 53 1 0
2 2

26229 ابت�دا توجه کنی�د که اگر k عددی صحیح باش�د، آن گاه ن9زگ -90  3
. اکنون توجه کنید که f x x( ) [ ]= − +2 3 . بنابراین  x k x k[ ] [ ]+ = +

x

x

xf x

x

x

( )

=

− + < ≤

− + < ≤=

− + < ≤


− + < ≤



3 0

11 3 0
2

12 3 1
2

33 3 1
2

34 3 2
2

fR و برد تابع f پنج عضو دارد.    { , , , , }= −3 2 1 0 1 بنابراین 

26239 مراحل رسم نمودار به صورت زیر است.ن9زگ -90  1

 y x= +1   y x=  

 y x= − +1 1  y x=− +1  

 y x| |= − +1 1  

26249 x را پیدا کنیم:ن9زگ -90 xg x( ) +=2
2

، باید وارون تابع  x<0 اگر  3

 x xg x g x x( ) ( ) ,−= ⇒ = <13 2 0
2 3

x را پیدا کنیم: xh x( ) −=2
2

، باید وارون تابع  x≥0 اگر 

 xh x h x x x( ) ( ) ,−= ⇒ = ≥1 2 0
2

 اس�ت. که 
x x

f x
x x

( )−
 <=
 ≥

1
2 0
3

2 0
بنابرای�ن تاب�ع وارون تابع f به صورت 

. a b+ =7 b=3 و   ، a=4 x است. بنابراین  x
f x

| |
( )− +

=1 4 2
3

همان 

26259 ب�ه نم�ودار این تواب�ع توجه کنی�د. نقاط مش�ترک f و g ن9زگ -90  4

2 است. ) هستند که فاصلۀ آن ها برابر  , )0 1 ) و  , )−1 0 به صورت 

26269 معادلۀ داده شده را به صورت زیر ساده می کنیم:ن9زگ -90  4

x xxy xy
y y
x xxy xy
y y

xx y x y y x
y x

log ( ) log log ( ) log

log ( ) log log ( ) log ( )

log (( )( ) ) −

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 3 2 22 2

3 2
2 2 2 2

3 3 2 5 5
2 5

1 10 0
2 3

3 2 0 0

10 1

 . x x xy x xlog log log−= =− =−5 5 5 بنابراین 

26279  و ح�د م�ورد نظ�ر ن9زگ -90
x

f xlim ( )
→−∞

توج�ه کنی�د ک�ه 1=  3

0 است. اکنون توجه کنید که
0 به صورت 

 x x

x

f x f x f x
f x f xf x f x
f x
f x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( ( ) )( ( ) )( ) ( )

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→−∞

− − +
=

− −− +

+ += = =
− −

2

2
1 1 1

1 2 12 3 1
1 1 1 2

2 1 2 1

26289 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 x xx x
x xx x x x x x

( )( )

( )( )( )( )

− +− += =
− −− + − − − +

2

3 2 2
1 11 1

1 24 5 2 1 3 2

.
x x

x x
x xx x x

lim lim
( )( )− −→ →

− += =+∞
− −− + −

2

3 21 1

1 1
1 24 5 2

پس 

26299 x=6 پیوسته باشد، پسن9زگ -90 تابع f باید در نقطۀ   2

 x x
f x f f x

a a a

lim ( ) ( ) lim ( )

cos sin

+ −→ →
= =

π π+ = ⇒ + = ⇒ =−

6 6
2

6

3 1 1
6 6 4 2 4

26309 . ن9زگ -90 −1 ابت�دا توجه کنید که ش�یب خ�ط d برابر اس�ت با   2
x=2 برابر 1− اس�ت.  بنابرای�ن ش�یب خط مماس ب�ر نمودار تابع f در نقطۀ 

. بنابراین f ( )′ =−2 1 یعنی 

 g x f x g x f x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =

′ ′= = × × − =−

2 2

2 2 2 2 2 3 1 6



)295(

26319 توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
h h

f h f f h f
f

h h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 3 2 2 3 23 3 2
5 5 3 5

. بنابراین مقدار مورد نظر  f ( )′ =2 10 ، پس  f x x( )′ = −23 2 از ط�رف دیگر، 
. × =3 10 6
5

برابر است با 

26329 fD ون9زگ -90 [ , ]= 3 5 توجه کنید که   4

 f x f x x x
x x

x x x

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − = −
− −

− = − ⇒ =

1 1 0 3 5
2 3 2 5

3 5 4
) نقطۀ بحرانی تابع f است و مجموع طول و عرض آن برابر 6 است. , )4 2 پس 

26339 n>4 ون9زگ -90 توجه کنید که   3
n n

n n nn

n n n
n

n n n n

n n n n

( )!

( )!( )!

( )!( )( )

( )! !

( )( )

( )( )

−  − < ⇒ <
  − − − +− 
− − −

<
−

− − < ⇒ − − <

− + < ⇒ − < ⇒ <

2

2 245 45
4 2 44

4 3 2 45
4 2

3 2 90 5 84 0

12 7 0 12 0 12
، بنابرای�ن n یک�ی از عددهای 5، 6، … و 11 اس�ت، که  n< <4 12 بنابرای�ن 

تعداد آن ها ۷تاست.

26349 اگر پیش�امد »پیروزی بر تیم A« و پیش�امد »پیروزی بر ن9زگ -90  2
تی�م B« را به ترتی�ب ب�ا A و B نش�ان دهیم، A و B مس�تقل از هم هس�تند. 
′A و B مس�تقل از هم هس�تند. بنابراین احتمال پیروزی  ′B و  همچنین A و 

فقط بر یکی از دو تیم را به این صورت حساب می کنیم: 
: B و شکست از A احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 51
4 8 32

  

: A و شکست از B احتمال پیروزی بر

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = − =1 3 91
4 8 32

  

. توجه کنید که  + = =5 9 14 7
32 32 32 16

بنابرای�ن احتمال مورد نظر برابر اس�ت با 

. A B A B( ) ( )′ ′ =∅   A ناسازگارند، زیرا  B′
 A و  B′

26359 برحس�ب اینکه رأس مثلث متساوی الس�اقین کدام نقطه ن9زگ -90  1
باشد، سه حالت پیش می آید.

)A رأس مثلث باشد. در این صورت  , )α 6 حالت اول نقطۀ 

 
AB AC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) | | | |

= ⇒ α+ + − = α− + −

α+ + = α− + ⇒α+ = α− ⇒α=

2 2 2 2

2 2 2 2

5 6 0 5 6 0

5 6 5 6 5 5 0
 

)B رأس مثلث باشد. در این صورت , )−5 0 حالت دوم نقطۀ 

BA BC ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ − −α + − = − − + −

α+ + = ⇒ α+ = ⇒α= α=−

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13
)C رأس مثلث باشد. در این صورت , )5 0 حالت سوم نقطۀ 

  
CA CB ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

= ⇒ −α + − = + + −

−α + = ⇒ −α = ⇒α=− α=

2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 0 6 5 5 0 0

5 6 10 5 8 3 13
 

α برابر است با  بنابراین مجموع قدرمطلق های مقادیر ممکن 
+ × + × =0 2 3 2 13 32

26369 اگ�ر دایره ای بر محور y مماس باش�د، ش�عاعش برابر با ن9زگ -90  1
قدرمطلق طول مرکز آن اس�ت )ش�کل زیر را ببینید(. طول مرکز این دایره برابر 

− و شعاعش برابر است با =−4 2
2

است با 

a a( ) | |+ − =21 16 4 4 4
2

. a| |=2 بنابراین 

26379 ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث DAB،ن9زگ -90 EK AB چون   1
EK DK DK DK DB DK BK
AB DB DB DB DB BD

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =4 2 3 2 1
6 3 3 3

، BDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، KF DC اکنون، چون 

 KF BK DC
DC BD DC

= ⇒ = ⇒ =5 1 15
3

 

26389 مساحت مثلث قائم الزاویۀ ABC برابر مجموع مساحت ن9زگ -90  4
دو مثلث ABD و ADC است. پس

 ABC ADC ABD
AB AC DN AC DM ABS S S × × ×= + ⇒ = +

2 2 2
ه�ر نقط�ه روی نیمس�از، از دو ضل�ع زاوی�ه، ب�ه ی�ک فاصل�ه اس�ت، پ�س 

. در نتیجه DM DN x= =

 x x x x /× = × + × ⇒ = ⇒ =3 7 7 3 10 21 2 1

، پس مثل�ث ADN قائم الزاویۀ متساوی الس�اقین  Â = 0
1 45 توج�ه کنید ک�ه 

است. بنابراین 
 AD x AD /= ⇒ =2 2 1 2

26399 E1 و ن9زگ -90 . توج�ه کنید که زاویه های  DE x= فرض کنید   2

F1 متمم یکدیگرند. بنابراین  A1 و  F1 متم�م یکدیگرند، همین طور زاویه های 

. در نتیجه، مثلث های قائم الزاویۀ ADF و EBC متش�ابه اند )زز(.  A Eˆ ˆ=1 1
به این ترتیب، 

 DF AD x x
CB EC

+= ⇒ = ⇒ =2 8 2
8 16
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26409 ب�ا افزودن مقدار ثابتی به هر داده، انحراف معیار تغییری ن9زگ -90  2
نمی کند ولی میانگین به همان مقدار افزایش پیدا می کند.

 CVCV
x x x x

/( ) ′σ σ σ′= = = = = =
′ +

0 2 1
5 6 6 6 30

 

26419 تعداد دایره های رنگی در شکل ها، مطابق جدول زیر است:ن9زگ -90  1

شمارۀ شکل4321
تعداد کل دایره ها2516۹4
تعداد دایره های رنگی13852

)n است و اگر n عددی فرد باشد،  )+ 21 تعداد کل دایره ها در شکل n ام برابر 

 یعنی ۹8 
214

2
)n است. پس در شکل سیزدهم  )+ 21

2
تعداد دایره های رنگی 

دایرۀ رنگی وجود دارد.

26429 چ�ون تعداد جمله های هر دس�ته برابر ش�مارۀ آن دس�ته ن9زگ -90  3
+ عدد استفاده شده  + + +1 2 3 29 است، برای نوشتن 2۹ دستۀ نخست از 

. پس برای نوشتن 2۹ دستۀ  ×+ + + + = =29 301 2 3 29 435
2

 است. چون 

نخس�ت، از نخس�تین 435 عدد فرد استفاده شده اس�ت. پس جملۀ اول دستۀ 
)اُمین عدد فرد است. از  )+436 29 سی اُم، 436اُمین عدد فرد و جملۀ آخر آن 

na است، پس n= −2 طرف دیگر، جملۀ عمومی عددهای فرد به صورت 1

a a ( ) ( ) ( )

( )

+ = − + − = + −

= =
465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1

2 900 1800

26439 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 x x x= ⇒ × = × ⇒ =
1 1 1 1

4 84 8 4 2 8 4 85 3 5 5 3 5 5 3 5
اگر دو طرف این تساوی را به توان 8 برسانیم، معلوم می شود که

 x x× = × ⇒ = × =4 2 25 3 5 5 3 75

26449 توجه کنید کهن9زگ -90  3

 abc  ab bc ca
c a b abc

×− − = → − − =1 1 1 3 3

از طرف دیگر،
 a b c a b c ab bc ca( ) ( )+ − = + + + − −2 2 2 2 2

بنابراین
 a b c a b c= + + + × ⇒ + + =2 2 2 2 2 2 24 2 3 10

26459 . ن9زگ -90 x x =−1 2 3 x و  x+ =−1 2 6 ابت�دا توجه کنی�د که   4
بنابراین

 

x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x
x x

x x

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

+
+ + = + + + = + +

+ − +
= + +

− − − −
= + − =

−

2 2 3 3
1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2
2 1 2 1 1 2

3
1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

3

1 1

3
1

6 3 3 61 3 88
3

26469 )P و ن9زگ -90 )=1 0 P بر x−1 بخش پذیر است پس  x( ) چون   2
. a=−28 . پس  a+ + + =4 14 10 0 در نتیجه 

26479 sin تقسیم می کنیم:ن9زگ -90 α2 طرفین تساوی داده شده را بر   3

 

IÄ

sin cos sin cos

sin sin sin sin

cot cot ( cot )

cot cot cot cot

α α α α− + =
α α α α

− α+ α= + α

α− α− = ⇒ α= α=−

2 2

2 2 2 2

2 2

2

4 2

4 2 1

23 2 0 1
3

α در ناحیۀ دوم ق�رار دارد، پس  ب�ا توج�ه به اینک�ه انتهای کم�ان نظیر زاوی�ۀ 

 . tan( ) cotπ+α =− α=3 2
2 3

. بنابراین  cotα=− 2
3

26489 sin نتیجه می شودن9زگ -90 sin cosα= α α2 2 از اتحاد   2

 sin cos sinπ π π=1
24 24 2 12

 

پس

 sin cos cos sin cos sinπ π π π π π= = = × =1 1 1 1 1
24 24 12 2 12 12 4 6 4 2 8

 

26499 معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:ن9زگ -90  3

 x x x x

x x x x

sin cos cos cos

cos cos (cos )( cos )

+ − = ⇒ − + − =

− − = ⇒ − + =

2 2

2
2 1 0 2 2 1 0
2 1 0 1 2 1 0

] به صورت زیر هستند , ]π0 2 بنابراین جواب های معادله در بازۀ 

 
x x x

x x x

cos ,

cos ,

= ⇒ = = π
π π=− ⇒ = =

1 0 2
1 2 4
2 3 3
. π4 پس مجموع جواب های بالا برابر است با 

26509 ابتدا مجموعۀ جواب های نامعادلۀ داده شده را می یابیمن9زگ -90  2
 x x x x x x| | | | | | | |≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 1 1 1

. پس x − ≤2 1 0 بنابراین 

 A x x x x x( ) | | | | | | (| | )=− − − =− − + = − +2 2 25 11 1
4 2

اکنون محدودۀ عبارت فوق را می یابیم

 
x x x

x x

| | | | (| | )

(| | ) (| | )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤− ⇒− ≤ − + ≤

2

2 2

1 1 3 1 1 90 1
2 2 2 4 2 4

9 1 1 5 11 1
4 2 4 4 2

1− است. −A و کمترین مقدار A برابر  ≤ ≤1 1 بنابراین 

26519 x ن9زگ -90 x− − ≥24 3 دامنۀ تابع مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 0  3
 x x x x x( )( )− + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤2 4 3 0 1 3 0 1 3 است: 

. a b+ =2 5 b=3 و   ، a=1 در نتیجه . fD [ , ]= 1 3 پس 

26529 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 x xf g x f
x x x

( ( )) ( )− −= ⇒ =
− −

3 2 3 3 2
2 1 2 2 1

، به دست می آید
x
3

2
اگر در این تساوی به جای x قرار دهیم 

 xxf x
x

x

( )
× −

−= =
−× −

33 2
9 42

3 6 22 1
2

. x x xf g x f x g x
x x x x

( )( ) ( ) ( ) − − −+ = + = + =
− −

2

2
9 4 3 4 6 9
6 2 2 2 6

در نتیجه 



)297(

26539 y را دو واح�د به چپ منتقل ن9زگ -90 x= − اگر نم�ودار تابع   2

y به دس�ت می آی�د، اگر نمودار  x x( )= − + = − −2 2 کنیم، نمودار تابع 

 y x= −2 به دست آمده را نسبت به محور عرض ها قرینه کنیم، نمودار تابع 
به دست می آید و اگر این نمودار را  مجدداً دو واحد به چپ منتقل کنیم، نمودار 

y به دست می آید. x x( )= + − =2 2 تابع 

26549 f ن9زگ -90 y نمودار تابع 1− x= قرینۀ نمودار تابع f نس�بت به خط   2

f را به دست می آوریم: f برابر باشند. ضابطۀ 1− است. پس باید f و 1−

 

y ay a bx y a bx x
b

a ax y  f x x  
b b b b

( )−

−
= + ⇒ = + ⇒ =

= − ⇒ = −

33 3 3 3 3

3 1 33 31 1

 . aa bx x
b b

+ = − +3 3 33 1 f نتیجه می شود  x f x( ) ( )−= 1 از تس�اوی 

a=0 که  ، آن گاه  b=1 . اگ�ر  b=±1 و در نتیج�ه b
b
=1 aa و 

b
=− پ�س 

. b=−1 قابل قبول نیست. پس

26559 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
a

b

a
a

b

log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

2 3

3

12 3 3 2

3 8 8

b و در نتیجه
a

log log log+ = + =3 3 3
1 8 2 16 بنابراین 

 
b  

a log+
= =3

1
163 3 16

26569 c معادله را ن9زگ -90
b

c

a
a

b
log

log
log

= ب�ا اس�تفاده از خاصی�ت   1
حل می کنیم:

 

x x x

x x

x

x log log log log log

log log
log ( )

log log log log

log log
log ( ) log ( )

log log log log

log log log log log

( )×

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =
× ×

= × = ×

= = =4 5 4 5 5

1 12 2
2 5 2 5

5 2 12 2
2 5 2 5

2 2 5 4 5

10 10 4

26579 x=1 پیوس�ته باش�د، باید ن9زگ -90 ب�رای اینکه تاب�ع f در نقطۀ   4
حد تابع در این نقطه برابر a باشد، پس

 

x x

x x

x x

x x x xf x
x x x

x x
x x x

x x x
x x

lim ( ) lim( )

lim lim

lim lim
( )

→ →

→ →

→ →

− += ×
− +

−= ×
− +

−= × = =+∞
− −

3 3

31 1

3 2

31 1

3 33

3 3 3 21 1

1

1
1

1 1
1 2 2 1

 a در نقطۀ 1 حد نامتناهی دارد، پس هیچ مقداری برای f ب�ا توجه به اینکه تاب�ع
پیدا نمی شود.

26589 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x x

ax af x
aa x

lim ( ) lim
( )→+∞ →+∞

= =
++

2

2 22
پس 

 a a
a

= ⇒ =−
+

3 3
2

بنابراین

 x  x  x  

x  

x xx xf x
x xx x

x
x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→− →− →−

→−

+ − +− + += =
+ − −− − −

− += =−
− −

2

21 1 1

1

1 3 43 4
1 23 2

3 4 7
2

26599 ] برابر است با ن9زگ -90 , ]−1 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   2

f f f f( ) ( ) ( ) ( )

( )

− − − − −= = =
− −

2 1 2 1 6 0 2
2 1 3 3
f است. a( )′ آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در نقطۀ a برابر 

 f x x f a a( ) ( )′ ′= − ⇒ = −2 23 1 3 1
بنابراین

 a a a− = ⇒ = ⇒ =±2 23 1 2 3 3 1
x=1 جواب مسئله است. پس نقطۀ 

26609 با استفاده از قواعد مشتق گیری، مشتق تابع را حساب می کنیم:ن9زگ -90  4

 

x xx x
x x

f x
x

( )
( )

( )

+ − +
+ +′ =

+

2 3 2 3
33 2 2

3 2 2

3 21 1
2 1 3 1

1
 

 . f ( ) −′ = =0 00 0
1

بنابراین 

26619 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را پیدا می کنیم:ن9زگ -90  2

 
f x x x x

f x x x x x x x

( )

( ) ( ) , ,

′ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ = =− =

3 2

2

3 4

0 3 4 0 0 1 4

بنابراین کمترین مقدار تابع بین مقادیر زیر است:

 

x  x  

f f f

f x f x

( ) , ( ) , ( )

lim ( ) , lim ( )
→+∞ →−∞

= − =− =−

=+∞ =+∞

30 0 1 4 32
4

32− است. پس کمترین مقدار تابع برابر 

26629 b در نظر ن9زگ -90 a و  اگر مطابق ش�کل مس�تطیل را به ابع�اد   2
S ماکزیمم ش�ود. توجه کنید  ab= a و می خواهیم  b+ =2 48 بگیریم، آن گاه 

b و در نتیجه a= −48 2 که 
S a a a a S a

S a

( ) ′= − = − ⇒ = −

′= ⇒ =

248 2 48 2 48 4

0 12
a=12 به دست می آید و برابر است با  بنابراین بیشترین مقدار S به ازای 

× =12 24 288
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26639 تساوی داده شده را می توان به شکل زیر نوشتن9زگ -90  2

n n
n n

n n n nn n
n n n n

n n n n n
n n n n n n n n n n

n n
n n

n n

( )! ( )!
( )! ( )!

( )! ( )! ( )! ( )!
( )! ( )! ( )! ( )!

( )! ( )! ( )( )

( )! ( )!( ) ( )! ( ) ( )!( )

( )( )
( )( )

( )

+ +
+ − −

= ⇒ =
+ − + −

− × −
+ − − − − −

+ − + +
= ⇒ =

+ − − − − + − − −

+ +
= ⇒ + + =

+ − −

2 2
2 4 224 24

1 1 1 1
1 3 1 2 2 3

2 1 1 224 24
1 1 2 1 1 1 2

1 2 24 1 2 72
1 2

n n n n n( )( )+ − = ⇒ − + = ⇒ =2 3 70 0 7 10 0 7

26649 فرض کنید A پیشامد این باشد که سمانه استخدام شود ن9زگ -90  3
و B پیش�امد ای�ن باش�د ک�ه س�میرا اس�تخدام ش�ود. پیش�امد م�ورد نظ�ر 
A ناس�ازگارند، پس  B′

 A و  B′ A اس�ت و چون  B A B( ) ( )′ ′
  

 . P A B P A B( ) ( )′ ′+  احتمال مورد نظر برابر است با 
′A و B هم  ′B و نی�ز  از ط�رف دیگ�ر، چ�ون A و B مس�تقل اند، پس A و 

مستقل اند. بنابراین

 
P A B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′+ = +

= × + × = =1 5 4 1 9 3
5 6 5 6 30 10

 

 

26659 و ن9زگ -90  y x= −2 1 مع�ادلات  ب�ا  قط�ر  دو  تقاط�ع  نقط�ۀ   4

 به دس�ت می آوریم که 
y x

y x

= −


= +

2 1

2
y را از ح�ل دس�تگاه مع�ادلات  x= +2

همان مرکز دایره است: 
 x x x y,− = + ⇒ = =2 1 2 3 5  

)A نقطه ای روی دایره است، در نتیجه , )0 1 )O مرکز دایره و  , )3 5 پس 

 r OA ( ) ( )= = − + − =2 23 0 5 1 5  

26669 ابتدا توجه کنید که O وسط AB است. بنابراینن9زگ -90  2

 
A B

O

A B
O

x x b ax b a

y y a by a b

+ += ⇒ = ⇒ + =

+ + −= ⇒− = ⇒ + =−

21 2 2
2 2

3 3 12 3 3 3
2 2

 

)O و  , )−1 2 . پس کافی اس�ت فاصلۀ نقطه های  b=3 a=−4 و  در نتیج�ه 
)A را حساب کنیم تا طول شعاع دایره به دست آید:  , )−6 12

 OA ( ) ( )= − + − + = =2 26 1 12 2 125 5 5  

26679 مجم�وع فاصله های هر نقط�ه روی بیضی ت�ا کانون های ن9زگ -90  3
بیضی برابر 2a است. در نتیجه 

a ( ) ( ) ( ) ( )= + + − + − + −

×= + + = + + = + =

2 2 2 2

22 2 2
2

16 162 3 3 0 3 3 0
5 5

16 16 2 16 2 17 166 15 8 10
5 5 5 5 55

، در نتیج�ه خ�روج از مرک�ز بیضی  c OF= =3 . از ط�رف دیگ�ر  a=5  پ�س 

 . c
a
=3

5
مورد نظر برابر است با 

26689 این دو مثلث که اضلاعی موازی دارند، متش�ابه هس�تند. ن9زگ -90  3

3 اس�ت. اگر 
2

9 یا 
6

نس�بت تش�ابه آن ها، برابر نس�بت دو ضل�ع بزرگ تر یعنی 

′S بنامیم، به دست می آید S و  A را به ترتیب  B C′ ′ ′ مساحت مثلث ABC و 

 S S S S
S S S

( ) /′− −= ⇒ = ⇒ = = =
′ ′ ′

23 9 9 4 5 1 25
2 4 4 4

 

26699 BCD رس�م ن9زگ -90 مثل�ث  را در   DH ارتف�اع  اول  راه ح��ل   4
 . DH AD= =2 3 می کنیم. چون D روی نیمساز زاویۀ ABC است، پس 

 ،DHC در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 DC DH HC HC HC= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 216 12 2  
اکنون توجه کنید که بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، 

 DH HC HB HB HB= × ⇒ = × ⇒ =2 12 2 6  
. ب�ه ای�ن ترتی�ب، بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثل�ث  BC= + =6 2 8 پ�س 

 ، BDC قائم الزاویۀ 

 BC BD DC BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 264 16 4 3  
راه حل دوم مثلث های ABD و DBC متشابه اند )زز(. بنابراین

 BD AD BD BC BD
BC DC BC

= ⇒ = = ⇒ =2 3 3 2 3
4 2 3

 

 ، BDC اکنون توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

BC BD CD BD BD BD= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 24 16 4 3
3

26709 σ=8، ن9زگ -90 x=30 و   ، n=25 با توجه به   4

 
IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

IÀ¸Ã«ºIÃ¶#pH#›°TiH#RI•Mo¶#“¼µ\¶

=

= × =1600

64
25

25 64
 

از طرفی داده های 10، 15، 45 و 50 دارای میانگین 30 هستند. در نتیجه

 i

i

x

x − − −

10 15 45 50

30 20 15 15 20
 

مجموع مربعات اختلاف از میانگین داده ها برابر است با
 + + + =400 225 225 400 1250  

حال واریانس 21 دادۀ باقی مانده به صورت زیر به دست می آید

 /× − −σ = = =
−

2 64 25 1250 1600 1250 50 16 66
25 4 21 3
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26719 a ن9زگ -90 b+
2

اگر دو عدد را a و b بنامیم، واسطۀ حسابی آن ها   1

±ab است. پس و واسطۀ هندسی آن ها 

 

a ba b a b ab
abab

a b ab a b a b

b ab a a b
a b

   

( )
( )

( )( )

,

++ = ⇒ = ⇒ + =

+ − = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

2
2

2 2

3 9 8 36
4 82 8

2 2 5 0 2 2 0

2 2 2 2

بنابراین نسبت عدد بزرگ تر به عدد کوچک تر برابر با 2 است.

26729 =x ن9زگ -90 + + −3 32 5 2 5 راه حل اول فرض می کنیم    1
و طرفین تساوی را به توان 3 می رسانیم:

 
x

x

x x

( ) ( )

( )

( )( )

−

= + + −

+ + − + + −

= + + − + + −

3 33 3 3

3 3 3 3

33

1

2 5 2 5

3 2 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 5 3 2 5 2 5





بنابراین
 x x x x= − ⇒ + − =3 34 3 3 4 0

از حل این معادله مقدار x را به دست می آوریم.

x x x x x x x x

x x x x x

( )( ) ( )

( )( )

∆ <

+ − = − + − = − + + + −

− + + = ⇒ − = ⇒ =

3 3 2

2

0

3 4 1 3 3 1 1 3 1

1 4 0 1 0 1


 ، a b c abc+ + =3 3 3 3 a آن�گاه،  b c+ + =0 راه ح��ل دوم می دانی�م اگ�ر 
بنابراین 

x x

x x

( )

( )

= + + − ⇒ + + − + − =

+ + − − = + − −

3 3 3 3

3 33

2 5 2 5 2 5 2 5 0

2 5 2 5 3 2 5 2 5

x می رس�یم که در راه حل  x+ − =3 3 4 0 پس از س�اده کردن مجدداً به معادلۀ 
اول آن را حل کرده ایم.

26739 ) ن9زگ -90 , )3 0
2

k مح�ور x را در نقطۀ  y x( )− + =5 2 3 خ�ط   3
mx نیز است. پس y− =−2 قطع می کند. این نقطه روی خط 

 m m( )− =− ⇒ =−3 40 2
2 3

1− است، پس چون دو خط بر هم عمودند، حاصل ضرب شیب های آن ها 

 m k
k k

( )− −× =− ⇒− × =− ⇒ =
− −
2 4 2 231 1

5 3 5 3
 . k m− =9 بنابراین 

26749 x+2 بخش پذیر ن9زگ -90 P ب�ر  x( ) ب�رای آنک�ه چندجمله ای   4
. بنابراین P( )− =2 0 باشد، باید 

 P a a( )− = − + = ⇒ =2 16 8 16 0 4

. P x x x x( )= + −4 34 8 پس 

P را به دست می آوریم: x( )=0 اکنون جواب های معادلۀ 

 

x x x x x x x

x
x x x x x

x x

x
x x x

x

( )( )

( )( )

( )

+ − = ⇒ + + − =

 =
+ + − = ⇒ =−
 + − =

 = −+ = ⇒ + = ⇒
=− −

4 3 3 2

2

2

2 2

4 8 0 2 2 4 0

0
2 2 4 0 2

2 4 0

5 1
2 4 1 5

5 1

− است. −5 1 بنابراین کوچک ترین جواب 

26759 توجه کنید کهن9زگ -90  1

 b cx x x x
a a

      ,−+ =− =− = = = =1 2 1 2
5 15 1

1 1
در نتیجه 

x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )

− + − + −
+ = =

− − − − − + +

× −= =−
× − × +

× = =−
− − − + +

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 21 1
2 1 2 1 2 1 2 1 4 2 1

2 5 2 8
4 1 2 5 1 5

1 1 1 1
2 1 2 1 4 2 1 5

x است. x+ − =25 8 1 0 ، یعنی  x x  + − =2 8 1 0
5 5

بنابراین معادلۀ مورد نظر 

26769 x=1 جواب معادله است. پس x−1 ن9زگ -90 واضح اس�ت که   4
عامل معادله است

 
x mx m x x x m x

x x x m

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

− + − = ⇒ − + + + − =

− + + + =

3 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0

 x x m+ + + =2 1 برای اینکه معادله سه جواب متمایز داشته باشد، باید معادلۀ 0
دو جواب داشته باشد که برابر 1 نباشند. بنابراین

 m m m

m m

( )∆= − + > ⇒− − > ⇒ <−

+ + + ≠ ⇒ ≠−2

31 4 1 0 4 3 0
4

1 1 1 0 3
پس

m ( , ) { }∈ −∞ − − −3 3
4

 

26779 برای حل این مسئله باید نامعادلۀ زیر را حل کنیم:ن9زگ -90  2

 x x
x x
+ > ⇒ + − >2 23 3 0

x درمی آید. چون  x
x
− + >

2 3 2 0 عب�ارت طرف چ�پ این نامعادله به ص�ورت 

، پس جدول تعیین علامت به شکل زیر است: x x x x( )( )− + = − −2 3 2 1 2

 
x

x x
x

−∞ +∞

− + − + − +
2

0 1 2

3 2 0 0

) اس�ت. در  , ) ( , )+∞0 1 2 بنابرای�ن مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 
. a b+ =2 b=2 و   ، a=0 نتیجه 

ت
ن



فصل دوم: آزمون ها
)300(

26789 cos2 قرار دهیم ن9زگ -90 010 اگ�ر در صورت و مخرج به ج�ای   3
−sin نتیجه می شود 2 01 10

sin ( sin )sin cos

sin cos sin ( sin )

( sin )sin

sin sin

+ − −+ − =
+ − + − −

++= = =
+ +

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 02 0

2 0 2 0

7 5 10 1 107 5 10 10
3 10 2 10 1 3 10 2 1 10 1

6 1 106 6 10 6
10 1 1 10

26799 . ن9زگ -90 f( )=0 2 ) عبور می کند یعنی  , )0 2 نمودار تابع از نقطۀ   2

بنابراین
 f a b a a( ) sin= − = ⇒ = ⇒ =0 10 4 2 0 2 4 2

2
f اس�ت. بیشترین مقدار تابع  x b x( ) sin= −2 2 پس ضابطۀ تابع به صورت 
 xsin =−1 xsin به دست می آید یا به ازای  برابر 6 اس�ت که یا به ازای 1=
، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به ازای  b>0 )بس�تگی به علام�ت b دارد(. اگر 

. بنابراین b+2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =−1
 b b+ = ⇒ =2 2 6 2

، آن گاه بیش�ترین مق�دار تابع به  b<0 . اگر  f x x( ) sin= −2 4 و در نتیج�ه 
. بنابراین b−2 2 xsin به دست می آید که برابر است با  =1 ازای 

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2
. ب�ا توج�ه ب�ه اینکه ب�رای xهای�ی که کمی  f x x( ) sin= +2 4 و در نتیج�ه 
 f x x( ) sin= +2 4 بزرگ تر از صفر هستند، مقدار تابع کمتر از 2 است، ضابطۀ 

. ab=1و در نتیجه b=2 قابل قبول نیست. بنابراین

26809 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  3

x x

x x x x x x

x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos (sin cos )

( sin ) sin

+

= + − +

= − ⇒ =

= ⇒ =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

1 1
2 2 2

2 2

3

4 11 3 3
5 5
1 1 42 2
2 15 15

 

. x xcos sin ( )= − = − =2 4 74 1 2 2 1 2
15 15

بنابراین 

26819 یعن�ی ن9زگ -90  ، x− ≤ + ≤7 1 7 آن گاه   ، x| |+ ≤1 7 اگ�ر   3

ب�ا  اس�ت  براب�ر  نظ�ر  م�ورد  آن گاه عب�ارت   ، x≤ ≤0 6 اگ�ر   . x− ≤ ≤8 6

A که حدود آن به صورت زیر به دست می آید: x x= −2 4

A x x x

x x x A

( )

( )

= − = − −

≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

4 2 4

0 6 2 2 4 0 2 16 4 12

A که  x x=− −2 4 ، آن گاه عب�ارت مورد نظر برابر اس�ت با  x− ≤ ≤8 0 اگ�ر 
حدود آن به صورت زیر به دست می آید:

 

A x x x

x x x

x A

( )

( )

( )

=− − =− + +

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

− ≤− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

2

4 2 4

8 0 6 2 2 0 2 36

36 2 0 32 4
32− است و مجموع  پس بیشترین مقدار A برابر 12 و کمترین مقدار آن برابر 

20− است. این دو مقدار برابر 

26829 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
x ax a x x a x

f x
x x

x x a
x a x

x
    

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = + − ≠−
+

2 4 3 6 2 2 3 2
2 2

2 2 3 3 2 2
2

−a و در نتیجه  =3 2 0 ، پ�س  f x x( )= ب�رای اینک�ه تابع همانی باش�د، باید 

 . f a a( )= =3 3 2 . بنابراین  a=2
3

26839 . ن9زگ -90
x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1





می دانی�م   3

xپس g f x g

x g f x g

( ( )) ( )

( ( )) ( )

∈ ⇒ = =−

∉ ⇒ = − =−

0 2

1 2





. g f x( ( ))=−2  ، x∈ بنابراین به ازای هر 

26849 ت��اب��ع ن9زگ -90 نم���ودار   3
y به ش�کل مقابل اس�ت. اگر  x kx=− +22
x=3 قبل از طول رأس سهمی قرار گیرد یا بر 
آن منطبق ش�ود، تابع یک به یک است. بنابراین 

 . k≥12 ، پس  k≤3
4

26859 y را س�ه واحد ب�ه چپ منتقل ن9زگ -90 x= اگ�ر نم�ودار تابع   2
y به دس�ت می آید و اگ�ر طول نقاط این نمودار را  x= +3 کنیم نمودار تابع 

f به دست می آید. x x( )= +2 3 نصف کنیم، نمودار تابع 

y را رسم کنیم  x= 3 ، کافی است نمودار تابع  g x x( ) | |= 3 برای رسم نمودار تابع 
و قسمتی از نمودار را که پایین محور طول ها قرار دارد، نسبت به این محور قرینه کنیم.

بنابراین نمودار توابع f و g مطابق شکل زیر در دو نقطه متقاطع اند.



)301(

26869 می توان نوشتن9زگ -90  3
x x

xy y y

x y y
y

log ( )

log ( ) log log ( ) log ( )

− −
−= − ⇒ + = ⇒ + =

= − + = − + =
+

2 2
2 2 3

2 2 2
3 3 3 3

23 1 1 3 1
2

32 2 1 3 1
1

. f x
x

( ) log ( )− =
+

1 2
3

3
1

بنابراین 

26879 . ن9زگ -90 log log log= =3
2

8 22
29 3 3
3

توج�ه کنی�د ک�ه   2
پس

 
 log loglog log( )+ = × = × = ×

= × = × =

2 28 2
2 4 43 31 9 33 3 3

4
3 343

4 4 4 4 2 4 2

4 3 4 3 12 3
26889 راه ح��ل اول چون حد مورد نظر وجود دارد و حد مخرج ن9زگ -90  3

برابر صفر است، باید حد صورت هم صفر باشد. بنابراین

 
x

x x a a alim( )
→

+ − + + = ⇒ − + + = ⇒ =
2

2 1 0 2 2 1 0 7

، حد مورد نظر می شود a=7 اگر 

x x x

x x

x

x x x x  
x x x x x

x x
x x x x

    
x x

lim lim( ) lim
( )( )

(lim lim )
( )( ) ( )( )

lim( ) ( )

→ → →

→ →

→

+ − + + + − + −= − ×
− + − − +

+ − + −= −
− + + − + +

= × − = − =
+ + + +

2 2 2

2 2

2

2 7 1 2 2 7 3 1
2 2 2 2 2

1 2 4 7 9
4 2 2 2 2 7 3

1 1 1 1 1 1 1
4 4 4 6 482 2 7 3

 . b a− =41 b=48 و  بنابراین 
راه ح��ل دوم توجه کنید که حاصل حد را می توانیم به کمک قاعدۀ هوپیتال نیز 

به دست آوریم:

 
x x

 
x x x x

xx
lim lim
→ →

− −
+ − + + + += = =

−22 2

1 1 1 1
2 7 1 14 62 2 2 7

2 4 484
26899 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

x x

x x x x

f f x ax a a a

x xx xf x
x x x x x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

− −

+ + + +

→ →

→ → → →

= = − + = − + =

− +− += = = =
− −

1 1

1 1 1 1

1 2 2 2

1 11 1 2
1

 .
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= = =
1 1

1 2  ، a بنابراین به ازای هر مقدار

26909 1− و 5 صفرهای تابع درجۀ دوم f هستند، پس ن9زگ -90 چون   4

 f x a x x ax ax a( ) ( )( )= + − = − −21 5 4 5

 . f a( )′ =−1 2 f و  a( )′ − =−3 10 ، در نتیج�ه  f x ax a( )′ = −2 4 بنابرای�ن 
. بنابراین f a( )=−1 8 همچنین، 

 f f f a a a a( ) ( ) ( ) ( )( )′ ′− = ⇒ − − =− ⇒ =−3 1 5 1 10 2 40 2

. f( )=2 18 f و  x x x( ) ( )( )=− + −2 1 5 به این ترتیب 

26919 . ن9زگ -90 g x x f x( ) ( )′ ′= + 2 31 3 ابتدا توجه کنید که   3
 . g f( ) ( )′ ′= + × = + × =2 1 3 4 8 1 12 2 25 بنابراین 

26929 x=0 تابع مشتق دارد، زیران9زگ -90 در   1

 
x x x

f x f x xf x
x x

( ) ( )
( ) lim lim lim

→ → →

−′ = = = =
−

3 3
0 0 0

00 0
0

xf محاسبه می شود.  x x
x

( )′ = +3
3 23

، آن گاه مشتق تابع به صورت  x≠0 اگر 

. fD ′ = بنابراین مشتق تابع به ازای هر x حقیقی تعریف می شود و در نتیجه 

26939 توجه کنید که ن9زگ -90  4
 b b a a      ,= ⇒ = = ⇒ =2 8 4 2 10 5  

بنابراین 
 a b c c c= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 225 16 3  

. از طرف دیگر، چون مجموع فاصله های هر نقطه از بیضی  FF c′= =2 6 در نتیجه 
. به این ترتیب،  KF KF a′+ = =2 10 تا کانون های بیضی برابر 2a است، پس 

 KFF KF KF FFW±X¶ ôÃd¶′ ′ ′= + + = + =10 6 16  

26949 y2 برابرند. ن9زگ -90 x2 و  در صورت گس�تردۀ دای�ره، ضرایب   4
. بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:  a=3 پس 

 bx y x by x y x  y+ + − + = ⇒ + + − + =2 2 2 23 3 6 3 0 2 1 0
3

 

. طبق فرض  bbr
| |

( )= + − =
21 4 4 1

2 9 6
بنابراین ش�عاع دایره برابر اس�ت با 

 . b| |=12 |b پس  |
=2

6
، در نتیجه  r=2

26959 تعداد نقطه های مش�خص شده ۹ تاس�ت. تعداد راه های ن9زگ -90  4

. تعداد راه های انتخاب 
 
 =
 
 

9
126

4
انتخاب 4 نقطه از این ۹ نقطه برابر است با 

به طوری که دست کم دو تا از آن ها از رأس های مثلث باشند، برابر است با
       
       + = × + × =
       
       

3 6 3 6
3 15 1 6 51

2 2 3 1
 

 . =51 17
126 42

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با 

26969 چ�ون یکی از س�ه ظ�رف به تص�ادف انتخاب می ش�ود، ن9زگ -90  1
، 4 مهره به تصادف  A 1 اس�ت. اگر از ظ�رف 

3
احتم�ال انتخاب هر یک برابر 

خارج کنیم، احتمال آنکه 2 مهره سفید باشد برابر است با
   
   
   

×    = = =
× × × 

  × × × 
 

4 5

2 2 6 10 60 10
9 9 8 7 6 126 21

4 3 2 14
، 4 مهره به تصادف خارج کنیم، احتمال آنکه  C اگر از هر یک از دو ظرف B یا 

2 مهره سفید باشند برابر است با
   
   ×
   

×    = =
 
 
 
 

6 3

2 2 15 3 5
9 126 14

4

 

بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با
A B C

P ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= × + × + × = + × = +

+= = × =

1 10 1 5 1 5 1 10 5 1 10 52
3 21 3 14 3 14 3 21 14 3 21 7

1 10 15 1 25 25
3 21 3 21 63



فصل دوم: آزمون ها
)302(

26979 ، بنابر قضیۀ ن9زگ -90 AE DC . چ�ون  AE x= ف�رض کنید   3
. بنابرای�ن مثلث های AEF و  E Dˆ ˆ=1 1 A و  Cˆ ˆ=1 1 خط�وط موازی و مورب، 

CDF متشابه اند )ز ز(. در نتیجه

 AE EF x x x x
CD DF x

= ⇒ = ⇒ = + = =
+

4 6 4 12 6
3 6

 

26989 طبق تعمیم قضیۀ تالس در دو مثلث OBD و ODE ،ن9زگ -90  1

OE OB BE

OA OCAC BD
OA OBOB OD
OB OE OEOB OCBC DE

OE OD

OE OE

BE BE

= +

 ⇒ = +⇒ = ⇒ =
+ ⇒ =

= ⇒ = →

+ = ⇒ = =

3 3 5
3 5

643 64
3

64 40 18 13
3 3 3





26999 DEC ن9زگ -90 و   AEF مثلث ه�ای   . DE x= کنی�د  ف�رض   4
متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 AF EF
DC ED

( )= 1  

 ،KDC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، FB DC چون 

 FB KF
DC KD

( )= 2  

اگر تساوی های )1( و )2( را با هم جمع کنیم به دست می آید

 
AF FB DC

DC x x DC x x x x

x x x x x x( ) ( )

+ = + ⇒ = + ⇒ = +
+ + +

+ = + + ⇒ = ⇒ =2

4 5 4 5 4 51
9 9 9

9 4 9 5 36 6
 

27009 ب�ا ن9زگ -90 اس�ت  براب�ر   26 و   24  ،16 دادۀ   3 میانگی�ن   4

. بنابرای�ن میانگی�ن 11 دادۀ دیگ�ر نیز 22 اس�ت و چون  + + =16 24 26 22
3

واریانس آن ها صفر است پس تمام آن ها با هم برابرند و 22 هستند. 
بنابراین واریانس این 14 داده برابر است با

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + − − + − + −
σ = +

+ += =

2 2 2 2 2
2 22 22 22 22 16 22 24 22 26 22

14 14
36 4 16 4

14



σ=2 است. بنابراین انحراف معیار 14 داده برابر 

27019 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

sin sin

π+ = = = π< <
−

π π= ⇒ =

2
2

2

1 1 1 31
2

2 1
4 2 4 2

به این ترتیب،

 
x x x

x

x x x
x x

tan ( sin sin ) ( sin )
cos

( sin ) cos cos
cos cos

π+ − =− × −

=− − =− × =−

2 2 2 2

2 2

1 11 2 2
4 2

1 11
 

27029 ف�رض کنید س�رعت آب برابر v باش�د. در این صورت،  ن9زگ -90  3
v+100 و در جهت مخالف حرکت  س�رعت قایق موتوری در جهت حرکت آب 

v−100 است. در نتیجه آب برابر 

    
v v v v

v  
v v v

v v v v

v v v

( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − =
− + − +

− = ⇒ =
− + −

− = ⇒ + − =

− + = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

1200 1200 240 2405 1
100 100 100 100

1 1 2240 1 240 1
100 100 100

100 480 480 100 0

20 500 0 20

27039 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  1

 

x x x x   x
x x x
x x x x
x x x x

x  x

IÄ

IÄ 

( )

( )

− − −> ⇒ − > ⇒ > ⇒ > <−
+ + +
− − − − +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ >
+ + + +
<− >−

2 3 2 3 41 1 0 0 4 1 1
1 1 1

2 3 2 3 6 63 3 0 0 0
1 1 1 1
6 1 2

 

مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر اش�تراک جواب های )1( و )2( است که 
] است. , ]− −6 4 از روی شکل زیر معلوم می شود برابر 

7− در نامعادله صدق می کنند: راه حل دوم اعداد 5 و 

       

( )
,

× − −× −< = < < = <
+ − +

2 7 32 5 3 7 171 3 1 3
5 1 6 7 1 6

 

بنابراین گزینۀ )1( جواب نامعادله است.

27049 باید دس�ته های چهارتایی، پنج تایی یا ش�ش تایی از هشت ن9زگ -90  3
شیء متمایز انتخاب کند. تعداد راه های مورد نظر برابر است با

 
     
     + + = + + =
     
     

8 8 8
70 56 28 154

4 5 6
 

27059 توجه کنید که ن9زگ -90  4

a a a a a a a a a a

a a a a a   a( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = − +

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2 2

2

3 2 4 2 2 4 2 3 2 4 4 12 9

27 16 4 0 7 2 2 0 2
7

، تساوی مورد نظر درست نیست )سمت چپ بیشتر  a=2 توجه کنید که اگر 

. a
a a

/+ = + = + =1 1 71 1 4 5
2

. در نتیجه  a=2
7

از 2 است(. بنابراین 

27069 فرض کنید طول قاعده ها a و b باشد )شکل رسم شده را ن9زگ -90  2
ببینی�د(. در ای�ن صورت ط�ول پاره خطی که وس�ط های س�اق ها را به هم وصل 

a اس�ت. توج�ه کنید که ارتفاع ذوزنقۀ بالای�ی و پایینی برابر  b+
2

می کند برابر 

است. در نتیجه اگر این ارتفاع برابر h باشد، آن گاه
a b a bh a a

a b
a b a b a bh b b

aa b a b a b
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27079 ابتدا توجه کنید که بنابر قضیۀ فیثاغورسن9زگ -90  4

 BC AB AC BC( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 5 6 81 9  
از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 AC CH CB CH CH= × ⇒ = × ⇒ =2 36 9 4  

 . BCHM CM CH CH= − = − = − =9 14
2 2 2

بنابراین 

اکنون توجه کنید که

ABC

AMH

S BC
S HM

= = =9 18
1
2

 

27089 ابتدا توجه کنید که ط�ول ضلع دیگر مثلث ABC برابر ن9زگ -90  2
+ اس�ت. از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویه ارتفاع وارد بر وتر،  =2 23 4 5
دو مثلث متشابه با مثلث اصلی ایجاد می کند. بنابراین، با نمادگذاری شکل زیر، 
مثلث های ABC و AHC متش�ابه اند. در نتیجه نسبت ارتفاع های آن ها برابر 

.
h AC
h BC

= =2

1

4
5

نسبت تشابه آن هاست یعنی 

27099 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

 

sin( ) sin( ) sin

cos( ) cos( ) cos( ) cos

tan( ) tan( ) tan

sin( ) sin( ) sin( ) ( sin ) sin

π π π= π+ =− =−

π π π π− = = π− =− =−

π π π= π− =− =−

− π π π π π=− =− π− =− − = =

17 2 2 35
3 3 3 2
17 17 33

6 6 6 6 2
19 5 1

4 4 4
11 11 12
6 6 6 6 6 2

.( )( ) ( )( )− − + − =3 3 1 11
2 2 2 4

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با 

27109 ابتدا توج�ه کنید که نمودار تابع مورد نظر از روی نمودار ن9زگ -90  3
y با تبدیلات به دس�ت آمده است. چون نمودار تابع مورد نظر و  xsin= تابع 
نمودار تابع س�ینوس در یک همس�ایگی راست نقطۀ صفر بالای محور x هستند، 

 y a b xsin( )π= + +
3

پس مقدار b مثبت است. بنابراین بیشترین مقدار تابع 

a اس�ت. از روی نمودار معلوم اس�ت که این بیش�ترین مقدار برابر  b+ براب�ر 

)  روی  , )π − 3
2

. از طرف دیگر، چ�ون نقطۀ  a b+ = 3 3 اس�ت، پس 
نمودار تابع مورد نظر است. پس 

 y a b a bsin( ) ( )π= + π+ =− ⇒ − =−3 3 3
3 2 2 2

بنابراین

 

a b
  b b

a  b

b b( ) ( )

 + =
 ⇒ + = +

− =−


+ = + ⇒ =

3
3 333 3 2 2

2 2
3 31 3 1 3

2 2

 

27119 توجه کنید کهن9زگ -90  1

x x x x x x( / ) ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )− − − −= ⇒ = ⇒ =
2 2 22 1 2 1 3 2 1 3125 2 5 2 20 4

8 5 2 5 5
بنابراین

x x x x x x x   x( )( ) ,− =− ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 2 12 1 3 3 2 1 0 3 1 1 0 1
3

x+9 منف�ی می ش�ود ک�ه لگاریت�م آن در مبنای 8  ، مق�دار 1 x=−1 ب�ه ازای

x=1 و
3

تعریف نمی شود. بنابراین 

 xlog ( ) log ( ) log log log+ = + = = = =3
2

8 8 8 22
2 29 1 3 1 4 2 2
3 3

27129 y به صورت زیر است:ن9زگ -90 xlog= 2 نمودار تابع   2

y به صورت زیر است: xlog=− 2 بنابراین نمودار تابع 

اگ�ر این نم�ودار را یک واحد به س�مت چ�پ انتقال 
y می رسیم  xlog ( )=− +2 1 دهیم به نمودار تابع 

که همان نمودار داده شده است:
 

، بنابراین  y x xlog ( ) log ( )−=− + = + 1
2 21 1 توجه کنید که 

U x x( ) ( )−= + 11

27139 x=−2 فقط از چپ پیوس�ته ن9زگ -90 برای اینکه تابع f در نقطۀ   1
. اکنون 

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2  و 

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

−→ −
= −

2
2 باشد، باید 

توجه کنید که

x  ( x  ( x  (

x  

x x xxf x
x x

x x

) ) )

( )

( )( )
lim ( ) lim lim

| | ( )

lim ( ( )) ( ( ) ( ) )

− − −

−

→ − → − → −

→ −

+ − ++= =
+ − +

= − − + =− − − + − =−

23

2 2 2

2 2

2

2 4 28
2 2

4 2 4 2 2 2 12

 . a=−12 ، پس باید  f a( )− =2 چون 
.

x  
f x f

( )
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2  و در نتیجه 

x  
f x

( )
lim ( )

+→ −
=

2
12 توجه کنید که 

27149 فرض کنید A و B به ترتیب پیشامدهای قبولی این فرد ن9زگ -90  1
 P B( ) /=0 6  ، P A( ) /=0 7 در آزمون های اول و دوم باش�ند. در این صورت 

. اکنون توجه کنید که P B A( | ) /=0 8 و 

 P A B P A B
P B A P A B

P A
( ) ( )

( | ) / ( ) /
( ) /

= ⇒ = ⇒ =0 8 0 56
0 7

 

  

در نتیجه، 
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / / /= + − = + − =0 7 0 6 0 56 0 74 



فصل دوم: آزمون ها
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27159 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
 x       CV

x

 x     CV
x

Ï»H ½»o¬:

³»j ½»o¬:

, ,

, ,

σ= σ = ⇒σ= = = =

σ= σ = ⇒σ= = = =

2

2

5 180 25 5
80 16
4 172 16 4
72 18

 

چ�ون ضریب تغییرات گروه دوم کمتر اس�ت، پس گروه دوم بهتر اس�ت. البته 
بهتر اس�ت که در صورت س�ؤال پرس�یده شود »پراکندگی مس�ئولیت پذیری در 

کدام گروه کمتر است«.

27169 f ن9زگ -90 تاب�ع  نم�ودار   1
از روی ای�ن  به ص�ورت روب�ه رو اس�ت. 
نم�ودار معلوم اس�ت که تاب�ع f روی بازۀ 

)  اکیداً نزولی است. , )−∞ −2

27179 . ن9زگ -90  x xsin( ) cosπ − =−3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   4
بنابراین معادلۀ مورد نظر می شود

x x xsin ( cos ) sin sin( )π− = ⇒ =− = −14 1 2
2 6

]  به صورت زیر هستند: , ]π0 2 بنابراین جواب های کلی معادله و جواب های درون بازۀ 

 

x k  x k  k k  

k k  

x  x  

x k x k k k

k  k  

x   x

,

,

, ( )

,

,

, ( )

π π π= π− ⇒ = π− ∈ ⇒ ≤ π− ≤ π

≤ ≤ + ⇒ =

π π=π− = π−

π π π= π+π+ ⇒ = π+ ∈ ⇒ ≤ π+ ≤ π

− ≤ < − ⇒ =

π π= =π+

2 2 0 2
6 12 12

1 12 1 2
12 12

2 1
12 12

7 72 2 0 2
6 12 12

7 72 0 1
12 12

7 7 2
12 12





 

. π− ππ+ = π14 24 5
12

مجموع جواب های )1( و )2( برابر است با 

27189 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
 x x x x( )( )+ + = + +2 10 16 2 8  

بنابراین

 

x  x  

x  

x  

x  

x  

x xx x

x x

x x x x

x x x

x x x x

x

x x x x
x

x x x
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=
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=

+
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8
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8
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6

2
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1 2 4 2
6
1
6

)( ( ) )− + − − + =−28 2 4 2 2 2 12

راه حل دوم با استفاده از قاعدۀ هوپیتال به دست می آید

 
x  x  

x x x

x
x

lim lim

( )

→− →−

+ + + − + −= = = =−
+ × ×

× −

2

38 8
3 22

10 16 2 10 16 10 6 12
1 1 112 6 6 6

23 23
27199 چون تابع در هیچ همسایگی چپ نقطۀ صفر تعریف نشده ن9زگ -90  4

است، پس دربارۀ حد چپ آن در نقطۀ صفر نمی توان حرف زد. از طرف دیگر، 

 
x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
+ + +→ → →

− −= =
+

2 2

0 0 0

1 1
2

 و در یک همسایگی راست نقطۀ 
x  

xlim ( )
+→

=
0

2 0  ،
x  

xlim ( )
+→

− =−2

0
1 چون 1

.
x  x  

xf x
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−∞
2

0 0

1
2

صفر مقادیر 2x مثبت اند، پس 

27209 خارج از برنامۀ درسین9زگ -90  3

27219 . از ن9زگ -90
x

f x f
f

x
( ) ( )

lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه   3
طرف دیگر، 

x x
xf x f

x

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

− − − + − +
′ ′= ⇒ = =

− −2 2

1 15 2 2 1 3 2 3
72 44

125 2 3

27229   ن9زگ -90  مش�تق پذیر اس�ت، پس روی  چ�ون تابع f روی   2
x=2 پیوسته و مشتق پذیر است: پیوسته است و در نتیجه در 

 x x x x
f x f x x ax b

x

a b a b

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim
− + − +→ → → →

= ⇒ − + + =
−

− + + = = ⇒ + =
−

2

2 2 2 2

1
1

14 2 1 2 5
2 1

 

همچنین،

 
x x

x x

f f f x f x

x a a a
x

( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
( )

− +

− +

− +
→ →

→ →

′ ′ ′ ′= ⇒ =

−− + = ⇒− + =− ⇒ =
−

2 2

22 2
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. b a= − =−5 2 1 بنابراین 

27239 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= ×2 2 2 1  
از طرف دیگر،

 x x
g x g

x x

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = ⇒ =−
− −2 2

2 1 1 2 1 3 2 3
1 1

 

 ، f( ) ( )′= −6 3 5 . بنابراین از تس�اوی )1( نتیجه می شود  g( )=2 5 همچنین، 
. f ( )′ =−5 2 پس 

27249 توجه کنید کهن9زگ -90  2

 
f f

f

ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA

( )( ) ( )

( )

− − −−
= = =

−
′=

1 18 14 1 114 2
4 1 3 4
2

 

. بنابراین اختلاف مورد نظر  f ( )′ =92
4

، پس  f x x
x

( )′ = +
2

1 از طرف دیگر، 

.  /− = =11 9 1 0 5
4 4 2

می شود 



)305(

27259 . ن9زگ -90
x x x

f x
x x x

( )
− + ≤=

− >

2

2

4 4

4 4
ابتدا توج�ه کنید که   4

بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر اس�ت. از روی این ش�کل معلوم می شود که 
) نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f است.  , )2 4 ) نقطۀ مینیمم نس�بی تابع f و  , )4 0

 . ( ) ( )− + − = =2 24 2 0 4 20 2 5 فاصلۀ این نقطه ها برابر است با 

27269 اگ�ر مطاب�ق ش�کل داده ش�ده، ط�ول یک�ی از ضلع های ن9زگ -90  3

. بنابراین x−12 مستطیل برابر x باشد، طول ضلع دیگرش می شود 

 x x®ÃõTv¶ SeIv¶= −12  

f را پیدا کنیم. توجه کنید که x x x( )= −12 در نتیجه، باید بیشترین مقدار تابع 

 
f x x x

x

f x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−′ = − +
−

′ = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ =

11 12
2 12

0 12 2 12 2 12 8
 

بنابرای�ن بیش�ترین مق�دار تاب�ع f ، یعن�ی 
بیشترین مقدار مساحت مستطیل مورد نظر 
x=8 به دست می آید و برابر است  به ازای 

. =8 4 16 با 

27279 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4
 FF c c c′= ⇒ = ⇒ =2 8 2 4  

b=3 و در نتیجه ، پس  b=2 6 از طرف دیگر، 

 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 9 16 25 5  

. ce
a

/= = =4 0 8
5

به این ترتیب 

27289 n2 دایره و ن9زگ -90 توج�ه کنی�د ک�ه ش�کل n ام از مربع�ی ب�ا   1
ردیف هایی از 1 ، 2 ، … و n−1 دایره درست شده است. بنابراین

 ×+ + + + + = + =2 8 99 1 2 3 8 81 117
2

  

27299 راه حل اول ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
f x x x x f x x

x f x

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= − − = − − ⇒ + = −

= + +

2 2 22 3 1 4 4 1

4 1
 

. در نتیجه طول نقطۀ تقاط�ع نمودار تابع های  f x x( )− = + +1 4 بنابرای�ن 1

f و g جواب معادلۀ زیر است: −1

xx x x x x

x x x x x x x

x   x

( )

( ) ( )( )

,

−+ + = ⇒ + + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − + = ⇒ − − =

= =

2 2

94 1 2 4 2 9 2 4 11 1
2

4 4 22 121 26 105 0 5 21 0

5 21
x=5 سمت چپ معادلۀ )1(  x=5 جواب نیست، زیرا به ازای  توجه کنید که 

. x=21 مثبت ولی سمت راست آن منفی است. بنابراین 

. طول نقطۀ برخورد نمودار  f x x( ) ( )= − −21 4 راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

f است. اکنون توجه کنید که x g x( ) ( )− =1 f و g جواب معادلۀ  تابع های 1−

f x g x f f x f g x x f g x

x xx g x x x

x x x x x

x x x   x

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ) ( ) ( )

( )( ) ,

− −= ⇒ = ⇒ =

− −= − − ⇒ + = − ⇒ + =

+ = − + ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

1 1

2 2 2

2 2

9 111 4 4 1 4
2 2

4 16 22 121 26 105 0

5 21 0 5 21

f مثبت اند. اما  ، پ�س مقادی�ر 1− ff
R D  [ , )− = = +∞1 1 اکن�ون توج�ه کنید که 

 . x=21 نیست. بنابراین f x g x( ) ( )− =1 x=5 جواب معادلۀ  ، پس  g( )<5 0

27309 A1 پیش�امد این باش�د که مهرۀ خارج شده ن9زگ -90 فرض کنید   2

A2 پیشامد این باش�د که مهرۀ خارج شده س�یاه باشد. در این  س�فید باش�د و 

صورت اگر B پیشامد مورد نظر باشد، بنابر قانون احتمال کل،

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +

   
   
   
   = × + ×
   
   
   
   

= × + × = =
×

1 1 2 2

4 5

2 25 6
11 10 11 10

2 2

5 6 6 10 90 2
11 45 11 45 11 45 11

27319 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

π+ = = = < <π
−

2
2

1 1 11
2

بنابراین

 

x x xx
x xx

x
x xx x x x

x x

tan tan sin( sin ) ( )
sin sintan

cos

cos costan cos sin cos
sin sin

−− =
+ −

=− × =− × =−

2

2

2 2 2

1 1
11  

27329 فرض می کنیم سرعت پرنده در هوای آرام برابر v باشد. ن9زگ -90  4

چون سرعت باد 5 کیلومتر در ساعت است، پس سرعت پرنده در جهت موافق 

v−5 اس�ت. چ�ون پرنده یک  v+5 و در جه�ت مخالف باد برابر  ب�اد براب�ر 

 و مدت 
v+

1
5

کیلومتر رفته و یک کیلومتر برگشته است، پس مدت زمان رفت 

 کیلومتر برساعت است. به این ترتیب،
v−

1
5

زمان برگشت 

 
v

v v v
v v v v v( )( )

+ = = ⇒ =
+ − −
− − = ⇒ + − = ⇒ =

2

2

1 1 9 3 2 3
5 5 60 20 2025

3 40 75 0 3 5 15 0 15
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27339 راه حل اول توجه کنید که ن9زگ -90  3

x x xx x x x  
x x x x x xx x

x x x xx x
x x x x x x

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− − +− −> ⇒ − > ⇒ >
− + − − + −− −

− − − − −− + − > ⇒ > ⇒ <
+ − + − + −

2

2

7 8 17 8 7 8 0 0
2 1 2 2 1 22

2 4 2 46 8 0 0 0
1 2 1 2 1 2

x

x x
x x

( )( )

( )( )

−∞ − +∞

− −
+ − − +

+ −

1 2 4

2 4 0
1 2

)  می شود. , ) ( , )−1 2 2 4 بنابراین مجموعۀ جواب های نامعادلۀ مورد نظر 

راه حل دوم توجه کنید که اعداد صفر و 3 در نامعادله صدق می کنند:

       ,− −> ⇒ > > ⇒ >
− − − − − −
0 8 0 21 8 3 13 34 0

0 0 2 0 2 9 3 2 3 1 4 2
 

بنابراین گزینۀ )3( جواب نامعادله است.

27349  طریق( ن9زگ -90
 
 
 
 

5

3
باید سه مدرسه از پنج مدرسه انتخاب کنیم )به   4

 طریق(. بنابراین پاسخ 
 
 
 
 

4

1
و از هر کدام از آن ها یک نفر را انتخاب کنیم )هر کدام به 

.
       
       = × × × =
       
       

5 4 4 4
10 4 4 4 640

3 1 1 1
مسئله برابر است با 

27359 توجه کنید که ن9زگ -90  1

 

a a a a a a

a a a a a

a a a a   

( )

( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − − =

+ − = ⇒ =− =

2 2

2 2

2 3 16 1 3 16 1 2 3 16 1 2

3 16 1 4 4 4 7 15 0

54 5 3 0 3
4

 

−=a در  5
4

a=3 در تس�اوی داده ش�ده صدق نمی کند، ولی  توجه کنید که 

. a+ =4 9 4 −=a و  5
4

تساوی داده شده صدق می کند. بنابراین 

27369 راه ح��ل اول توجه ن9زگ -90  2
 ،M از نقطۀ ،BCD کنی�د ک�ه در مثل�ث
 CD خطی موازی ضلع ،BC وس�ط ضلع
رس�م ش�ده اس�ت. در نتیجه، ای�ن خط از 

وسط ضلع DB نیز می گذرد. یعنی 
BD AB= =2 8

،BCD بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، AM DC|| راه حل دوم چون 

 BA BM BD BD
BD BC /

= ⇒ = ⇒ =4 8
3 5 7

 

27379 توج�ه کنید که در مثلث ایجاد ش�ده هم ضلع ها به س�ه ن9زگ -90  2
 AEF و ABC قس�مت برابر تقس�یم می ش�وند. از ط�رف دیگ�ر، مثلث ه�ای

متشابه اند، پس

 ABC
ABC AEF

AEF

S
S S

S
(1)( )= ⇒ =21 1

2 4
 

ت
ن

ت
ن

AMN متشابه اند، پس AEF و  همین طور، مثلث های 

 

AEF
AMN AEF

AMN

AMN AEF AEF AEF

EFNM AEF

S
S S

S

S S S S

S S (2)

( )= ⇒ =

− = −

=

22 9
3 4

9
4

5
4

 

اگر تساوی های )1( و )2( را بر هم تقسیم کنیم، به دست می آید 
ABC

EFNM

S
S

=1
5

27389 بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه ABD،ن9زگ -90  1

AB BH BD BD BD= × ⇒ = × ⇒ = = =
22 2 17 289 417 15 19

15 15 15

4 واحد از عدد 1۹ بیشتر است.
15

پس طول قطر مستطیل 

27399 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  3

 
      sin( ) cos , cos( ) sin

tan( ) tan( ) cot

π π+α = α −α =− α

π πα− =− −α =− α

9 7
2 2

3 3
2 2

 

 ) cosα<0 α ربع سوم است،  بنابراین )چون 

 

cos cos
tan

sin tan cos ( )

cot
tan

α= = = ⇒ α=−
+ α +

α= α α= × − =−

α= =
α

2
2

1 1 9 3
16 25 51 1
9

4 3 4
3 5 5

1 3
4

 

( )( ) /− + =3 4 3 0 27
5 5 4

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 

27409 . از روی نمودار تابع ن9زگ -90 y a b xsin= + ابتدا توجه کنید ک�ه   2
a است. چون این  b+ معلوم می شود که b مثبت است، پس بیشترین مقدار تابع برابر 

 ( , )π− 5 0
6

. همچنی�ن، نمودار تاب�ع از نقطۀ  a b+ =3 مق�دار برابر 3 اس�ت، پس 

 ba b a b asin( ) ( )π= + − = + − = −5 10
6 2 2

گذشته است، پس 

a b a
b ba

+ = = ⇒ 
=− = 

3 1

20
2

بنابراین 

y می ش�ود، که مقدار آن به ازای  xsin= +1 2 بنابراین ضابطۀ تابع مورد نظر 

 . sin π+ =1 2 2
6

x برابر است با  π=
6



)307(

27419 .  ن9زگ -90 x x x x( )− = = =
2 2 4 43 81 3 3 ابتدا توج�ه کنید که   3

 x x x x x   x,− = ⇒ − − = ⇒ = − = +2 22 4 4 2 0 2 6 2 6 بنابراین 

xlog به  ( )−6 2 x−2 منفی می ش�ود و  ، مقدار  x= −2 6 چ�ون ب�ه ازای 

=x قابل قبول نیس�ت. بنابراین  −2 6 ازای آن تعریف نش�ده اس�ت، پ�س 

 xlog ( ) log log− = = =6 6 6
1 12 6 6
2 2

=x و در نتیجه  +2 6

27429 )a است و از روی نمودار ن9زگ -90 , )− +∞
2

چون دامنۀ تابع بازۀ   2

. از طرف دیگر  a=−1 است، پس ( , )+∞1
2

تابع معلوم می ش�ود که این بازه 

: y( )=2 0 ) گذشته است، پس  , )2 0 نمودار تابع از نقطۀ 

 b b blog ( ) log− + − = ⇒ = ⇒ =1 4 1 0 3 1 3  

y می ش�ود. طول نقط�ۀ برخورد  xlog ( )=− + −31 2 1 بنابرای�ن ضابطۀ تابع 
y=1 جواب معادلۀ زیر است: نمودار تابع مورد نظر با خط 

x x x xlog ( ) log ( )− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =3 31 2 1 1 2 1 2 2 1 9 5  

27439 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  4

x x x x

x x x x

x xx xf x
x x

x xx xf x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( ( ))

( )( )
lim ( ) lim lim lim

| | ( )

− − − −

+ + + +

→ → → →

→ → → →

− +− += = = =−
− − − −

− +− += = = =
− −

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

2 24 2 2
2 2 2 2 2

x=2 فقط از راست پیوسته است. ، پس تابع f در نقطۀ  f( )=2 2 چون 

27449 ف�رض کنی�د A پیش�امد موفقیت این فرد و B پیش�امد ن9زگ -90  4
موفقیت دوستش باشد. در این صورت 

 
P A P B P A B

P A
P A B P A P B

      ( ) ( ) , ( )

( ( ))
( ) ( ) ( )

= =

= =
2

72
9

2





 

اکنون توجه کنید که

P A B P A P B P A B

P A P A
P A   

P A P A  P A P A    (.¡.¡.ù)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))
( )

( ( )) ( ) ( ) , ( )

= + − ⇒

= + −

− + = ⇒ = =

2

2

7
9

2 2
14 2 73 0
9 3 3

 

27459 . بنابراینن9زگ -90 Bx /=14 5 Ax و  =14 ابتدا توجه کنید که   1

 
A

B
/ / /

+ + + +σ = =

+ + + +σ = =

2 2 2 2 22

2 2 2 2 22

2 1 0 1 2 2
5

2 1 5 1 1 5 3 3 7
5

 

. پس  B
B

B
CV

x
/
/

σ
= = 3 7

14 5
A و 

A
A

CV
x
σ

= = 2
14

چون 

 A BCV CV<

یعنی دقت عمل A بیشتر است. البته بهتر است در صورت سؤال پرسیده شود 
»نمرات مهارت« کدام کارگر پراکندگی کمتری دارد.

27469 نم�ودار تابع f ن9زگ -90  3
به ص�ورت زی�ر اس�ت. از روی ای�ن 
نمودار معوم است که تابع f روی بازۀ 

)  اکیداً صعودی است.  , )−1 2

27479 توجه کنید که ن9زگ -90  2
 x x x x xcos cos cos cos cos( )+ = ⇒ =− = π−3 0 3  

 k( )∈ بنابراین 

 
kx k x x   

x k x x k  ( )

π π= π+π− ⇒ = +

π= π− π− ⇒ = π−

3 2
2 4

3 2
2

 

k قبول نیس�تند. در   ππ−
2

، پس جواب های به ش�کل  xcos ≠0 چ�ون بای�د 

 . k( )∈ kπ هستند  π+
2 4

نتیجه، جواب های کلی معادلۀ مورد نظر به صورت 

27489 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

x

x

x

x

x

x
x x

x xx
x x x x

x

x x x x

x

x x x x

x x

lim

( )
lim( )

( )( ) ( )

( )
lim

( )( )( ( ) )

( )
lim

( )( )( ( ) )

lim
( )( (

→

→

→

→

→

− +
− +

+ + + +− += ×
− − + + + +

− +
=

− − + + + +

− −
=

− − + + + +

−=
− + + +

3

22

3 3 23

3 3 22

3 3 22

3 3 22

32

2 3 2
5 18 16

4 2 3 2 3 22 3 2
5 8 2 4 2 3 2 3 2

8 3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3 2

5 8 2 4 2 3 2 3 2

3
5 8 4 2 3 2 x ) )

( )( )

+

−= =−
+ × +

3 2

2

3 2

3 1
82 4 2 2 2

 

راه حل دوم بنابر قاعدۀ هوپیتال،

 
x x

xx
xx x

( )
lim lim
→ →

− −
+− + = = =−

− −− +

3 23 2

22 2

3 1
3 3 22 3 2 12
10 18 20 18 85 18 16

 

27499 و ن9زگ -90  
x  

x
( )

lim sin
+π→

=
2
3

3
2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

، مقادیر  π2
3

 و در یک همس�ایگی راس�ت نقط�ۀ 
x  

x
( )

lim ( cos )
+π→
+ =

2
3

1 2 0

.
x  

x
x( )

sinlim
cos+π→

=−∞
+2

3
1 2

xcos+1 منفی هستند. بنابراین  2



فصل دوم: آزمون ها
)308(

27509 خارج از برنامۀ درسین9زگ -90  4

27519 . ن9زگ -90
h  

f h f
f

h

( ) ( )
lim ( )
→

+ −
′=

0

1 1
14 4
4

ابت�دا توجه کنید که   3

 .
x x

xf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

− − − −
′ =

2

11 1
2 از طرف دیگر، 

f
( )( )

( )
− + +

′ = =

1 11 1
1 2 4 3
4 1

4

پس  

27529 x=2 مش�تق پذیر اس�ت، پس در ن9زگ -90 چون تابع f در نقطۀ   3
این نقطه پیوسته نیز است. بنابراین

 
x x

f x f a b
ax b a b

lim ( ) ( ) lim
+ +→ →

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
+ +2 2

8 82 4 4 2 2
2

 

. پس
a x

ax bf x
x x

( )( )

− > +′ =
− + <

2

2

8 2

3 6 2
از طرف دیگر 

 x x

x x

a a af f x a
ax b a b

f f x x

( ) lim ( ) lim
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− − −′ ′= = = = =−
+ +

′ ′= = − + =−

2 2 22 2
2

2 2

8 8 82 2
2 2

2 3 6 6
 

 f f a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒− =− ⇒ =2 2 2 6 3 بنابراین 

27539 . پسن9زگ -90 xf x x
x

( ) ( )+=
+

1
33 1

2
توجه کنید که   2

 
 x xx xf x x

x xx

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )

−+ − ++ +′ = + ×
+ ++

1 1 1
3 3

2
3 2 1 3 13 1 1 3 11

2 3 22
 

در نتیجه

 f ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )( )

( )

−− − −− −′ − = + − = − × =
− −−

1 2
3 3

2
3 1 88 1 8 1 33 3 2 5

1 3 1 4 41
 

27549 ابتدا توج�ه کنید که نقطه های ابتدای�ی و انتهایی نمودار تابع ن9زگ -90  3
)f هستند. شیب خطی که این دو نقطه را به هم وصل می کند  , ( ))8 8 )f و  , ( ))0 0

 f اکنون طول نقطه ای را روی نمودار تابع . f f( ) ( ) ( )− − −
= =

−
8 0 3 5 1
8 0 8

برابر است با 

پیدا می کنیم که شیب خط مماس در این نقطه بر نمودار تابع برابر 1 است:

 
f x f x

x x

x x x     (.¡.¡.ù)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ,

′ ′= ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = ⇒ = =−

2 2

2

9 91 1
1 1

1 9 2 4
 

 . f( )=2 بنابراین طول نقطۀ مورد نظر برابر 2 اس�ت و عرض آن برابر است با 1
) می گذرد و ش�یب آن برابر 1 اس�ت به صورت  , )2 1 معادل�ۀ خط�ی که از نقطۀ 
 y است. عرض نقطه ای که این خط محور y x= y یعنی 1− x( )( )− = −1 1 2

 . y= − =−0 1 1 را قطع می کند برابر است با 

27559 . ن9زگ -90
x x x

f x
x x x

( )
− − ≤=

− >

2

2

2 0

2 0
ابت�دا توج�ه کنید که   1

پ�س نم�ودار تابع f به ص�ورت زیر اس�ت. بنابراین نقطه های ماکزیمم نس�بی و 
)  هستند که فاصلۀ  , )−1 1 )  و  , )−1 1 مینیمم نسبی تابع f به ترتیب نقطه های 

( ) ( )− − + + =2 21 1 1 1 2 2 آن ها برابر است با  

27569 راه حل اول فرض می کنیم مستطیل موردنظر ABCD ن9زگ -90  4
باشد و طول نقطۀ C برابر x باشد )شکل زیر را ببینید(. چون نقطۀ B روی دایرۀ 

. به این  x− 236 x اس�ت، پس عرض نقطۀ B برابر است با  y+ =2 2 36

تاب�ع  مق�دار  بیش�ترین  بای�د   . ABCDS x x= − 22 36 ترتی�ب، 

f را پیدا کنیم. توجه کنید که  x x x( )= − 22 36

 
xf x x  

x

f x x x x x  x

( )

( ) ( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = >

22
2

2 2 2

22 36
36

0 36 18 3 2 0

 

بنابراین بیش�ترین مقدار تابع f، یعنی بیشترین مساحت مستطیل ABCD، به 
 . ( ) − =2 3 2 36 18 36 x=3 به دست می آید و برابر است با  2 ازای 

راه حل دوم با نمادگذاری ش�کل زیر، فرض می کنیم طول ضلع های مس�تطیل 
. بنابراین y sin= α6 x و  cos= α6 x2 و y باشند. در این صورت 

 xy®ÃõTv¶ SeIv¶ ( cos )( sin ) sin= = α α = α≤2 2 6 6 36 2 36  

 .α= 045 ، یعنی  α= 02 90 توجه کنید که تساوی وقتی به دست می آید که 

27579 از نمادگذاری ش�کل زیر اس�تفاده می کنی�م. فاصلۀ مرکز ن9زگ -90  1
x برابر است با  y− + =2 3 1 0 دایره تا خط 

 OH
| ( ) ( ) |

( )

− − +
= = =

+ −2 2

2 1 3 4 1 13 13
132 3

 

، OHB ، پس بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ  ABHB= = 7
2

چون 

 OB OH HB OB( ) ( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 213 7 20 2 5  

2 اس�ت. بنابرای�ن معادلۀ ای�ن دایره  5 یعنی ش�عاع دای�رۀ مورد نظ�ر برابر 
x است. طول نقطه های برخورد این دایره با  y( ) ( )+ + − =2 21 4 20 به صورت 

y=2 جواب معادلۀ زیر هستند: خط 

 x x x   x( ) ( ) ( ) ,+ + − = ⇒ + = ⇒ =− =2 2 21 2 4 20 1 16 5 3  



)309(

27589 )n دایره ن9زگ -90 )× +2 1 توجه کنید که شکل nام از مستطیلی با   3
و نواری با n دایره درس�ت شده اس�ت. بنابراین تعداد دایره های شکل nام برابر 
. پ�س تعداد دایره های ش�کل دوازده�م برابر  n n n( )+ + = +2 1 3 2 اس�ت با 

 . × + =3 12 2 38 است با 

27599 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4
 g of g f( )( ) ( ( ))− − − −=1 1 1 18 8  

. در این صورت  f a( )− =1 8 اکنون فرض کنید 

f a a a( )= ⇒ − = ⇒ =28 4 8 30
5

. در این صورت  g b( )− =1 30 اکنون فرض کنید 

g b b b b( )= ⇒ + = ⇒ =330 30 3

. g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 18 8 30 3 بنابراین 

27609 فرض کنید B ،A و C به ترتیب پیشامد انتخاب بسته های ن9زگ -90  2
ریاضی، تجربی و علوم انسانی باشند. اگر پیشامد برنده شدن بهروز X باشد، آن گاه
P X P A P X A P B P X B P C P X C( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / /

= + +

= × + × + × = + + = =5 7 6 35 56 54 145 290 7 0 8 0 9
18 18 18 180 180 180 180 36

 

27619 اگ�ر گ�روه ورزش را با A و گروه روزنام�ۀ دیواری را با B ن9زگ -90  4
. بنابراین n A B( )− =9 n و  B( )=12  ، n A( )=16 نمایش دهیم، آن گاه 

 
n A B n A n A B

n A B n A n B n A B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= − − = − =

= + − = + − =

16 9 7

16 12 7 21



 

 

− نفر عضو هیچ یک از دو گروه نیستند. نمودار زیر تعداد  =39 21 18 بنابراین 
افراد هر گروه را نشان می دهد.

27629 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

 A ( )
−

= = × × = × × = =
4 4 2 4 4

5 53 15 23 3 5 15 314 16 4 16 2 2 2 2 2 4
2

 

.
  

A( ) /
− −

= = = =
1 1
3 3

3
1 12 8 0 5

28
بنابراین 

27639 y همواره ن9زگ -90 ax bx c= + +2 برای اینکه سهمی به معادلۀ   2
. بنابراین در س�همی به  b ac− <2 4 0 a<0 و  پایی�ن مح�ور x قرار بگیرد، باید 

y باید شرایط زیر برقرار باشد: m x m x( ) ( )= − + − −21 2 3 1 معادلۀ 

 

m m

m m m m m m

m

( ) ( ) ( )( )

− < ⇒ >

− + − < ⇒ − + < ⇒ − − <

< <

2 2

1 0 1

4 3 4 1 0 7 10 0 2 5 0

2 5

 

>m اس�ت. بنابرای�ن اگ�ر  <2 5 اش�تراک جواب ه�ای به دس�ت آم�ده براب�ر 
، آن گاه سهمی مورد نظر همواره پایین محور xها قرار دارد. m< <2 5

27649 y را س�ه واح�د به ن9زگ -90 x x=− + +2 2 5 اگ�ر نم�ودار تاب�ع   1
های منفی انتقال دهیم، نمودار  y های مثبت سپس دو واحد به طرف  x طرف 
f به دس�ت می آی�د. س�اده ش�دۀ  x x x( ) ( ) ( )=− − + − + −23 2 3 5 2 تاب�ع 
f است. بنابراین می خواهیم  x x x( )=− + −2 8 12 ضابطۀ این تابع به صورت 

y قرار دارد.  x= بازه ای را معین کنیم که در آن بازه نمودار تابع f بالای خط 

 y x= راه ح��ل اول ب�رای اینکه بدانیم در چه بازه ای نم�ودار تابع f بالای خط 
f را حل کنیم: x x( )> قرار دارد، کافی است نامعادلۀ 

 x x x x x x x x( )( )− + − > ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <2 28 12 7 12 0 3 4 0 3 4
) نمودار  , )3 4 y توجه کنید. در بازۀ  x= راه حل دوم به نمودار این تابع و خط 

تابع f بالای این خط قرار دارد.

)f را  )4 )f و  )3 . مقادی�ر  f x x x( )=− + −2 8 12 راه حل س��وم در تاب�ع 
به دست می آوریم:

 f  f     ( ) , ( )=− + − = =− + − =3 9 24 12 3 4 16 32 12 4  
y قرار ندارد،  x= x=4 نمودار تابع f بالای خط  x=3 و  بنابرای�ن در نق�اط 
بلکه منطبق بر این خط اس�ت. پس گزینه های )2(، )3( و )4( که شامل عدد 3 

یا 4 هستند، جواب نیستند و گزینۀ )1( جواب است.

27659 فرض کنید بهروز به تنهایی در t س�اعت این کار را انجام ن9زگ -90  4
t+9 ساعت این کار را انجام می دهد. پس بهروز در  می دهد. بنابراین فرهاد در 
 از ای�ن کار را انجام 

t+
1
9

 از ای�ن کار و فره�اد در ه�ر س�اعت 
t
1 ه�ر س�اعت 

 از این کار 
t t
+
+

1 1
9

می دهند. اگر هر دو با هم کار کنند، در هر ساعت به مقدار 

را انج�ام می دهند. چون با هم در 20 س�اعت کار را تم�ام می کنند، پس در یک 

1 کار را با هم انجام می دهند. بنابراین 
20

ساعت 

 
t t t t t t

t t
t t t t  (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( )( ) ,

+ = ⇒ + + = + ⇒ − − =
+

− + = ⇒ = =−

21 1 1 20 9 20 9 31 180 0
9 20

36 5 0 36 5

27669 x ن9زگ -90 x− + + =2 1 2 3 ، آن گاه معادله به صورت  x≥1
2

اگر   2

، آن گاه معادل�ه  x− < <12
2

x=2 اس�ت. اگ�ر 
3

در می آی�د ک�ه ج�واب آن 

x=0 ج�واب آن اس�ت. اگر  x در می آی�د ک�ه  x− + + + =2 1 2 3 به ص�ورت 
ک�ه  می آی�د  در   x x− + − − =2 1 2 3 به ص�ورت  معادل�ه  آن گاه   ، x≤−2

−=x جواب آن اس�ت ولی قابل قبول نیس�ت. بنابراین جواب های معادله  4
3

2 است.
3

x=0 هستند که مجموع آن ها برابر  x=2 و 
3

27679 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  1
f {( , ),( , ),( , ),( , )}− =1 2 1 5 2 4 3 6 4

بنابراین

 
gof g gof g

gof g gof g

 ½kzº þÄo÷U 

 

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

− −

− −

= = = =

= = = =

1 1

1 1

2 1 5 2 3

4 3 1 6 4 2
 

بنابراین 
 

gof
D  { , , }− =1 5 4 6

در نتیجه
 g g gof

gof

D D D x gof x{ |( )( ) } { , }−

−

−= − = =1
1

1 0 4 5  

} است. , }4 5 در توابع داده شده در گزینه ها فقط تابع گزینۀ )1( دامنه اش 
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27689 به دس�ت ن9زگ -90 را   xf x
x

( ) −=
−

29
1

تاب�ع  دامن�ۀ  ابت�دا   4
می آوریم:

 f

x x
D  

x x x
  [ , ) ( , ]

− ≠ ⇒ ≠ ⇒ = −
− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

1 0 1
3 1 1 3

9 0 9 3 3


k زیرمجموع�ۀ دامن�ۀ تاب�ع f باش�د ی�ا باید  k( , )− +2 3 2 ب�رای اینک�ه ب�ازۀ 
) باشد. پس دو حالت زیر  , ]1 3 ] باشد یا باید زیرمجموعۀ  , )−3 1 زیرمجموعۀ 

را در نظر می گیریم:
−k و  ≥−2 3 . در ای�ن حال�ت بای�د  k k( , ) [ , )− + ⊆ −2 3 2 3 1 حال��ت اول 

. k− ≤ ≤− 11
3

. پس  k+ ≤3 2 1

و   k− ≥2 1 بای�د  حال�ت  ای�ن  در   . k k( , ) ( , ]− + ⊆2 3 2 1 3 دوم  حال��ت 

+k که ممکن نیست.  ≤3 2 3

] آمده است. , )− − 11
3

k که در گزینۀ )4( بازۀ  [ , ]∈ − − 11
3

بنابراین 

27699 )g و ن9زگ -90 )=1 0 ، آن گاه  g x x x( )= −2 توج�ه کنید که اگر   4
. بنابراین  g( )=2 2

 Ax Bf x  f  f          ( ) ( ) , ( ) , ( )+=− + = =12 1 0 2 2
2

 

بنابراین
A B A B

A B A B

f A B A B

f A B A B

( ) ( )

( ) ( )

+ − −

+ − −

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−2 2

11 2 0 2 2 1 1
2
12 2 2 2 4 2 2 2 2
2

 . B=0و A=−1نتیجه می ش�ود
A B

A B

+ =−


+ =−

1

2 2
 از ح�ل دس�تگاه معادلات

در نتیجه 

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− −=− + ⇒ =− + =31 12 3 2 6
2 2

 

27709 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2

  

tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

11 3 1
4 4 4

15 24
4 4 4 2

13 23
4 4 4 2

 

. tan sin cos ( )( )π π π+ =− + − − =−11 15 13 2 2 11
4 4 4 2 2 2

بنابراین 

27719 . بنابراین ن9زگ -90 af x bx( ) sin= +1 2
2

ابتدا توجه کنید ک�ه   3

|a است. با توجه  |+1
2

 و حداکثر مقدار تابع برابر 
b| |
π2

2
دورۀ تناوب تابع f برابر 

) و حداکثر مقدار تابع برابر  )π π− − =π3
4 4

به نمودار تابع f دورۀ تناوب برابر 

3 است. بنابراین
2

 ab  a
b

     | | , | | | |
| |
π =π⇒ = + = ⇒ =2 31 1 1

2 2 2
 

 a صعودی اس�ت، مقادیر x=0 با توجه به اینکه نمودار تابع f در اطراف نقطۀ 

 a b+ . پس  b=−1 و a=−1 یا b=1 و b هم علامت اند. بنابراین a=1 و 

a در گزینه ها وجود دارد. b+ =2 2− باشد که فقط حالت  می تواند برابر 2 یا 

27729 ابتدا توجه کنید که مطابق اتحاد چاق و لاغرن9زگ -90  1

x x x x x x x x

x x  x

sin cos (sin cos )(sin cos sin cos )

(sin cos )( sin )

+ = + + −

= + −

3 3 2 2

11 2
2

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

 

x x  x  x

x x  x

x x

 x x  (.¡.¡.ù)

(sin cos )( sin ) sin

(sin cos )( sin )

sin cos

sin sin

+ − = −

+ − − =

+ − =


− = ⇒ =

1 11 2 1 2
2 2

11 1 2 0
2

1 0

11 2 0 2 2
2

 

x و  π=
2

 ، x=0 ] جواب های  , ]π0 2 x در بازۀ  xsin cos+ − =1 0 معادل�ۀ 

π5 است.
2

=x را دارد که مجموع آن ها برابر  π2

27739 x ی�ک همس�ایگی ع�دد 3 اس�ت، ن9زگ -90 x( , )+ −1 2 1 ب�ازۀ   1

 . x x+ < < −1 3 2 1 بنابراین بایستی 

>x را به دست می آوریم: −3 2 +x و 1 <1 3 مجموعۀ جواب های نامعادله های 

 
x x       

x x      

( )

( )

+ < ⇒ <

< − ⇒ >

1 3 2 1

3 2 1 2 2

اشتراک مجموعۀ جواب های نامعادله های )1( و )2( برابر تهی است.

27749 f و ن9زگ -90 a( )= −2 2 1 ابتدا توجه کنید که   3

 

x x

x x x

x x

x

f x ax a

x x xxf x
x x x x x x

x x x x x x
x xx x

x x
x

lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )( ) ( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

− −

+ + +

+ +

+

→ →

→ → →

→ →

→

= − = −

− + +−= =
− + − + + +

− + + − + +
= =

− +− −

+ + +
= = =

+ +

2 2

2 2 2

22 2

2

1 2 1

3 2 23 6
2 2 2

3 2 2 3 2 2
2 12

3 2 3 2 2 4
1 2 1

 a− =2 1 4 x=2 پیوس�ته باش�د باید تس�اوی  بنابرای�ن برای اینکه تابع f در 

. توجه کنید که حد راست تابع را می توانید  a=5
2

برقرار باشد که نتیجه می شود 

به کمک قاعدۀ هوپیتال نیز به دست آورید:

 
x x

x
x x   

x

lim lim
+ +→ →

− = = =
− + − −

+
2 2

3 6 3 3 4
1 12 1 1

42 2

 



)311(

27759 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 
x x

f a b  f x ax b a b
  

     ( ) , lim ( ) lim ( )
+ +→ →

= + = + = +
1 1

1  

x x
f x x x

  

lim ( ) lim ( [ ])
− −→ →

=
1 1 x  

lim
−→

= =
1

0 0                       

. از طرف دیگر a b+ =0 x=1 پیوسته است، پس  تابع f در نقطۀ 

 
x  x  

x  x  x  

f a b  f x ax b a b

f x x x x

 

 

     

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

− −

+ + +

→ − → −

→ − → − → −

− =− + = + =− +

= = − =

1 1

1 1 1

1

1
 

. از حل دس�تگاه  a b− + =1 x=−1 پیوس�ته اس�ت، پ�س  تاب�ع f در نقط�ۀ 

. b=1
2

−=a و  1
2

 نتیجه می شود 
a b

a b

+ =

− + =

0

1
معادلات 

27769 . بنابراین اولًا باید ن9زگ -90
x

xlim( )
→

− =−
2

2 5 ابتدا توجه کنید که 1  2

x در  ax b+ +2  برابر صفر باش�د ثانیاً باید علامت عبارت 
x

x ax blim( )
→

+ +2
2

 x( )− 22 x باید برابر  ax b+ +2 x=2 مثبت باش�د. پس  یک همسایگی نقطۀ 
 x ax b x x a b,+ + = − + ⇒ =− =2 2 4 4 4 4 باشد، در نتیجه 

. a b+ =0 پس 

27779 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3

 

x

g
g x x x

g x  g  
x

f x f
f

x

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim ( )
→

=
= + ⇒

′ ′= + ⇒ = + =


− ′= ⇒ =
−2

1 2

1 1 31 1 1
2 22

2 4 42
2 3 3

 

. fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =3 41 1 1 1 2 2
2 3

بنابراین 

27789 ) ب�ر نم�ودار تاب�ع y ن9زگ -90 , )2 1 y در نقط�ۀ  x= −3 5 خ�ط   4
. از طرف دیگر، g ( )′ =2 3 )g و  )=2 1 مماس است. پس 

 x x

f x f f x f
x x

f f

  

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

− −
= ⇒ =

− −

′ ′= ⇒ =

1 1

1 12 1 2
2 2 3 2 1 3

1 2 41 1
2 3 3

 

. fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =42 2 2 2 1 3 4
3

بنابراین 

27799 x=2 ن9زگ -90 ابتدا توجه کنید که در یک همس�ایگی چپ نقطۀ   1
. در  x x x x| |− = −2 22 2 x منف�ی اس�ت، بنابراین  x−2 2 علامت عب�ارت 

واقع تابع f به صورت زیر است

 

x x x x x

x x x f x x x

x a xx ax b x

( )

 − ≤  − <  ′− < < ⇒ = − < <
 + >+ + ≥



2

2

2

2 0 2 2 0

2 0 2 2 2 0 2

1 22
2

 

. بنابراین f f( ) ( )+ −′ ′=2 2 x=2 مشتق پذیر است، پس  چون تابع f در نقطۀ 
 a a+ = − ⇒ =−2 2 4 4  

x=2 پیوسته است. پس  از طرف دیگر تابع f در نقطۀ 
 
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= =
2 2

2

 a b b a+ + = − ⇒ =− − =2 2 4 4 2 2 6 بنابراین 
. a b+ =2 در نتیجه 

27809 x=0 تعریف نش�ده پس در این ن9زگ -90 راه حل اول تابع f در   3

x در ضابطۀ f داخل قدرمطلق قرار  x−3 2 نقطه مش�تق پذیر نیس�ت. عبارت 

 f برابر صفر می شود و در نتیجه تابع x=± 2 x=0 و  دارد و این عبارت در 
در این نقاط مشتق پذیر نیست. بنابراین تابع f در سه نقطه مشتق ندارد.

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 
x xx x x x

f x
x x x x

| || | | || |
( )

| |

 − >− − = = =
− − <

23 2

2

2 02 2
2 0

 

 x= 2  ، x=0 بنابراین نمودار تابع f به صورت زیر است. واضح است که در 

−=x تابع f مشتق پذیر نیست. 2 و 

27819 ] برابر است بان9زگ -90 , ]0 2 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

 f f( ) ( )− −= =
−

2 0 12 2 5
2 0 2

 

: f ( )′ 3
4

x=3 برابر است با 
4

آهنگ تغییر لحظه ای تابع f در 

 x
f x x  f

x

( )
( ) ( )

+′ ′= + + ⇒ = + =
+

4 2 3 11 194 1 2
4 4 42 4 1

 

] از آهنگ لحظ�ه ای آن در  , ]0 2 بنابرای�ن آهن�گ تغییر متوس�ط تابع f در ب�ازۀ 

−  بیشتر است. =19 15
4 4

x=3 به اندازۀ 
4

27829 با توجه به نمودار تابع f معلوم اس�ت که این تابع فقط در ن9زگ -90  4
x=3 اکسترمم نسبی دارد. از طرف دیگر، 

 
f x x ax bx

f x x ax bx x x ax b

( )

( ) ( )

= + +

′ = + + = + +

4 3 2

3 2 24 3 2 4 3 2
 

x=3 باید تغییر کند. x=0 نباید تغییر کند و فقط در  f در  x( )′ علامت 

b=0 و بنابراین باید 

 f x x x ax x x a

f a

( ) ( ) ( )

( )

′ = + = +

′ = ⇒ =−

2 24 3 4 3

3 0 4
 

بنابراین
 f x x x f( ) ( )= − ⇒ − =4 34 2 48
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27839 B1 پیش�امد تعلق لام�پ انتخابی به جعبۀ ن9زگ -90 ف�رض کنید   2

B2 پیش�امد تعلق لامپ انتخابی به جعبۀ دوم و A پیشامد معیوب بودن  اول، 

لامپ انتخابی باشد. طبق فرمول احتمال کل،

 P A P B P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= +1 1 2 2  

، زی�را لامپ را از بی�ن 5 لامپ از  P B( )=2
7

12
P و  B( )=1

5
12

طب�ق ف�رض 

جعب�ۀ اول و ۷ لام�پ از جعبۀ دوم انتخاب می کنیم. همچنی�ن چون 4 تا از 20 

 P A B( | )=1
4
20

لامپ جعبۀ اول و 3 تا از 12 لامپ جعبۀ دوم معیوب اند، پس 

. در نتیجه P A B( | )=2
3

12
و 

P A( )= × + × = + =5 4 7 3 1 7 11
12 20 12 12 12 48 48

 

27849 ′B نی�ز ن9زگ -90 می دانی�م اگ�ر A و B مس�تقل باش�ند، A و   3
مستقل اند. بنابراین 

 

P A P B  

P A B P A P B
 

P A B P A P B

P A P B P A P B

P A P B P B P A

P B( ) ( ) /

( ) / ( ) ( ) /

( ) / ( ) ( ) /

( ) ( ) ( ) ( ) /

( )( ( ) ( )) / ( ) /

/( )
/

=

= =  ⇒ 
′ ′= =  

′+ =

′+ = ⇒ =

→ = =

1
0 6

0 6 0 6

0 2 0 2

0 8

0 8 0 8

0 6 3
0 8 4







 

اکنون می توان نوشت

 
P A B P A P B P A B

 

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) / / / / /

′ ′ ′= + −

+ − − = + − =30 8 1 0 2 0 8 0 25 0 2 0 85
4

 

 

27859 فرض کنید A پیش�امد ش�رکت کردن امیر و B پیشامد ن9زگ -90  1
 ، P A( ) /=0 6 ش�رکت ک�ردن به�روز در مس�ابقۀ علم�ی باش�د. طب�ق فرض 

P را حس�اب کنی�م. طبق  A B( | )′ . بای�د  P A B( | ) /=0 5 P و  B( ) /=0 3

قانون احتمال کل 

 
P A P B P A B P B P A B

P A B

P A B P A B

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ / / ( / ) ( | )

// / / ( | ) ( | )
/

′ ′= +

′= × + −

′ ′= + ⇒ = =

0 6 0 3 0 5 1 0 3

0 45 90 6 0 15 0 7
0 7 14

 

27869 اگ�ر فض�ای نمون�ه ای آزمایش را فق�ط برای مه�رۀ دوم ن9زگ -90  2
تش�کیل دهیم، 10 مهره عضو این فضای نمونه ای هس�تند که 6تا از آن ها سفید 

است. بنابراین احتمال سفید بودن مهرۀ دوم 0/6 است.

27879 در ذوزنق�ۀ ABCD نقاط M و N وس�ط های دو س�اق ن9زگ -90  2

AB و اگر ارتفاع  DCMN +=
2

هس�تند، پس بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه 

. AH HH h′ ′= = AH را رسم کنیم، آن گاه 

بنابر فرض سؤال،

ABNM

MNCD

h AB MNS
S h MN DC

AB MN MN DC

AB DC ABAB DC AB DC
DC

( )

( )

( )

+
= ⇒ =

+

+ = +

+− =− ⇒ = ⇒ =

1
3 32
5 1 5

2
5 5 3 3

15 3 2 6 2
2 3

27889 فرض کنید نقاط M و N وس�ط های دو ضلع غیر مجاور ن9زگ -90  1
چهارضلعی ABCD و نقاط E و F وس�ط های دو قطر آن باش�ند و چهارضلعی 
MENF لوزی به ضلع x باشد. بنابر قضیۀ میان خط در مثلث نتیجه می گیریم 
. یعنی دو ضلع  BC AD= . پس  BC EN x= =2 2 AD و  ME x= =2 2

غیرمجاور دیگر چهارضلعی ABCD برابرند.

27899 ′BB قط�ر کوچ�ک بیضی ن9زگ -90 ′AA قط�ر ب�زرگ و  اگ�ر   3

 be  
a

= −
2

2
1 ′ABA مورد سؤال است. می دانیم  باش�ند، آن گاه اندازۀ زاویۀ 

 . e= 2
3

و بنابر فرض 

پس

 b b b b  
aa a a

= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
2 2 2

2 2 2
2 2 1 31 1
3 3 3 3

 

حال در مثلث قائم الزاویۀ OAB می نویسیم

 aB B ABA
b

ˆ ˆ ˆtan ′= = = ⇒ = ⇒ = × =0 0 0
1 1

1 3 60 2 60 120
3

3

 

27909 داده ها را به صورت صعودی مرتب می کنیم.ن9زگ -90  2
          / , / , / , / , / , / , / , / , / , /10 6 10 6 11 2 11 5 11 9 12 3 12 7 12 8 13 5 30 2  

چون تعداد داده ها 10تا اس�ت، پس میانه برابر میانگین داده های پنجم و ششم، 
چارک اول برابر دادۀ سوم و چارک سوم برابر دادۀ هشتم است. بنابراین

Q  Q  Q

Q Q Q
Q Q

/ / / , / , /

/ / / / /
/ / /

+= = = =

+ − + − × −= = =−
− −

2 1 3

1 3 2

3 1

11 9 12 3 12 1 11 2 12 8
2
2 11 2 12 8 2 12 1 0 2 0 125

12 8 11 2 1 6
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27919 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  2
( )( )

( )( )

+ ++ + + += =
−− − +

+= = +

2 2 3 3 5 68 27 10 2 4 3 15 3 9 2
25 65 6 5 6 5 6

19 2 19 3 2 3
19

از طرف دیگر،

( ) ( )
( )

( )( )
− + +

− = = = = +
−− − +

4 1 2 3 1 2 3 122 9 1 3 1
3 13 1 3 1 3 1

بنابراین مقدار خواسته شده برابر است با 
( )+ − + = −2 3 3 1 2 1

27929 اعداد مربع کامل به صورت زیر هستند:ن9زگ -90  3

, ,2 2 21 2 3 , , , ,2 28 9   

 29 28 و آخرین عدد دستۀ نهم عدد  بنابراین آخرین عدد دس�تۀ هش�تم عدد 

28+ اس�ت. پس واسطۀ حسابی بین  اس�ت. همچنین اولین عدد دس�تۀ نهم 1

29 را باید حساب کنیم که برابر است با  28+ و  1

+ + =
2 28 1 9 73

2

27939 x بخش پذیر اس�ت، ن9زگ -90 −2 P بر 1 x( ) چون چند جمله ای   2

. از طرف  P P( ) ( )− = =1 1 0 پس بر x−1 و x+1 هم بخش پذیر است. یعنی 

)Q است. بنابراین  )2 x−2 برابر  Q بر  x( ) دیگر باقی ماندۀ تقسیم 

Q x P x P x Q P P( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − ⇒ = + − =1 1 2 1 1 0

« که  x−2 Q بر  x( ) توجه در صورت سؤال نوشته شده است »حاصل تقسیم 

معلوم نیست چیه! ولی احتمالًا منظور همین »باقی مانده« بوده است. 

27949 مجم�وع جواب ه�ا و حاصل ض�رب جواب ه�ا در معادلۀ ن9زگ -90  1

m−2 هستند، پس 
3

m−1 و  2
3

x به ترتیب برابر  m x m( )+ − + − =23 2 1 2 0

m m m m m
m

m m m 

( )( )

( )( ) m ,

− = ⇒ − − = ⇒ − − =
−

+ − = ⇒ =− =

21 2 3 1 2 2 9 2 5 7 0
3 2

71 2 7 0 1
2

x در می آی�د که جواب  x− + =23 3 3 0 ب�ه ازای m=−1 معادل�ه به صورت 

m=7 قابل قبول است. 
2

ندارد، پس فقط 

27959 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  4
x x x
x x x

x x x
x

| | | | | |

+ + − +< < ⇒− < − < ⇒− < <
− − −

− + < ⇒ − < −
−

1 1 3 31 3 1 2 1 1 1
2 1 2 1 2 1

3 3 1 3 3 2 1
2 1

بنابراین نامعادله به صورت زیر حل می شود:

x x x x

x x x x

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( ) ( / , )

− < − ⇒ − − − <

− + − − − + <

− − < ⇒ < < ⇒ ∈

2 2 2 23 3 2 1 3 3 2 1 0

3 3 2 1 3 3 2 1 0

45 4 2 0 2 0 8 2
5

+< <
−

1 11 3
2 1

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که عدد 1 در نامعادله صدق می کند، زیرا 

3 در نامعادله صدق می کند 
2

همچنین عدد 

( )

+
< < ⇔ < <

−

3 1
521 3 1 3

3 42 1
2

این اعداد فقط عضو بازۀ گزینۀ )4( هستند. 
راه حل سوم نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:

x x x x x
x x x
x x x x x
x x x

( , ) ( , )

( , )

+ + − + − +< ⇒ < ⇒ < ⇒ ∈ −∞ +∞
− − −
+ + − + − +> ⇒ > ⇒ > ⇒ ∈
− − −

1 1 6 3 5 4 1 43 0 0
2 1 2 1 2 1 2 5

1 1 2 1 2 11 0 0 2
2 1 2 1 2 1 2



از اشتراک دو مجموعۀ جواب به دست آمده نتیجه می شود

x ( , ) ( / , )∈ =4 2 0 8 2
5

27969 راه حل اول مختصات نقاط را در معادلۀ سهمی قرار می دهیم:ن9زگ -90  1
y ax bx c

x x
c c ,   a b c a b

y y

x
a b c a b b a

y

= + +

= =  ⇒ + + = ⇒ = ⇒ + + = ⇒ + = 
= =  
=− ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =
=

2

0 1
0 0 5 5 11 6

5 11

2
4 2 5 4 2 0 2

5

. پس معادلۀ  b=4 و a=2  نتیجه می شود 
a b

b a

+ =


=

6

2
از حل دستگاه معادلات 

) می گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 سهمی به صورت 

  ،( , )0 5 y از نقاط  ax bx c= + +2 راه ح��ل دوم چ�ون س�همی ب�ه معادل�ۀ 

 y ax bx c= + + −2 5 ) می گذرد، پس س�همی به معادلۀ  , )1 11 ) و  , )−2 5

) می گذرد و معادلۀ س�همی ای که از این نقاط  , )1 6 ) و  , )−2 0 ،( , )0 0 از نقاط 

y است. این سهمی از  a x x a x x( )( ) ( )= − + = +20 2 2 می گذرد به صورت 
) می گذرد. پس , )1 6 نقطۀ 

a a( )= + ⇒ =6 1 2 2

y اس�ت که از نقطۀ  x x= + +22 4 5 بنابرای�ن معادلۀ س�همی اولیه به صورت 
) می گذرد.  , )−1 3

)یکسان است، پس طول رأس  , )0 5 ) و  , )−2 5 راه حل س��وم چون عرض نقاط 
کل�ی  ش�کل  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  بنابرای�ن  اس�ت.   −1 براب�ر  س�همی  ای�ن 
) می گذرد. پس  , )1 11 ) و  , )0 5 y است. این سهمی از نقاط  m x n( )= + +21

m n

m n

Âµ¿w

Âµ¿w

( , )

( , )

∈ ⇒ + =

∈ ⇒ + =

0 5 5

1 11 4 11

. در نتیجه  n=2 و m=2  به دست می آید 
m n

m n

+ =


+ =

5

4 11
از حل دستگاه معادلات 

) می گذرد. , )−1 3 y است که از نقطۀ  x( )= + +22 1 3 معادلۀ سهمی به صورت 



فصل دوم: آزمون ها
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27979 y را دوازده واح�د به راس�ت ن9زگ -90 x= اگ�ر نم�ودار تاب�ع   3

y به دست می آید. اگر این نمودار را دو واحد به  x= −12 ببریم، نمودار تابع 

y حاصل می ش�ود. نقطۀ برخورد  x= − +12 2 بالا انتقال دهیم، نمودار تابع 

g مد نظر است که طول آن  x x( )= − +12 2 f و  x x( )= نمودار توابع 

f به دست می آید: x g x( ) ( )= از حل معادلۀ 

x x x x x x x

x x x

= − + ⇒ − = − ⇒ + − = −

= ⇒ = ⇒ =

12 2 2 12 4 4 12

16 4 4 16

)A است که فاصلۀ آن از مبدأ مختصات برابر است با , )16 4 پس نقطۀ مورد نظر 

+ =2 216 4 4 17
توجه این س�ؤال خارج از مباحث کتاب درس�ی رش�تۀ تجربی اس�ت. چون حل 

هندسی معادلات در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

27989 و ن9زگ -90  f x x x( ) | | | |= − = −2 22 4 2 2 تابع ه�ای  نم�ودار   1

 f نمودار تابع a b( , )′ ′ g به صورت زیر است. واضح است که در بازۀ  x x( )=2

′b را معلوم کنیم که  ′a و  زیر نمودار تابع g قرار دارد. پس کافی اس�ت نقاط 
f هستند:  x g x( ) ( )= جواب معادلۀ 

x x x x

x x x  xx x
x

x x x x x  x

 .¡.¡.ù

 .¡.¡.ù

| | | |

, ( )

, ( )

− = ⇒ − =

 − − = ⇒ = =− − = ≥ ⇒ ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

22

2 2

2 2 2 2

2 0 2 12
0

2 2 0 1 2

b و در  b′= =2 a و  a′= =1 b وقتی اس�ت که  a− بنابراین بیش�ترین مقدار 
 . b a− =1 نتیجه 

توجه این س�ؤال خارج از مباحث کتاب درس�ی رش�تۀ تجربی اس�ت. چون حل 
هندسی معادلات و نامعادلات در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

27999 ، بنابراین ن9زگ -90 f gD D= =  راه حل اول ابتدا توجه کنید   2

. از طرف دیگر، gofD = 

 
gof x g f x f x f x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) )

( [ ] )

= =− + = − −

= − − −

2 2

2

4 4 2

4 2 2 2
 

اکنون توجه کنید که 
x x x x

x x x x

x x gof x

[ ] [ ]

( [ ] ) ( [ ] )

( [ ] ) ( )( )

≤ − < ⇒− ≤ − − <−

< − − ≤ ⇒− ≤− − − <−

≤ − − − < ⇒ ≤ <

2 2

2

0 2 2 1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 4 4 2 2 2 1

0 4 2 2 2 3 0 3

] است.  , )0 3 gof بازۀ  بنابراین برد تابع 

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 
x x f x

gof x g f x g t t t t

[ ] ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ,

≤ − < ⇒ ≤ <

= = =− + ≤ <2

0 2 2 1 0 1

4 0 1

بنابراین نمودار تابع g به صورت مقابل اس�ت و در 
، یعنی  g t( )≤ <0 3 نتیجه 

gofR [ , )= 0 3

28009 ، ن9زگ -90 g x f x( ) ( )−= 1 چ�ون   3

g g f f( ) ( ) ( ) ( )− −+ = +1 16 12 6 12 پس 
 . f( )= + =9 9 3 12 )f و  )= + =4 4 2 6  ، f x x x( )= + از ط�رف دیگ�ر، 

f و در نتیجه حاصل عبارت خواسته شده  ( )− =1 12 9 f و  ( )− =1 6 4 بنابراین 
برابر 13 است.

28019 f در نقطۀ ن9زگ -90 −1 راه حل اول ف�رض می کنیم نمودار تاب�ع   2
a>0 نیمس�از ناحی�ۀ چه�ارم را قط�ع کن�د. در ای�ن ص�ورت  a ک�ه  a( , )−

. بنابراین  f a a( )− = f و در نتیجه  a a( )− =−1

a a a a a
a a

− − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

22 22 1 1

راه حل دوم ابتدا تابع وارون تابع f را به دست می آوریم:
xy x       x y xy x x yx

x x

y yx    

y yx

.¡ .¡ .ù

,

( )

−= − < ⇒ = ⇒ = − ⇒ − − =

 + + = >


 − +

=

2 2 2

2

2

2 20 2 2 0

8 0
2

8
2

f با  . ط�ول نقطۀ برخ�ورد نم�ودار تابع 1− x xf x( )− − +=
21 8

2
بنابرای�ن 

f به دست می آید: x x( )− =−1 ( از حل معادلۀ  y x=− نیمساز ناحیۀ دوم )خط 

x x x x x     x

x x x x   x    .¡.¡.ù

( )

, ( )

− + =− ⇒ + = >

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

8 8 3 0
2
8 9 1 1 1

28029 راه حل اول توجه کنید کهن9زگ -90  1

log log log= ⇒ = ⇒ =4 2 2
8 1 4 83 3 3
10 2 5 5

log log log
log

log log log

++
= = = =

+ +

2 2 2
12

2 2 2

8 16 3 2 1356
12 3 2 2 8 182

5

بنابراین  

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

log /= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
4

4 5 8 554
43 0 8 4 3 4 3 2 3
5

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.( 
بنابراین 

( ) ( ) ( ) ( )

log log log log log

log log log log

log log log log

× ×

× × × ×

= + = +

= + = +

= + = + = + =

2 2

8 4 10 5 5 4 10 8

9 18

12 12 12 2 3 2 3

2 3 2 3 3 3 2 2

3 23 2

6 3 2 3 2

4 3 5 2 4 3 5 2

4 5 4 5 134 3 5 2 3 2
9 18 9 18 18
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28039 و ن9زگ -90  f( )− =1 0
3

ک�ه  اس�ت  معل�وم   f تاب�ع  نم�ودار  از   2
. بنابراین  f( )=−0 2

b

ax b a b

b

a

f
f x

f

b

a a

( )
( )

( )

+
− +

− +

 =− + =−


=− + ⇒
 − =− + =


 = ⇒ =


 = ⇒− + = ⇒ =−


3

1
3

0 4 2 2
4 2

1 4 2 0
3

2 2 1

2 4 1 2 3
3

xf x f( ) ( )− +=− + ⇒ − =− + =3 1 654 2 4 2 60
3

پس 

28049 . در ای�ن ن9زگ -90 f a( )− = >1 2 0 راه ح��ل اول ف�رض کنی�د   4

a a
a

a

( )+
= ⇒ + =

12
12 2 2 4

2 2
f و در نتیجه  a( )=2 صورت 

=ab معادله به صورت زیر در می آید: >2 0 با فرض 

b b b b b
b

.¡.¡.ù, ( )+ = ⇒ − + = ⇒ = + = −21 4 4 1 0 2 3 2 3

a که با توج�ه به دامنۀ داده  log ( )= − <2 2 3 0 ، آن گاه  b= −2 3 )اگ�ر 

شده قابل قبول نیست.( پس
a a log ( )= + ⇒ = +22 2 3 2 3

] را  , )+∞0  ب�ا دامن�ۀ 
x x

f x
( )

( )
+

=

12
2

2
راه ح��ل دوم تاب�ع وارون تاب�ع 

x x
x

x
y y

( )+
= ⇒ = +

12
12 2 2

2 2
به دست می آوریم: 

، آن گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 

xy t t yt t y y y y
t

= + ⇒ − + = ⇒ = ± − ⇒ = ± −2 2 212 2 1 0 1 2 1

y قابل قبول است. بنابراین  y+ −2 1 ، پس فقط  x≥0 چون 

x y y f x x xlog ( ) ( ) log ( )−= + − ⇒ = + −2 1 2
2 21 1

. f ( ) log ( )− = +1
22 2 3 در نتیجه 

28059 توجه کنید کهن9زگ -90  2

tan tan( ) tan

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan( ) cot

sin sin( ) sin( ) cos

= − =− =−

= + =− =−

= + = × + =− =−

= + = × + = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

300 360 60 60 3

3210 180 30 30
2

480 450 30 5 90 30 30 3

3840 810 30 9 90 30 30
2
بنابراین

tan cos tan sin

( )( ) ( )( )

+

= − − + − = − =

0 0 0 0300 210 480 840

3 3 3 33 3 0
2 2 2 2

28069 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

y a b x a b xsin( ) cosπ= + + = +
2

a اس�ت که با توجه به ش�کل برابر 3 اس�ت. از  b| |+ پس ماکزیمم تابع برابر 

) عبور می کند. پس , )π7 0
3

طرف دیگر نمودار تابع از نقطۀ 

a b a b a b

b ba a

cos cos( ) cosπ π π+ = ⇒ + π+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =−

7 0 2 0 0
3 3 3

0
2 2

ba b b| | | |+ = ⇒− + =3 3
2

بنابراین 

با توجه به نمودار تابع واضح است که b مقداری منفی است، پس
b b b− − = ⇒ =−3 2
2

28079 y ن9زگ -90 a bx csin( )= + حداکثر مقدار و حداقل مقدار تابع   4

3− نشان  a اس�ت که روی ش�کل برابر 1 و  c| |− + a و  c| |+ به ترتیب برابر 

داده شده است. پس
a c c

a c a

| |

| | | |

+ = =−  ⇒ 
− + =− =  

1 1

3 2

 اس�ت ک�ه روی ش�کل براب�ر 
b| |
π2 از ط�رف دیگ�ر، دورۀ تن�اوب تاب�ع براب�ر 

) نشان داده شده است. پس )π π− − = π9 3 6
2 2

b
b

| |
| |
π= π⇒ =2 16

3
پس

a a
b b

| |= = ⇒ =±2 6 6
1
3

ولی چون نمودار رسم شده در یک همسایگی راست صفر نزولی است، a و b باید 

. a
b
=−6 غیرهم علامت باشند، پس 

28089 معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  4

x x

x x

x x

sin( ) cos( )

sin( ) sin( )

sin( ) sin( )

π π− = +

π π π− = − −

π π− = −

2
4 4

2
4 2 4

2
4 4

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

kx k x x
     k

x kx k x
( )

( )

π π π π− = π+ − = + ⇒ ∈ 
π π  = + π− = π+π− + 

22 2
4 4 3 6

2 12 2
4 4



x قابل قبول نیست. k( )= + π2 1 x قرار داده شده است، پس  k≠ π چون شرط 
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28099 x=−2 تابع ن9زگ -90 توجه کنید که در یک همسایگی چپ نقطۀ   3
y=−3 برابر است. بنابراین y با تابع  x[ ]=

x x x

x
x x( ) ( ) ( )

[ ]
lim lim lim

− − −→ − → − → −

+ − += = =
+ +2 2 2

3 3 3 0 0
2 2

28109 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

n nx x

n
ax x ax

ax x
lim lim
→+∞ →+∞

=
− − = = ⇒

=− 

3 2 1
1 1

264 12 4
3

بنابراین راه حل اول

x x x

x

x

x

x

x x
x xf x

x x
x x

x x x x x

x x x
x

x x x x

x x

lim ( ) lim lim

( )
lim( )

( )

( )( )
lim

lim
( )

lim( )

(

→ → →

→

→

→

→

− −
− −= =

− −
− −

= ×
− + − + −

− − −
=

−

×
+ − + −

= − − ×
+ +

= × −

3 2 3 2

3 3 3
3 2

3 33 2 2 2 2

2

3

3 33 2 2 2 2

2
3

2 1
1 2 3 13

4 12 12 3
8 27 11 1

12 3 4 6 1 9 1
3 8 3 91

12 3
1

4 6 1 9 1
1 18 3 9

12 36 36 36
1 72 9

12
)− × =

×
1 19

36 3 24
راه حل دوم به کمک قاعدۀ هوپیتال مقدار حد خواسته شده را به دست می آوریم:

x x x

x
x x x

f x
x

( )
lim ( ) lim lim
→ → →

−− − −
= =

−
×−
×= =

3 2 3 2 2

3 3 3

2 22 1 3 3 13
4 12 4

2 2 3
13 3 4

4 24
توجه این سؤال خارج از مباحث کتاب درسی رشتۀ تجربی است. چون حد تابع 

رادیکالی در بی نهایت در کتاب درسی رشتۀ تجربی وجود ندارد.

28119 x=−2 مش�تق پذیر است، پس در ن9زگ -90 چون تابع f در نقطۀ   3
این نقطه پیوسته نیز هست. بنابراین

x x
f x f x

x x x
f x f x x

x

f f f

f
b

f b

bx c x x b x

b

                
  

     

    
          

( ) ( )
( ) ( ), ( lim ( ) lim ( )

( )

)

( )

( ) (

, ( )

)

− +→ − → −
− +

−

+

=

 − ≤− − ≤− ′= = − 
− + + >− − + >− 

′ ′− = − − =

 ′ − =− =− ⇒ + =− ⇒+
 ′ − =− − + = +

2 2

2

2 2 2

1

15 2 2 2
5 21 2 2

12 13 24

2

5
32 2 2

x x
f x x bx c b c c

b

f

c c

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( )

+ +→ − → −
= − + + =−

=−

 − = + =





+ = ⇒ =

− + = +2

2 2

1 82 2
2

7
3

2 5 4 3

8 13

3

3 3

28129 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4
x xx x x x xf x

x x x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

++ + += = = =
− − − −

3 2 23
2 2 3 3 3 2 3

22 2 2
1 1

بنابراین
x x x x x x x

f x
x x

( ) ( ( ) ( ) )( )
( )

( ( ) )

− − − + − +′ =
−

2 3 3 2 2

2 3 2
1 2 1 3 1 2

1

در نتیجه 

f
( ( ) ( ) )( )

( )
( ( ) )

× − + ×′ = =−
3 3 2

3 2
4 1 4 1 3 1 4 4 152

44 1

28139 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

x x x xf x x x x f x
x x x x

( ) ( ) − − + −′= + − ⇒ = + =
− −

22
2 2

4 2 4 24 1
2 4 4

x=4 نقاط بحرانی تابع اند ول�ی چون تابع f در یک  x=0 و  واض�ح اس�ت که 
همس�ایگی آن ها تعریف نمی ش�ود، پس این نقاط اکس�ترمم نسبی تابع نیستند. 
f را ح�ل کنیم تا طول نقاط اکس�ترمم نس�بی  x( )′ =0 بنابرای�ن بای�د معادل�ۀ 

به دست آید:

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x .¡.¡.ù

,

, ( )

− + − = ⇒ − = − >

− = − + ⇒ − + =

− + = ⇒ = + = −

2 2

2 2 2

2

4 2 0 4 2 2

4 4 4 2 8 4 0

4 2 0 2 2 2 2

)A نقطۀ اکسترمم )ماکزیمم( نسبی تابع f است  , )+ +2 2 2 2 2 بنابراین نقطۀ 

که فاصلۀ آن از نیمساز ناحیۀ اول برابر است با
| ( )|+ − +

= =
+2 2

2 2 2 2 2 2 1
21 1

28149 . ن9زگ -90 y x= −2 210 . پس  x y+ =2 2 ابتدا توجه کنید که 10  4
اگر مثلث را حول ضلع AC دوران دهیم، مخروطی به دست می آید که شعاع قاعدۀ 

V خواهد  y xπ= 2
3

آن برابر y و ارتفاع آن برابر x اس�ت، پس حجم حاصل برابر 

V حاصل شود.  x x x( ) ( )π= − 210
3

بود. بنابراین می خواهیم حداکثر مقدار تابع 

V x x x x x

x x y y

( ) ( ) V ( ) ( )

V ( )

π π′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =

3 2

2

10 10 3
3 3

10 10 100 10 2
3 3 3

بنابراین

y
x
= =

102
23

110
3



)317(

28159 راه حل اول فرض کنید فرد A و فرد B نخواهند با هم در ن9زگ -90  3
مهمانی شرکت کنند. تعداد حالت های مورد نظر به صورت زیر به دست می آیند

A  B A
B A  

j¼{ R¼øj j¼{ R¼øj ³Hk¨ï_ÃÀ »

j¼zº R¼øj » j¼zº R¼øj » kº¼zº R¼øj

B

     
     + + = × + =
     
     

7 7 7
2 35 21 91

4 4 5

راه ح��ل دوم تع�داد حالت های�ی ک�ه دو ف�رد A و B با هم ب�ه مهمانی دعوت 

 است و تعداد کل حالت های دعوت 5 نفر از ۹ نفر برابر 
 
 
 
 

7

3
می ش�وند، برابر 

 اس�ت، پس تعداد حالت هایی که دو نفر A و B با هم به مهمانی دعوت 
 
 
 
 

9

5
نشوند، برابر است با

   
   − = − =
   
   

9 7
126 35 91

5 3

28169 تع�داد حالت های ق�رار گرفتن 8 کتاب در کن�ار یکدیگر ن9زگ -90  3
8! اس�ت و تعداد حالت هایی که 3 کتاب انگلیس�ی کن�ار هم و 5 کتاب  براب�ر 
! اس�ت. پس احتمال پیش�امد  !× ×2 5 3 فارس�ی کن�ار هم قرار می گیرند، برابر 

. ! !
!

× × =2 5 3 1
8 28

مطلوب برابر است با 

28179 ابتدا 10 واحد از داده ها کم می کنیم، سپس میانگین و انحراف ن9زگ -90  2
معیار داده های جدید را به دس�ت می آوری�م. توجه کنید که میانگین داده های اصلی 10 
واحد بیشتر از میانگین داده های جدید خواهد بود ولی انحراف معیار تغییری نخواهد کرد.

, , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 0 0 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 4

x  

( ) ( ) ( )

× + ×= =

− + − + −
σ = = ⇒σ=

2 2 2
2

4 1 7 4 2
16

5 0 2 4 1 2 7 4 2 13 13
16 4 2

 13
2

بنابرای�ن میانگین داده ه�ای اصلی برابر 12 و انحراف معی�ار آن ها برابر 
است و در نتیجه ضریب تغییرات آن ها برابر است با 

cv
x

/σ= = =

13
132 0 15

12 24


28189 ابتدا معادلۀ خط BC را به دست می آوریم:ن9زگ -90  4

BC

B BC B

m

y y m x x y x

( )

( ) ( )

− −
= =

−
− = − ⇒ − = × −

3 2 1
7 2

3 1 7

x است. طول ارتفاع AH برابر فاصلۀ  y− − =4 پس معادلۀ خط BC به صورت 0

. | |

( )

− −
= =

+ −2 2

1 5 4 8 4 2
21 1

نقطۀ A از خط BC است که برابر است با 

28199 راه حل اول مطابق شکل زیر و با استفاده از تعمیم قضیۀ ن9زگ -90  2
تالس می توان نوشت

yMA MB AB xMDC AB DC
MD MC DC x y

: || ⇒ = = ⇒ = =
+ +

4
7 5 9



بنابراین

x x x y y y,= + ⇒ = = + ⇒ =289 4 28 9 4 20 4
5

. x y /+ + = + + =284 4 4 13 6
5

بنابراین محیط مثلث MAB برابر است با 

 MAB پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه، مثلث های ، AB DC|| راه حل دوم چون 

و MDC متشابه اند. پس نسبت محیط های آن ها برابر نسبت تشابه آن هاست.
MAB AB
MDC DC

MAB MAB

MDC MAB AD DC BC AB

MAB

nj ®ÃñÿU

Zoh¶

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) /

= = →

= ⇒ =
− − + + −

= + + − = × =

4
9

4 4
9 4 5

4 47 9 5 4 17 13 6
5 5

توج��ه برخلاف ادعای س�ؤال، چهارضلع�ی ABCD ی�ک ذوزنقه اس�ت. در واقع، اگر 
AD که چنین نیست! BC= AB و  DC= ABCD متوازی الاضلاع باشد، آن گاه 

28209 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث ن9زگ -90  3

=BC .اکنون بنابر روابط طولی در مثلث  + =3 4 7  ،ABC قائم الزاوی�ۀ

،ABC قائم الزاویۀ

BD BC AB BD BD× = ⇒ = ⇒ =
22 37 3

7
در نتیجه 

DC BC BD= − = − =3 47
7 7

اکن�ون توجه کنید که مثلث های قائم الزاویۀ ABD و CDH متش�ابه هس�تند 
p و نسبت مساحت آن ها برابر مربع نسبت اندازۀ اضلاع آن هاست: p( )

CDH

ABD

S CD
S AB

( ) ( )= = = =2 2

4 16
167 7

3 213



فصل دوم: آزمون ها
)318(

28219 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  1

 
− − − − − += × =

−+ + −
−= = −

27 1 3 3 1 4 3 12 3 9 4 3
16 34 3 4 3 4 3

13 3 13 3 1
13

همچنین

( )
( )( )

− + +− = = = = +
−− − +

1 1 2 3 2 32 3 2 3
4 32 3 2 3 2 3

 

 ( )−− + − = − + + = +
+

127 1 2 3 3 1 2 3 2 3 1
4 3

بنابراین 

28229 جملات سوم، هفتم و شانزدهم دنبالۀ حسابی را به ترتیب a، ن9زگ -90  4
a در نظ�ر می گیری�م. چ�ون این اعداد جم�لات متوالی یک  d+13 a و  d+4

دنبالۀ هندسی اند، پس

  
a a d a d a ad a ad d

ad d a d

( ) ( )+ = + ⇒ + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

13 4 13 8 16

165 16
5

  

q=1 که در گزینه ها وجود ندارد.(  . چون در غیر این صورت،  d≠0 )توجه کنید که 
بنابراین قدرنسبت دنبالۀ هندسی برابر است با

 
d d

a d dr
a dd

+
+= = = =

16 4
4 36 95

16 16 4
5

   

28239 x+2 به ن9زگ -90 x−4 و  P ب�ر  x( ) چ�ون باقی ماندۀ تقیس�م   1
. باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  P( )− =2 )P و 1 )=4 3 ترتیب 3 و 1 است، پس 

)A است و برابر است با )2 x−2 برابر  A بر  x P x P x( ) ( ) ( )= + −2 4
  A P P( ) ( ) ( )= + − = + × =2 4 4 2 3 4 1 7

28249 راه ح��ل اول چ�ون معادل�ه دو جواب مثب�ت دارد، پس ن9زگ -90  4

b و  m=  ، a=2 b برقرار هس�تند. در اینجا 
a

− >0 c و 
a
>0  ، ∆>0 ش�رایط 

. پس c m= +6

 

b ac m m m m

m m m m

c m m
a

b m m
a

 IÄ 

( )

( )( ) ( )

( )

( )

∆= − = − × + > ⇒ − − >

− + > ⇒ > <−

+> ⇒ > ⇒ >−

− > ⇒− > ⇒ <

2 2 24 4 2 6 0 8 48 0

12 4 0 12 4 1

60 0 6 2
2

0 0 0 3
2

 

با توجه به ش�کل زیر، اش�تراک مجموعۀ جواب ه�ای )1(، )2( و )3( به صورت 
m است. ( , )∈ − −6 4

 x x− + =22 5 1 m=−5 معادله به صورت 0 راه حل دوم توجه کنید که به ازای 

c و 
a
= >1 0

2
 ، ∆= >17 0 در می آی�د که به وض�وح دو جواب مثبت دارد چون 

. پس گزینه های )1( و )2( جواب نیستند. از طرف دیگر به ازای  b
a

− = >5 0
2

x در می آید که جواب ندارد، زیرا  x− + =22 5 0 m=−1 معادل�ه به صورت 
. پس گزینۀ )3( هم جواب نیست و گزینۀ )4( جواب است. ∆=− <39 0

28259 راه حل اول نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  3

 

x x x x
x x x
x

x x x x
x x x
x

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

− − − − +< ⇒ < ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − − +∞

− − + +>− ⇒ > ⇒ >
+ + +
∈ −∞ − +∞

2 1 2 1 3 3 43 0 0
1 1 1

4 1 1

2 1 2 1 1 31 0 0
1 1 1

1 0 2





  

از اشتراک )1( و )2( نتیجه می شود
 x ( , ) ( , ) [ , ]∈ −∞ − +∞ = − −4 0 4 0 

راه حل دوم نامعادله را به صورت زیر می نویسیم:

 

x x x
x x x

x x x x x x x
x

x x x

| | | | | |

( , ) ( , )

− − −− < < ⇒− < − < ⇒− < <
+ + +

− < ⇒ − < + ⇒ − + < + +
+
+ > ⇒ ∈ −∞ − +∞

2 2

2

2 1 2 1 21 3 2 1 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 1 4 4 4 8 4
1
4 0 4 0

  

x=0 در نامعادله صدق نمی کند، پس گزینۀ )4(  راه حل سوم واضح است که 
x=−5 در نامعادل�ه ص�دق می کن�د، پس  ج�واب نیس�ت. از ط�رف دیگ�ر، 

گزینه های )1( و )2( جواب درست نیستند، بنابراین گزینۀ )3( جواب است.

28269 ) است، پس معادلۀ آن ن9زگ -90 , )−1 9 چون رأس س�همی نقطۀ   2

) می گذرد، پس , )3 1 y است. این سهمی از نقطۀ  a x( )= + +21 9 به صورت 

 a a( )= + + ⇒ =−2 11 3 1 9
2

  

 ( , )−5 9 y است که از نقطۀ  x( )=− + +21 1 9
2

پس معادلۀ سهمی به صورت 

می گذرد:
 ( )− + + =− + =−21 5 1 9 18 9 9

2

28279 y را نسبت به محور x ن9زگ -90 x x x,( )= − >2 2 1 اگر نمودار تابع   1

y به دست می آید. اگر نمودار اخیر را شانزده  x x=− +2 2 قرینه کنیم، نمودار تابع 

y به دست می آید. نقطۀ  x x=− + +2 2 16 واحد به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 
برخورد نمودار تابع اخیر و نمودار تابع اولیه به صورت زیر به دست می آید:

 
x x x x x x

x x x x   .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− =− + + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 22 2 16 2 8 0

4 2 0 4 2
  

)A از مبدأ مختصات را پیدا کنیم که برابر است با , )4 8 بنابراین باید فاصلۀ نقطۀ 

 OA= + =2 24 8 4 5    

28289 در نقاط�ی ک�ه ط�ول آن ه�ا عض�و مجموع�ۀ جواب های ن9زگ -90  2
y بالاتر از نمودار تابع  x( )= − 21 x باشد، نمودار تابع  x( )− >2 41 4 نامعادلۀ 

y قرار دارد: x= 44

 
x x x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )( )

< − ⇒ − − <

+ − − + <

4 2 2 2

2 2

4 1 2 1 0

2 1 2 1 0

=∆. بنابراین باید  − <1 8 0 x هم�واره مثبت اس�ت، زی�را  x− +22 عب�ارت 1

 x x x( )( )+ − < ⇒− < <11 2 1 0 1
2

x را حل کنیم:  x+ − <22 1 نامعادلۀ0



)319(

b برابر  a− ) چنی�ن اتفاق�ی می افت�د. در نتیجه بیش�ترین مق�دار  , )− 11
2

در ب�ازۀ 

y به  x= 44 y و  x( )= − 21 ) اس�ت. توجه کنید که نمودار تابع های  )− − =1 31
2 2

صورت زیر است:

28299 ابتدا توجه کنید که ن9زگ -90  3
 x x x x f x[ ] [ ] ( )≤ − < ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤0 1 1 0 1 0    

) است، برابر است.  , ]−1 0 ty که دامنۀ آن بازۀ 
t
−=
+

1 2
1

بنابراین تابع gof با تابع 

برد این تابع را به دست می آوریم:

 ty
t t
−= =− +
+ +

1 2 32
1 1

راه حل اول نمودار تابع به صورت زیر رسم می شود: 

] است. , )+∞1 واضح است که برد تابع gof بازۀ 

y
t

=− +
+
32

1
راه حل دوم به کمک نابرابری ها برد تابع را به دست می آوریم:

 t t y
t t t

− < ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒− + ≥ ⇒ ≥
+ + +
1 3 31 0 0 1 1 1 3 2 1 1

1 1 1
  

] اس�ت. توج�ه کنید که به ازای هر y≥1 مقداری  , )+∞1 بنابراین برد تابع بازۀ 

. این مقدار به صورت زیر به دست می آید: y
t

=− +
+
32

1
مانند t وجود دارد که 

y t t
t y y

+ = ⇒ + = ⇒ =− +
+ + +
3 3 32 1 1
1 2 2

   

) پیوس�ته و نزولی اس�ت.  , ]−1 0 tg روی بازۀ  t
t

( ) −=
+

1 2
1

راه حل س��وم تابع 

بنابراین برد آن برابر است با 

 
t

g g t
( )

[ ( ), lim ( )) [ , )
+→ −

= +∞
1

0 1

28309 راه حل اول توجه کنید که ن9زگ -90  3
 f x x x x( ) ( )= + = + −22 1 1

بنابراین تابع وارون تابع f به صورت زیر به دست می آید:

 

y x x y y

x y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )−

= + − ⇒ + = + ≥−

+ = + ⇒ = + −

= + − ⇒ = + −

2 2

2 1 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

  

بنابراین

 
g x f x x x

g g f f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

−

− −

= = + − ≥−

+ = + = + =

1 2

1 1

1 1 1

3 15 3 15 1 9 10
 

راه حل دوم توجه کنید که

 
f f

f x x x
f f

( ) ( )
( )

( ) ( )

−

−

 = ⇒ == + ⇒
= ⇒ =

1

1

1 3 3 1
2

9 15 15 9
 

بنابراین
 g x f x g g f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −= ⇒ + = + = + =1 1 13 15 3 15 1 9 10

28319 راه حل اول ابتدا تابع وارون تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  4

 

y x x
x

xy xy x x yx
x

y y y yx x

y y y yx x     .¡.¡.ù

,

( )

= − >

−= ⇒ = − ⇒ − − =

 + + + + = =
 ⇒ 
 − + − +

= = <  

2 2 2

2 2

2 2

1 0
2

2 1 2 2 1 2 2 1 0
2
2 4 8 2

4 2
2 4 8 2 0

4 2

   

بنابراین 
  x xf x( )− + +=

21 2
2

y از  x ôi( )=− f با نیمس�از ناحیۀ دوم  ط�ول نقطۀ برخ�ورد نمودار تابع 1−

f به دست می آید: x x( )− =−1 حل معادلۀ 

 
x x x x x x

x x x x x  (.¡.¡.ù)

( )

,

+ + =− ⇒ + =− <

+ = ⇒ = ⇒ = =−

2 2

2 2 2

2 2 3 0
2

1 1 12 9
4 2 2

  

f با خط  a نقطۀ برخورد نمودار تابع 1− a( , )− راه ح��ل دوم فرض کنید نقطۀ 
. بنابراین a( )<0 y )نیمساز ناحیۀ دوم( باشد  x=−

 
f a a f a a a a

a

a a a
a

( ) ( )− =− ⇒ − = ⇒− − =
−

= ⇒ = ⇒ =−

1

2

1
2

1 12 4 1
2 2

  

28329 ، پس ن9زگ -90 log =3
52
8

راه ح��ل اول ابت�دا توجه کنید ک�ه   2

. بنابراین  log =2
83
5

 
log log

log
log log log log

= = = = =
+ + × +

2 2
18

2 2 2 2

8 3 2 3 3 58
18 9 2 2 3 1 8 72 1

5

   



فصل دوم: آزمون ها
)320(

راه حل دوم ابتدا توجه کنید که

 log = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
5

5 8 10 1683
52 3 2 3 2 3 2
8

)دقت کنید که این تساوی به صورت تقریبی داده شده است و تساوی درستی نیست.(
بنابراین

 
log log log log

log log log

× × ×

×

= = = ×

= = = =

2 2 10 5

16 5 21

3
18 3 2 3 2 3 2

22 2 2

8 2 3 2 3 5 2

15 515 2 15 2 2
21 7

   

28339 )f و ن9زگ -90 )=−0 6 ب�ا توجه ب�ه نم�ودار تابع واضح اس�ت که   1
. بنابراین  f( )=1 0

2

 

ax b

b b

a
a b

f x

f b

a af

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

− ++

=− +

 =− + =− = ⇒ =−  ⇒ 
  = ⇒− + = ⇒ =−=− + = 

1 1
22

19
3
10 9 6 3 3 1
3

1 1 3 9 1 2 29 0 22 3

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− − −=− + ⇒ =− + =2 1 51 19 2 9 234
3 3

پس 

28349  را ن9زگ -90
x x

f x
( )

( )
−

=

12
2

2
راه ح��ل اول تاب�ع وارون تاب�ع   3

 
x x

x
x

y y
( )−

= ⇒ = −

12
12 2 2

2 2
به دست می آوریم: 

، آن گاه xt= >2 0 اگر فرض کنیم 

 

x

t y y
y t t yt

t t y y

y y x y y

   .¡.¡.ù( )

log ( )

 = + += − ⇒ − − = ⇒
 = − + <

= + + ⇒ = + +

2
2

2

2 2
2

112 2 1 0
1 0

2 1 1

   

 f x x x f( ) log ( ) ( ) log ( )− −= + + ⇒ = +1 2 1
2 21 2 2 5 بنابراین  

f و در نتیجه a( )=2 . پس  f a( )− =1 2 راه حل دوم فرض کنید 

 
a a

a a a
a

( )
( )

−
= ⇒ − = ⇒ − × − =2

12
12 2 2 4 2 4 2 1 0

2 2
 

، آن گاه a b= >2 0 اگر فرض کنیم 
 b b b b  (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = + = − <2 4 1 0 2 5 2 5 0  

 a a log ( )= + ⇒ = +22 2 5 2 5 بنابراین 

28359 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 

tan tan( ) cot

tan( ) tan( ) tan

sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) sin

= + =−

− = − + =

= + = × + =

= − =−

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

285 270 15 15

165 180 15 15

1095 1080 15 6 180 15 15

255 270 15 15

   

بنابراین

 

tan tan( ) sin cos

( cot )(tan ) (sin )( sin )

sin cos

− −

= − − −

=− + =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

285 165 1095 255

15 15 15 15

1 15 15

 

28369 تاب�ع ن9زگ -90 نم�ودار  ک�ه  اس�ت  معل�وم  ش�کل  ب�ه  توج�ه  ب�ا   3

 3
2

) می گذرد و حداکثر مقدار آن برابر  , )π 0
2

f از نقطۀ  x a b x( ) sin( )π= + +
3

است. پس

 
bf a b a b a

b ba a b b

( ) sin( ) cos

| | | |

π π π π= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ + =

=− ⇒ + = ⇒− + =

0 0 0 0
2 2 3 3 2

3 3
2 2 2 2

همچنین با توجه به وضعیت نمودار واضح است که b باید منفی باشد. پس

 b b b a− − = ⇒ =− ⇒ =3 11
2 2 2

  

28379 با توجه به نمودار واضح است که کمترین مقدار تابع برابر ن9زگ -90  1

 ( , )π 1
6

. از طرف دیگ�ر نمودار تابع از نقطۀ  a c| |− + =−3 3− اس�ت، پس 

. همچنی�ن دورۀ تن�اوب تاب�ع برابر  ba csin( )π= +1
6

عب�ور می کن�د، پ�س 

. با توجه به نمودار  b| |=3  و در نتیجه 
b| |
π π=2 2

3
π اس�ت. پس  π π− =5 2

6 6 3
معلوم است که a و b باید هم علامت باشند، پس دو حالت زیر را در نظر می گیریم:

b=3 و در نتیجه حالت اول اگر a و b مثبت باشند، آن گاه 

 
a c a c a

a c ca csin

− + =− − + =− =   ⇒ ⇒  π + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2

   

b=−3 و در نتیجه حالت دوم اگر a و b منفی باشند، آن گاه 

 
a c a c a

a c ca csin( )

+ =− + =− =−   ⇒ ⇒  −π − + = =−+ =   

3 3 2

1 11
2

   

28389 معادله را به صورت زیر می نویسیم:ن9زگ -90  3

 x x x xsin cos sin sin sin π= ⇒ = ⇒ =4 3 3 1 2 6 1 6
6

  

بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند:

 
kx k x

k
kx k x

     ,

π π π = π+ = +  ⇒ ∈ 
π π π = π+π− = +

  

6 2
6 3 36

56 2
6 3 36

   

k=1 حاصل می شوند: k=0 و  ] به ازای  , )π0
2

جواب های واقع در بازۀ 

 x x x x, , ,π π π π= = = =5 13 17
36 36 36 36

 

] چهار جواب دارد. , ]π0
2

بنابراین معادله در بازۀ 

28399 ، آن گاهن9زگ -90 x π≠
2

ابتدا توجه کنید که اگر   4

 x xx x x
x x xx

(sin )( sin )sin sin sin
( sin )( sin ) sincos

− +− − − −= =
− + +

2

2
1 2 12 1 2 1

1 1 1
  

 
x x

xf x
x

sinlim ( ) lim
sinπ π→ →

− − − −= = =−
+ +

2 2

2 1 2 1 3
1 1 1 2

بنابراین  

x پیوسته باشد، باید π=
2

برای اینکه تابع f در نقطۀ 

 
x

f f x a( ) lim ( )
π→

π = ⇒ =−

2

3
2 2
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28409 چ�ون حد تاب�ع f در بی نهایت برابر 2 ش�ده اس�ت، پس ن9زگ -90  2
f با درج�ۀ چندجمله ای مخرج آن برابر  x( ) درجۀ چند جمله ای صورت کس�ر 

است. اکنون دو حالت ممکن است اتفاق بیفتد.
. در این صورت  n=2 a=0 و  حالت اول 

 
x x x

x x xf x
x x

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− + −= = =−
−

2 2 2

2 2
4 6 1 2 2

77 2 7
   

بنابراین حالت اول قابل قبول نیست.
. در این صورت a≠0 n=3 و  حالت دوم 

 
x x x

x x xf x a
aax x ax

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− += = = = ⇒ =
+ −

3 2 3

3 2 3
4 6 1 4 4 2 2

7 2
 

بنابراین

 
x x x

x

x x xx xf x
x x x x x

x x
x x

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− − −− += =
+ − − + +

−
− −= = =−
+ +

23 2

3 2 21 1 1
2 2 2

2

21
2

2 1 2 2 14 6 1
2 7 2 2 1 4 2

3
2 2 1 62

17 174 2
4

 

28419 سؤال با این ادبیات دارای بی شمار جواب است. کافی است ن9زگ -90  4
A می گذرند، بنویسیم که هر کدام بر نمودار  m( , )2 معادلۀ دو خط را که از نقطۀ 

یکی از تابع های داده شده مماس باشند. بی شمار نقطۀ مانند A می توان پیدا کرد و 
بی ش�مار مقدار برای a و b وجود دارد. ولی احتمالًا منظور طراح س�ؤال این بوده که 

)m بگذرند و  , )2 g از نقطۀ  x ax bx( )= +2 xf و  x
x

( ) +=
−
2
1

نمودار دو تابع 

یک خط در این نقطه بر هر دو نمودار مماس باشد. در این صورت

 
f g a b a b

f g a b a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + ⇒ = −

′ ′= ⇒− = + ⇒ =− −

2 2 4 4 2 4 4 2

2 2 3 4 4 3
 

 b b b− =− − ⇒ =4 2 3 7 بنابراین 
توجه کنید که

 
xf x f x
x x

g x ax bx g x ax b

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ −′= ⇒ =
− −

′= + ⇒ = +

2

2

2 3
1 1

2
 

28429 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  4

 
x x

x x xf x f x
x x x

x

( )
( ) ( ) ( )

− ′
− +′= ⇒ =
+ −

+

2
2 23

2
3

22
2 3 5
3 5 23

3 5

 

از طرف دیگر،

 x x x xx xy y
x x

( )( ) ( )

( )

− + − −− ′= ⇒ =
+ +

22

2
2 2 3 5 3 22

3 5 3 5
بنابراین

 

x x x x
f x

x xx
x

f

(( )( ) ( ))
( )

( )

(( )( ) ( ))
( )

( )

− + − −′ =
−+
+

+ − + − − −′ − = =
− −− +
− +

2

22 3

2 3

2 2 2 3 5 3 2

23 3 5
3 5

2 2 4 6 5 3 4 42 6
4 43 6 5
6 5

  

28439 ابتدا نقاط بحرانی تابع f را به دست می آوریم:ن9زگ -90  1

 

x x x x xx xf x f x
x x

x x

x

f x x x x x

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ,

+ + − + −+ − ′= ⇒ =
+ +

− − −
=

+

′ = ⇒ − − = ⇒ = + = −

2 22

2 2 2

2

2 2

2

2 2 1 2 2 32 3
1 1

2 4 1
1

0 4 1 0 2 5 2 5

 

f توجه کنید: x( )′ اکنون به جدول تعیین علامت 

 
x

f x

       

( )
min max

−∞ − + +∞

′ − + −

2 5 2 5

0 0   

=x طول نقطۀ ماکزیمم نس�بی تابع f اس�ت. مقدار ماکزیمم  +2 5 بنابراین 

نسبی تابع f برابر است با

 

f
( ) ( )

( )
( )

+ + + − + + + + −+ = =
+ + ++ +

+ + −= = ×
+ + −

− + − −= = = −
− −

2

2
2 5 2 2 5 3 4 5 4 5 4 2 5 32 5

4 5 4 5 12 5 1
6 5 10 3 5 5 2 5 5
4 5 10 2 5 5 2 5 5
30 15 5 10 5 25 5 5 5 5 1

20 25 5

 

28449 مطابق ش�کل زیر فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ B روی نمودار ن9زگ -90  1

y برابر است با x= +2 7 تابع 

 d x y x x

x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + + −

= − + + + = − +

2 2 2 2

2 2

5 0 5 2 7 0

10 25 2 7 8 32

x=4 به دس�ت می آید که برابر  x به ازای  x− +2 8 32 کمترین مقدار عبارت 

16 است. پس کمترین مقدار d برابر 4 است.

28459 اگر افراد را به صورت جایگاه هایی فرض کنیم که می خواهیم ن9زگ -90  4
کتاب ها را در آن ها قرار دهیم، توزیع کتاب ها به یکی از دو صورت زیر خواهد بود:

 یا 

zz:اگر به یک نفر سه کتاب برسد، تعداد حالت ها به صورت زیر است

 
 
 
 
 

5

3
یکی از س�ه نفر را به 3 حالت انتخاب می کنیم و س�ه تا از پنج کتاب را به 

حالت انتخاب می کنیم و کتاب ها را به او می دهیم. سپس دو کتاب باقی مانده به 
دو حال�ت بین دو نفر دیگر توزیع کنی�م. پس در این صورت تعداد حالت ها برابر 

 است.
 
 × =
 
 

5
3 2 60

3
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zz:اگر به دو نفر دو کتاب برسد، تعداد حالت ها به صورت زیر است
ی�ک نفر از س�ه نف�ر را انتخاب می کنی�م و یک کت�اب از پنج کت�اب را انتخاب 
3× حالت انجام پذیر اس�ت. س�پس  5 می کنی�م و به او می دهیم که این کار به 
ی�ک نفر از دو نفر دیگر را انتخ�اب می کنیم و دو کتاب از چهار کتاب را انتخاب 

 حالت انجام پذیر است ولی 
 
 =
 
 

4
2 12

2
می کنیم و به او می دهیم که این کار به 

همۀ حالت های ممکن دو بار شمرده می شوند. مثلًا اگر شخص )1( انتخاب شود 
و کتاب های A و B را دریافت کند، کتاب های C و D به ش�خص )2( می رسند 
و اگر ش�خص )2( انتخاب ش�ود و کتاب های C و D را دریافت کند، کتاب های 
A و B به ش�خص )1( می رس�د که این دو حالت یکس�ان هس�تند. پس تعداد 
حالت های غیر تکراری برابر 6 است. )توجه کنید که دو کتاب باقی مانده به یک 
حال�ت به نف�ر آخ�ر داده می ش�وند(. در این صورت تع�داد کل حالت ه�ا برابر 

+ است. =60 90 150 × است. بنابراین کل حالت های ممکن برابر  =6 15 90

28469 تع�داد کل حالت های�ی 10 نفر در یک صف می ایس�تند، ن9زگ -90  3
2×! حالت آن دو نفر خاص کنار هم ایستاده اند. پس  9 10! است که در  برابر 

. بنابراین  !
!

× = =2 9 2 1
10 10 5

احتمال کنار هم ایس�تادن این دو نفر برابر اس�ت ب�ا 

4 است.
5

احتمال اینکه این دو نفر کنار هم نباشند، برابر 

28479 اگ�ر 8 واح�د از تمام داده ها ک�م کنیم، داده ه�ای جدید به ن9زگ -90  2
صورت زیر در می آیند:

 
 

, , , , , ,

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

− −

5 7 8 8 8 10 10

3 1 0 0 0 2 2

   

میانگین داده های جدید برابر است با

 ( ) ( )− + − + + + + +
=

3 1 0 0 0 2 2 0
7

پ�س میانگین داده های اصلی برابر 8 اس�ت. اکنون واریان�س داده های جدید را 
حساب می کنیم که با واریانس داده های اصلی برابر است:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − + − − + − + − + − + − + −

σ =

+ + += =

2 2 2 2 2 2 2
2 3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0

7
9 1 4 4 18

7 7
پس ضریب تغییرات داده ها برابر است با

cv
x

/ /σ= = = × =

18
3 2 37 0 534 0 20

8 8 7 8
    

28489 ابتدا رئوس مثلث را مشخص می کنیم.ن9زگ -90  2

 

y y
x x

y x y x

y x x

y x y

,
= =  ⇒ =− ⇒ = 
− = + =  
− = =  ⇒ 
+ = =  

0 0
2 8

2 2 2 16

2 2 6

2 16 4

   

پ�س مثل�ث مورد نظر به صورت زیر اس�ت و اندازۀ میان�ۀ AM را می خواهیم. 
AM ( ) ( )= − + − = + =2 26 3 4 0 9 16 5 ) است، پس , )3 0 چون M نقطۀ 

28499 از نقطۀ B خطی موازی AD رس�م می کنیم تا MN و DC ن9زگ -90  3
 ،ABFM قطع کند )شکل مقابل را ببینید(. چهارضلعی های E و F را به ترتیب در
MFED و ABED متوازی الاض�لاع هس�تند. اندازۀ اضلاع بر این اس�اس روی 

شکل نشان داده شده اند. در مثلث BEC طبق تعمیم قضیۀ تالس می توان نوشت:

 FN BF x kFN EC x
EC BE k k

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+
2 2

5 2 3
. MN= + =7 2 9 بنابراین 

28509 مطابق ش�کل مقابل مثلث های ABD و ACE دو زاویۀ ن9زگ -90  2
β دارند. پس این دو مثلث متشابه اند و نسبت تشابه  α و  برابر به اندازه های 

. از طرف دیگر نسبت مساحت های آن ها برابر  AB
AC

= 2
6

آن ها برابر است با 

 ABD

ACE

S
S

( )= = =22 4 2
6 36

مربع نسبت تشابه آن هاست. پس 

28519 و ن9زگ -90  f x x x x( ) | |= − + = −2 4 4 2 تاب�ع  دو  نم�ودار   4

g به صورت زیر اس�ت. مطابق ش�کل داده شده مساحت مثلث  x x( )= +1 2
2

قائم الزاویۀ ABC مد نظر است.

x x x a b− = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =12 2 8 8 8 2 6
2

)C هستند. پس  , )0 2 )B و  , )2 0  ، A( , )8 6 بنابراین رئوس مثلث نقاط 

 AB BC( ) ( ) , ( ) ( )= − + − = = − + − =2 2 2 28 2 6 0 6 2 2 0 0 2 2 2

پس مساحت مثلث ABC برابر است با

S AB BC= × = × × =1 1 6 2 2 2 12
2 2

 



)323(

28529 ، بنابراین ن9زگ -90 g of a( )( )− − =1 1 20 فرض کنید   1
g f a g a f f g a( ( )) ( ) ( ) ( ( ))− − −= ⇒ = ⇒ =1 1 120 20 20

، زیرا f( )=16 20 واضح است که 
f x x x f( ) ( )= + ⇒ = + = + =16 16 16 16 4 20

. بنابراین f ( )− =1 20 16 پس 
ag a a a a

a
( ) += ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =

−
9 6 216 16 9 6 16 16
1 5

28539 y نس�بت به محور y را رسم ن9زگ -90 x= اگر قرینۀ نمودار تابع   3
y به دس�ت می آید. اگر نمودار جدید را چهار واحد به  x= − کنیم، نمودار تابع 
y به دست می آید. بنابراین  x( )= − −4 سمت راست منتقل کنیم، نمودار تابع 
نمودار دو تابع اولیه و نهایی به صورت زیر اس�ت. با توجه به ش�کل معلوم است که 

x=2 است. نمودار تابع g قرینۀ نمودار تابع f نسبت به خط 

توجه ادبیات س�ؤال ایراد دارد چون پرسیده شده است: »منحنی اخیر و منحنی 
 g و f اصلی نس�بت به کدام خط متقارن هس�تند؟« این سؤال یعنی نمودار توابع
x متقارن هستند و مقدار a چند است؟ )شکل زیر را  a= هر دو نسبت به خط 
ببینید( در حالی که مقصود طراح این بوده اس�ت که قرینۀ نمودار تابع f نس�بت 
x نمودار تابع g می شود و a چند است؟ از طرف دیگر سؤال خارج  a= به خط 
از مباحث کتاب درسی است. چیزی که سؤال پرسیده مثلًا این طوری می شود:

28549 Ĉsin به دست می آوریم:ن9زگ -90 Ĉcot را با معلوم بودن  ابتدا   4
C C

C

C C

ˆ ˆcot cot
ˆsin

ˆ ˆcot cot

+ = ⇒ + =

= ⇒ =

2 2
2

2

1 1691 1
25

144 12
25 5

بنابراین در مثلث AHC می توان نوشت:
CHC AH
AH AH

ˆcot /= ⇒ = ⇒ =12 9 3 75
5

28559 تعداد اعداد واقع در نوزده دستۀ اول برابر است با:ن9زگ -90  3
×+ + + = =19 201 2 19 190
2



بنابراین عدد اول دس�تۀ بیس�تم 1۹1 و عدد آخر آن 210 اس�ت. مجموع این 
اعداد برابر است با 

( ) ( ) × ×+ + − + + = −

= − =

210 211 190 1911 210 1 190
2 2

22155 18145 4010

 

28569 راه حل اول از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم:ن9زگ -90  2

x x

x x

x

x

x x x x x x
x x x xx x

x x x x
x xx x

x x
x x

x
x

( ) ( )
lim lim( )

( )( )

lim lim
( )

( )( )
lim

( )( )

lim ( ) /

→ →

→ →

→

→

+ − + − + += ×
− + + +− +

− + + += ×
+ +− −

− − += ×
− + + +

−= = × − =−
+

2

21 1

2

21 1

1

1

2 5 7 2 5 49 2 3 1
2 3 1 2 5 74 3 1
4 29 25 2 3 1

2 5 74 3 1
1 4 25 2 2
1 4 1 2 5 7

4 4 25 2 21 1 2
14 4 1 7 5

راه حل دوم از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

x x

x x x
x x

x

lim lim /
→ →

− −
+ − = = =−
− + − −

×+
1 1

7 72 2
2 5 7 2 2 1 2

3 32 3 1 2 2
2 22 3 1

28579 ابتدا توجه کنید که تابع f به صورت زیر است:ن9زگ -90  1

x x x

x x x
f x

x xx ax b IÄ

| |

( )[ ]
( )

− < ⇒− < − < ⇒ < <

− < <=
≤ ≥+ +

2

1 1 1 1 1 0 2

1 0 2

0 2

x=2 پیوسته است، پس x=0 و  چون تابع f در نقاط 

x x

x x

x x

x x

f x f x

b x ax b x x b

f x f x

a b x ax b x

a a

f

f

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (( )[ ])

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim (

(

( )[ ])

)

(

)

)

(

− +

− +

+ −

+ −

→ →

→ →

→ →

→ →

=

= + + = − ⇒ =

=

+ + = + + = −

+ = − ×

=

⇒ =−

=
0 0

2

0 0

2 2
2

2 2

1 0

4 2

0

1

34 2 2 1

2

1
2

28589 ] برابر است بان9زگ -90 , ]5 6 آهنگ تغییر متوسط تابع f در بازۀ   4

f f( ) ( )− −= =−
−

6 5 3 4 1
6 5 1

f است. x( )′ از طرف دیگر، آهنگ تغییر لحظه ای این تابع در نقطۀ x برابر 

x xf x x x f x
x x x x

( ) ( ) − + − +′= − + ⇒ = =
− + − +

2
2 2

2 4 221 4
2 21 4 21 4

بنابراین 
x x x x
x x

x x x x x x

x x .¡.¡.ù

( ) ( )*

, ( )

− + =− ⇒ − + = −
− +

− + = + − ⇒ − − =

= + = −

2 2
2

2 2 2

2 1 21 4 2
21 4

21 4 4 4 2 8 17 0

5 2 5 22 2
2 2

) مقدار x باید بیشتر از 2 باشد. )* توجه کنید که طبق معادلۀ 



فصل دوم: آزمون ها
)324(

28599 ابتدا توجه کنید کهن9زگ -90  3
xf x x f

x x

f x m f
x x x

( ) ( )

( ) ( )

−= = − ⇒ = × − =

′ ′= + ⇒ = = + =

5 4 4 45 4 5 2 8
2

5 2 5 2 34
4 8 22

3 می گذرد، به صورت زیر است:
2

) با شیب  , )4 8 معادلۀ خطی که از نقطۀ 

y x y x( )− = − ⇒ = +3 38 4 2
2 2

، عرض نقطۀ تقاطع با محور y برابر 2 به دست می آید. x=0 اگر قرار دهیم 
28609 x−2 بخش پذیر اس�ت. پس ن9زگ -90 P بر 1 x( ) چند جمل�ه ای   1

. بنابراین  P( )=1 0
2

P a a

P x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + + − = ⇒ =

= + + −

4 3 2

4 3 2

1 1 1 1 12 2 3 0 7
2 2 2 2 2

2 7 2 3
x+2 برابر است با P بر  x( ) پس باقی ماندۀ تقسیم 

 P( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − − =−4 3 22 2 2 7 2 2 2 3 2 10  

28619 f ن9زگ -90 x  x   x( ) | | | |= − + +2 1 طول نقاط تقاطع نمودار تابع های   4
f به دست می آید. پس  x g x( ) ( )= g از معادلۀ  x x( )= +7 و 

 

f x g x x x x

x x x x x

x x x x x  

x x x x x

(.¡.¡.ù)

( ) ( ) | | | |= ⇒ − + + = +

≥ ⇒ − + + = + ⇒ =

− ≤ ≤ ⇒− + + + = + ⇒ =−

≤− ⇒− + − − = + ⇒ =−

2 1 7

2 2 1 7 8

1 2 2 1 7 4

1 2 1 7 2

 

B نقاط تقاطع هس�تند ک�ه فاصلۀ آن ها برابر    ( , )−2 5 A و    ( , )8 15 بنابرای�ن 

 AB ( ) ( )= + + − =2 28 2 15 5 10 2 است با   

28629 ، پس ن9زگ -90 og a(f )( )− − − =1 1 9 راه حل اول فرض کنید   4
f g a f a g     a

a a
a a g g a a

a a a a a     a  (.¡.¡.ù)

( ( )) ( ) ( ) ,

( )
( ) ( )

( )( ) ,

− − −

−

− = ⇒ = − ≥

− − +
− + = − ⇒ − + =− ⇒ =−

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

1 1 1

2
2 1 2

2

9 9 2

3 4 94 9 9 4 9 9 9
2

4 12 0 6 2 0 6 2
راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

 x  

y f x x x y x y x

x   y x y

x y f x x

( ) ( ) ( )

| |

( )

≥

−

= = − + ⇒ = − + ⇒ − = −

− = − → − = −

= + − ⇒ = + −

2 2 2

2

1

4 9 2 5 5 2

2 5 2 5

2 5 2 5
از طرف دیگر،

 xy g x y x x y g x x( ) ( )−−= = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −13 2 3 3 2 3 2
2

 

بنابراین 
f og g f

f

( )( ) f ( ( )) ( ( ))

( )

− − − − −

−

− = − = − −

= + − =

1 1 1 1 1

1

9 9 3 2 9

21 2 21 5 6

28639 f را نسبت ن9زگ -90 x x( ) ( )= − 21 اگر بخواهیم قرینۀ نمودار تابع   2
به مبدأ مختصات رسم کنیم، ابتدا باید آن را نسبت به محور x سپس نسبت به محور 
y قرینه کنیم )یا ابتدا نس�بت به محور y س�پس نس�بت به محور x قرینه  کنیم(. 
y خواهد بود. اگر این نمودار را چهار واحد  f x( )=− − ضابطۀ این تابع به صورت 
g رس�م می شود. طول نقاط  x f x( ) ( )=− − +4 به بالا منتقل کنیم، نمودار تابع 

f به دست می آید: x g x( ) ( )= تلاقی نمودار تابع های f و g از معادلۀ 

 f x g x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − =− − − +

− + =− − − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

1 1 4

2 1 2 1 4 1 1

28649 را ن9زگ -90  Ĉsin مق�دار   C
C

ˆcot
ˆsin

+ =2
2
11 از  ابت�دا   3

به دست می آوریم:

 C C
C

ˆ ˆ( ) sin sin
ˆsin

+ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

5 1 4 21
2 9 3

بنابراین 

 AH AHAHC C AH
AC

ˆ:sin = ⇒ = ⇒ =2 64
3 96



28659 ابت�دا توج�ه کنید که تعداد اعداد نوش�ته ش�ده در چهل ن9زگ -90  3

   ( )+ + + + = + =401 2 3 40 1 40 820
2

 دستۀ اول برابر است با  

بنابراین آخرین عدد واقع در دس�تۀ چهلم همان هشتصدوبیستمین عدد طبیعی 
. × − =2 820 1 1639 فرد است که برابر است با 

28669 ]   در نظر گرفته شده است، بنابراین ن9زگ -90 , ]−2 2 دامنۀ تابع بازۀ   2
x=−2 حد ندارد و پیوس�ته نیست. در نقاط غیرصحیح  x=2 و  تابع در نقاط 
y پیوسته اند. بنابراین حاصل ضرب  xsin= π y و  x[ ]= )، توابع  , )−2 2 بازۀ 
f نیز پیوسته است. در نقاط صحیح این بازه  x x x( ) [ ]sin= π آن ها، یعنی تابع 
y ناپیوس�ته اس�ت ولی چون تابع  x[ ]= ( تابع  x=−1 و x=1 ، x=0 )یعنی 
y پیوسته است و مقدار آن برابر صفر است، تابع f پیوسته خواهد بود.  xsin= π

x=−2 ناپیوسته است. x=2 و  بنابراین تابع f فقط در دو نقطۀ 

28679 و ن9زگ -90  f x x x( )= تابع ه�ای  نم�ودار  اگ�ر   4
x=4 بر یک خط مماس باشند، آن گاه  g در نقطۀ مشترک  x x ax b( )= + +2

 
f g a b b a

f g a a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ = + + ⇒ =− −

′ ′= ⇒ = + ⇒ =− ⇒ =

4 4 8 16 4 8 4

4 4 3 8 5 12
 

توجه کنید که 

 f x x x x f x x f

g x x ax b g x x a g a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= = ⇒ = ⇒ = × =

′ ′= + + ⇒ = + ⇒ = +

3 1
2 2

2

3 34 2 3
2 2
2 4 8

 

28689 f را به دست می آوریم:ن9زگ -90 ( )′ 2 ابتدا   1

 xx f x x x f x f
x x

( ) ( ) ( )+′ ′≤ < ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+

2
2

2 6 50 4 6 2
42 6

 

]x برقرار  ]=1
4

، تس�اوی  x=5 اکن�ون توجه کنید که در یک همس�ایگی نقطۀ 

است. پس در این همسایگی می توان نوشت 
 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =2 9 2 9 5 10 9 1 

. f f( ) ( )′ ′− =12 5
4

بنابراین 
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