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گ�زارۀ گزین�ۀ )3( ی�ک گ�زارۀ همیش�ه درس�ت و در نتیجه یک 11381 	3
قضی�ه اس�ت. پس برای آن مثال نق�ض وجود ندارد. توجه کنی�د که گزاره‌های 
س�ایر گزینه‌ها قضیه نیس�تند، پس برای آن‌ها مثال نقض وج�ود دارد. برای رد 

گزینه‌های )1( و )2(، دو مثلث زیر را در نظر بگیرید:

مساحت این دو مثلث برابر 24 است، ولی این دو مثلث هم‌نهشت نیستند. 
همچنی��ن هر دو مثلث ارتفاعی به اندازۀ 8 و ضلعی به اندازۀ 6 دارند. برای 

رد گزینۀ )4( مثلث زیر را در نظر بگیرید:

بنابر فرض چهارضلعی ABCD مربع اس�ت. با توجه به ش�کل 11391 	4
می‌نویسیم

 
MNC N N

N C
DNC D N C

ˆ ˆ ˆ
ˆˆ

ˆˆ ˆ:

= ⇒ + = ⇒ =
= ⇒ + = 

0 0
1 2

1 10 0
2 1

90 90

90 90

بنابراین دو مثلث قائم‌الزاویۀ AMN و DNC با داش��تن دو زاویۀ مساوی 
متشابه‌اند، پس

 AN xNC DC DC DC x
MN AN AN

== ⇒ = → =2 2
1

در نتیجه
 AN xAD DC x ND x== = → =2

پس

 
DNC NC ND DC x x x

x x

: ( )= + ⇒ = + ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 5 4
4 2
5 5



=x است. بنابراین 42
5

پس طول ضلع مربع مساوی 

 ABCDS x( ) ( ) /= = = =2 24 162 3 2
55

11401 BC وس�ط E و BG وس�ط D وصل می‌کنیم. چون G به C از 	1

. از طرف  GP GE=2
3

است، پس P مرکز ثقل مثلث BGC است. در نتیجه 

. بنابراین  GE AG=1
2

دیگر G مرکز ثقل مثلث ABC است، پس 

 AGGP AG AG
GP

( )= = ⇒ =2 1 1 3
3 2 3

BF و 11411 BC= دو مثلث ABC و BEF هم‌نهش�ت‌اند، پس 1= 	4
. در ای�ن  FH x= . اکن�ون ف�رض می‌کنی�م  AF=1 پ�س ، EF AB= =2

BH و داریم x= −1 صورت 
AH DH x DHABC DH BC
AB BC

xDH

DH BH DH xBEF DH EF
EF BF

DH x

u²IU ¾â Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||

: ||

+→ = ⇒ =

+=

−→ = ⇒ =

= −

1
2 1

1
2

1
2 1

2 2





بنابراین

 
x x x x x x

DH x /

+ = − ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =

= − = − = =

1 32 2 1 4 4 5 3
2 5

6 42 2 2 0 8
5 5

 

، یعنی 11421 O′ مماس‌های رسم شده در نقطۀ تلاقی دو دایره به مراکز O و  	1
نقطۀ A بر هم عمودند. پس این مماس‌ها از مراکز دو دایره عبور می‌کنند. در نتیجه 

′OAO که قائم‌الزاویه است، می‌نویسیم در مثلث 
 OAO OO OA O A OO:′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 28 15 289 17  

می‌دانیم پاره‌خط PQ موازی ضلع BC است. پس11431 	4

 
PQ PQAPABC PQ BC

AC BC BC
PQ
BC

u²IU â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||

( )

→ = ⇒ =

=

5
4 5

1 1
4



از طرف دیگر با استفاده از قضیۀ نیمساز می‌نویسیم:

 

AP AM AMAMC MP MC AM
PC MC MC

AMC MP MP AM MC AP PC

AM AM AM

AM AM AM MC BC

PQ PQ(1) pH

pIvµÃº 

pIvµÃº 

:

:

( )( )

⇒ = ⇒ = = =

⇒ = × − ×

= × − ⇒ = −

= − ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

→ = ⇒ =

2

2 2

2 2

5 3
3 5
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1 6

24 4




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 AMB و AMC به‌ترتیب نیمس��ازهای زاویه‌های MQ و MP در ضم��ن
 MPQ در نتیجه مثلث .α+β= 090 ، پس  α+ β= 02 2 180 هس��تند. پس 

قائم‌الزاویه است. بنابراین

PQ MP MQ MQ

MQ MQ

= + ⇒ = +

= − = ⇒ =

22 2 2 2 2

2

6 33

36 33 3 3

براب�ر 11441 مس�احت  افزای�ش  می�زان  هم‌پیرامون�ی،  مس�ئلۀ  بناب�ر  	3

ABC است. DECS S+2 2

 
ABC

DEC

S AB BC

S DE DC

( sin )

( sin )

= × = × × =

= × = × × =

0

0

1 22 2 135 4 6 2 24
2 2
1 32 2 120 2 3 3 9
2 2

 

+ است. =24 9 33 بنابراین میزان افزایش مساحت برابر 

B−1 را به دست می‌آوریم:11451 ابتدا ماتریس  	1

 B B−
− − − −     

= ⇒ = =     
−− − − −          

12 3 1 3 1 31
2 31 1 1 2 1 2

 

اکنون طرفین تساوی داده شده را از سمت راست در B−1 ضرب می‌کنیم.

 

BI A B

B A

−×−

− −

 
− = → 

− −  
− −     

− = =     
− − − −          

11

1 1

7 5
3 2

12 11
7 5 1 3 2 11

3 2
12 11 1 2 1 14

 

پس کوچک‌ترین درایۀ این ماتریس 11− است.
A2 را به دست می‌آوریم:11461 ابتدا ماتریس  	4

A A A

A

   
   

= × = − − − − − −   
   
      

 
 

= − − − = 
 
  

2
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1

 
A

A

 ÁIÀï¾ÄHnj Joò®ÅIe

 ÁIÀï¾ÄHnj Joò®ÅIe

=2 1 پس�

ابت�دا در معادلۀ س�همی ح�رف a را به m تغیی�ر می‌دهیم تا a با 11471 	2
ص�ورت  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  پ�س  نش�ود.  گرفت�ه  اش�تباه  س�همی  پارامت�ر 
y اس�ت. اکن�ون معادل�ۀ س�همی را ب�ه صورت اس�تاندارد  y x m− + =2 2 4

می‌نویسیم:

 
y y x m y x m y x m

my x

( ) ( )

( ) ( )

− + = ⇒ − − + = ⇒ − =− + +

− =− − −

2 2 2

2

2 4 1 1 4 1 4 1
11 4

4 4
 

)mS است به طوری که  , )+1 1
4 4

پس این س��همی افقی رو به چپ با رأس 

. معادلۀ خط هادی این نوع سهمی به صورت زیر است: a=1 پس . a=4 4
xm mx a x

m m

= ×= +α⇒ = + + → = + →

= + ⇒ =

3 41 51 3
4 4 4 4

12 5 7
نقاط B ، A و C وسط‌های اضلاع مثلث MNE به مساحت 16 11481 	3

1 متشابه است، پس
2

MNE با نسبت  ABC با مثلث  هستند. چون مثلث 

 MNESABC
ABC

MNE

S
S

S
( )

== = → =1621 1 4
2 4

 

اکنون با استفاده از ضرب خارجی، مساحت مثلث ABC را پیدا می‌کنیم.
 

 

ABC

A a       B a b       C a b

AB B A b       AC C A b

i j k

AB AC b b b i b b i

b

S AB AC b b b b

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , )

( ) ( )

| | ( ) | |

= − = − = − = −

× = − = − + − = − −

−

= × ⇒ = − − ⇒ − − =

2 2

2 2 2

4 1 3 9
0 4 2 0 5 1

0 4 2 5 4 10 5 6
0 5 1

1 14 5 6 5 6 8
2 2

 

  

 

 

 

بنابراین

 
b b b b b

b b b b b

 oÄjI£¶ Ì¼µ\¶

 oÄjI£¶ Ì¼µ\¶

− − = ⇒ − − = ⇒ =

− − =− ⇒ − + = ⇒ =

2 2

2 2

5 6 8 5 14 0 5

5 6 8 5 2 0 5
پس مجموع مقادیر ممکن برابر b مساوی 10 است.

11491 . CE x=2 ED و x= CD نتیجه می‌گیریم  ED=3 از فرض  	2
 FH عمود F اکنون از نقطۀ . AB CD x= =3 . در نتیج�ه  CD x=3 پس 
 H پس ، DE FH AB|| || را بر AD وارد می‌کنیم. در ذوزنقۀ ABED چون 
وسط AD است. بنابراین پاره‌خط FH وسط‌های دو ساق ذوزنقه را به هم وصل 

کرده است. پس
AB DE x xFH x+ += = =3 2

2 2
در نتیجه�

AFH AF AH FH x x x x: = + ⇒ = + = ⇒ =2 2 2 2 2 29 2525 4 24 4
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بنابراین

AFED AFH DEFH

x
AFED

S S S AH FH DH DE FH

x x x x x x x x

S

( )

( )( ) ( )( )

=

= + = × + +

= + + = + =

→ = × =

2 2 2

2 2

1 1
2 2

1 3 1 3 3 9 152 22 2 2 2 2 4 4
15 2 154

ابتدا حاصل دترمینان سمت راست را به‌دست می‌آوریم. 11501 	2
log log

(log ) (log )
log log

(log log )(log log ) log log log

= −

= − + = =

2 25 2
5 2

2 5
5 55 2 5 2 102 2

بنابراین
x x xlog( ) log+ = ⇒ + = ⇒ =5 5 13 1 3 12 2 2

پس

xlog log log log− −= = = =−1
2

1
22 2

2

1 12 2 2
2 1

2
× مکعب کوچک ساخته شده 11511 × =4 4 3 48 مکعب داده ش�ده از  	2

اس�ت. نمای بالای خواس�ته شده ش�امل 10 مکعب اس�ت، پس حداکثر تعداد 
مکعب‌های�ی ک�ه باید برداش�ته ش�وند تا به نمای خواس�ته ش�ده برس�یم، برابر 

− است.  =48 10 38
فرض کنی�د مثلث ABC قائم‌الزاویۀ متساوی‌الس�اقین باش�د. 11521 	4

برای رس�م عمودمنصف س�اق AC باید کمانی به شعاع بزرگ‌تر از نصف طول 
AC بزنی�م. ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل اگ�ر O مرک�ز دای�رۀ محاط�ی باش�د، آن‌گاه 
′OTAT مربع و OA نیمس�از  . در نتیج�ه چهارضلع�ی  OT OT′= = 2
OAT قائم‌الزاویۀ متساوی‌الساقین است، یعنی  زاویۀ A است. بنابراین مثلث 
بنابرای�ن   . OA=2 و   AT OT= = 2 پ�س   . A Oˆ ˆ= = 0

1 1 45
. در نتیجه AH= +2 2

AHC C AH AC AC

AC AC

ˆ:

( )

= ⇒ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

0 2 245 2 2
2 2

2 12 2 1 2 1
2 2



، یعنی از  AC1
2

پس ش��عاع کمان برای رس��م عمودمنصف AC بای��د از 

2+ بیشتر باشد.  1

11531 AD متساوی‌الس�اقین اس�ت، پ�س ارتفاع ABC چ�ون مثلث 	1
نیمساز زاویۀ A است. در ضمن

 
AB AC

C

AB ACCE CE BAC

C Cˆ

ˆ

ˆ ˆ

=

=

= → = ⇒ =

= → =
0

0

750 0
1 2

30
2 2

60 15

BC1 است.همچنین 
4

بنابراین در مثلث قائم‌الزاویۀ BEC ارتفاع EF مساوی 

در این مثلث قائم‌الزاویه DE میانه است، پس نصف BC است و داریم
BC BCDE BC

EF

= ⇒ + = ⇒ = +

+= = +

2 3 4 4 3 8
2 2

4 3 8 3 2
4

اکنون با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ می‌نویسیم
BEC EF BF FC BF BC BF

BF BF

BF BF BFKÄHoò Ì¼µ\¶

 .SwH oÿÅ

: ( ) ( )

( )

( )

= × ⇒ + = −

+ + = + −

− + + + = → =

2 2

2

3 2
3 4 4 3 4 3 8

4 3 8 7 4 3 0 1



مطابق شکل نیم‌دایره را کامل می‌کنیم تا دایره تشکیل شود. در این 11541 	3
 OF اکنون . B̂= 090 B محاطی روبه‌رو به قطر دایره اس�ت، پس  صورت زاویۀ 
از س�مت O را امت�داد می‌دهیم تا دای�ره را در نقطۀ D قطع کند. با اس�تفاده از 

روابط طولی در دایره می‌نویسیم 

OD OC

BE ED BE OE ODBE EC EF ED
EF EC EF EC

BE OE OC BE OE OC   
EF EC EC EC EC

( )=

+× = × ⇒ = ⇒ =

+→ = ⇒ = + 1

اکنون با توجه به شکل داریم
OE OCOEC       
EC EC

: sin( ) cos , sin= −α = α = α090

پس

 

BE 
EC

BE
EC

 pH

sin /

( ) cos sin sin sin

/
α= =

⇒ = α+ α= − α+ α

→ = − + = + = = =

2

40 8 5

1 1

16 4 3 4 7 141 1 4
25 5 5 5 5 10
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با استفاده از روابط طولی در دایره می‌نویسیم 11551 	4

AT AB AC y y

MD ME MB MC x x

( )

( )

= × ⇒ = + + ⇒ =

× = × ⇒ + = ⇒ =

2 26 3 3 4 5
2 3 1 20 3

x
y

/= = =3 6 0 6
5 10

بنابراین�

′A بازتاب A نس�بت به خط d اس�ت. چون بازتاب 11561 در ش�کل  	1
A بنابر  H′ . در ضمن ارتفاع  OA OA′= =10 تبدیل ایزومتری اس�ت، پس 

است. پس /9 6 فرض برابر 

 
OA H OH OA A H

OH

: / ( / )( / )

( / )( / )

′ ′ ′= − = − = − +

×= = × ⇒ = =

2 2 2 2 210 9 6 10 9 6 10 9 6
4 196 2 14 140 4 19 6 10 10 10 5



OHOA H O
OA

ˆ:cos′ = = = =
′

14
14 75

10 50 25
 در نتیجه�

اکنون با استفاده از قضیۀ کسینوس‌ها می‌نویسیم 
OAA AA OA O A OA OA O

AA AA       AA AA

ˆ: cos

( )( )

,

′ ′ ′ ′= + ± ×

= + ± = ±

′ ′ ′ ′= ⇒ = = ⇒ =

2 2 2

2 2

2
7100 100 2 100 200 5625

256 16 144 12



′AA برابر 28 است.  بنابراین مجموع مقادیر ممکن برای 

Âcos را به‌دست می‌آوریم. 11571 ابتدا به کمک قضیۀ کسینوس‌ها  	2

ABC BC AB AC AB AC A

A A

ˆ: cos

ˆ ˆ( )( )cos cos

= + − ×

= + − ⇒ =−

2 2 2

2 2 2

2
17 4 5 2 4 5
5



AT AT P a + +′= = − = − =4 5 7 7 1
2

از طرف دیگر داریم�
بنابراین

ATT TT AT AT AT AT A

TT

ˆ: cos

( )( )( ) /

′ ′ ′ ′= + − ×

′= + − − = + = ⇒ = = =

2 2 2 2
1 2 12 2 3 2 151 1 2 1 1 2 0 4 155 5 5 55



11581  a b
b

| |

| |

⋅




 b برابر 


a بر بردار 
 می‌دانی�م اندازۀ تصویر قائم ب�ردار  	4

a برابر است با
 a بر امتداد بردار  b

a b| | | |
+








است. پس اندازۀ تصویر قائم بردار 

a a ba b a a a ba
a a ab b b

a a a

a a

a

| | | || |cos
|( ) | | | | |
| | | | | || | | | | |

| | | | | |

| | | |( )

| |

⋅ ⋅+ ⋅ + +
= =

+
= = + =



 
 

   



  

  

  

 



2 060

1
2 1 31

2 2
ابتدا دترمینان ماتریس A را پیدا می‌کنیم.11591 	3

A   | | ( ) ( )

( )

= = − + −

+ − =

2 3

4

1 2 2
1 2 2 2

2 1 2 1 1 2 1
2 1 2 1

2 2 1
2 1

2 1 5
2 2

از طرف دیگر

A

A kA A  A A k I  

A A k I A k I  | |

| | | ( ( ) )|

| || ( ) | | ( ) |=

+ − = ⇒ + − =

+ − = → + − =

2

5

125 1 125

1 125 1 25

A را به‌دست می‌آوریم. k  I( )+ −1 اکنون ماتریس 
k

A k I k

k

k

k

k

( )

   −
   

+ − = + −   
   

−      
 
 

= 
 
  

1 2 2 1 0 0
1 2 1 2 0 1 0

2 2 1 0 0 1
2 2

2 2
2 2

k

A k I  k

k

k
k

k k

k
k k

| ( ) |

( ) ( )

( )

+ − =

= − + −

+ − = − +

2 3

4 3

2 2
1 2 2

2 2
2 2 2

1 2 1
2 2

2
2 1 12 16

2 2

بنابراین
k k k k k− + = ⇒ − − = ⇒ =−3 312 16 25 12 9 0 3
k I  k I k|( ) | ( ) | | ( ) ( )+ = + = + = − + =−3 3 3

3 31 1 1 3 1 8

k را با امتحان کردن مقادیر  k− − =3 12 9 0 )توجه کنید که جواب معادلۀ 
3± پی��دا کرده‌ای��م. جواب‌ه��ای دیگ��ر این معادل��ه اعدادی   ، ±2  ، ±1

گنگ هستند.(
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ب�ا اس�تفاده از فرض‌ه�ای س�ؤال مقادی�ر صحی�ح c ،b ،a و d را 11601 	3
به‌دست می‌آوریم. 

a a

B I b b

c d c d

ac a ad

b

c cd ac d

     
     
   = ⇒ = 
     
         

 + +  
   
 = 
   
   + +   

2

2

2

1 0 1 0 2 0 0
2 0 2 0 0 2 0 0 2 0

0 0 0 0 2
1 0 2 0 0

0 2 0 0 2 0
0 0 20

بنابراین�

c  

ac ac a c

b b b

c cd c d d d

,

( ) ≠

 + = ⇒ = ⇒ ≠ ≠

 = ⇒ = ⇒ =±


+ = ⇒ + = → + = ⇒ =−

2 2

0

1 2 1 0 0

2 2 1 1

0 1 0 1 0 1 �

dحالت اول:
b

ac  

A  ad bc a c

a c a  c

| |

,

=−
=

=

= ⇒ − = →− − =

+ =− → =− =−

1
1

1

2 2 2

2 1 1 �
c

d a
b

A  ad bc a c| |
=

=−
=−

= ⇒ − = →− + = →
1

1
12 2 2 حالت دوم:�

a a a a a a  
a

− ± +− + = ⇒− + = ⇒ + − = ⇒ = ∉2 21 2 4 42 1 2 2 1 0
2

 �

b=1 و داریم و  d=−1 ، c=−1 ، a=−1 پس
a

B B B I B B b

c d

 
 
 = × = × = =
 
  

− −   
   
   = =
   
− − − −      

3 2
1 0

2 2 2 0 2 0
0

1 0 1 2 0 2
2 0 2 0 0 2 2 0

1 0 1 2 0 2

براب��ر   B3 ماتری��س  غیرصف��ر  درایه‌ه��ای  حاصل‌ض��رب  نتیج��ه  در 
) است.  )( )( )( )− − − =−2 2 2 2 2 2 32 2

راه‌حل‌اول با توجه به داده‌های سؤال شکلی رسم می‌کنیم. در این 11611 	4
ص�ورت مرک�ز دای�ره در ناحی�ۀ چه�ارم ق�رار دارد، پ�س گزینه‌ه�ای )1( و )2( 
 O( , / )−4 3 5 نادرست‌اند. اکنون گزینه‌های )3( و )4( را امتحان می‌کنیم. اگر 
را مرکز دایره در نظر بگیریم، آن‌گاه ش�یب OB باید قرینۀ معکوس ش�یب خط 

x باشد.  y− =3 2 6

OB
ym  
x

     ôi KÃ{
/ ,

−∆ − −= = = =− =
∆ −

7
3 5 0 7 32
4 2 2 4 2

دیده می‌شود که حاصل‌ضرب این دو شیب برابر 1− نیست. پس گزینۀ )3( 
هم نادرست است. پس گزینۀ )4( درست است. 

راه‌ح��ل دوم مرک��ز دایره روی عمودمنصف وتر AB و روی خط OB اس��ت. 
معادلۀ هر دو خط را می‌نویسیم و با هم قطع می‌دهیم تا مرکز دایره به‌دست آید. 

− است.  2
3

x و برابر  y− =3 2 6 شیب خط OB قرینۀ معکوس شیب خط 

همچنین ش��یب خط عمودمنصف AB قرینۀ معکوس ش��یب AB است و 

A می‌گذرد.  BM  ( , )+= = 13 1
2 4 4

خط عمودمنصف از نقطۀ 

OB
AB

m       
m

OB y x y x x y

AB y x x y

x y

x y
x  y O  

x y

þ~¹¶j¼µø KÃ{

 ôi

 þ~¹¶j¼µø ôi

,
/
/

: ( )

: ( )

/ , ( / , )

− −=− = = =−

− =− − ⇒ =− + ⇒ + =

− =− − ⇒ + =

+ =

+ = ⇒ = =− ⇒ −
+ =

2 1 1 5
3 0 5

2 5
2 2 40 2 2 3 4
3 3 3

1 135 20 4 66
4 4

10 2 33
2 3 4

3 5 1 3 5 1
10 2 33

. بناب�ر خاصی�ت بازتابندگی 11621 HH′=2 3 بناب�ر فرض س�ؤال  	3

. در نتیجه F̂= 060 . پس  M Mˆ ˆ=1 2 بیضی نتیجه می‌گیریم 

MFH F MH MF

MF H F MH MF

MH MH MF MF HH a

a a

´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

ˆ:

ˆ:

( ) ( )

( )


= ⇒ = →

 ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =

′ ′ ′+ = + ⇒ =

= ⇒ =

0

0

360 2
360 2

3 3 22 2
32 3 2 2 42





ص�ورت 11631 ای�ن  در  می‌کنی�م.  وص�ل   S نقط�ۀ  ب�ه   O مرک�ز  از  	3
، پ�س مثل�ث OPS متس�اوی‌الاضلاع اس�ت. اکنون  OS OP SP R= = =
ارتف�اع SH را در این مثلث رس�م می‌کنیم. چون عرض نقطۀ S برابر 3 اس�ت، 

SH OP R R= ⇒ = ⇒ = =3 3 63 2 3
2 2 3

SH=3 و داریم پس 

بنابراین  
OS R a a a a= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±2 2 2 23 2 3 9 12 3 3

 a در ناحیۀ اول دستگاه مختصات قرار دارد، پس S با توجه به ش��کل نقطۀ
 . a= 3 باید مثبت باشد، پس 
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زاوی�ۀ xOy را در نظ�ر بگیری�د. خ�ط d را م�وازی ضلع Oy به 11641 	4
′d را موازی ضلع Ox به فاصلۀ 2k از آن رسم می‌کنیم.  فاصلۀ k از آن و خط 

نقطۀ تلاقی این دو خط، یعنی نقطۀ A جواب سؤال است.

11651 D وصل می‌کنیم. زاویۀ D به C از 	2

. از  D̂= 090 محاط�ی روبه‌رو به قطر اس�ت، پس 
طرف دیگر از مرکز O به نقطۀ E وس��ط کمان 
DC وصل می‌کنیم. در این صورت OE بر وتر 
DC عمود خواهد ش��د. بنابراین دو خط OE و 
بنابرای��ن  عمودن��د،   DC ب��ر  دو  ه��ر   AB

. در ضمن نقاط O و F وسط‌های دو ضلع مثلث ABC هستند.  OE AB||

. در نتیجه نقاط E ،O و F روی  OF AB|| پ��س بنابر عکس قضی��ۀ تالس 
یک خط موازی با AB قرار دارند و داریم 

OE R OF OE EF/ / /= = ⇒ = + = + =4 5 4 5 2 6 5
پس

CF OFABC OF AB
AC AB

AB
AB

u²IU ¾â Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||

/

→ =

= ⇒ =1 6 5 13
2



ای�ن مکعب از 64 مکعب کوچک به 11661 	4
× تش�کیل ش�ده اس�ت. مکعب‌ه�ای  ×1 1 1 ابع�اد 
کوچکی که فقط یک وجه آن‌ها رنگ شده است، در 
مرکز وجه‌ه�ای مکعب بزرگ قرار دارند. در ش�کل 
مکعب‌ه�ای پررنگ‌ت�ر مورد نظر س�ؤال هس�تند. 

بنابراین
Â«ºn ¾]» ¦Ä IM ¦a¼¨ ÁIÀïK÷§¶ jHk÷U ( )( )= − − =6 4 2 4 2 24

11671 EFD مثل�ث  . چ�ون  AE ED DC x= = = ف�رض کنی�د  	3
AEF و  . در نتیجه هر دو مثلث  EF FD x= = متس�اوی‌الاضلاع اس�ت، پس 
. پس  C Aˆ ˆ= = 0

1 1 30 0120 هستند، پس  DFC متساوی‌الساقین با زاویۀ رأس 

AF و  y=2 AF داریم 
BC

=2
3

. از ط�رف دیگر با اس�تفاده از ف�رض  AF FC=

 AFB . اکنون با توجه به ش�کل زاویۀ  BF y= FC و  y=2 . پس  BC y=3
060 است، پس با استفاده از قضیۀ کسینوس‌ها می‌نویسیم برابر 

ABF AB AF BF AF BF

y y y y y y y

y y y FC y

: cos

( ) ( ) ( )( )cos ( )

= + − ×

= + − ⇒ = + −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

2 2 2 0

2 2 2 0 2 2 2

2 2

2 60
13 3 2 2 2 60 27 4 4
2

27 3 9 3 2 6



11681 r است. اگر π4 3 ، یعنی  π48 محیط مثلث محیطی برابر  	1

. از طرف دیگر مساحت مثلث برابر 3  Sr
P

= شعاع دایره محاطی باشد، آن‌گاه 

به اضافه مساحت دایره است، بنابراین

rr r r r r

r r rW±X¶ SeIv¶( )

( )

+π= ⇒ π = +π ⇒π − π + =
π

π − = ⇒ = ⇒ = +π
π

= +π =
π

2 2 2

2 2

3 2 3 3 2 3 3 0
2 3

33 0 3
33 6

با استفاده از قضیۀ نیمساز می‌نویسیم11691 	4

AE ADABD DE
EB DB

 pIvµÃº : ( )⇒ = =3 1
7



اکنون از قضیۀ تالس استفاده می‌کنیم.
AF AE AFABC  EF BC
FC EB FC

AF AF AF
AC
FC AC AF

 pH

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

( ): || ⇒ = → =

→ = ⇒ = ⇒ =

= − = − =

1 3
7

3 3 12
10 8 10 5

12 288
5 5



AF و عکس قضیۀ نیمس��از می‌ت��وان نتیجه  AD
FC DC

= =3
7

حالا از تناس��ب 

ADC است، پس گرفت DF نیمساز زاویۀ 

ADC DF DF AD DC AF FC

DF

DF

 pIvµÃº :

( )( ) ( )

/

⇒ = × − ×

= × − = − × = − = ×

= =

2

2 12 28 16 16 93 7 21 21 211 21
5 5 25 25 25

3 21 0 6 21
5



11701 ADB ADB نتیج�ه می‌گیری�م مثل�ث  BADˆˆ = از ف�رض  	3

. اکنون با استفاده از قضیۀ سینوس‌ها  AB BD= متساوی‌الساقین است، پس 
می‌نویسیم.

AB BD

BDBCBC ABABC
yx

BC BD BC ABBDC
y x

x
y

´Ã¹¨ïÂ¶ ´Ãv£U

:
sinsin sinsin

:
sin sinsin sin

sin sin ( )
sin sin

=

 = → =
 =


→ =

00

0 0
0
0

12045

120 45
45 1
120





y و داریم xsin cos= ، پس  x y+ = 090 از طرف دیگر 

x x
x

 pH 
sin( ) tan
cos

⇒ = ⇒ = =

2
2 621

33 3
2
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11711 B به A′ ′A باش�د و از  اگر بازتاب A نس�بت به خط d نقطۀ  	2
وص�ل کنی�م تا خط d را در نقطۀ C قطع کند، آن‌گاه بنابر مس�ئلۀ هرون، محیط 
، پ�س  C Cˆ ˆ=2 3 C و چ�ون  Cˆ ˆ=1 3 مثل�ث ABC مینیم�م اس�ت. پ�س 
′ACH به دلیل داش�تن  BCH و  . بنابراین دو مثلث قائم‌الزاویۀ  C Cˆ ˆ=1 2

دو زاویۀ مساوی متشابه می‌شوند.
CH BHBCH ACH
CH AH

CH        
HH

Zoh¶ nj KÃ¨oU

( )

′⇒ = = =
′ ′

→ =
′

6 3
4 2

3 1
5

 

از طرف دیگر
ABHHS HH BH AH

HH HH     

( )

( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ + =

′ ′= ⇒ =

150 3 50 3
2

1 10 50 3 10 3 2
2 �

CH CH »  pH ( ) ( ) ⇒ = ⇒ =32 1 6 3
510 3

11721 a
 u در راستای نیمساز زاویۀ بین بردارهای  در شکل بردار یکۀ  	3

 b−


a2 و  v در راس�تای نیمساز زاویۀ بین بردارهای  b اس�ت و بردار یکۀ 


و 
v در راستای نیمسازهای داخلی و خارجی زاویۀ بین  u و  است. چون دو بردار 
b هس�تند، پ�س بر هم عمودن�د. بنابراین مس�احت مثلثی که 



a و 
 دو ب�ردار 

v ساخته می‌شود برابر است با u و  توسط بردارهای 

S u v u v| | | || |sin= × = = × × × =01 1 1 190 1 1 1
2 2 2 2
   

آن‌گاه 11731 باش�ند،  مربع�ی   B و   A ماتریس‌ه�ای  اگ�ر  می‌دانی�م  	4
. پس AB A B| | | || |=

D BA B B A B B A| | | | | || || | | | | |= = =3 3 2 3

 . B| | ( )( )( )= − =−2 3 4 24 |A و  | ( )( )( )= − =−1 1 11
2 3 6

از ط��رف دیگر 

بنابراین�
D B A| | | | | | ( ) ( ) −= = − − = × × =− =−

× ×
2 3 2 31 1 16 824 24 24

6 6 6 6 6 3
ابتدا ماتریس D را پیدا می‌کنیم. بنابر فرض سؤال می‌نویسیم.11741 	1

D B C A B A B A BA BA BA( )( ) ( )= × × = × × × = = 2

اکنون ماتریس BA را به‌دست می‌آوریم.

BA BA| |

 
−    

= = ⇒ =    
       − 

1 01 0 1 2 00 1 20 1 0 0 11 0

D BA BA pH ( ) | | |( ) | | |⇒ = = = =2 2 21 2 4 بنابراین �

نقط�ۀ A روی س�همی قرار دارد. پ�س فاصلۀ نقط�ۀ A تا کانون 11751 	3
سهمی برابر فاصلۀ نقطۀ A تا خط هادی سهمی است. با استاندارد کردن معادلۀ 

سهمی معادلۀ خط هادی آن را پیدا می‌کنیم.

x y y y y x y x

y x y x

( )

( ) ( ) ( )

=− + − ⇒ − =− − ⇒ − − =− −

− =− + ⇒ − =− −

2 2 2

2 2

5 255 6 5 6 6
2 4

5 1 5 1
2 4 2 4

)S است و داریم , )1 5
4 2

پس سهمی افقی با دهانۀ رو به چپ با رأس 

a a= ⇒ =14 1
4

h
x a h x xÁjIÀ ôi ¾â ²jI÷¶:

=
= + → = + = ⇒ − =

1
4 1 1 1 1 0

4 4 2 2
بنابراین

AÁjIÀ ôi IU  ¾â ±ÅIÎ / | |

α− = ⇒α=
= ⇒α− = ⇒

α− =− ⇒α=−


1 3 21 3 2 21 5 1 32 2 1
2 2

با توجه به نمودار سهمی نقطۀ A به طول 2 نمی‌تواند روی سهمی باشد پس 
α=−1 قابل قبول است.

ص�ورت 11761 ای�ن  در  می‌کنی�م.  وص�ل   S نقط�ۀ  ب�ه   O مرک�ز  از  	3
، یعنی مثلث OPS متساوی‌الاضلاع است. پس ارتفاع  PS OS OP R= = =

. بنابراین R OP OH= = =2 4 SH میانه هم هست. در نتیجه 

SH OP ( )= = =3 3 4 2 3
2 2

2 است. 3 پس عرض نقطۀ S برابر 

زاوی�ۀ xOy را در نظ�ر بگیری�د. خ�ط d را م�وازی ضلع Oy به 11771 	4
k/1 از آن رسم  5 ∆ را موازی ضلع Ox به فاصلۀ معلوم  فاصلۀ معلوم k و خط 
، یعنی A نقطۀ مورد نظر سؤال است. پس  ∆ می‌کنیم. نقطۀ تلاقی دو خط d و 
برای پیدا کردن چنین نقطه‌ای از رسم خط موازی با یک خط از نقطه‌ای غیرواقع 

بر آن استفاده می‌کنیم.
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11781 OF قرار دارد، پس EC از O به F وصل می‌کنیم. چون F وسط  	3
 BC محاطی روب�ه‌رو به قطر E عمود می‌ش�ود. از ط�رف دیگر زاویۀ CE ب�ر وتر
. بنابرای�ن OF و AB ه�ر دو ب�ر CE عمودن�د. پ�س  Ê= 090 اس�ت، پ�س 
. در ضمن در مثلث ABC نقاط O و D به ترتیب وسط‌های اضلاع  OF AB||

 ،O بنابراین نقاط . OD AB|| BC و AC هستند. پس بنابر عکس قضیۀ تالس 

F و D روی یک خط موازی AB هستند. داریم

OF R
OD

DF

OD CDABC OD AB
AB AC

AB
AB

´Ã¹¨Â¶ Íµ]

u²IU â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||

 = = → = + =
 =

→ =

= ⇒ =

7
7 92 1
2 21

9
12 9
2



× مکعب کوچک تش�کیل ش�ده 11791 × =4 4 4 64 مکع�ب ب�زرگ از  	3
× مکعب  × =2 2 2 8 اس�ت. اگر از ه�ر طرف یک ردی�ف حذف کنی�م، آن‌گاه 
کوچ�ک باق�ی می‌مانن�د که هی�چ وجه رنگ�ی‌ای ندارن�د. از طرف دیگ�ر تعداد 

− است. بنابراین =64 8 56 مکعب‌های کوچک رنگ شده برابر 
½k{ ªºn RIL÷§¶ jHk÷U

½kzº ªºn RIL÷§¶ jHk÷U

= =56 7
8

11801 AED DFC و  . چ�ون مثلث‌ه�ای  DF x= ف�رض کنی�د  	1

DEF مثلث متساوی‌الاضلاع است، نتیجه می‌گیریم متساوی‌الساقین و مثلث 
AE DE DF EF FC x= = = = =

پس زاویه‌های روی شکل را خواهیم داشت
AD ADABD A BD

BD
ˆ: = ⇒ = ⇒ =030 2

2


فرض کنید r شعاع دایرۀ محاطی باشد. 11811 	4
P P P= π⇒ = π⇒ = π2 80 2 4 5 2 5

در ضمن مس��احت چهارضلعی محیطی مس��اوی 5 به اضافۀ مساحت دایره 
است، پس

S rr r r r
P

r r r r( )

+π= ⇒ = ⇒ π = +π
π

π − π + = ⇒ π − = ⇒ =
π

2 2

2 2

5 2 5 5
2 5

52 5 5 0 5 0

r½oÄHj ôÃd¶ ( )= π = π = π
π
52 2 2 5 بنابراین�

با استفاده از قضیۀ نیمساز می‌نویسیم11821 	4
AE ADABD DE
BE BD

AE AFABC EF BC
BE FC

u²IU â¾Ãñ¤

pIvµÃº :

: ||

⇒ = =

→ = =

3
5

3
5





 ADC . در نتیجه در مثلث ADC پاره‌خط DF نیمساز زاویه  AF AD
FC DC

= پس 
است. بنابراین

AF AF AF AF
FC AC

FC

ADC DF DF AD DC AF FC

DF

Zoh¶ nj KÃ¨oU

pIvµÃº :

( )

= → = ⇒ = ⇒ =

= − =

⇒ = × − ×

= × − × = − = × ⇒ =

2

3 3 3 21
5 8 7 8 8

21 357
8 8

21 35 49 15 153 5 15 1 15
8 8 64 64 8



0360 است. پس11831 در چهارضلعی ABCD مجموع زوایای داخلی برابر  	1

A ABC C ADC A

A A

ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆsin cos ( )

+ + + = ⇒ + +α+ =

+α= ⇒ = α

0 0 0 0

0

360 105 165 360

90 1
�

از طرف دیگر با استفاده از قضیۀ سینوس‌ها می‌نویسیم
AB BD AB BDABD

A

BC BD BC BDBDC

 pH( ): ( )
ˆ cossinsin

: ( )
sin sinsin

= → =
α

= ⇒ =
α α

1
0

0

2
130
2

3
2135

2





اکنون از تقسیم روابط )2( و )3( نتیجه می‌گیریم
AB
BCAB

BC
sin tan
cos

=α= → = α
α

2
32 2 2

3
C2 مساوی‌اند، پس مثلث‌های 11841 C1 و  بنابر مس�ئلۀ هرون دو زاویۀ  	3

′BCH به دلیل داشتن دو زاویۀ مساوی متشابه‌اند. ACH و  قائم‌الزاویۀ 
CH AHACH BCH
CH BH

CH
HH

nj KÃ¨oU

Zoh¶

~

( )

′⇒ = = =
′ ′

→ =
′

2 3 2
55 3

2 1
7

 

از طرف دیگر
ACHS AH CH

CH CH

 HH
HH

»  pH

( )

( ) ( )

= ⇒ × =

× = ⇒ =

′⇒ = ⇒ =
′

16 3 6 3
2

1 2 3 6 3 6 2
2

6 22 1 21
7

�
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11851 e2
 b و 



a و 
 e1 در راستای نیمساز داخلی زاویۀ بین بردارهای 

 	2

. بنابراین  e e⊥1 2
  در راستای نیمساز خارجی زاویۀ بین این دو بردار است. پس 

e2 مربع به ضلع 1 
 e1 و 

 متوازی‌الاضلاع س�اخته شده توس�ط بردارهای واحد 

2 است. است. در نتیجه طول قطر این مربع 

دترمینان ماتریس‌های A و B برابرند با11861 	4

A       B| | ( )( )( ) , | | ( )( )( )= − − − =− = − − − =−1 1 52 3 1 6 5
2 3 6

از طرف دیگر
AB AB A B|( ) | | | (| || |) (( ) ( ))= = = − × − = =2 2 2 2 256 5 25

6
ابتدا ماتریس A را به‌دست می‌آوریم11871 	1

A B C

   −
−     

= × = =     
      − −      

1 0 1 0 1
1 0 1

0 1 0 1 0
0 1 0

1 0 1 0 1

A2 را پیدا می‌کنیم اکنون ماتریس 

A A A

     − − −
     

= × = =     
     
− − −          

2
1 0 1 1 0 1 2 0 2
0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1 2 0 2

بنابراین
A5 = درایۀ سطر سوم و ستون اول   ) A2 سطر سوم( A ) A2 ستون اول(

     −
     

   = − = −             
− − −          

=− − =−

1 0 1 2 2
2 0 2 0 1 0 0 4 0 4 0

1 0 1 2 2
8 8 16

ابتدا معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می‌نویسیم11881 	2

y x y y x

y x y x

( )

( ) ( ) ( )

+ + + = ⇒ + − + + =

+ =− + ⇒ + =− −

2 2

2 2

3 92 3 2 0 2 2 0
2 4

3 1 3 12 2
2 4 2 8

)S است و 	 , )−1 3
8 2

پس سهمی افقی و دهانۀ آن رو به چپ با رأس 

 a a= ⇒ =14 2
2

�

)A روی س��همی از کانون و خط هادی آن برابر است.  , )α β فاصلۀ نقطۀ 
اکنون خط هادی این سهمی را پیدا می‌کنیم

x a h x x

A 

ÁjIÀ ôi â¾²jI÷¶

ÁjIÀ ôi IU â¾±ÅIÎ

:

/ | |

= + ⇒ = + = ⇒ − =

α− = ⇒α== ⇒ α− = ⇒
α− =− ⇒α=−

1 1 5 5 0
2 8 8 8

5 5 25
5 5 8 2 82 5
8 2 5 5 15

8 2 8

)A نمی‌تواند روی این  , )α β α=25 نقط��ۀ 
8

با توجه به ش��کل ب��ه ازای 

)A در  , )− β15
8

α=−15 قابل قبول اس��ت. نقطۀ 
8

س��همی باش��د. پس 

معادلۀ سهمی صدق می‌کند. پس
( )

×
β + − + β+ = ⇒β + β− = → β + β− =

42 2 215 72 3 2 0 3 0 4 12 7 0
8 4

β برابر است با بنابراین اختلاف مقادیر ممکن برای 

( )( )

| |

− −
= =

212 4 4 7 256 4
4 4

11891 ، B̂= 060 راه‌ح��ل اول ف�رض کنی�د در مثل�ث ABC داری�م  	3

. در این صورت  BC=30 =Ĉ و  067
A B Cˆ ˆˆ( ) ( )= − + = − + = − =0 0 0 0 0 0180 180 60 67 180 127 53

اکنون ارتفاع CH را در این مثلث رسم می‌کنیم. داریم 

BHC B CH BC

BHC B BCH BH BC

ˆ: ( )

ˆˆ: ( )

= ⇒ = = =

= ⇒ = ⇒ = = =

0

0 0

3 360 30 15 3
2 2

1 160 30 30 15
2 2





از طرف دیگر
CHACH A AC    
AC AC

     

  AC

AH AHACH A
AC AC

AH AC

pH

ˆ:sin sin ( )
sin

cos / sin cos /

/ / ( )

( ),( )
/

ˆ:cos cos

cos

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = − = −

= =

⇒ = =

= ⇒ =

= = × =

0
0

0 0 2 0

0

0

15 3 15 353 1
53

53 0 6 53 1 53 1 0 36
0 64 0 8 2

15 3 75 32 1
0 8 4

53

75 3 3 45 353
4 5 4





. در نتیجه AB AH BH= + = +45 3 15
4

بنابراین 

ABC  AB AC BC W±X¶ ôÃd¶= + +

= + + + = +45 3 75 315 30 30 3 45
4 4



)255(

 . BC=30 =Ĉ و  067  ، B̂= 060 راه‌حل دوم در مثلث ABC، فرض کنید 
در این صورت

A B Cˆ ˆˆ( ) ( )= − + = − + = − =0 0 0 0 0 0 0180 180 60 67 180 127 53
برای اینکه بتوانیم از قضیۀ س�ینوس‌ها اس�تفاده کنیم، سینوس زاویه‌های مثلث 

ABC را به‌دست می‌آوریم. می‌توان نوشت

A

B

C

ˆsin sin cos / / /

ˆsin sin

ˆsin sin sin( )

sin cos cos sin

/ ( ) / / /

= = − = − = =

= =

= = −

= −

= × − − × = +

0 2 0

0

0 0 0

0 0 0 0

53 1 53 1 0 36 0 64 0 8
360

2
67 120 53

120 53 120 53
3 10 6 0 8 0 3 3 0 4

2 2
اکنون از قضیۀ سینوس‌ها داریم

BC AC AB AC AB
BA C

AC AC

AB AB

ˆ ˆ ˆ /sinsin sin / /

/ /

( / / ) ( )
/ // /

= = ⇒ = =
+

= ⇒ = × =

= ⇒ = + = +
+

= +

30
0 8 3 0 3 3 0 4

2
30 30 3 75 3
0 8 0 8 2 43

2
30 30 300 3 3 0 4 3 3 4
0 8 0 8 80 3 3 0 4

45 3 15
4

در نتیجه
�ABC AB AC BC W±X¶ ôÃd¶= + +

= + + + = +45 753 15 3 30 45 30 3
4 4

. در این ص�ورت از فرض 11901 BD x= راه‌ح��ل اول ف�رض کنی�د  	3
. اکنون ارتفاع  CD x=3 ، پ�س  BC x=4 BC نتیج�ه می‌گیریم  BD=4

AH را در مثلث متساوی‌الساقین ABC رسم می‌کنیم. بنابراین
B C DE BDBDE CAH    

AH CAE H
(p p)

ˆˆ
( )

ˆ ˆ

 = → ⇒ =
= =

0 1
90

 

از طرف دیگر

ABCS AH BC AH x AH   
x

DE x    DE

x

» pH

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ × = ⇒ × = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

1 1 2040 40 4 40 2
2 2

2 1 2
20 10

راه‌ح��ل دوم از رأس C ارتفاع CH وارد بر ضلع AB را رس�م می‌کنیم. در این 
. در این  BD x= ص�ورت CH با DE موازی خواهد ش�د. اکنون فرض کنید 

. بنابراین BC BD x= =4 4 صورت بنابر فرض 
AB AC

ABCS CH AB CH

CH

= == ⇒ × = → × =

=

101 140 40 10 40
2 2

8
اکنون از تعمیم قضیۀ تالس در مثلث BAC خواهیم داشت

DE BD DE xDE CH DE
CH BC x

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ =2
8 4

از رأس C خط�ی م�وازی AB رس�م می‌کنیم تا ضل�ع AD را در 11911 	1

. در نتیج�ه چهارضلعی  Ĥ= 090 ، پ�س  Â= 090 نقط�ۀ H قط�ع کند. چ�ون 
 . DH AD BC= − . بنابراین  AH BC= ABCH مس�تطیل اس�ت. پس 

CH و داریم AB= همچنین 
DCH DC DH CH AD BC AB: ( )= + ⇒ = − +2 2 2 2 2 230

از ط�رف دیگر اندازه‌ه�ای تمام اضلاع ذوزنقۀ ABCD عدد صحیح هس�تند. 
AD و 30 باید صحیح باش�ند. می‌دانیم  BC−  ،AB پس اع�داد فیثاغورث�ی

. AB=24 ، پس  + =2 2 218 24 30

ب�دون کم ش�دن از کلیت، دوران را س�اعتگرد در نظر می‌گیریم. 11921 	4
بنابرای�ن ش�کل زیر را خواهیم داش�ت. چ�ون بازت�اب و دوران تبدیل‌های طولپا 
. در نتیج�ه  A A A A′ ′ ′′= =4 6 AH و  A H′= =2 6 هس�تند. پ�س 
بنابرای�ن اس�ت،   0120 رأس  زاوی�ۀ  ب�ا  متساوی‌الس�اقین   AA A′ ′′  مثل�ث 

=Â و داریم 030
OH OHOAH A OH
AH

ˆ: tan= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 0 330 30 2 2
3 2 6



OAAS OH AA ( )( )′ ′= × = = =1 1 2 2 4 6 4 12 8 3
2 2

پس�
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راه‌حل اول با استفاده از قضیۀ کسینوس‌ها در مثلث ADC می‌نویسیم11931 	3

AD AC DC AC DC

DC DC DC DC

DC DC DC DC DC  DC

cos

( )( )( )

( )( ) ,

= + − ×

= + − ⇒ = + −

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2 0

2 2 2 2

2

2 60
17 8 2 8 49 64 8
2

8 15 0 5 3 0 5 3
DC=5 و  ، پس  BD DC< چون 

 . BD=3
 . BD x= راه‌حل دوم فرض کنید 
. اکنون  CD x= −8 در این صورت 
با استفاده از قضیۀ استوارت در مثلث 
متساوی‌الاضلاع ABC می‌نویسیم 

AB CD AC BD AD BC BD CD BC

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x IÄ 

( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

÷

× + × = × + × ×

− + = × + − →

− + = + − ⇒ − + = + −

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2

82 2 2

2 2

2

8 8 8 7 8 8 8

8 8 8 7 8 64 8 8 49 8

8 15 0 3 5 0 3 5
 . CD x= − =8 5 BD و  x= =3 ، پس  BD CD< چون 

راه‌ح��ل اول فرض کنید ش�عاع دایرۀ بزرگ‌تر R و ش�عاع دایرۀ 11941 	2
′R باشد. در این صورت با توجه به شکل نتیجه می‌گیریم کوچک‌تر 

OM R       OE OF R,= − = = −8 5
اکنون با استفاده از روابط طولی در دایره می‌نویسیم

OM OD OE OF R R R R

R R R R R R

( )( ) ( )( )

/

× = × ⇒ − = − −

− = − + ⇒ = ⇒ =2 2

8 5 5

8 10 25 2 25 12 5
از طرف دیگر

RCD R R R R R/ /=′ ′ ′= ⇒ + = → + = ⇒ =12 52 8 2 2 8 2 25 8 5
بنابرای�ن ط�ول خط‌المرکزی�ن ای�ن دو 

دایرۀ مماس داخل برابر است با
OO R R / /′ ′= − = − =12 5 8 5 4 �

راه‌حل دوم توجه کنید که 
R R′= +2 2 8 �

، پس  R R′= +4 در نتیجه 
OO R R′ ′= − =4 �

می‌توان نوشت11951 	1
i j k i j k

a i j k k a i i   

i j k i j k

k a i j k a i k   

( ) ( )

( ) ( )

× = − − =− + ⇒ × × = =

−

× = = + ⇒ × × = =−

− −

1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1

0 0 1 1 1 0 2
1 1 1 1 0 0

     

     

 

     

     

 

    k a i k a i i k» pH( ) ( ) ( ) ( )⇒ × × + × × = −2 1
     

  بنابراین�
11961	4

y
A

x y x xy
×

×

 
 

− − − − −    
= =    

− − − − − +       
 
  

2 4

4 2

2 3
1 1 1 1 2 4 2 5
1 20 1 3 45 3 73

3 4

چ�ون ماتریس A اس�کالر اس�ت، پ�س درایه‌های ب�الا و پایین قط�ر اصلی صفر 
هستند و درایه‌های روی قطر اصلی مساوی‌اند و داریم

y y x
yx x

− = ⇒ = −⇒ = =−
− − = ⇒ =−

5 0 5 15 3
545 3 0 15

 −2 y=5 درایه‌های روی قطر اصلی برابر  x=−15 و  توجه کنید که به ازای 
هستند، پس این مقادیر قابل قبول هستند.

از آنج�ا ک�ه ماتریس داده ش�ده مربعی از مرتبۀ 2 اس�ت، نتیجه 11971 	1
می‌گیریم ماتریس‌های A و B نیز مربعی از مرتبۀ 2 هس�تند. از طرفین تس�اوی 

داده شده دترمینان می‌گیریم
A

AB A B
A A

A
AB A B A B A A

ABA A

A
A A A A A A A

A

| |
( )

| | | |

| |
|( ) | | | | | | | | |

| || | | |

| |
| | | | | | | | | | | |( | | )

| |

−

−

 
= 
  

= ⇒ = −

=
= − ⇒ − = ⇒ − = ⇒

=

1 3

1 3 3 2

2 2 2

5 4
2

5 4 1 10 4
2

0
10 4 9 4 0 9 4 0 4

9
A قابل قبول نیس�ت و چون A مربعی از   | |=0 چون A وارون‌پذیر اس�ت، پس 

مرتبۀ 2 است، داریم
A A| | | |= = × =2 43 3 9 4

9
دو وتر مساوی و منصف در یک دایره قطرهای یک دایره هستند، 11981 	2

پس نقطۀ تلاقی آن‌ها مرکز دایره است.
x y

y y x
x y

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨
+ = → =− ⇒ =− ⇒ =
− =

2 3
4 4 1 2

2 3 7
)O اس�ت. بنابرای�ن فاصلۀ O تا خ�ط مماس  , )−2 1 پ�س مرک�ز دایره نقط�ۀ 

y برابر شعاع دایره است. x=3
4

  y x x y

R  O

tIµ¶ ôi

tIµ¶ ôi IU  â¾±ÅIÎ 

:

| |

= ⇒ − =

+
= = = =

+

3 3 4 0
4

6 4 10 2
59 16

EF و EFG متش�ابه‌اند، پس زوایای نظیرش�ان، 11991 D′ دو مثل�ث  	4
ˆEGF مس�اوی‌اند. از طرف دیگر بناب�ر خاصیت بازتابندگی  ˆEDF و  ′ یعن�ی 
، یعنی  FDG EGFˆˆ = ′EDF و FDG مساوی‌اند. در نتیجه  بیضی دو زاویۀ 
DF GF /= =7 5 مثلث DFG متساوی‌الساقین است و داریم�

از طرف دیگر
F D F DEF D EFG F D
FG

/
/

′ ′′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =1 1 2 5
3 7 5 3

 

در ضمن نقطۀ D روی بیضی قرار دارد، پس
DF DF a a a/ /′+ = ⇒ + = ⇒ =2 7 5 2 5 2 5

FF
ce
a a

′

= = = =

9
92 2

5 10
بنابراین�


