
 







مفاهیم اولیه و زاویه‌ها در دایره
فصل اول 

درس اول

C )ص 10( O R( , A و دایرۀ ( اوضاع نسبی نقطۀ 

A درون است. A روی دایره است. A بیرون دایره است. 

OA R>OA R=OA R<

C )ص 11( O R( ,  و دایرۀ ( اوضاع نسبی خط 

 بر دایره مماس است. خط و دایره برخوردی ندارند.  قاطع دایره است. خط  خط 

دو نقطۀ مشترک دارند. یک نقطۀ مشترک دارند. هیچ نقطۀ مشترکی ندارند.
OH R>OH R=OH R<

خط و دایره بر هم مماس‌اند اگر و تنها اگر خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع نظیر آن نقطه عمود باشد. )ص 11(

 C O R( , زاویه‌ها در دایرۀ (

زاویۀ ظلّیزاویۀ محاطیزاویۀ مرکزی

AOB ABˆ =
ABACBˆ =
2

ABBACˆ =
2

 1 اندازۀ کمان برابر اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به آن تعریف می‌شود. )ص 12، مورد 7(
 2 اندازۀ زاویۀ محاطی برابر است با نصف اندازۀ کمان مقابل به آن زاویه. )ص 14، قضیه(

 3 اندازۀ زاویۀ ظلّی برابر است با نصف اندازۀ کمان مقابل به آن زاویه. )ص 15، قضیه(
قطاع و قطعه )ص 12، کار در کلاس - ص 23، تمرین 8(1

قطعه1قطاع

OAB S R        AB R
ÌIõ¤

·Iµ¨ Ï¼ö,α α= ×π = ×π2
0 0360 180OAB OABS S S

¾÷õ¤  ÌIõ¤
= − 

1- مفهوم قطعه مربوط به تمرین‌های درس دوم است، ولی در این کتاب، برای درک بهتر و امکان مقایسه با مفهوم قطاع، در مرورنامۀ درس اول آمده است.

موج 20 - هندسه یازدهم
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ویژگی قطر و وتر عمود بر هم در دایره )ص 13، فعالیت 3 و 4 و 5(

در شکل مقابل:
 اگر وتر AB بر قطر CD عمود باشد، آن‌گاه قطر CD وتر AB و کمان AB را نصف می‌کند. 

 اگر قطر CD وتر AB را نصف کند، آن‌گاه قطر CD بر وتر AB عمود است و کمان AB را نصف می‌کند. 
 اگر قطر CD کمان AB را نصف کند، آن‌گاه قطر CD بر وتر AB است و آن را نصف می‌کند. 

کمان‌های محصور بین دو وتر

 AB CD AB CD= ⇒ = )ص 13، فعالیت 1( 
 AB CD AB CD= ⇒ = )ص 13، فعالیت 2(

 AB CD AC BD|| ⇒ = )ص 15، کار در کلاس 1(
 AC BD AB CD||= ⇒ )ص 15، کار در کلاس 2(

 BC AB AC|| ⇒ =

)ص 16، تمرین 1 الف(

C با هم برابر باشند، آن‌گاه وترهای AB و CD نیز هم‌اندازه‌اند.  O R( , )  1 اگر اندازۀ کمان‌های AB و CD از دایرۀ 
C با هم برابر باشند، آن‌گاه کمان‌های AB و CD نیز هم‌اندازه‌اند.  O R( , )  2 اگر اندازۀ وتر‌های AB و CD از دایرۀ 

C موازی باشند، آن‌گاه کمان‌های AC و BD هم‌اندازه‌اند.  O R( , )  3 اگر وترهای AB و CD در دایرۀ 
 4 دو وتری که یکدیگر را درون دایره قطع نمی‌کنند با هم موازی‌اند اگر و تنها اگر کمان‌های محدود بین آن‌ها هم‌اندازه باشند. 

 باشد، آن‌گاه کمان‌های AB و AC هم‌اندازه‌اند.  C مماس و BC وتری از این دایره موازی با  O R( , )  در نقطۀ A بر دایرۀ   5 اگر خط 

چند زاویۀ خاص در دایره

زاویۀ بین دو مماسزاویۀ بین مماس و وترزاویۀ بین امتداد دو وترزاویۀ بین دو وتر

 AB CD+α=
2

)ص 16، فعالیت 2(

 AB CD−α=
2

)ص 15، فعالیت 1(

 BC AB−α=
2

)ص 16، تمرین 1 پ(

 ACB ADB−α=
2

)ص 16، تمرین 1 ب(

تمرین‌های مهم

?α= =α?)ص 17، تمرین 2(  CD)ص 17، تمرین 3(  ?= )ص 17، تمرین 4( 

 AB    AC BD AC BDoõ¤ , || ⇒ =
)ص 17، تمرین 5(

MA R= ⇒β= α3
)ص 17، تمرین 6(

AB CD OH OH′> ⇔ <  
)ص 17، تمرین 8(



8 جوموم هدسنه - 20 جوم

آزمون  
62 تا 63فصل اول - درس اول 

صفحات پاسخ موضوع آزمون
1 

مدت امتحان: 70 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان نهایی: هندسۀ 2

نمرهسؤالاتردیف

C باشد، فاصلۀ آن نقطه تا مرکز دایره ……… شعاع دایره است. 1 O R( , ) الف( اگر نقطه‌ای درون دایرۀ 

3( برابر با 2( بیشتر از	 1( کمتر از 	
ب( اگر فاصلۀ خطی تا مرکز دایره از شعاع دایره کمتر باشد، خط و دایره ……… نقطۀ اشتراک دارند.

3( دو 2( یک	 1( صفر	
α برابر ……… درجه است. ، آن‌گاه  AM R= C در شکل مقابل، اگر  O R( , پ( در دایرۀ (

ت( قطری که بر وتری از دایره عمود باشد، آن وتر را نصف می‌کند. )درست - نادرست(

1

در ش��کل مقابل نقطۀ O مرکز دایره اس��ت. نشان دهید اندازۀ زاویۀ محاطی ABC برابر با  2
نصف اندازۀ کمان مقابل به آن است.

0/75

1فرض کنید طول‌های دو وتر AB و CD از یک دایره با هم برابرند. ثابت کنید دو کمان AB و CD هم‌اندازه‌اند. 3

C اندازۀ کمان AB برابر 60 درجه است. طول این کمان و مساحت قطاع ساخته شده توسط آن را به‌دست آورید. 4 O( , )12 1در دایرۀ 

α را به دست آورید. 5 1/25با توجه به اندازه‌های داده شده در شکل مقابل، مقدار 

6 
.

 BC ABM̂ −=
2

در شکل مقابل نشان دهید 
1

1/5وتر CD با قطر AB در دایرۀ شکل مقابل موازی است. اندازۀ کمان CD را محاسبه کنید. 7

، آن‌گاه AB نس��بت به CD به مرکز  8 AB CD> C دو وتر AB و CD را در نظر بگیرید. نش��ان دهید اگر  O R( , ) در دایرۀ 

دایره نزدیک‌تر است. 

1/25

1/25در شکل مقابل، اضلاع زاویه‌های B و C بر دایره مماس‌اند. اندازۀ زاویۀ A چند درجه است؟ 9

جمع نمره موفق و سربلند باشید� 	10



20 جوموم هدسنه - 20 جوم

آزمون  
70 تا 72نیم‌سال اول )1(

صفحات پاسخ موضوع آزمون
7 

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان نهایی: هندسۀ 2

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل اول

′OO است. )درست - نادرست( 1 ′O روی عمودمنصف  الف( وتر مشترک دو دایرۀ متقاطع با مرکزهای O و 
ب( مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع با شعاع دایرۀ محیطی 8 برابر ……… است.  

پ( طول خط‌المرکزین دو دایرۀ متقاطع با شعاع‌های 5 و 8 برابر d است. حدود d به‌صورت ……… است. 
ت( در شکل مقابل مقدار x برابر ……… است. 

ث( هر مستطیل، محاطی است. )درست - نادرست( 

1/5

C با هم برابرند. نشان دهید وترهای AB و CD نیز هم‌اندازه‌اند.  2 O r( , ) 1فرض کنید اندازۀ کمان‌های AB و CD از دایرۀ 

1/25در شکل مقابل، اضلاع زاویه‌های B و C بر دایره مماس‌اند. اندازۀ زاویۀ A چند درجه است؟ 3

4 .β= α3 ، نشان دهید  MA R= C و قاطع MAB مفروض‌اند. اگر  O R( , ) 1/5دایرۀ 

دو وتر AB و CD در نقطه‌ای مانند M درون دایره یکدیگر را قطع می‌کنند. نشان دهید 5
MA MB MC MD× = × �

1/25

مطابق ش��کل سه دایره به ش��عاع‌های برابر 10 دوبه‌دو بر هم مماس‌اند. مساحت ناحیۀ محدود به  6

سه دایره را به‌دست آورید. 

1/5

دو دایرۀ متخارج مفروض‌اند. طول مماس مشترک‌های داخلی و خارجی آن‌ها به‌ترتیب 5 و 12 سانتی‌متر و طول خط‌المرکزین آن‌ها  7
13 سانتی‌متر است. شعاع‌های دو دایره را به‌دست آورید. 

1/5

1/5نشان دهید هر چهارضلعی که مجموع اندازه‌های دو ضلع مقابل، برابر با مجموع اندازه‌های دو ضلع دیگر باشد، محیطی است.  8

1ثابت کنید هر ذوزنقۀ متساوی‌الساقین، محاطی است.  9

، شعاع دایرۀ محاطی داخلی و شعاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر  10 Â = 090 AC=4 و   ، AB=3 در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC که 
ضلع BC را به‌دست آورید.

1/25

0/75در یک شش‌ضلعی منتظم با طول ضلع 12 سانتی‌متر، شعاع دایرۀ محاطی را به‌دست آورید.  11



21

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل دوم

)خرداد 1404( 12 الف( تبدیل انتقال، جهت شکل را حفظ می‌کند. )درست - نادرست( �
 در این بازتاب، خودش است. )درست - نادرست(  موازی محور بازتاب باشد، تصویر  ب( اگر خط 

پ( نقطه‌ای را که در تبدیلی به خودش تصویر شود، ……… می‌گویند. 
ت( نتیجۀ حاصل از دو بازتاب متوالی با محورهای متقاطع یک ……… است. 

′AA است.   ………  ′A باشد، آن‌گاه   نقطۀ   نباشد و تصویر آن تحت بازتاب نسبت به  ث( اگر A روی خط 

1/25

1/25نشان دهید هر تبدیل طولپا اندازۀ زاویه را حفظ می‌کند. 13

 با توجه به شکل مقابل نشان دهید در تبدیل انتقال، اندازۀ هر پاره‌خط و اندازۀ تصویر آن با هم برابرند. 14
)خرداد 1403( v از طول پاره‌خط AB کوچک‌تر است.(� AB و اندازۀ  v||

 (
1

′A می‌نامیم. نقطۀ A را حول  15  قرار دارد. تصویر نقطۀ A را تحت بازتاب نسبت به خط d، نقطۀ  2 از خط  6 نقطۀ A به فاصلۀ 

′′AA را محاسبه کنید. )با رسم شکل( ′′A حاصل شود. طول پاره‌خط  ′A به اندازۀ 120 درجه دوران می‌دهیم تا نقطۀ  نقطۀ 

1/25

، آن‌گاه  16 OA =20  باشد و  ، نقطۀ O روی خط  AA′ =32  است. اگر  ′A تصویر نقطۀ A در بازتاب نسبت به خط  نقطۀ 
′OA را به‌دست آورید. )با رسم شکل( فاصلۀ A از خط شامل 

1/25

جمع نمره موفق و سربلند باشید� 	20

آزمون  
72 تا 75نیم‌سال اول )2(

صفحات پاسخ موضوع آزمون
8 

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان نهایی: هندسۀ 2

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل اول

الف( طول مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس خارج با شعاع‌های 4 و 6 برابر ……… است.  1
. طول پاره‌خط AD برابر ……… است.  CA =6 BC=7 و   ، AB=5 ب( در شکل مقابل 

پ( چهارضلعی مقابل محیطی است. مقدار x برابر ……… است. 

ت( چندضلعی‌ای که نیمسازهای زاویه‌های داخلی آن همرس باشند، ……… است. )محاطی - محیطی(
ث( دو دایرۀ مماس داخل، مماس مشترک ندارند. )درست - نادرست(

1/25

در شکل مقابل نقطۀ O مرکز دایره است. نشان دهید اندازۀ زاویۀ محاطی ABC برابر با نصف  2
اندازۀ کمان مقابل به آن است.

0/75



52 جوموم هدسنه - 20 جوم

آزمون  
118 تا 120جامع )6( - شبیه‌ساز نهایی

صفحات پاسخ موضوع آزمون
30 

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان نهایی: هندسۀ 2

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل اول

الف( طول مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس بیرون به شعاع‌های 2 و 32 برابر ……… است.  1
، آن‌گاه شعاع دایرۀ محاطی داخلی آن برابر ……… است. cr =3 br و  =2  ، ar =6 ب( اگر در مثلثی 

0/5

1ثابت کنید دو وتر که یکدیگر را درون دایره قطع نمی‌کنند با هم موازی‌اند اگر و تنها اگر کمان‌های محدود بین آن‌ها هم‌اندازه باشد. 2

1/5در شکل مقابل وتر CD با قطر AB موازی است. اندازۀ کمان CD را بیابید. 3

4 . MT MA MB= ×2 C مماس MT و قاطع MAB رسم شده است. ثابت کنید  O R( , ) 1/25از نقطۀ M خارج دایرۀ 

cmπ اس��ت. ش��عاع‌های دو دایره را  5 239 cm3 و مس��احت ناحیۀ محدود بین آن‌ها  طول خط‌المرکزین دو دایرۀ مماس درون 
به‌دست آورید.

1/5

1نشان دهید در هر چهارضلعی محاطی زاویه‌های مقابل مکمل‌اند. 6

1/25مساحت مثلث متساوی‌الاضلاعی را به‌دست آورید که در دایره‌ای به شعاع R محاط شده است. 7

سؤالات فصل دوم

الف( تبدیل انتقال هرگز نقطۀ ثابت تبدیل ندارد. )درست - نادرست( 8
AM کمترین  MB+  به گونه‌ای است که  ب( در ش��کل مقابل نقطۀ M روی خط 

β برابر ……… است. α برابر ……… و مقدار  مقدار ممکن است. مقدار 

0/75

1/25نشان دهید هر تبدیل طولپا اندازۀ زاویه را حفظ می‌کند. 9

 اندازۀ تصویر پاره‌خط AB برابر  10 در شکل مقابل نشان دهید در بازتاب نسبت به خط 
 عمود است.( با طول AB است. )امتداد پاره‌خط AB بر خط 

1

2 و مرکز مح��ل تلاقی قطرهای آن تصوی��ر کرده‌ایم. اگر طول ضل��ع مربع مجانس 11
3

 ی��ک مرب��ع را در تجان��س با نس��بت تجانس 

)مربع تصویر شده( برابر 10 باشد، مساحت بین مربع و تصویرش را به‌دست آورید. 

1/25

k است، مرکز تجانس را چگونه پیدا کنیم؟ 12 ≠1 A مجانس مثلث ABC در تجانس با نسبت  B C′ ′ ′ 0/75اگر بدانیم مثلث 

می‌خواهیم مس��احت زمین مقابل را بدون تغییر محی��ط و تعداد اضلاع افزایش دهیم.  13
میزان افزایش مساحت چقدر است؟

1



53

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل سوم

الف( در مثلث قائم‌الزاویه شعاع دایرۀ محیطی برابر با ……… طول وتر است.  14
ب( مثلث با طول ضلع‌های 4، 7 و 10 سانتی‌متر کدام وضعیت زیر را دارد؟

3( منفرجه‌الزاویه 2( قائم‌الزاویه 	 1( حاده‌الزاویه	

x2 برابر ……… است.  پ( در شکل مقابل مقدار 

1

، آن‌گاه: 15 B̂= 060 ، شعاع دایرۀ محیطی برابر 10 و  AB=5 3 در مثلث ABC اگر 
الف( طول ضلع AC را بیابید. 

ب( سینوس زاویۀ C را محاسبه کنید.  

1

16 . a b c bc Acos= + −2 2 2 2 ، ثابت کنید  Â > 090 1/5در مثلث ABC که 

1/5در مثلثی با طول ضلع‌های 10، 11 و 12 سانتی‌متر اندازۀ نیمساز داخلی وارد بر ضلع متوسط را به‌دست آورید.  17

1مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع a را به کمک دستور هرون بیابید.  18

جمع نمره موفق و سربلند باشید� 	20

آزمون  
121 تا 123جامع )7( - شبیه‌ساز نهایی

صفحات پاسخ موضوع آزمون
31 

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان نهایی: هندسۀ 2

نمرهسؤالاتردیف

سؤالات فصل اول

الف( کایت، چهارضلعی محیطی است. )درست - نادرست( 1
ب( مساحت یک ذوزنقۀ محاطی و محیطی با طول قاعده‌های 3 و 12 برابر ……… است.

پ( اگر فاصلۀ خطی تا مرکز دایره کمتر از شعاع دایره باشد، آن‌گاه خط و دایره ……… نقطۀ برخورد دارند. )صفر - یک - دو(

0/75

1فرض کنید طول‌های دو وتر AB و CD از یک دایره با هم برابرند. ثابت کنید دو کمان AB و CD هم‌اندازه‌اند. 2

CD. ان��دازۀ زاوی��ۀ M را  3 x= + 010 AB و  x=3  ، Â = 025 در ش��کل مقاب��ل 
به‌دست آورید.

1/25

4 MA MB MC MD× = × 1/25دو وتر AB و CD در نقطه‌ای مانند M درون دایره یکدیگر را قطع می‌کنند. نشان دهید�

=AB، آن‌گاه مساحت قطعۀ رنگی را به‌دست آورید. 5 060 1/5شعاع دایرۀ مقابل برابر 6 است. اگر 
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 پپ) نومزآ یحیرشت خساپ

الف( گزینۀ )1( - کمتر از )0/25( )ص 10( 11
ب( گزینۀ )3( - دو )0/25( )ص 11( 

045 )0/25( - شعاع OA را رسم می‌کنیم. در این صورت  پ( 
OAM OA AM R O M APˆ ˆ: = = ⇒ = = ⇒ =0 0

1 15 15 �
 BQ APM̂ − α−= ⇒ = ⇒α− = ⇒α=

00 0 0 01515 15 30 45
2 2

بنابراین

)ص 17، تمرین 6( 
ت( درست )0/25( - مطابق شکل زیر، اگر قطر CD بر وتر AB عمود باشد، 

آن را نصف می‌کند. )ص 13، فعالیت 3(

از A به O وصل می‌کنیم. زاویۀ AOC زاویۀ خارجی مثلث متساوی‌الساقین 22
AOB است. پس 



AOC OBA A OBA 

ACABC OBA AOC  

ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

= + =

= = =

2

1
2 2

)0/25( )0/25(

)0/25(
�

)ص 13، فعالیت 1( 
فرض کنید مرکز دایره نقطۀ O باشد. در این صورت33

OA OC R
OB OD R
AB CD

OAB OCD O O  

(ÆïÆïÆ)

ˆ ˆ

 = =


= = →
 =

≅ ⇒ =1 2

)0/25(

)0/25( )0/25( 

�

O2 مرکزی و هم‌اندازۀ کمان مقابل به خودشان هستند،)0/25(  دو زاویۀ O1 و 

. )0/25( )ص 13، فعالیت 2( AB CD= پس 

44RAB    ·Iµ¨ Ï¼ö
απ π×= = = π60 12 4
180 180

)0/25( )0/25( � 

RAOB   ÌIõ¤ SeIv¶
απ π×= = = π

2 260 12 24
360 360

)0/25( )0/25( �

 )ص 12، کار در کلاس 3(

با توجه به شکل زیر می‌توان نوشت55
   

 

   

 

 

 

 

 



AB CD AB CDAFB AB CD  

AB CD AB CDAEB AB CD  

AB CD
AB AB

AB CD

CDCD CD  

ˆ

ˆ

+

+ += ⇒ = ⇒ + =

− −= ⇒ = ⇒ − =

 + = → = ⇒ =
− =

+ = ⇒ = ⇒α= =

0 0

0 0

0
0 0

0

0 0 0 0

69 138
2 2

29 58
2 2
138

2 196 98
58

98 138 40 20
2

)0/25(

)0/25(

)0/25(

)0/25( )0/25(

�

 )ص 16، تمرین 2(
66 D رسم می‌کنیم تا دایره را در نقطۀ MC خطی موازی B روش اول: از نقطۀ

 AC BD CD AB || ⇒ = )0/25( قطع کند. در این صورت �
از طرف دیگر بنابر قضیۀ خطوط موازی مورب داریم

MC||BD   Mx M B  » Jn¼¶
ˆ ˆ⇒ = 1 )0/25( �

B1 زاویۀ ظلّی است، پس  زاویۀ 
    BD BC BD BC ABB   ˆ − −= = =1 2 2 2

)0/25( )0/25( �

پس  است،  ظلّی  زاویۀ   B1 زاویۀ  می‌کنیم.  وصل   C به   B از  دوم:  روش 
ABC  ˆ =
2

)0/25( C زاویۀ محاطی است، پس� . زاویۀ 
BCB  ˆ =1 2

)0/25(

B1 زاویۀ خارجی است، پس  در مثلث MBC، زاویۀ 

 
   BC AB BC ABB M C M B C  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ −= + ⇒ = − = − =1 1 2 2 2

)0/25( )0/25( �
)ص 16، تمرین 1 پ(

77 AB CD AC BD x || ⇒ = = )0/25( روش اول: �
O1 مرکزی و زاویۀ A محاطی است، پس زاویۀ 

  

BD xO AC x       A=  ˆ ˆ,= = =1 2 2
)0/25( )0/25( �

در مثلث AOE زاویۀ AEC زاویۀ خارجی است، پس

 x xAEC O A x x  ˆ ˆˆ = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =0 0 0
1

387 87 58
2 2

)0/25( )0/25(

چون AB قطر دایره است، پس 
    



ACB AC CD BD x CD x

CD x  

= ⇒ + + = ⇒ + + =

= − = − × =

0 0 0

0 0 0 0

180 180 180

180 2 180 2 58 64 )0/25(
�

پاسخ تشریحی آزمون ها
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روش دوم: شعاع CO را امتداد می‌دهیم تا دایره را در نقطۀ F قطع کند. در این صورت
 AB CD AC BD x || ⇒ = = )0/25( �

مرکزی‌اند. پس O2 O1 و  زاویه‌های متقابل به رأس 

 

 

 

O O AC BF x 

AC DF x xAEC  x  

ˆ ˆ

ˆ

= ⇒ = =

+ += ⇒ = ⇒ =

1 2

0 0287 58
2 2

)0/25(

)0/25( )0/25(
�

چون AB قطر دایره است، پس
    



ACB AC CD BD x CD x

CD x  

= ⇒ + + = ⇒ + + =

= − = − × =

0 0 0

0 0 0 0

180 180 180

180 2 180 2 58 64 )0/25(

 )ص 17، تمرین 4(

از O بر وترهای AB و CD عمودهایی رسم می‌کنیم. می‌دانیم این عمودها 88
وترهای AB و CD را نصف می‌کنند. )0/25( بنابر قضیۀ فیثاغورس داریم

ABOBH OB OH BH R OH  

CDOCH OC OH CH R OH  

AB CD AB CDOH OH  OH OH

:

:

= + ⇒ = +

′ ′ ′ ′= + ⇒ = +

′ ′+ = + ⇒ − = −

22 2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

4

4

4 4 4 4





)0/25(

)0/25(

)0/25(

، پس طرف چپ تساوی مثبت و در نتیجه طرف راست آن  AB CD> چون 
، )0/25( یعنی AB نسبت به CD به  OH OH′> نیز مثبت است. بنابراین 

مرکز دایره نزدیک‌تر است. )ص 17، تمرین 8(

99

 

     

 

   

QMP QP QM MN NP PQB  

NP PQ QM MNNPM MNC  

ˆ

ˆ

− + + −= ⇒ =

+ + −−= ⇒ =

0

0

80
2 2

70
2 2

)0/25(

)0/25(

�

با جمع کردن دو رابطۀ بالا داریم
 

 

 

QM NP QM NP  

QM NPA  ˆ

+= ⇒ + =

+= = =

0 0

0 0

2 2150 150
2

150 75
2 2

)0/25(

)0/25( )0/25(

�

 )ص 17، تمرین 3(

 پپ) نومزآ یحیرشت خساپ

الف( ردیف اول: 11
R       R d d R R ®iHkT¶ , | |′ ′= = = ⇒ < − ⇒7 3 )0/25( �

ردیف دوم: 
R       R       d R R d R R  ÍöI£T¶, , | |′ ′ ′= = = ⇒ − < < + ⇒3 4 5 )0/25(

ردیف سوم:
R       R       d d R R  ·»nj tIµ¶, , | |′ ′= = = ⇒ = − ⇒10 8 2 )0/25( �

توجه کنید که در ستون B، دو مورد مماس برون و متخارج اضافی است.
)0/25( π−25 50 ب( 

 OABS S S
¾÷õ¤

ÌIõ¤

×= − = π× − = π−0
2

90
1 10 1010 25 50
4 2

�

)ص 23، تمرین 8(
از A به D و از B به C وصل می‌کنیم، بنابر زاویۀ محاطی داریم�22

 BD BDA C  A C ˆ ˆ ˆ ˆ,= = ⇒ =
2 2

)0/25( )0/25( �

A C      M M MAD MCB 

MA MD MA MB MC MD 
MC MB

(pp)ˆ ˆ ˆ ˆ,= = →

= ⇒ × = ×

1 2   )0/25(

)0/25( )0/25(
�

 )ص 18، فعالیت 1(
′OT بر مماس‌های رسم شده عمودند. )0/25( 33 می‌دانیم شعاع‌های OT و 

MO MO

T T MOT MOT  

OT OT R

(ÆïpïÆ)ˆ ˆ

=
 ′ ′= = → ≅


′= =

090  )0/25( )0/25(

 MT MT  ′= )0/25( الف(� 
 M M  ˆ ˆ=1 2 )0/25( ب(� 

 )ص 20، کار در کلاس(
44 d R R( )′− −2 2 دستور محاسبۀ طول مماس مشترک خارجی دو دایره 

. )0/25( بنابراین d R R′= + است. )0/25( چون دو دایره مماس خارج‌اند، پس 
TT R R R R

R RR R R RR R

RR  RR  

( ) ( )

( ) ( )

′ ′ ′= + − −

′ ′ ′ ′= + + − − +

′ ′= =

2 2

2 2 2 22 2

4 2)0/25( )0/25(

�

 )ص 22، فعالیت 3(
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090 و پادس�اعتگرد دوران 88 ′A را ح�ول A ب�ه ان�دازۀ  در ش�کل نقط�ۀ 
. در  AH=5 2 داده‌ای�م. جهت دوران در پاس�خ تأثیری ن�دارد. بنابر فرض 
پ�س  اس�ت،  دوران  مرک�ز   A نقط�ۀ  )0/25( چ�ون   . AA′=10 2 نتیج�ه 

، پس Â= 090 . )0/25( از طرفی  AA AA′′ ′= =10 2
AA A A A AA AA

A A  

: ( ) ( )′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= + = + =

′ ′′=

2 2 2 2 210 2 10 2 400

20



)0/25(

)ص 43، تمرین 6(

 پپ) نومزآ یحیرشت خساپ

′OO روی 11 ال�ف( نادرس�ت )0/25( - در واق�ع مطاب�ق ش�کل زی�ر 
عمودمنصف وتر مشترک دو دایره است. 

)ص 22، فعالیت 4(
)0/25( 48 3 ب( 

BOC

ABC BOC

S OB OC O

S S

sin sin= × × = × × × =

= =

01 1 8 8 120 16 3
2 2
3 48 3

�

)ص 29، تمرین 2(
′R و طول  )0/5( - برای دو دایرۀ متقاطع با شعاع‌های R و   d< <3 13 پ( 

. d< <3 13 . پس  R R d R R| |′ ′− < < + خط‌المرکزین d داریم 
)ص 20، جدول - ص 22، فعالیت 4(

ت( 4 )0/25( - بنابر روابط طولی در دایره داریم
x x x x x x x( ) ( )( )+ = × ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =25 3 12 5 36 0 4 9 0 4 �

)ص 18، قضیه(
ث( درست )0/25( - هر مستطیل محاطی است زیرا زاویه‌های مقابل آن مکمل‌اند. 

)ص 28، کار در کلاس(

O2 مرکزی‌اند. پس22 O1 و  دو زاویۀ 




 AB CD
O AB

O O  
O CD

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
=

 = → =
 =

1
1 2

2

)0/25()0/25( �

OA OC

O O OAB OCD 

OB OD

AB CD 

ÆpÆ( )ˆ ˆ

 =
 = → ≅


=
=

1 2   )0/25(

)0/25(

�

)ص 13، فعالیت 1(
33

 

     

 

   

QMP QP QM MN NP PQB  

NP PQ QM MNNPM MNC  

ˆ

ˆ

− + + −= ⇒ =

+ + −−= ⇒ =

0

0

80
2 2

70
2 2

)0/25(

)0/25(

�

با جمع کردن دو رابطۀ بالا داریم
 

 

 

QM NP QM NP  

QM NPA  ˆ

+= ⇒ + =

+= = =

0 0

0 0

2 2150 150
2

150 75
2 2

)0/25(

)0/25( )0/25(

�

 )ص 17، تمرین 3(
، پس 44 OA MA R= = روش اول: ش�عاع OA را رسم می‌کنیم. چون 

)0/25( . O Mˆ ˆ= =α1 مثلث AOM متساوی‌الساقین است. )0/25( بنابراین 
   O AD AD        BOC BC BC  ˆ ˆ,= ⇒ =α = ⇒ =β1 )0/25( )0/25( �
 BC ADM  ˆ β−α−= ⇒α= ⇒ α=β−α⇒β= α2 3

2 2
)0/25( )0/25( �

 AOM پس مثلث ، OA MA R= = روش دوم: شعاع OA را رسم می‌کنیم. چون 
 AOM 0/25( در مثلث( . O Mˆ ˆ= =α1 متساوی‌الساقین است. )0/25( بنابراین 

 A O M A  ˆ ˆ ˆˆ= + ⇒ = α1 1 1 2)0/25( زاویۀ خارجی A1 را در نظر می‌گیریم:)0/25(
 OBM 0/25( در مثلث( . B Âˆ = = α1 2 مثلث OAB متساوی‌الساقین است، پس 

زاویۀ خارجی BOC را در نظر می‌گیریم:
BOC B M  ˆ ˆ ˆ= + ⇒β= α+α= α2 3 )0/25( �

 )ص 17، تمرین 6(
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از A به D و از B به C وصل می‌کنیم، بنابر زاویۀ محاطی داریم�55
 BD BDA C  A C ˆ ˆ ˆ ˆ,= = ⇒ =
2 2

)0/25( )0/25( �

A C      M M MAD MCB 

MA MD MA MB MC MD 
MC MB

(pp)ˆ ˆ ˆ ˆ,= = →

= ⇒ × = ×

1 2   )0/25(

)0/25( )0/25(
�

 )ص 18، فعالیت 1(
ف�رض کنید B ،A و C مرکزهای این س�ه دایره باش�ند. در این صورت 66

مثلث ABC متساوی‌الاضلاع به طول ضلع 20 است. )0/25(

ABCS  = × =23 20 100 3
4

)0/25( �

060 از دایره را به‌دست آوریم. ، پس باید مساحت قطاع  Â= 060 از طرفی چون 

S  π= ×π× =
0 2

1 0
60 5010

3360
)0/25( )0/25( �

در نتیجه مساحت ناحیۀ محدود به سه دایره برابر است با

ABCS S  ( )π− = − = − π1
503 100 3 3 100 3 50
3

)0/5( �

)ص 23، تمرین 6(
′R نشان 77 طول خط‌المرکزین دو دایره را با d و شعاع‌های آن‌ها را با R و 

. در این صورت R R( )′> می‌دهیم 

d R R  

d R R  

Â]nIi ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

Â±iHj ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

( )

( )

′= − −

′= − +

2 2

2 2

)0/25(

)0/25(
�

با جایگذاری داریم
R R R R R R  

R R R R R R  

( ) ( )

( ) ( )

′ ′ ′= − − ⇒ = − − ⇒ − =

′ ′ ′= − + ⇒ = − + ⇒ + =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

12 13 12 13 5

5 13 5 13 12

)0/25(

)0/25(

با حل دستگاه دو معادله و دو مجهول زیر داریم
R R R  

R R R  

/

/

′− = =  ⇒ 
′ ′+ = =  

5 8 5

12 3 5

)0/25(

)0/25(
�

)ص 23، تمرین 5(
چهارضلعی ABCD را در نظر بگیرید. نیمس�ازهای دو زاویۀ B و C را رس�م 88

می‌کنیم تا یکدیگر را در نقطۀ I قطع کنند. چون I روی نیمساز این دو زاویه است، پس 
. )0/25( در نتیجه دایرۀ  IM NI IP= = از ضلع‌های آن‌ها به یک فاصله است. یعنی 
 AD مماس است. اگر این دایره بر CD و BC ،AB بر ضلع‌های IM و شعاع I به مرکز
مماس باش�د، حکم ثابت ش�ده اس�ت. پس فرض می‌کنیم این دایره بر AD مماس 
 E یا امتداد آن را در نقطۀ CD بر این دایره خط مماسی رسم می‌کنیم تا ضلع A نیست. از
 . AB CE AE BC+ = + قطع کند. چون چهارضلعی ABCE محیطی است، پس 

 . AB CD AD BC+ = + )0/25( از طرفی بنابر فرض داریم 

AB CD AD BC
CD CE AD AE 

AB CE AE BC
´¨

´Ã¹¨ïÂ¶

+ = + → − = −
+ = +

)0/25(

. )0/25( این  AD DE AE= + . در نتیجه  CD CE DE− = توجه کنید که 
 ADE مثلث  در  حمار(  )قضیۀ  مثلث  نامساوی  بنابر  زیرا  ندارد،  امکان  رابطه 

. بنابراین دایره بر ضلع AD مماس است. )0/25( AD DE AE< + داریم 

)ص 27، قضیۀ دوم(
فرض کنید ذوزنقۀ ABCD متساوی‌الساقین باشد. در این صورت99

 A B       C D  ˆ ˆˆ ˆ,= =α = = −α0180)0/25( )0/25( �
مقابل   زاویه‌های  چون   )0/25(  . A Cˆ ˆ+ =α+ −α=0 0180 180 نتیجه  در 

چهارضلعی ABCD مکمل‌اند، پس این چهارضلعی محاطی است. )0/25(

)ص 29، تمرین 1(

101ABCS S  ×= = =3 4 6
2

)0/25( ar را محاسبه کنیم.� باید r و 
از طرفی بنابر قضیۀ فیثاغورس داریم

a BC AB AC= = + = + =2 2 2 23 4 5 �
a b cp  + + + += = =5 4 3 6

2 2
)0/25( بنابراین �

. )0/25( پس a
Sr

p a
=

−
Sr و 

p
= از طرفی 

ar        r  ,= = = =
−

6 61 1
6 6 5

)0/25( )0/25( �

)ص 25، کار در کلاس - ص 26، فعالیت(
در ش�ش‌ضلعی منتظم شکل زیر r شعاع دایرۀ محاطی است. از نقطۀ I، مرکز 111

دایرۀ محاطی، عمود IM را بر ضلع BC وارد می‌کنیم. ادامۀ حل مسئله دو روش دارد:
از طرفی   )0/25(  . AM cm=6 AB است، پس  M وسط  نقطۀ  اول:  روش 

AIB̂ است. در نتیجه ˆAIM نصف اندازۀ  اندازۀ 

I AIM AIBˆ ˆ ˆ= = = × =0 01 1 60 30
2 2

�

اکنون بنابر تعریف نسبت‌های مثلثاتی در مثلث قائم‌الزاویه داریم
AMAMI I  r cm 
IM r

:tan = ⇒ = ⇒ =3 6 6 3
3

 )0/25( )0/25( �

روش دوم: مثلث AIM متساوی‌الاضلاع به طول ضلع 12 سانتی‌متر است. 
)IM )0/25 ارتفاع این مثلث است. در نتیجه

r IM AB  cm = = = × =3 3 12 6 3
2 2

)0/25( )0/25( �

)ص 30، سؤال 7(
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 پاپ) نومزآ یحیرشت خساپ

الف( 16 )0/25( - می‌دانیم طول مماس مش�ترک خارجی دو دایرۀ مماس 11
RR′2 است. بنابراین C برابر  O R( , )′ ′ C و  O R( , ) بیرون 

RR′ = × = × =2 2 2 32 2 8 16 �

 )ص 22، فعالیت 3(

. پس
a b cr r r r
+ + =1 1 1 1 ب( 1 )0/25( - می‌دانیم 

r
r

+ += + + = = ⇒ =1 1 1 1 1 3 2 1 1
6 2 3 6

�
)ص 29، تمرین 5(

 دو وتر AB و CD از دایره را در نظر می‌گیریم.22
  

 
AB CD B C ÁpH¼¶ ó¼õi â¾Ãñ¤

Jn¼¶ »

ˆˆ|| → = )0/25( �

C محاطی‌اند. پس B و  دو زاویۀ 
 

 AC BDB C AC BD ˆˆ = ⇒ = ⇒ =
2 2

)0/25( �

 

 AC BDAC BD B C ˆˆ= ⇒ = ⇒ =
2 2

)0/25( برعکس�

  
  

AB CD ó¼õi ¾â Ãñ¤ u§ø

Jn¼¶ » ÁpH¼¶

||→ )0/25( )ص 15، کار در کلاس(�

 روش اول: نقطۀ تلاقی AD و OC را E می‌نامیم. می‌دانیم�33
 AB CD AC BD x || ⇒ = = )0/25( �

O1 مرکزی و زاویۀ A محاطی است، پس زاویۀ 

  

BD xO AC x       A=  ˆ ˆ,= = =1 2 2
)0/25( )0/25( �

در مثلث AOE زاویۀ AEC زاویۀ خارجی است، پس

 x xAEC O A x x  ˆ ˆˆ = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =0 0 0
1

375 75 50
2 2

)0/25( )0/25(

چون AB قطر دایره است، پس 
    



ACB AC CD BD x CD x

CD x  

= ⇒ + + = ⇒ + + =

= − = − × =

0 0 0

0 0 0 0

180 180 180

180 2 180 2 50 80 )0/25(
�

کند.  قطع   F نقطۀ  در  را  دایره  تا  می‌دهیم  امتداد  را   CO شعاع  دوم:  روش 
 AB CD AC BD x || ⇒ = = )0/25( می‌دانیم�

مرکزی‌اند. پس O2 O1 و  زاویه‌های متقابل به رأس 

 

 

 

O O AC BF x 

AC DF x xAEC  x  

ˆ ˆ

ˆ

= ⇒ = =

+ += ⇒ = ⇒ =

1 2

0 0275 50
2 2

)0/25(

)0/25( )0/25(
�

چون AB قطر دایره است، پس
    



ACB AC CD BD x CD x  

CD x  

= ⇒ + + = ⇒ + + =

= − = − × =

0 0 0

0 0 0 0

180 180 180

180 2 180 2 50 80

)0/25(

)0/25(

)ص 17، تمرین 4(
از T به A و B وصل می‌کنیم.44





AT  MTA  
MTA MBT 

AT  MBT ABT  

ÂØ±Ë â¾Ä»Hp

ÂöId¶ â¾Ä»Hp

ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ


= ⇒ =

 = =

2

2

)0/25(
)0/25(

)0/25(

MTA و  MBTˆ ˆ= پس دو مثلث MTA و MBT متشابه‌اند، )0/25( زیرا 
MT MA MT MA MB 
MB MT

= ⇒ = ×2 )0/25( . بنابراین � M Mˆ ˆ=

)ص 18، فعالیت 3( 
55 .R R′> C باشند و  O R( , )′ ′ C و  O R( , روش اول: فرض کنید دو دایره (

چون دو دایره مماس درون‌اند، پس
d R R R R  R R  ′ ′ ′= − ⇒ − = ⇒ = −3 3)0/25( )0/25( �

از طرفی مساحت ناحیۀ محدود بین دو دایره برابر است با
R R  R R′ ′π −π = π ⇒ − =2 2 2 239 39)0/25( �

R داریم R′= −3 با قرار دادن 
R R  R R R

R R R cm 

( ) ( )− − = ⇒ − − + =

− = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 23 39 6 9 39

6 9 39 6 48 8

)0/25(

)0/25(
�

)0/25( . R R cm′= − =3 5 در نتیجه 

روش دوم: مطابق استدلال روش اول داریم
R R        R R  ,′ ′− = − =2 23 39)0/25( )0/25( �
R R R R  ( )( )′ ′− + =39 )0/25( اکنون از اتحاد مزدوج استفاده می‌کنیم.�

. )0/25( پس دستگاه معادلات زیر را داریم: R R′+ =13 ، پس  R R′− =3 چون 
R R

R R cm 
R R

R cm 

+
′− = → = ⇒ =
′+ =

′=

3
2 16 8

13

5

)0/25(

)0/25(

�

)ص 20، جدول(
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بنابر زاویۀ محاطی در دایره داریم66




 

BCDA  
BCD DABA C  

DABC  

ˆ
ˆ ˆ

ˆ


= +⇒ + = = =

 =

0 03602 180
2 2

2

)0/25(
)0/25(

)0/25(

D̂ نیز مکمل‌اند. )ص 27( B̂ و  به همین ترتیب 

روش اول: در شکل زیر، مثلث متساوی‌الاضلاع ABC و دایرۀ محیطی 77
آن رسم شده‌اند. می‌توان نوشت

BAC BC BOC  ˆ ˆ= ⇒ = ⇒ =0 0 060 120 120 )0/25( �

sin sin( ) sin= − = =0 0 0 0 3120 180 60 60
2

از طرفی �

BOCSبنابراین OB OC

R R  R  

sin= × ×

= × × × =

0

2

1 120
2

1 3 3
2 2 4

)0/25( )0/25(

�

ABC BOCS S  R = R  = = × 2 23 3 33 3
4 4

)0/25( )0/25( در نتیجه �

روش دوم: در مثلث متساوی‌الاضلاع ABC مرکز دایرۀ محیطی محل همرسی 
 BO نیمسازهای زاویه‌ها و عمودمنصف‌های اضلاع است. پس در شکل زیر، 

نیمساز زاویۀ B است.
OH OHBOH  OH R 
BO R

BH BH BH R 
BO R

:sin

cos

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

0

0

1 130
2 2

3 330
2 2

 )0/25( )0/25(

)0/25(

�

BC BH R      AH AO OH R ,= = = + =32 3
2

)0/25( پس �

ABCS AH BC R R R  = × = × × = 21 1 3 3 33
2 2 2 4

)0/25( �

 )ص 29، تمرین 2(
ال�ف( نادرس�ت )0/25( - انتقال همانی بی‌ش�مار نقطۀ ثاب�ت تبدیل دارد و 88

انتقال غیرهمانی نقطۀ ثابت تبدیل ندارد. )ص 48، فعالیت پ(
AM کمترین مقدار  MB+ 040 )0/25( - می‌دانیم اگر   - )0/25( 0100 ب( 

. پس M Mˆ ˆ=1 2 ممکن باشد، آن‌گاه 
M M

M

ˆ ˆ

ˆ

= = ⇒β=

= − β= − × = ⇒α=

0 0
1 2

0 0 0 0 0
3

40 40

180 2 180 2 40 100 100
�

)ص 52( 
فرض کنید T تبدیلی طولپا باشد. زاویۀ O و نقاط دلخواه A و B روی اضلاع 99

 ، T B B( ) ′= T و  A A( ) ′=  ، T O O( ) ′=  آن را در نظ�ر می‌گیری�م. اگ�ر 
چون T طولپاست، )0/25( پس

OA O A

OB O B  OAB O A B  

AB A B O O  

(ÆïÆïÆ)

ˆ ˆ

 ′ ′=
 ′ ′ ′ ′ ′= → ≅


′ ′= ′=

)0/25( )0/25(

)0/25(

 

)ص 34 و 35، فعالیت(
 باشند. 101 ′B به ترتیب بازتاب‌های A و B نسبت به خط  ′A و  فرض کنید 

بنابر تعریف بازتاب داریم
A H AH

 B H A H BH AH 
B H BH

A B AB 

′ = ′ ′⇒ − = −
′ =
′ ′=

)0/25( )0/25(

)0/25(

�

)ص 42، تمرین 1( 

111 . k=2
3

فرض کنید محل تلاقی قطرهای مربع نقطۀ O باشد. در این تجانس 
اگر طول ضلع مربع ABCD برابر a باشد، آن‌گاه طول ضلع مجانس این مربع، یعنی 

a  a  = ⇒ =2 10 15
3

)0/25( )0/25( a2 است. �
3

A برابر  B C D′ ′ ′ ′ مربع 

بنابراین مساحت ناحیۀ بین دو مربع برابر است با

ABCD A B C DS S   ′ ′ ′ ′− = − =2 215 10 125)0/25( )0/25( �

 )ص 49، تمرین 3(
در تجانس خطی که یک نقطه را به تصویرش وصل می‌کند، از مرکز تجانس 121

′CC را رسم می‌کنیم.  ′BB و   ، AA′ می‌گذرد. )0/25( بنابراین خطوط شامل 
)0/25( نقطۀ همرسی این خطوط مرکز تجانس است. )0/25( )ص 45، فعالیت ث(
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