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ماتریس و کاربردها



 

ماتریس و اعمال روی ماتریس‌ها

هر آرایش مستطیلی از عددهای حقیقی یک ماتریس است. 

هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس، درایة آن ماتریس است.

درایه‌های ماتریس را با دو کروشه محصور می‌کنیم و خود ماتریس را با حروف بزرگ لاتین نشان می‌دهیم.

m )بخوانید m در n( است. n× ماتریسی که m سطر و n ستون دارد، از مرتبة 

ija نشان می‌دهیم. ام ماتریس A را با  j ام و ستون  i در حالت کلی درایة سطر 

m را می‌توان به صورت زیر نشان داد. n× در حالت کلی، ماتریس 

n

n

m m m mn

a a a a
a a a a

A

a a a a

 
 
 =  
 
  

۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱

۲۱ ۲۲ ۲۳ ۲

۱ ۲ ۳





    



. i m j n( , )≤ ≤ ≤ ≤۱ ۱ ij نمایش می‌دهیم  m nA a[ ] ×= این ماتریس را به صورت 

ija درایة عمومی ماتریس A است.

معرفی چند ماتریس خاص
O نشان می‌دهیم. 1( ماتریس صفر ماتریسی است که همة درایه‌های آن صفر است. ماتریس صفر را با 

O O      ,
×

×

 
= =    

  
۱ ۱

۲ ۳

0 0 0
0 0 0 0

n×۱ است. 2( ماتریس سطری ماتریسی است که فقط یک سطر دارد. ماتریس سطری در حالت کلی از مرتبة 
 A B      ,  = − = −    ۱ ۱ ۱ ۳  

3( ماتریس ستونی ماتریسی است که فقط یک ستون دارد. ماتریس ستونی در حالت کلی از مرتبة m×۱ است.

A B      ,

 
 

= = −    
 
 

۲
۳ ۱

۳

4( ماتریس مربعی ماتریسی است که تعداد سطرها و ستون‌های آن با هم برابرند.

 A B      ,
×

×

− 
= − =    

  
۱ ۱

۲ ۲

۲ ۱
۴ ۳ ۴  

n را ماتریس مربعی از مرتبة n می‌گوییم. n× • ماتریس مربعی از مرتبة 
• در حالت کلی برای ماتریس‌های مربعی درایه‌ها را به صورت زیر نشان می‌دهیم:

ij

ij n n ij

ij

i j a

A a i j a

i j a

SwH Â±ÅH oõ¤ Á»n 

SwH Â±ÅH oõ¤ Á¯IM 

SwH Â±ÅH oõ¤ ¸ÃÄIQ 

.

[ ] .

.

×

 =
= <


>
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5( ماتریس قطری ماتریس مربعی است که تمام درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی آن صفر است.
توجه کنید که درایه‌های واقع بر قطر اصلی می‌توانند صفر باشند یا نباشند.

 A B      ,

 −
   

= =   −    
 

۱ 0 0۲ 0
0 0 00 ۳
0 0 7

 

6( ماتریس اسکالر ماتریسی قطری است که تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابرند.

 A B C            , ,

 
   

= = =      
    

 

۲ 0 0۱ 0
۵ 0 ۲ 00 ۱

0 0 ۲
 

nI نشان می‌دهیم. 7( ماتریس همانی )واحد( ماتریسی اسکالر است که تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن برابر 1 هستند. ماتریس همانی از مرتبة n را با 

 I I      ,

 
   

= =   
    

 

۲ ۳

۱ 0 0۱ 0
0 ۱ 00 ۱
0 0 ۱

 

ijB مساوی هستند، هرگاه  b[ ]= ijA و  a[ ]= دو ماتریس 

1( هم‌مرتبه باشند.
2( درایه‌های نظیر آن‌ها با هم برابر باشند. به عبارت دیگر،

 ij ij ij iji j a b a b, ; [ ] [ ]∀ = ⇔ =  

برای جمع دو ماتریس هم‌مرتبه، باید درایه‌های نظیر در این دو ماتریس را با هم جمع کرد. به عبارت دیگر،

 ij m n ij m n ij ij ij ijA a B b A B a b a b  [ ] , [ ] [ ] [ ] [ ]× ×= = ⇒ + = + = +  

• برای تفاضل دو ماتریس هم‌مرتبه مانند جمع عمل می‌کنیم:
 ij ij ij ijA B a b a b[ ] [ ] [ ]− = − = −  

برای ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس، کافی است آن عدد را در تک‌تک درایه‌های آن ماتریس ضرب کنیم. به عبارت دیگر،

 ij m n
ij m n

r
rA ra

A a
[ ]

[ ] ×
×

∈ ⇒ = =



 

از ضرب عدد ۱− در ماتریس A قریةن ماتریس A به دست می‌آید:
 ijA A A a uÄoUI¶ ¾â ¹Äo¤ ( ) [ ]= − = − = −۱  

s دو عدد حقیقی باشند. در این صورت خواص زیر برقرارند: r و  C سه ماتریس هم‌مرتبه و  B و   ، A فرض کنید 
A )خاصیت شرکت‌پذیری جمع( B C A B C( ) ( )+ + = + +  )2 A )خاصیت جابه‌جایی جمع(	 B B A+ = +  )1

A )خاصیت عضو قرینه( A A A O( ) ( )+ − = − + =  )۴ A )عضو خنثی برای عمل جمع(	 O O A A+ = + =  )۳
r s A rA sA( )± = ±  )۶ 	r A B rA rB( )± = ±  )۵

A A =۱  )۸ 	 rs A r sA( ) ( )=  )۷
. A B= ، آن‌گاه  r rA و 0≠ rB= ۱۰( اگر  	. rO O= A و  O=0  )۹

. rA rB= ، آن‌گاه  A B= ۱۱( اگر 

)AB زمانی تعریف می‌ش��ود که تعداد س��تون‌های ماتریس A با تعداد س��طرهای ماتریس B برابر باش��د. به عبارت دیگر، )  B در A ضرب
m است. p× n باشد، این ضرب قابل تعریف و حاصل آن ماتریسی از مرتبة  p× m و B از مرتبة  n× اگر A از مرتبة 
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۱× است که به صورت زیر به دست می‌آید: n×۱ و B ماتریس ستونی n×۱ باشد، ضرب A در B ماتریسی ۱ اگر A ماتریس سطری 

 n n n

n

b
b

AB a a a a b a b a b

b

  

 
 
  = = + + +   
 
  

۱۱

۲۱
۱۱ ۱۲ ۱ ۱۱ ۱۱ ۱۲ ۲۱ ۱ ۱

۱

 



 

 هم نشان داد.
n

k k
k

AB a b
=

= ∑ ۱ ۱
۱

می‌توان برابری بالا را به شکل 

m است. درایة عمومی این  p× ij ماتریسی مانند C به دست می‌آید که از مرتبة  n pB b[ ] ×= ij در ماتریس  m nA a[ ] ×= از ضرب ماتریس 

ماتریس به صورت زیر به دست می‌آید:

 

m p m n n p

j

j
ij i i in

nj

n

i j i j in nj ik kj
k

C A B

b
b

C c A i B j a a a

b

a b a b a b a b

 uÄoUI¶ Â¶¼µø ¾â ÄHnj  ³H  oõw  ³H  ·¼Tw( )( )

× × ×

=

= ×

 
 
  = = =    
 
  

= + + + = ∑

۱

۲
۱ ۲

۱ ۱ ۲ ۲
۱







 

در ضرب ماتریس‌ها،
. AB BA= 1( جابه‌جایی برقرار نیست. یعنی در حالت کلی نمت‌یوان گفت 

2( شرکت‌پذیری برقرار است:
 A BC AB C( ) ( )=  

، آن‌گاه ijABC D d[ ]= = • اگر 

 ijd A i B C j ³H  oõw  ³H  ·¼Tw( ) ( )=  

3( توزیع‌پذیری برقرار است:

 
A B C AB AC

B C A BA CA

( )

( )

+ = +


+ = +
 

4( عضو خنثی ضرب داریم:

 n n n n n n n n

m n n m m n m n

A I I A A

A I I A A

× × ×

× × ×

= =

= =
 

5( فاکتورگیری داریم:

  
. B C= AB نتیجه گرفت  AC= ، B و C نمی‌توان از تساوی  A 6( برای ماتریس‌های 
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، می‌توان دو طرف را در ماتریسی مانند C ضرب کرد. فقط دقت کنید که جهت ضرب مهم است. A B= • عکس این ویژگی برقرار است. یعنی اگر 

. B O= A یا  O= AB نتیجه گرفت  O= 7( برای دو ماتریس A و B نمی‌توان از تساوی 
 AB O A O B O  IÄ  = ⇒ = =  

• عکس این مطلب درست است، یعنی
 A O B O AB O  IÄ  = = ⇒ =  

8( حاصل‌ضرب دو ماتریس قطری، ماتریس قطری است.

 
a a aa

b b bb
c c cc

     ′ ′
     ′ ′=     
     ′ ′     

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 

اگر n عددی طبیعی باشد، آن‌گاه

 

n n

n

n

aa
b b

c c

       =         

0 00 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

، آن‌گاه
a b

A
c d

 
=  

  
اگر 

A a d A ad bc I( ) ( )= + − −۲  

در حالت کلی اتحادهای جبری در ضرب ماتریس‌ها برقرار نیست. به عنوان نمونه:

 

A B A AB B

A B A B A B A AB BA B

A B A B A B

A B A B A AB BA B

( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

 + ≠ + +

 + = + + = + + +

 + − ≠ −

 + − = − + −

۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۲

۲ ۲

۲ ۲

۲

 

، آن‌گاه اتحادها برای آن‌ها برقرار است: AB BA( )= اگر دو ماتریس A و B جابه‌جا شونده باشند 

 

A B A AB B

AB BA A B A AB B

A B A B A B

( )

( )

( )( )

 + = + +

= ⇒ − = − +

 − + = −

۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۲

۲ ۲

۲

۲  

، پس اتحادها برای I با هر ماتریس هم مرتبه‌اش برقرار است: AI IA= چون 

 

A I A A I

A I A A A I

A I A I A I

A I A A I A I

( )

( )

( )( )

( )( )

+ = + +

+ = + + +

+ − = −

+ − + = +

۲ ۲

۳ ۳ ۲

۲

۲ ۳

۲

۳ ۳
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وارون ماتریس و دترمینان

دترمینان هر ماتریس مربعی مرتبة 1 همان درایه‌اش است:
A a A a[ ] | |= ⇒ =

، دترمینان به صورت زیر به‌دست می‌آید:
a b

A
c d

 
=  

  
برای ماتریس مربعی 

ijM نشان می‌دهیم. برای ماتریس مربعی A، ماتریسی را که از حذف سطر i ام و ستون j ام به‌دست می‌آید با 

ijA در کتاب درسی  ija می‌گوییم )توجه کنید که نام  ijA همسازة نظیر درایة  . به  i j
ij ijA M( ) | |+= −۱ برای ماتریس مربعی A می‌نویسیم 

مطرح نشده است(.

برای محاسبة دترمینان ماتریس مربعی مرتبة 3 کافی است یک سطر یا یک ستون دلخواه را انتخاب کنیم، سپس هر درایه از آن سطر یا ستون 
را در همسازه‌اش ضرب کنیم و در نهایت آن‌ها را با هم جمع کنیم:

a a a
a a a a A a A a A
a a a

a A a A a A

a A a A a A

a A a A a A

a A a A

Ï»H oõw ¾M SLvº ôvM

³»j oõw ¾M SLvº ôvM

³¼w oõw ¾M SLvº ôvM

Ï»H ·¼Tw ¾M SLvº ôvM

= + +

= + +

= + +

= + +

= +

۱۱ ۱۲ ۱۳

۲۱ ۲۲ ۲۳ ۱۱ ۱۱ ۱۲ ۱۲ ۱۳ ۱۳

۳۱ ۳۲ ۳۳

۲۱ ۲۱ ۲۲ ۲۲ ۲۳ ۲۳

۳۱ ۳۱ ۳۲ ۳۲ ۳۳ ۳۳

۱۱ ۱۱ ۲۱ ۲۱ ۳۱ ۳۱

۱۲ ۱۲ ۲۲ a A

a A a A a A

³»j ·¼Tw ¾M SLvº ôvM

³¼w ·¼Tw ¾M SLvº ôvM

+

= + +

۲۲ ۳۲ ۳۲

۱۳ ۱۳ ۲۳ ۲۳ ۳۳ ۳۳

برای محاسبة دترمینان بهتر است سطر یا ستونی را انتخاب کنیم که درایه‌های صفر بیشتری داشته باشد. 

 . A| |=0 اگر همة درایه‌های یک سطر )ستون( ماتریس مربعی مانند A برابر صفر باشند، آن‌گاه 

 ×۳ ۳ دستور ساروس برای محاسبة دترمینان ماتریس 

 را در نظر بگیرید. ستون‌های اول و دوم این ماتریس را به صورت زیر در کنارش می‌نویسیم. در این صورت
a a a

A a a a
a a a

 
 =  
  

۱۱ ۱۲ ۱۳

۲۱ ۲۲ ۲۳

۳۱ ۳۲ ۳۳

ماتریس 

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a

1ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò 2ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò 3ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò 4ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò 5ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò 6ôi ÁIÀï¾ÄHnj Joò

| | ( ) ( )= + + − + +۱۱ ۲۲ ۳۳ ۱۲ ۲۳ ۳۱ ۱۳ ۲۱ ۳۲ ۱۳ ۲۲ ۳۱ ۱۱ ۲۳ ۳۲ ۱۲ ۲۱ ۳۳
     

۳× قابل استفاده است.  ۳ روش ساروس فقط برای ماتریس‌های 
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ویژگی‌های دترمینان

ویژگی 1 )ضرب عدد در دترمنیان( برای ضرب یک عدد در یک دترمینان کافی است آن عدد را فقط در یک سطر یا یک ستون دلخواه ضرب کنیم. 
a b c a b c a b c
d e f d e f d e f
g h i g h i g h i

α α α α
α = = α =

α


α را فاکتور گرفت.  این ویژگی نشان می‌دهد که می‌توان از یک سطر یا یک ستون دترمینان ماتریس، عددی مانند 

. nA A| | | |α = α α عددی حقیقی باشد، آن‌گاه  اگر A ماتریس مربعی مرتبة n باشد و 

. AB A B| | | || |= ویژگی 2 برای دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبه می‌نویسیم 

. n nA A| | | |= اگر A یک ماتریس مربعی و n عددی طبیعی باشد، آن‌گاه 

ویژگ��ی 3 در ی��ک ماتریس مربعی، اگر همة درایه‌ه��ای بالای قطر اصلی یا همة درایه‌های پایین قطر اصلی صفر باش��ند، حاصل دترمینان برابر 
ضرب درایه‌های قطر اصلی است. 

a a d e a
d b abc b f abc b abc
e f c c c

            , ,= = =
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . I| • دترمینان ماتریس همانی برابر 1 است: ۱=|
ویژگی 4 اگر در یک ماتریس مربعی، دو سطر یا دو ستون، مضرب هم باشند، حاصل دترمینان این ماتریس صفر است. 

اگر در یک ماتریس مربعی، دو سطر یا دو ستون با هم برابر باشند، حاصل دترمینان این ماتریس صفر است. 

، آن‌گاه A وارون‌پذیر است و B وارون A است.  AB BA I= = برای ماتریس مربعی A اگر ماتریسی مانند B وجود داشته باشد که 

اگر A یک ماتریس مربعی وارون‌پذیر باشد، وارون A منحصر به فرد است. 

 . AA A A I− −= =۱ ۱ وارون ماتریس A را با A−۱ نشان می‌دهیم: 

 . A A( )− − =۱ ۱ وارونِ وارونِ هر ماتریس، خودش می‌شود: 

، آن‌گاه A وارون‌پذیر است.  A| |≠0 |A و برعکس. یعنی اگر  |≠0 اگر A ماتریس مربعی وارون‌پذیر باشد، آن‌گاه 

. B C= AB نتیجه می‌گیریم  AC= اگر A ماتریسی وارون‌پذیر باشد و B و C دو ماتریس دلخواه باشند، آن‌گاه با فرض 

 . B O= ، آن‌گاه  AB O= اگر ماتریس A وارون‌پذیر باشد و 

ویژگی‌های ماتریس وارون

. A
A

| |
| |

− =۱ ۱ ویژگی 1 اگر ماتریس A وارون‌پذیر باشد، آن‌گاه 

 . kA A
k

( )− −=۱ ۱۱ ویژگی 2 اگر k عددی حقیقی و مخالف صفر و A ماتریسی وارون‌پذیر باشد، آن‌گاه 

. AB B A( )− − −=۱ ۱ ۱ ویژگی 3 برای دو ماتریس وارون‌پذیر و هم‌مرتبة A و B می‌نویسیم 
• این ویژگی قابل تعمیم است:

n nA A A A A A( )− − − −=۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۲ ۱ 

. n nA A( ) ( )− −=۱ ۱  ، A برای ماتریس مربعی و وارون‌پذیر

. A B A B( )− − −+ ≠ +۱ ۱ ۱ دقت کنید که 

 به‌دست می‌آید
a b

A
c d

 
=  

  
برای ماتریس وارون‌پذیر 

d b d bA
c aA c aad bc| |

− −  − =   =  −  −−    

۱ ۱ ۱



122  ةل یازدهم: هندسصففهندسة 3 / :فصل یازدهم    

. n nP AP P A P( )− −=۱ ۱ اگر P ماتریسی وارون‌پذیر و A ماتریس مربعی و هم‌مرتبة آن باشد، آن‌گاه 

حل دستگاه دو معادله و دو مجهول خطی

روش الو )روش تبدیل( در این روش، در یکی از معادلات یکی از مجهول‌ها را برحسب مجهول دیگر به‌دست می‌آوریم. مجهول به‌دست آمده 
را در معادل��ة دیگ��ر قرار می‌دهیم تا مقدار یکی از مجهول‌ها به‌دس��ت آید. با قرار دادن مقدار مجهول به‌دس��ت آمده در یکی از معادلات مقدار 

مجهول دیگر به‌دست می‌آید. 

روش دوم )روش حذف( در این روش معادلات را در عددهایی مخالف صفر ضرب می‌کنیم به طوری که با جمع و یا تفریق دو معادله، یکی از 
مجهول‌ها حذف شود. از معادلة یک مجهولی حاصل، مقدار یکی از مجهول‌ها به‌دست می‌آید. با قرار دادن آن در یکی از معادله‌ها، مقدار مجهول 

دیگر به‌دست می‌آید. 

روش سوم )روش ماتریس وارون( برای دستگاه زیر سه ماتریس تعریف می‌شود:
ax by c a b x c

A X B
a x b y c a b y c

      KÄHoò uÄoUI¶        R¯¼¿\¶ uÄoUI¶        ³¼±÷¶ oÄjI£¶ uÄoUI¶  , : , : , :
+ =       = = =      ′ ′ ′ ′ ′ ′+ =            

دستگاه بالا را می‌توان به شکل ماتریسی زیر در نظر گرفت:
a b x c

AX B
a b y c

 IÄ 

     
= =     ′ ′ ′          

. X A B−= ۱ با حل این معادلة ماتریسی، دستگاه حل می‌شود. واضح است که به شرط وارون‌پذیر بودن ماتریس A به‌دست می‌آید 

 باشد، می‌توان گفت:
a b

A
a b

 
=  ′ ′  

اگر ماتریس ضرایب 

، آن‌گاه دستگاه جواب منحصر به فرد دارد. A| |≠0 • اگر 
، در این صورت یا دستگاه جواب ندارد یا اینکه دستگاه نامتناهی جواب دارد.  A| |=0 • اگر 

بحث در تعداد جواب‌های یک دستگاه

 اگر هر معادله را یک خط در نظر بگیریم، به‌دست می‌آید:
ax by c
a x b y c

+ =
 ′ ′ ′+ =

در دستگاه 

a متقاطع  x b y c′ ′ ′+ = ax و  by c+ = |A( A همان ماتریس ضرایب اس��ت(، دو خط  |≠0 ، یعنی  a b
a b

≠
′ ′

1( اگ��ر 

هستند و دستگاه فقط یک جواب منحصر به فرد دارد. 

a موازی و متمایز )غیر منطبق( هس��تند، در این حالت  x b y c′ ′ ′+ = ax و  by c+ = ، دو خ��ط  a b c
a b c

= ≠
′ ′ ′

2( اگ��ر 

دستگاه جواب ندارد. 
• در این حالت اصطلاحاً می‌گوییم دستگاه نشدنی یا غیر ممکن است. 

a بر هم منطبق‌اند. در این حالت دستگاه نامتناهی جواب دارد. x b y c′ ′ ′+ = ax و  by c+ = ، دو خط  a b c
a b c

= =
′ ′ ′

3( اگر 

• در این حالت دستگاه معادلات مبهم است. 
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11 - ، ij

i j i j
b

i j i j

+ <= 
− ≥

آن  در  که   ijB b[ ] ×= ۳ ۳ و   ij

j i i j
a

j i i j

− ≤= 
+ >

آن  در  که   ijA a[ ] ×= ۳ ۳ اگر 

A چگونه است؟ B+ ماتریس 
1( درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی نظیر به نظیر مساوی‌اند.

2( درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی نظیر به نظیر قرینه‌اند.
3( قطری
4( اسکالر

22  قطری باشد، مجموع مقادیر m چقدر است؟-
b b

m m

+ 
 

+  
۲

۲
0

اگر ماتریس 

 −۱ )4 	1 )3 	 −۲  )2 	2 )1

33 ij برابر کدام است؟- i[ ] ×− ۲
۳ ۳۳ مجموع درایهه‌ای ماتریس 

 −۸۶  )4 	 −۸۸  )3 	 −۹۲  )2 	 −۹0  )1

44 ، مجموع درایهه‌ای ماتریس A کدام است؟- ij

j i j
a

i j i j

− <= 
+ ≥

۱
ijA اگر  a[ ] ×= ۳ ۳ در ماتریس 

30 )4 	29 )3 	28 )2 	27 )1

55 در کدام ماتریس درایهه‌ای بالا و پایین قطر اصلی نظیر به نظیر مسا‌یواند؟-
 i j[ ] ×+ ۳ ۳۲  )4 	 i j[sin( )] ×− ۳ ۳  )3 	 i j[cos( )] ×− ۳ ۳  )2 	 i j[ ] ×− ۳ ۳  )1

66 ] نماد جزء صحیح است.(- ، مجموع درایهه‌ای ستون دوم چقدر است؟ )[ ij
ia
j

[ ]= ijA اگر  a[ ] ×= ۳ ۴ در ماتریس 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

77 A کدام است؟-
− − 

 =  
  

0 ۱ ۲
۳ ۲ ۱
۸ 7 ۶

درایة عمومی ماتریس 

 ija i j= − ۲  )4 	 ija i j= −۲  )3 	 ija i j= −  )2 	 ija i j= −۲  )1

88 ]   نماد - ] ، کدام درایه در ماتریس A وجود ندارد؟ ) ij

i j i j
a

i j i j

[ ]
+ − >= 

 − ≤

۱
۳ ijA که در آن  a[ ] ×= ۳ ۳ اگر 

جزء صحیح است(
2 )4 	 −۲  )3 2( صفر	 	 −۱ )1

99 ، مجموع درایهه‌ای ماتریس A چند - A B
 

+ =  −  

۱ ۱
۲ 0 ۱ A و  B

− 
+ =  

  

۳ ۱
۲ 0 ، اگر  B برای دو ماتریس A و 

برابر مجموع درایهه‌ای ماتریس B است؟

1 )4 	 ۳
۵

 )3 	 − ۳
7

 )2 	 ۱
۴

 )1

ون
ماتریس و اعمال روی ماتریس‌ها )تا ابتدای ضرب ماتریس‌ها(آزم

پاسخ: 274 تا 275

52 
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1010  ij

i i j
b

j i j

 + == 
 − ≠

۲

۲

۱

۱
ijB با درایهه‌ای  b[ ] ×= ۳ ij و ماتریس ۴

i j
a

i j i j

== 
− ≠

۱

۲
ijA با درایهه‌ای  a[ ] ×= ۳ ماتریس ۴

A برابر کدام است؟ B+۳ مفروض‌اند. مجموع درایهه‌ای ماتریس 
15 )4 	−۱۵  )3 	3 )2 1( صفر	

11 a برابر کدام است؟- x+ ، مقدار  A A=۲  و 
x

A
a

 
=  −  

۲
۱ اگر 

 −۱ )4 	1 )3 	 −۲  )2 	2 )1

22 به‌طور متوسط در روز م‌یخورند و - و آهو  را نشان م‌یدهد که هر خرگوش  M مقدار علف، کاهو و کلمی  ماتریس 
ماتریس N تعداد خرگوش و آهوهایی را که گرگ یا شیر به‌طور متوسط در روز م‌یخورند نشان داده است. در روز 

هر شیر به‌طور غیرمستقمی چقدر کاهو م‌یخورد؟ 

 
M N

             ´±¨    ¼ÀI¨#   œ±–##                                                              x¼¬oi# ¼ÀA#

x¼¬oi ©o¬

¼ÀA oÃ{#

   
= =   

      

۳ ۲ ۱ ۲ ۱
۲ ۲ ۳ ۵ ۲

 

6 )4 	14 )3 	8 )2 	32 )1

33 ؟ - A
 
 

=  
 
 

۲
۴ 0 0
۸ ۴ 0
۶ ۸ ۴

 وجود دارد به‌طوری که 
a

A b a
c b a

 
 

=  
 
 

0 0
0 چند ماتریس به فرم 

4( نامتناهی 3( صفر	 	2 )2 	1 )1

4 A صدق م‌یکنند. در این صورت کدام گزینه همواره 	- B A AB B( )+ = + +۲ ۲ ۲۲ ماتریسه‌ای A و B در تسایو 

درست است؟
 AB O=  )4 	 AB BA=  )3 	 BA I=  )2	  AB I=  )1

55 α کدام است؟- +β ، مقدار  A A I= α +β۵ A و  A I= −۲ ۲ اگر 

6 )4 	 −۳  )3 	4 )2 	5 )1

66 - n( )∈ n کدام است؟  nA A +−۲ ۲ ، مجموع درایهه‌ای ماتریس ۱ A

 
 

=  
 −
 

۳ ۱
۲ ۲
۱ ۳
۲ ۲

اگر 

 ۳  )4 3( صفر	 	1 )2 	2 )1

77 A برابر کدام است؟ - A I( )− ۵۵ ، حاصل 
ab b

A
a ab

 
 =
 − − 

۲

۲ اگر 

 I− ۵۵  )4 	 A− ۵۵  )3 	 I۵۵  )2 	 A۵  )1

88 امُ A برابر کدام است؟ - n ، توان  A i j[( ) ] ×= + 0
۳ ۳ اگر 

 n A+۱۳  )4 	I )3 	 n A۳  )2 	 n A−۱۳  )1

ون
ماتریس و اعمال روی ماتریس‌ها )ضرب ماتریس‌ها(آزم

پاسخ: 275 تا 276

53 
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99 A۳ برابر کدام است؟- A تعریف شده است. مجموع درایهه‌ای سطر الو ماتریس  i j[ ] ×= − ۳ ۳۲ ماتریس A به صورت 

 −۲۴  )4 	−7۲  )3 	−۴۸  )2 	−۳۶  )1

1010 ، چند مورد از گزارهه‌ای زیر  AB O=  را درنظر بگیرید. م‌یدانمی 
a b

B
c d

 
=  

  
A و 

 
=  

  

0 ۱
0 0 دو ماتریس 

همواره صحیح است؟
 c d+ =0 الف( 

 AB BA= ب( 
، آن‌گاه ماتریس B قطری است.  AB BA= پ( اگر 

4( هیچ 	3 )3 	2 )2 	1 )1

11 X کدام است؟- Y+۲ ، مجموع درایهه‌ای ماتریس  X Y B− = X و  Y A+ =  ، B i j[ ] ×= + ۲ ۲  ، A i j[ ] ×= − ۲ اگر ۲

6 )4 	11 )3 	7 )2 	8 )1

22 A۵ برابر کدام است؟- A صدق م‌یکند. ماتریس  A I O− + =۲ ۲ ماتریس مربعی A در تسایو 
 A I+۴ ۳  )4 	 A I−۵ ۴  )3 	 A I−۴ ۳  )2 	 A I−۲  )1

33 α چقدر است؟- +β ، مقدار  A A I O+α +β =۳ A و 
 

=  
  

۱ ۲
۱ ۱ اگر 

7 )4 	 −۱0  )3 	 ۱0 )2 	 −7  )1

44 . اگر درایة واقع در سطر دوم و ستون سوم -
m

B a
 −
 

=  
 
 

۲ ۱ ۱
۵ ۱ 0

۱ ۱ ۲ ۴
A و 

 
=  

  

۱ ۲ ۳
۳ ۱ ۱ فرض کیند 

ماتریس AB برابر 6 باشد، مقدار m کدام است؟
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

55 - a b+ Aَ۲ باشد، مقدار   یک چهارم مجموع درایهه‌ای ماتریس 
a b

A a b
 
 

=  
 
 

0
0

0 0 0
اگر مجموع درایهه‌ای ماتریس 

کدام مت‌یواند باشد؟
10 )4 	8 )3 	4 )2 	2 )1

66 - AB O( )≠ ، مقدار k کدام است؟  AB kB A=۲ ۲ AB و  BA O+ = اگر 

2 )4 3( صفر	 	 −۱ )2 	1 )1

77 . اگر -
c

B a
a a

 
 

= − 
 
 

۱ ۳
۴ ۱

0
 درایهه‌ای بایلا قطر اصلی برابر صفر هستند و 

a b
A a c b

a

 
 

= − 
 − − 

0

۳ ۵
در ماتریس 

a کدام است؟ b+ ، مقدار  c = −۲۱ ۱ C و  BA=

 −۱ )4 3( صفر	 	 −۲  )2 	2 )1

ون
ماتریس و اعمال روی ماتریس‌هاآزم

پاسخ: 276 تا 277

54 
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88 A درایة سطر دوم و ستون دوم کدام است؟- I A I( )( )+ − ، در ماتریس  A
 
 

= − 
 
 

۱ 0 ۱
۱ 0 ۱

0 ۱ ۱
اگر 

4( صفر 	 1 )3 	 −۱ )2 	4 )1

99 ، درایة واقع در سطر سوم و ستون سوم ماتریس BA کدام است؟- B i j[ ] ×= − ۳ ۳۲ ۳ A و  i i[ ] ×= + ۲
۳ ۴ اگر 

 −۳0  )4 	18 )3 	 −۱۵  )2 	12 )1

1010 ، کدام تسایو درست است؟ A
 

=  − −  

۱0۱ ۱00
۱ ۱00 اگر 

 A A I O− − =۲ ۴۱0  )4 	A A I O− − =۲ ۱00  )3 	 A A I O − − =۲ ۱0۱  )2 	 A A O− =۲  )1

11 −A برابر کدام است؟- ۳۲ ، دترمنیان ماتریس 
A

A
A

| |

| |

+ 
=  

  

۳ ۲
۱ ۲ اگر 

 ۳
۲

 )4 	2 )3 	 ۱
۲

 )2 	1 )1

22  برابر کدام است؟-
۱ ۱ ۱
۴ 7 ۹

۱۶ ۴۹ ۸۱
مقدار دترمنیان 

27 )4 	30 )3 	29 )2 	28 )1

33  کدام است؟-
a +

−

۶ ۴ ۱
۲ ۸ ۲
۴ ۲ ۳

، مقدار دترمنیان 
a

k=
−

۲ ۳
۴ ۱ ۲
۱ ۲ ۳

اگر 

 k +۴ ۳۶  )4 	 k −۴ ۳۶  )3 	 k− −۴ ۳۶  )2 	 k− +۴ ۳۶  )1

44  برابر کدام است؟-
m n n p m p
n p m p m n
m p n p m n

+ + +
+ + +
+ + +

دترمنیان 

 m n p n m n p( )( )( )+ + − −۲  )2 	 m n p m n n p( )( )( )+ + + +۲  )1
 m n p m n n p( )( )( )+ + − −۲  )4 	 m n p m n m p( )( )( )+ + + +۲  )3

55 n برابر کدام است؟- m−۵ m عبور م‌یکند. مقدار  n( , )  از نقطة 
x y
− =

۳
۲ ۱ ۱ 0

۱ ۳ ۲
خط 

 −۱۱ )4 	11 )3 	 −۲۱ )2 	21 )1

66 A کدام است؟- I+۳ ۲ ، دترمنیان ماتریس  A
 
 

=  
 − 

0 0 ۱
۳ ۲ 0
۱ 0 0

اگر 

30 )4 	 −۲  )3 	50 )2 1( صفر	

ون
دترمینان )1(آزم

پاسخ: 277 تا 278
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77  برابر کدام است؟-
a b c
a b c

a b c

+
+

+

۲
۲

۲
، مقدار  a b c+ + = −۵ اگر 

12 )4 	4 )3 	 −۴  )2 	 −۱۲  )1

88  کدام نتیجه‌گیری صحیح است؟-
a b

a c
b c

+ +
− =
− −

۱ ۱ ۱
0 0

0
، از معادلة  abc ≠0 اگر 

 a b c− + + =0  )4 	 a b c+ − =0 )3 	a b c− + =0 )2 	 a b c+ + =0 )1

99 A برابر کدام است؟- A| || |۳۲ ۲ ۲ ۳× با دترمنیان 4 باشد، حاصل  ۳ اگر A یک ماتریس 

 ۳0۲  )4 	 ۳۴۲  )3 	 ۳۲۲  )2 	 ۳۳۲  )1

1010 A هر مقداری اضافه کمین حاصل دترمنیان این ماتریس 
− 

 =  
 − 

۴ ۳ ۱
۵ 0 7
۹ ۶ ۲

به کدام‌یک از درایهه‌ای ماتریس 

تغییر نم‌یکند؟
a۲۱ )4 	 a۳۱ )3 	 a۲۲  )2 	 a۲۳  )1

11 |A برابر کدام است؟- | ، مقدار  A i j[ ] ×= − ۲ ۲۲ ۳ اگر 

2 )4 	 −۶  )3 	6 )2 	−۲  )1

22  برابر کدام است؟-

−

− + −

۳ 0 0
۲ 0 0۲

۱0 0 0 ۱ 0
۳ ۳0 0 ۴ 0 0

۲

مقدار 

 −۱ )4 	2 )3 	 −۲  )2 	1 )1

33 A برابر کدام است؟- B− ۳ ۴۱
۲۴

، مقدار دترمنیان ماتریس  B
 
 = − 
  

۱ 0 0
0 ۲ 0
0 0 ۲

A و 
 
 = − 
  

0 ۲ 0
۱ ۴ ۱

۲ ۵ ۱
اگر 

 −۱۲  )4 	 −۴  )3 	12 )2 	4 )1

44  کدام است؟-
x x

x
− − −

− + − =
− −

۲ ۱ ۱ ۲ ۱
۱ ۲ ۱ ۱ 0 ۲ ۸

۱ 0 ۲ ۱ ۲ ۱
مقدار x در معادلة 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

55  برابر کدام است؟  -
x y

=
−

۱
۲ ۳ ۱ 0
۱ ۲ ۱

شیب خط 

 ۱
۳

 )4 	 − ۱
۳

 )3 	 −۳  )2 	3 )1

ون
دترمینان )2(آزم
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128  ةل یازدهم: هندسصففهندسة 3 / :فصل یازدهم    

66  برابر کدام است؟-
a a c

a b a
c a a b

− −
−

− −

۲ ۲ ۲
۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۲ ۲

0
0

0
دترمنیان 

 abc a b c( )+ +  )4 	 a b c+ +۲ ۲ ۲  )3 2( صفر 	 	 a b c( )+ + ۲  )1

77 a باشد، مقدار a چقدر است؟- +۳  برابر ۱
a

a
a

 
 − 

+  

0 0
0 ۱ 0
۱ ۲ ۱

اگر دترمنیان ماتریس 

2 )4 	 −۱ )3 2( صفر	 	1 )1

88 a برابر کدام است؟- b c+ + = ۳  با فرض 
a b c
a b c

a b c

+ +
+ +

+ +

۲ ۱
۱ ۲

۲ ۱
دترمنیان 

18 )4 	 −۱۸  )3 	 −۱۲  )2 	12 )1

99  چقدر است؟-
a

b+

۶ ۲ ۲۴
۶ ۹ ۱۸

۱ ۱ ۱۸
، حاصل  a k

b
=

۲ ۳ ۱
۳ ۱ ۲

۱ ۳
اگر 

 k− +۳۶ ۱۸0  )4 	 k− −۳۶ ۱۸0  )3 	 k +۳۶ ۱۸0  )2 	 k −۳۶ ۱۸0  )1

1010 A صدق م‌یکند، کدام است؟ A A A A
A

| | | |
| |
| | | | | |+ =۴ ۲ مقدار دترمنیان ماتریس مربعی A از مرتبة 4 که در رابطة 

 
۸
۲
۳

 )4 	 
۸
۴
۳

 )3 	 ۴
۳

 )2 	 ۸ ۴
۳

 )1

11 - λ∈ I برابر کدام است؟ ) A−λ ۴ ، دترمنیان ماتریس  A A− =۱ ۳× است. اگر  ۳ A یک ماتریس وارون‌پذیر 
۳× است.( ۳ و I ماتریس همانی 

 ( )−λ ۳۱  )4 	 −λ۳۱  )3 	 ( )−λ ۲۱  )2 	 −λ۲۱  )1

22 A کدام است؟- I+۲ ، وارون ماتریس  A I=۳ ۲ اگر 

 A A I( )− +۲۱ ۲ ۴
۱0

 )4 	 A I( )−۲۱
۱0

 )3 	 A A I( )− +۲۱ ۲ ۴
۵

 )2 	 A I−۲  )1

33 A کدام است؟- A A I( )−+ − +۳ ۲ ۱ ، مجموع درایهه‌ای ماتریس  A

 
 

=  
 −
 

۱ ۳
۲ ۲

۱۳
۲۲

اگر 

 − ۳  )4 	1 )3 	 −۱ )2 	 ۳  )1

44 A برابر کدام است؟- B− −+۱ A صدق کنند، ماتریس ۱ B AB+ =۲ ۲ ۳ اگر ماتریسه‌ای وارون‌پذیر A و B در رابطة 

 I۳
۲

 )4 	 I۲
۳

 )3 	 I۳  )2 	 I۲  )1

55 ، مجموع درایهه‌ای ستون - A
−     

=     − −     

۱ ۲ ۳ ۱ ۱ ۱
۱ 0 ۱ ۲ ۱ 0 ۲× باشد به‌طوری که  ۲ اگر A یک ماتریس 

الو ماتریس A چقدر است؟

 − ۳
7

 )4 	 − ۳
۱۴

 )3 	 ۳
7

 )2 	 ۳
۱۴

 )1

ون
وارون ماتریسآزم

پاسخ: 279 تا 280
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274 ریحیشانزدهم: پاسخ های تشفصل     

درایه‌های هر دو ماتریس را به‌دست می‌آوریم:1- گزینة 1 	1

A B      ,

   
   

= =   
   
      

0 ۱ ۲ 0 ۳ ۴
۳ 0 ۱ ۱ 0 ۵
۴ ۵ 0 ۲ ۱ 0

A درایه‌های ب��الا و پایین قطر  B
 
 

+ = 
 
 

0 ۴ ۶
۴ 0 ۶
۶ ۶ 0

پ��س در ماتریس 

اصلی نظیر به نظیر مساوی‌اند.

در ماتریس قطری درایه‌های بالا و پایین قطری اصلی 2- گزینة 2 	4
صفر هستند، پس

mm m m m m( )
=

+ = ⇒ + = ⇒ =−
۲ 00 ۱ 0 ۱

پس مجموع مقادیر m برابر ۱− است.

ابت��دا درایه‌های این ماتریس را با تعریف داده ش��ده 3- گزینة 3 	1
به‌دست می‌آوریم:

− − 
 

− − − 
 − − − 

۲ ۱ 0
۱0 ۸ ۶
۲۴ ۲۱ ۱۸

مجموع درایه‌های این ماتریس برابر ۹0− است.

درایه‌های ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:4- گزینة 4 	3

A uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶

 
 

= ⇒ = 
 
 

۲ ۱ ۲
۳ ۴ ۲ ۲۹
۴ ۵ ۶

، پ��س 5- گزینة 5 ij jia a=− در ماتری��س گزین��ة )1( چ��ون  	2

درایه‌های نظیر بالا و پایین قطر اصلی قرینة یکدیگر می‌شوند. پس گزینة )1( 
درست نیست.

، پس درایه‌های  i j j isin( ) sin( )− =− − در ماتری��س گزینة )3( چ��ون 
نظیر بالا و پایین قطر اصلی قرینة یکدیگر می‌ش��وند، بنابراین گزینه )3( نیز 

نمی‌تواند درست باشد.
، به عن��وان مثال  ij jia a≠  ، i j≠ در ماتری��س گزین��ة )4( ب��ه ازای هر 

a، پس گزینة )4( نیز نمی‌تواند درست باشد.  = + =۲۱ ۲ ۲ a ولی ۴ = + =۱۲ ۱ ۴ ۵

، پس گزینة )2(  i j j icos( ) cos( )− = −  ، i j≠ در گزین��ة )2( به‌ازای هر 
ماتریس مورد نظر است.

i j
cos cos( ) cos( )

[cos( )] cos cos cos( )

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

×

− − 
 

− = − 
 
 
 
 

= 
 
 

۳ ۳

0 ۱ ۲
۱ 0 ۱
۲ ۱ 0

0 ۱ ۲
۱ 0 ۱
۲ ۱ 0

 آزآزمون 

صفل شانزدمه: پاسخه ای تشریحی

درایه‌های ستون دوم ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:6- گزینة 6 	2

a a a            [ ] , [ ] , [ ]= = = = = =۱۲ ۲۲ ۳۲
۱ ۲ ۳0 ۱ ۱
۲ ۲ ۲

اکنون می‌نویسیم
a a a³»j ·¼Tw ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = + + = + + =۱۲ ۲۲ ۳۲ 0 ۱ ۱ ۲

برای هر گزینه ماتریس مربوط به ضابطه را می‌نویسیم:7- گزینة 7 	1
گزیةن )1(

 A

− − 
 

= 
 
  

0 ۱ ۲

۳ ۲ ۱

۸ 7 ۶

 

گزیةن )2(

 A

− − 
 

= − 
 
  

0 ۱ ۲

۱ 0 ۱

۲ ۱ 0

 

گزیةن )3(

 A

− 
 

= 
 
  

۱ 0 ۱

۳ ۲ ۱

۵ ۴ ۳

 

گزیةن )4(

A

− − 
 

= − − 
 

− −  

0 ۳ ۸

۱ ۲ 7

۲ ۱ ۶

ابتدا ماتریس A را به دست می‌آوریم:8- گزینة 8 	4

A

− − 
 

= − 
 
  

0 ۱ ۲

0 0 ۱

0 0 0

در این ماتریس درایة 2 وجود ندارد.

از دس��تگاه ص��ورت س��ؤال ماتریس‌ه��ای A و B را 9- گزینة 9 	2
به‌دست می‌آوریم:

A B

A B

−  
+ =  

    


 
+ =  −   

۳ ۱

۲ 0

۱ ۱
۲

0 ۱

معادلة بالا را از معادلة پایین کم می‌کنیم:

A
− −     

= − =     
− − −          

۱ ۱ ۳ ۱ ۲ ۲

0 ۱ ۲ 0 ۲ ۱

ماتریس A را در معادلة اول قرار می‌دهیم:

B
− − −     

= − =     
− −          

۳ ۱ ۲ ۲ ۵ ۳

۲ 0 ۲ ۱ ۴ ۱

در نهایت می‌نویسیم
A
B

 uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶

 uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶

=− ۳
7
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01- گ10 ابتدا ماتریس‌های A و B را به‌دست می‌آوریم:ینةز 	2

A

B

×

×

− − − 
 

= − − 
 

− −  
 
 

= 
 
  

۳ ۴

۳ ۴

۱ ۳ ۵ 7

0 ۱ ۴ ۶

۱ ۱ ۱ ۵

۲ ۳ ۸ ۱۵

0 ۵ ۸ ۱۵

0 ۳ ۱0 ۱۵

بنابراین

A B

− − −   
   

+ = − − +   
   

− −      
− − − 

 
= − − 

 
  

۱ ۳ ۵ 7 ۲ ۳ ۸ ۱۵

۳ ۳ 0 ۱ ۴ ۶ 0 ۵ ۸ ۱۵

۱ ۱ ۱ ۵ 0 ۳ ۱0 ۱۵

۵ ۶ 7 ۶

0 ۸ ۴ ۳

۳ 0 ۱۳ 0

A مساوی 3 است. B+۳ پس مجموع درایه‌های ماتریس 

A۲ را پیدا می‌کنیم و س��پس آن را 1- گزینة 1 ابت��دا ماتریس  	3
مساوی A قرار می‌دهیم:

 

x x axx x
A A A

a a a x a

x x ax x
A A

aa x a

x x
a x

a a

− +    
 = × = =   
 − −    − − − +     

− +   
 = ⇒ = 
  − − − − +   

− = ⇒ = ⇒ + =
− − =− ⇒ =−

۲
۲

۲
۲

۴ ۲۲ ۲

۱ ۱ ۲

۴ ۲ ۲

۱۲

۴ ۲ ۲
۱

۲ ۱ ۱

 

ماتریس NM را به‌دست می‌آوریم. درایة سطر دوم و 2- گزینة 2 	3
ستون دوم این ماتریس میزان کاهویی است که شیر به صورت غیرمستقیم 

خورده است:

 NM
? ? ?

? ?

     
= =     

          

۲ ۱ ۳ ۲ ۱

۵ ۲ ۲ ۲ ۳ ۱۴
 

A۲ 3- گزینة 3 A۲ را محاس��به ک��رده و با ماتریس  ماتریس  	2
داده شده در صورت سؤال مقایسه می‌کنیم:

 

a a

A b a b a

c b a c b a

a

ab a

ac b ab a

   
   

=   
   
      
   
   
 = = 
   
   +    

۲

۲

۲

۲ ۲

0 0 0 0

0 0

0 0 ۴ 0 0

۲ 0 ۸ ۴ 0

۶ ۸ ۴۲ ۲

 

 آزآزمون 

از این تساوی نتیجه می‌گیریم
 a a= ⇒ =±۲ ۴ ۲ 

a به دس��ت می‌آی��د b=۲ و به ازای  =۲ ، پس به ازای  ab=۲ ۸ چ��ون 
ac به ازای  b+ =۲۲ ۶ . اکنون از تساوی  b=−۲ به دست می‌آید a =−۲

a به دست می‌آید b= =۲

 c c+ = ⇒ =۱۴ ۴ ۶
۲

 

a به دست می‌آید b= و به ازای ۲−=

 c c− + = ⇒ =− ۱۴ ۴ ۶
۲

بنابراین دو دسته جواب به دست می‌آید

 
a b c

a b c

 

 

, ( )

, ( )

= = =

= =− =−

۱۲ ۱
۲

۱۲ ۲
۲

 

توجه کنید که 4- گزینة 4 	3

 A B A B A B A AB BA B( ) ( )( )+ = + + = + + +۲ ۲ ۲  
بنابراین از فرض مسئله نتیجه می‌شود

 A AB BA B A AB B BA AB+ + + = + + ⇒ =۲ ۲ ۲ ۲۲  

A را به توان دو می‌رسانیم:5- گزینة 5 A I= −۲ ۲ دو طرف تساوی  	1

 A A A I A I A I A I( )= − + = − − + =− +۴ ۲ ۴ ۴ ۲ ۴ ۴ ۳ ۲  
دو طرف تساوی را در A ضرب می‌کنیم:

 A A A A I A A I( )=− + =− − + =− +۵ ۲۳ ۲ ۳ ۲ ۲ ۶  

. در  β=۶ ، پس α=−۱ و  A A I=α +β۵ با توجه به فرض سؤال چون 
. α+β=۵ نتیجه 

A۲ را پیدا می‌کنیم.6- گزینة 6 ابتدا ماتریس  	2

 A A A I

   
     

= × = = =     
      − −      

۲
۳ ۱ ۳ ۱

۱ 0۲ ۲ ۲ ۲
0 ۱۱ ۳ ۱ ۳

۲ ۲ ۲ ۲

 

، پس nA A+ =۲ ۱ nA و  I=۲ بنابراین 

n nA A I A

IÀ¾ÄHnj#“¼µ\¶

+

   
− −    

− = − = − =    
      − − +      

= − − − + + =

۲ ۲ ۱
۳ ۱ ۳ ۱۱۱ 0 ۲ ۲ ۲ ۲

0 ۱ ۱ ۳ ۱ ۳۱
۲ ۲ ۲ ۲

۳ ۱ ۱ ۳۱ ۱ ۱
۲ ۲ ۲ ۲

A۲ را به‌دست می‌آوریم:7- گزینة 7 ابتدا ماتریس  	3

 
ab b ab b

A A A
a ab a ab

     
   = × = = 
     − − − −     

۲ ۲
۲

۲ ۲

0 0

0 0

A تمام  A I( )− ۵۵ . پس در محاس��بة ماتریس  nn A O ( )≥ =۲ بنابراین 

nn برابر ماتریس صفر هستند، در نتیجه A ( )≥۲ جملات به صورت 

 


O

O

A A I A A A I A I

A A I A A A

( ) ( ( ) )

( )

− = − + + −

= − = − =−

۵ ۵ ۴ ۴ ۵

۵ ۵ ۵ ۲ ۵ ۵

۵ ۲۵ ۵ ۵ ۵

۵ ۵ ۵ ۵ ۵




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i همواره برابر یک است، پس8- گزینة 8 j( )+ 0 عبارت  	1

 

A

A A

A A A A A A A A

A A A A A A A A

 
 

= 
 
  
     
     

= = =     
     
          

= × = × = = =

= × = × = = =

۲

۳ ۲ ۲ ۲

۴ ۳ ۲ ۳

۱ ۱ ۱

۱ ۱ ۱

۱ ۱ ۱

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۳ ۳ ۳

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۳ ۳ ۳ ۳

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۳ ۳ ۳

۳ ۳ ۹ ۳

۹ ۹ ۲7 ۳

 

به همین ترتیب معلوم می‌شود که
n nA A−= ۱۳  

توجه کنید که9- گزینة 9 	3

A

A

A A A

? ? ?

? ? ?

 −
 

= 
 
  
     − − − − −
     

= =     
     
          

   − − − −
   

= × =   
   
      
 − − −
 

= 
 
  

۲

۳ ۲

۱ 0 ۱

۳ ۲ ۱

۵ ۴ ۳

۱ 0 ۱ ۱ 0 ۱ ۴ ۴ ۴

۳ ۲ ۱ ۳ ۲ ۱ ۱۴ ۸ ۲

۵ ۴ ۳ ۵ ۴ ۳ ۳۲ ۲0 ۸

۴ ۴ ۴ ۱ 0 ۱

۱۴ ۸ ۲ ۳ ۲ ۱

۳۲ ۲0 ۸ ۵ ۴ ۳

۳۶ ۲۴ ۱۲

− است.  − − =−۳۶ ۲۴ ۱۲ 7۲ A۳ برابر  پس مجموع درایه‌های سطر اول 

01- گ10 ، پسینةز AB O= چون  	1

 
a b c d c

O O
c d d

=      = ⇒ = ⇒      
=            

0 ۱ 0

0 0 0 0 0
 

c درس��ت اس��ت. اکنون تس��اوی  d+ بنابرای��ن رابط��ة )ال��ف(، یعنی 0=
AB را بررسی می‌کنیم: BA=

 

a b
AB

a b a
BA

     
= =     

          
     

= =     
          

0 ۱ 0 0

0 0 0 0 0 0

0 ۱ 0

0 0 0 0 0 0

 

پس رابطة )ب( لزوماً درست نیست.

 B و ماتریس 
b

B
 

= 
  

0

0 0
، پس  a =0 ، آن‌گاه  AB BA= مسلماً اگر 

لزوماً قطری نیست. درنتیجه گزارة )پ( نیز درست نیست.

X به‌دست 1- گزینة 1 Y A+ = X و  Y B− = از برابری‌های  	4
می‌آید 

 A B BX Y      ,+ Α−= =
۲ ۲

 

در نتیجه

 

A B A B A B A B A BX Y A B

i j i jA B i j

( ) ( )

[ ( ) ]
[ ]

+ − − + + −+ = + = + + =

 − + ++= = = − = 
  

۲ ۲۲ ۲
۲ ۲ ۲ ۲

۱ 0۳۳ ۲
۲ ۲ ۳ ۲

 

X برابر 6 است. Y+۲ بنابراین مجموع درایه‌های ماتریس 

توجه کنید که 2- گزینة 2 	3

A A I

A

A A I O A A I A A I

A A I A A A I I A

A A I A A A

A A I A A A I

 ´Ã¹¨ïÂ¶ Joò  nj

( )

( )

( )

= −

− + = ⇒ = − ⇒ = −

= + − → = − + −

= − → = −

= − − ⇒ = −

۲

۲ ۲ ۴ ۲

۲۴ ۲ ۴

۴ ۵ ۲

۵ ۵

۲ ۲ ۲

۴ ۴ ۴ ۲ ۴

۴ ۳ ۴ ۳

۴ ۲ ۳ ۵ ۴

، آن‌گاه3- گزینة 3
a b

A
c d

 
= 

  
می‌دانیم اگر  	1

 A a d A ad bc I( ) ( )= + − −۲  

، پس A
 

= 
  

۱ ۲

۱ ۱
در اینجا 

 
AA A I A I

A A A A I A A I A A I

( )

( )

×= − − = + →

= + = + + = + + = +

۲

۳ ۲

۲ ۱ ۲ ۲

۲ ۲ ۲ ۴ ۲ ۵ ۲
 

بنابراین
 A A I O− − =۳ ۵ ۲  

α=−۵ و  A نتیجه می‌گیریم  A I O+α +β =۳ با مقایسة این تساوی با 
 . α+β=−7 . بنابراین  β=−۲

کافی اس��ت درایة سطر دوم و س��تون سوم ماتریس 4- گزینة 4 	1
AB را به‌دست آوریم:

 

AB A B

m
m m

 ³¼w ·¼Tw » ³»j oõw ¾â ÄHnj  ³»j oõw  ³¼w ·¼Tw( )( )=

 
  = = + + = +  
  

۳ ۱ ۱ ۱ ۳ ۱ ۲ ۳ ۳
۲

این درایه برابر 6 است، پس
 m m m+ = ⇒ = ⇒ =۳ ۳ ۶ ۳ ۳ ۱ 

A۲ را به‌دست می‌آوریم:5- گزینة 5 ابتدا ماتریس  	2

a ab ab ba b a b

A a b a b a ab ab b

 + +          = = + +                  

۲ ۲

۲ ۲ ۲

00 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 آزآزمون 
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